
Αθανάσιος Παύλος Παπανδρέου

Μηχανική Μεταπτυχιακού

Διάλεξη 7 Δευτέρα 21/10/2024

Εύρεση περιβάλλουσας

΄Εστω οικογένεια συναρτήσεων ya = f(x, a) = fa(x) οι οποίες διαφοροποιούνται μέσα από έναν πα-

ράγοντα a.Η περιβάλλουσα των ya θα δίνεται από την συνθήκη
∂f

∂a
= 0.

Παράδειγμα: Βολές με αρχική ταχύτητα vo σε ομογενές πεδίο βαρύτητας.

ΣF⃗ = ma⃗ ⇒

{
ΣFx = mẍ

ΣFy = mÿ
⇒

{
ẍ = 0

ÿ = −g
⇒

{
x(t) = at+ b

y(t) = −1
2gt

2 + ct+ d

Εφαρμόζοντας τις αρχικές συνθήκες x(0) = y(0) = 0, ẋ(0) = vocosϕ, ẏ(0) = vosinϕ παίρνουμε

x(t) = vocos(ϕ)t

y(t) = −1

2
gt2 + vosin(ϕ)t

Λύνοντας την πρώτη σχέση ως προς το t και αντικαθιστώντας στη δεύτερη σχέση βρίσκουμε έκφραση
για το y σε σχέση με το x και τη γωνία ϕ.

y(x, ϕ) = tan(ϕ)x− g

2v2ocos
2ϕ

x2 (1)

Η περιβάλλουσα θα βρεθεί από τη συνθήκη
∂y

∂ϕ
= 0

1

cos2ϕ
x− gx2

v2o

sinϕ

cos3ϕ
= 0 ⇒ x =

v2o
g

cosϕ

sinϕ
⇒ tanϕ =

v2o
gx

Αντικαθιστώντας στην (1) παίρνουμε y =
v2o
g

− gx2

2v2o

1

cos2ϕ
=

v2o
g

− gx2

2v2o

cos2ϕ+ sin2ϕ

cos2ϕ
=

v2o
g

−

gx2

2v2o

(
1 +

v4o
g2x2

)

Φτάνοντας τελικά στην έκφραση

yenc =
v2o
2g

− g

2v2o
x2 (2)
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Σχήμα 1: Τροχιές και περιβάλλουσα για vo = 10 m/s

Γεωδαισιακή πάνω σε σφαίρα

Α

Β

S =

∫ θ2,ϕ2

θ1,ϕ1

√
(dθ)2 + sin2θ(dϕ)2 =

∫ θ2

θ1

√
1 + sin2θ

(
dϕ

dθ

)2

dθ

Εφαρμόζοντας την εξίσωση Euler-Lagrange ως προς τη ϕ, έχουμε ότι:

d

dt

(
∂L

∂ϕ′

)
− ∂L

∂ϕ
= 0 ⇒ d

dt

(
∂L

∂ϕ′

)
= 0 ⇒ ∂L

∂ϕ′ = c ⇒ ϕ′sin2θ√
1 + ϕ′sin2θ

= c

Υψώνοντας στο τετράγωνο και λύνοντας ως προς ϕ′
φτάνουμε στη σχέση:

ϕ′ =
c2

sin2θ(sin2θ − c2)

Αναγκαστικά θα ισχύει c2 ≤ sin2θ ∀θ, που μας οδηγεί στη σχέση ϕ′ =
c

sinθ
√
sin2θ − c2

, που με την

σειρά της μας δίνει ότι το πρόσημο της ϕ′
είναι σταθερό (αφού θ ∈ [0, π]).

Επιλέγοντας κατάλληλα τις σφαιρικές συντεταγμένες ώστε τα A,B να έχουν την ίδια γωνία ϕ προκύπτει
ότι ϕ′ = 0 ώστε η ολοκλήρωση να μην δώσει άτοπο.
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Απλός Αρμονικός Ταλαντωτής

L = K − U =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2 =

m

2

[
ẋ2 − ω2x2

]
με ω =

√
k

m
.

΄Εστω Αρχικές Συνθήκες x(0) = 0, x(t1) = x1.Εφαρμόζοντας τις Euler-Lagrange έχουμε:

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0 ⇒ mẍ+ kx = 0 ⇒ ẍ+ ω2x = 0 & x(0) = 0 ⇒ x(t) = asin(ωt)

Θα δείξουμε ότι η τροχιά αυτή δεν είναι απαραίτητα ελάχιστη.Παίρνουμε διαταραχή της μορφής x =
xϕ+ ϵn(t) με n(0) = 0 & n(t1) = 0.Μπορούμε τη συνάρτηση n(t) να την αναπτύξουμε σε σειρά Fourier.

n(t) = no

∞∑
n=0

ansin

(
nπt

t1

)
με

∫ t1

0
n(t)sin

(
mπt

t1

)
dt =

am
2
.

S(xϕ, ϵ) =

∫ t1

0

m

2

[
(ẋϕ + ϵṅ)2 − ω2(xϕ + ϵn)2

]
dt

=
m

2

[∫ t1

0
(ẋϕ − ω2x2ϕ)dt+ 2ϵ

∫ t1

0
(ẋϕṅ− ω2nxϕ)dt+ ϵ2

∫ t1

0
(ṅ2 − ω2n2)dt

]
=

m

2
(I0 + 2ϵI1 + ϵ2I2)

Παρατήρηση:
d

dt
(nẋϕ) = ṅẋϕ + nẍϕ ⇒ ṅẋϕ =

d

dt
(nẋϕ)− nẍϕ

I1 =

∫ t1

0
(ẋϕṅ − ω2xϕn)dt =

∫ t1

0

[
d

dt
(nẋϕ)

]
dt −

∫ t1

0
(ẍϕ + ω2xϕ)ndt = [nẋϕ]t=0 − [nẋϕ]t=t1 −∫ t1

0
(ẍϕ + ω2xϕ)ndt = 0

Οι δύο πρώτοι όροι δίνουν 0 λόγω αρχικών συνθηκών της συνάρτησης n(t) και ο τρίτος όρος είναι 0
γιατί η ποσότητα εντός του ολοκληρώματος είναι 0 λόγω των εξισώσεων Euler-Lagrange. Οπότε:

S(xϕ, ϵ) = Sϕ +
mϵ2

2
I2, μας μένει να υπολογίσουμε το I2 =

∫ t1

0
(ṅ2 − ω2n2)dt.

∫ t1

0
n2dt =

∑
n

∑
m

∫ t1

0
anamsin

(
nπt

t1

)
sin

(
mπt

t1

)
dt =

∞∑
n=1

a2n
2
t1

Λόγω ορθογωνιότητας ημιτόνων επιβιώνουν μόνο οι όροι όπου n = m.∫ t1

0
ṅ2dt =

∑
n

∑
m

∫ t1

0

(
nπ

t1

)(
mπ

t1

)
anamcos

(
nπt

t1

)
cos

(
mπt

t1

)
dt =

t1
2

∞∑
n=1

(
n2π2

t21

)
a2n
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Τελικά (αφού αντικαταστήσουμε ω = 2π
T ) έχουμε

S(ϵ) = Sϕ +
mϵ2t1

4

∞∑
n=1

(
n2π2

t21
− 4π2

T 2

)
a2n

= Sϕ +
mϵ2t1

4

∞∑
n=1

(
n2

t21
− 4

T 2

)
π2a2n

Υποθέτοντας ότι ο πρώτος όρος του αθροίσματος είναι ο πιο σημαντικός βλέπουμε ότι για t1 <
T
2 είναι

θετικός, οπότε S(ϵ) > Sϕ άρα η δράση της φυσικής διαδρομής είναι ελάχιστο.Ενώ, για t1 > T
2 ισχύει το

ανάποδο, εδώ η δράση της φυσικής διαδρομής είναι σάγμα, όχι ελάχιστο.

Περίληψη

1. Η περιβάλλουσα οικογένειας συναρτήσεων fa(x) ικανοποιεί τη συνθήκη
∂f

∂a
= 0.

2. Η δράση της φυσικής διαδρομής δεν είναι απαραίτητα ελάχιστη.΄Ενα παράδειγμα είναι ο ΑΑΤ,

στον οποίο υπολογίσαμε τη δράση διαδρομής της μορφής x(t) = xϕ(t) + ϵn(t).

Υ.Γ. Για όσους δεν ήταν παρόντες στη διάλεξη, στο μεγαλύτερο μέρος του μαθήματος συζητήθηκαν

οι ασκήσεις 10 και 12.Για τη 12 συζητήθηκε η εύρεση περιβάλλουσας μαζί με γεωμετρική απόδειξη για το

συγκεκριμένο πρόβλημα με τις ελλείψεις η οποία ανέβηκε στο αρχείο των ασκήσεων.

Δεν αναφέρθηκα στην άσκηση 10 γιατί δεν κατάλαβα το λόγο για τον οποίο στο μάθημα πήγαμε

να μελετήσουμε τη σκέδαση στο σύστημα κέντρου μάζας.Πάντως για όποιον θέλει να δει μόνος του τις

πράξεις, παρατήρηση κλειδί ήταν ότι σε ελαστική σκέδαση οι σχετικές ταχύτητες κατά μέτρο μένουν

σταθερές (νομίζω στο σύστημα κέντρου μάζας but don’t quote me on that). Η γενική σχέση που βγήκε
για τις γωνίες είναι:

tanθL =
sinθc

m1
m2

+ cosθc

Από την οποία βρήκαμε ότι όταν η μάζα του στόχου m2 → ∞ ⇒ θL = θc και όταν m1 = m2 ⇒ θL =
θc
2
.
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