
Κεφ�αλαιο 10

Ο Χ£ωρο̋ των Φ�ασεων

“Πολ�υ παρ�αξενη, ε�ιπε, ε�ιναι η εικ�ονα που µου
παρουσι�αζει̋ και οι δεσµ£ωτε̋ σου παρ�αξενοι.

�Οµοιοι µε µα̋ ε�ιναι, ε�ιπα εγ£ω·
και πρ£ωτα-πρ£ωτα, πιστε�υει̋ πω̋ τ�ετοιοι δεσµ£ωτε̋,
εκτ�ο̋ του εαυτο�υ του̋ και των συντρ�οφων του̋,

�εχουν δει τ�ιποτε �αλλο εκτ�ο̋ απ�ο τι̋ σκι�ε̋
που προ1�αλλονται, λ�ογω τη̋ φωτι�α̋,
στον αντικριν�ο το�ιχο του σπηλα�ιου;”

Πλ�ατωνα̋

10.1 Εισαγωγ�η

Στη χαµιλτονιαν�η θε£ωρηση η εξ�ελιξη εν�ο̋ µηχανικο�υ συστ�ηµατο̋ δια-
δραµατ�ιζεται στο χ£ωρο των φ�ασεων (q, p). �Οπω̋ �εχουµε αναφ�ερει, για
�ενα σ�υστηµα n βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ ο χ£ωρο̋ των φ�ασεων ε�ιναι �ενα̋ χ£ω-
ρο̋ 2n διαστ�ασεων. Η δυναµικ�η κατ�ασταση του συστ�ηµατο̋ δ�ινεται απ�ο
�ενα σηµε�ιο του χ£ωρου αυτο�υ και προσδιορ�ιζεται απ�ο τι̋ n συντεταγµ�ενε̋
των γενικευµ�ενων θ�εσεων q και τι̋ n συντεταγµ�ενε̋ των γενικευµ�ενων ορ-
µ£ων p. ∆ιαφορετικ�ε̋ καταστ�ασει̋ του δυναµικο�υ συστ�ηµατο̋ αντιστοι-
χο�υν αναγκαστικ�α σε διαφορετικ�α σηµε�ια του χ£ωρου των φ�ασεων.

Κ�αθε σηµε�ιο του χ£ωρου των φ�ασεων προσδιορ�ιζει πλ�ηρω̋ την κατ�α- Η αρχικ�η θ�εση µ�ονο

καθορ�ιζει το µ�ελλον

και το παρελθ�ον

σταση του συστ�ηµατο̋ και σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η οι κανονικ�ε̋ εξισ£ωσει̋
του Χ�αµιλτον

q̇i =
∂H

∂pi

, ṗi = −∂H

∂qi

(10.1)

προσδιορ�ιζουν επακρι1£ω̋ τα σηµε�ια του χ£ωρου των φ�ασεων στα οπο�ια
το σ�υστηµα θα µετα1ε�ι τι̋ επ�οµενε̋ χρονικ�ε̋ στιγµ�ε̋ �η τα σηµε�ια του χ£ω-
ρου των φ�ασεων στα οπο�ια το σ�υστηµα βρισκ�οταν στο παρελθ�ον. Αυτ�ο
ισχ�υει, δι�οτι οι εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον ε�ιναι πρ£ωτη̋ τ�αξη̋ και εποµ�ενω̋
η αρχικ�η θ�εση στο χ£ωρο των φ�ασεων ε�ιναι αρκετ�η για να καθοριστε�ι πλ�η-
ρω̋ η τροχι�α στο µ�ελλον και στο παρελθ�ον. Πρ�αγµατι, αν το σ�υστηµα βρ�ι-
σκεται αρχικ�α σε κ�αποιο σηµε�ιο του χ£ωρου των φ�ασεων, η διαφορικ�η µε-
τα1ολ�η τη̋ θ�εση̋ και τη̋ ορµ�η̋ του συστ�ηµατο̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων
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ε�ιναι

dqi =
∂H

∂pi
dt , dpi = −∂H

∂qi
dt , (10.2)

οπ�οτε, η ν�εα θ�εση και ορµ�η ε�ιναι κατ�α προσ�εγγιση1 �ιση µε

qi(t + δt) = qi(t) + δt
∂H

∂pi

∣

∣

∣

∣

q(t),p(t)

,

pi(t + δt) = pi(t) − δt
∂H

∂qi

∣

∣

∣

∣

q(t),p(t)

. (10.3)

Με αυτ�ο τον τρ�οπο κατασκευ�αζεται β�ηµα προ̋ β�ηµα η τροχι�α του συ-
στ�ηµατο̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων, η οπο�ια προσδιορ�ιζει πλ�ηρω̋ την κα-
τ�ασταση του συστ�ηµατο̋ σε �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋.
Στη συν�εχεια τη̋ µελ�ετη̋ µα̋ θα επικεντρ£ωσουµε το ενδιαφ�ερον µα̋

στην περ�ιπτωση που η Χαµιλτονιαν�ηH δεν εξαρτ�αται �αµεσα απ�ο το χρ�ο-
νο t, ε�ιναι δηλαδ�η συν�αρτηση µ�ονο των θ�εσεων και των ορµ£ων H(q, p).
Εξ�αρτηση τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ απ�ο το χρ�ονο παρατηρε�ιται, �οταν το φυ-
σικ�ο σ�υστηµα που µελετο�υµε δεν ε�ιναι αποµονωµ�ενο και δ�εχεται κ�αποια
χρονοεξαρτ£ωµενη επ�ιδραση. Χαρακτηριστικ�ο τ�ετοιο παρ�αδειγµα ε�ιναι η
µελ�ετη τη̋ κ�ινηση̋ εν�ο̋ εξαναγκασµ�ενου αρµονικο�υ ταλαντωτ�η. Τα θε-
µελι£ωδη φυσικ�α συστ�ηµατα �εχουν χρονοανεξ�αρτητη Λαγκρανζιαν�η λ�ογω
τη̋ συν�ηθου̋ υπ�οθεση̋ �οτι ο φυσικ�ο̋ κ�οσµο̋ ε�ιναι οµογεν�η̋ στο χρ�ονο
και, συνεπ£ω̋, η χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση αυτ£ων ε�ιναι χρονοανεξ�αρτητη.
Εντο�υτοι̋, για λ�ογου̋ πληρ�οτητα̋ και εξαιτ�ια̋ του �οτι δεν αποκλε�ισαµε
και στη λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση τη χρονικ�η εξ�αρτηση, θα ασχοληθο�υµε
στο παρ�ον κεφ�αλαιο και µε χρονοεξαρτ£ωµενε̋ Χαµιλτονιαν�ε̋.
�Οταν η Χαµιλτονιαν�η δεν εξαρτ�αται απ�ο το χρ�ονο, σε κ�αθε σηµε�ιοΗ ταχ�υτητα στο

χ£ωρο των φ�ασεων του χ£ωρου των φ�ασεων αντιστοιχε�ι µ�ονο µ�ια τροχι�α· πρ�οκειται γι� αυτ�ην
η οπο�ια βα�ινει προ̋ τη διε�υθυνση του διαν�υσµατο̋ τη̋ ταχ�υτητα̋ του συ-
στ�ηµατο̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων :2

~v = (q̇1, . . . , q̇n, ṗ1, . . . , ṗn)

=

(

∂H

∂p1
, . . . ,

∂H

∂pn
,−∂H

∂q1
, . . . ,−∂H

∂qn

)

. (10.4)

Το δι�ανυσµα αυτ�ο καθορ�ιζει το ρυθµ�ο µετα1ολ�η̋ των θ�εσεων και των ορ-
µ£ων σε κ�αθε σηµε�ιο του χ£ωρου των φ�ασεων. Μπορο�υµε, �ετσι, να φαντα-
στο�υµε �ολο το χ£ωρο των φ�ασεων ω̋ µια ρο�η κ�αποιου υποθετικο�υ ρευστο�υ

1Η προσ�εγγιση στι̋ παραπ�ανω σχ�εσει̋ �εγκειται στο �οτι οι παρ�αγωγοι τη̋ Χαµιλτονι-
αν�η̋ υπολογ�ιστηκαν στο αρχικ�ο σηµε�ιο. Απ�ο το θε£ωρηµα τη̋ µ�εση̋ τιµ�η̋ γνωρ�ιζουµε
�οτι οι σχ�εσει̋ ε�ιναι ακρι1ε�ι̋, αν οι παρ�αγωγοι υπολογιστο�υν σε κ�αποιο ενδι�αµεσο σηµε�ιο
τη̋ τροχι�α̋ (q(t + θδt), p(t + θδt)) µε 0 ≤ θ ≤ 1. Τα ενδι�αµεσα σηµε�ια δεν ε�ιναι, �οµω̋,
γνωστ�α και γι� αυτ�ο καταφ�υγαµε σε αυτ�η την προσ�εγγιση, η οπο�ια ονοµ�αζεται και ολο-
κλ�ηρωση κατ�α Euler και καθ�ισταται ακρι1�η̋ στο �οριο δt → 0. Υπ�αρχουν ακρι1�εστεροι
τρ�οποι αριθµητικ�η̋ ολοκλ�ηρωση̋, στου̋ οπο�ιου̋, �οµω̋, θα αναφερθο�υµε στο επ�οµενο
κεφ�αλαιο.

2Η κατ�ασταση ε�ιναι αν�αλογη µε την αριστοτ�ελεια µηχανικ�η σ�υµφωνα µε την οπο�ια
κ�αποιο α�ιτιο –εδ£ω οι παρ�αγωγοι τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋– προκαλε�ι �αµεσα την ταχ�υτητα κ�ι-
νηση̋ του σ£ωµατο̋ –εδ£ω την ταχ�υτητα µετα1ολ�η̋ τη̋ κατ�ασταση̋ του σ£ωµατο̋ στο
χ£ωρο των φ�ασεων.
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µε πεδ�ιο ταχυτ�ητων ~v. Οι τροχι�ε̋ του συστ�ηµατο̋ θα ε�ιναι οι καµπ�υλε̋,
οι ο-πο�ιε̋ ε�ιναι εφαπτ�οµενε̋ στα ~v σε κ�αθε σηµε�ιο και ταυτ�ιζονται µε την
τροχι�α εν�ο̋ νοητο�υ µικροσκοπικο�υ κ�οκκου σκ�ονη̋ που παρασ�υρεται απ�ο
τη ρο�η τη̋ οπο�ια̋ το πεδ�ιο των ταχυτ�ητων ε�ιναι το ~v. Επειδ�η σε κ�αθε
σηµε�ιο αντιστοιχε�ι µ�ονο �ενα δι�ανυσµα ~v, οι τροχι�ε̋ του συστ�ηµατο̋ δεν
µπορο�υν να τµηθο�υν· σε αντ�ιθετη περ�ιπτωση στο σηµε�ιο αυτ�ο θα αντι-
στοιχο�υσαν δ�υο διαφορετικ�ε̋ κατευθ�υνσει̋.3 Επιπλ�εον, ε�ιναι δυνατ�ον να
αποδειχθε�ι �οτι οι τροχι�ε̋ δεν µπορο�υν ο�υτε και να καταστο�υν εφαπτ�οµε-
νε̋ η µ�ια στην �αλλη, αν το πεδ�ιο των ταχυτ�ητων ~v ε�ιναι συνεχ�η̋ συν�αρ-
τηση, εν£ω το �ιδιο συµ1α�ινει και µε �ολε̋ τι̋ µερικ�ε̋ παραγ£ωγου̋ αυτ�η̋.
Το γεγον�ο̋ αυτ�ο πηγ�αζει απ�ο το θε£ωρηµα µοναδικ�οτητα̋ τη̋ λ�υση̋ των
διαφορικ£ων εξισ£ωσεων.4

Η Χαµιλτονιαν�η, στην περ�ιπτωση που δεν εξαρτ�αται απ�ο το χρ�ονο,
διατηρε�ιται κατ�α την κ�ινηση µε αποτ�ελεσµα οι τροχι�ε̋ του συστ�ηµατο̋
να κε�ινται σε επιφ�ανειε̋ H(q, p) = C του χ£ωρου των φ�ασεων, �οπου η
σταθερ�α προσδιορ�ιζεται απ�ο την αρχικ�η θ�εση και ορµ�η του συστ�ηµατο̋
C = H(q(0), p(0)). ∆ιαπιστ£ωνουµε �οτι, εφαρµ�οζοντα̋ τι̋ εξισ£ωσει̋ του
Χ�αµιλτον, προκ�υπτει µηδενικ�η µετα1ολ�η τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ κατ�α µ�ηκο̋
τη̋ τροχι�α̋ του συστ�ηµατο̋

dH

dt
=

∂H

∂qi

dqi

dt
+

∂H

∂pi

dpi

dt
=
(

~∇q,pH
)

· ~v = ṗiq̇i − q̇iṗi = 0 , (10.5)

�οπου ~v ε�ιναι η ταχ�υτητα στο χ£ωρο των φ�ασεων (µε διε�υθυνση εφαπτο-
µενικ�η τη̋ τροχι�α̋) που δ�ινεται απ�ο την �εκφραση (10.4) και ~∇q,p η βαθ-
µ�ιδα τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ ω̋ προ̋ �ολε̋ τι̋ συντεταγµ�ενε̋ του χ£ωρου των
φ�ασεων. Απ�ο την (10.5) συν�αγεται η διατ�ηρηση τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ κατ�α
την κ�ινηση του συστ�ηµατο̋, αφο�υ η ταχ�υτητα, που ε�ιναι εφαπτ�οµενη στην
τροχι�α, ε�ιναι κ�αθετη στη βαθµ�ιδα τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ και συνεπ£ω̋ ε�ιναι
κ�αθετη στην κ�αθετο τη̋ επιφ�ανεια̋ H(q, p) = C. Η τροχι�α, λοιπ�ον, κε�ι-
ται στην επιφ�ανεια H(q, p) = C.

Στη συν�εχεια παραθ�ετουµε τρ�ια παραδε�ιγµατα µηχανικ£ων συστηµ�α-
των, και αναλ�υουµε την τροχι�α του̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων.

•Παρ�αδειγµα 1: ΗΧαµιλτονιαν�η ελε�υθερου σωµατιδ�ιου που κινε�ιται σε
µ�ια δι�ασταση ε�ιναι

H(q, p) =
p2

2m
. (10.6)

3�Οµω̋, ε�αν η Χαµιλτονιαν�η εξαρτ�αται �αµεσα απ�ο το χρ�ονο, σε κ�αθε σηµε�ιο του χ£ω-
ρου των φ�ασεων η κατε�υθυνση αλλ�αζει µε την π�αροδο του χρ�ονου και ω̋ αποτ�ελεσµα
αυτ�η̋ τη̋ αλλαγ�η̋, η τροχι�α ε�ιναι δυνατ�ον να τ�εµνει τον εαυτ�ο τη̋. Στην περ�ιπτωση
αυτ�η η µοναδικ�οτητα τη̋ λ�υση̋ δεν αποκλε�ιει την τοµ�η των τροχι£ων.

4Το θε£ωρηµα µοναδικ�οτητα̋ αποδεικν�υεται κ�ατω απ�ο πολ�υ χαλαρ�οτερε̋ συνθ�ηκε̋.
Αρκε�ι το πεδ�ιο ταχυτ�ητων ~v να ε�ιναι Lipschitz. Μια απεικ�ονιση λ�εγεται Lipschitz αν
η απ�οσταση µεταξ�υ τη̋ απεικ�ονιση̋ δ�υο σηµε�ιων ε�ιναι το πολ�υ L φορ�ε̋ µεγαλ�υτερη
απ�ο την απ�οσταση µεταξ�υ των αρχικ£ων σηµε�ιων, δηλαδ�η ισχ�υει �οτι |~v(~x2) − ~v(~x1)| ≤
L|~x2 − ~x1| , �οπου ~x ≡ (q, p). Οι συν�ηθει̋, �οµω̋, Χαµιλτονιαν�ε̋ που συναντο�υµε στη
φυσικ�η �εχουν συνεχε�ι̋ παραγ£ωγου̋ κ�αθε τ�αξη̋ και �ετσι δεν απαιτε�ιται η αναφορ�α στη
χαλαρ�οτερη συνθ�ηκη Lipschitz.
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Οι τροχι�ε̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων προσδιορ�ιζονται απ�ο τι̋ σχ�εσει̋

dq =
p

m
dt , dp = 0 (10.7)

και κατ�α συν�επεια η ταχ�υτητα στο χ£ωρο των φ�ασεων ε�ιναι ~v = (p/m, 0).

Σχ�ηµα 10.1: Η ρο�η στο χ£ωρο των φ�ασεων εν�ο̋ ελε�υθερου σωµατιδ�ιου, µοναδια�ια̋ µ�α-
ζα̋, το οπο�ιο κινε�ιται σε µ�ια δι�ασταση. Οι τροχι�ε̋ ε�ιναι ευθε�ιε̋ και η ταχ�υτητα (β�ελη του
σχ�ηµατο̋) του εκ�αστοτε σηµε�ιου του χ£ωρου των φ�ασεων, που αντιστοιχε�ι σε µ�ια συγκε-
κριµ�ενη αρχικ�η κατ�ασταση, ε�ιναι αν�αλογη τη̋ συντεταγµ�ενη̋ p του εν λ�ογω σηµε�ιου.

Ε�αν θεωρ�ησουµε �ενα καρτεσιαν�ο δι�αγραµµα του χ£ωρου των φ�ασεων µε
ορθογ£ωνιου̋ �αξονε̋ (q, p), οι τροχι�ε̋ του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι ευθε�ιε̋, πα-
ρ�αλληλε̋ στον �αξονα q, που ω̋ αφετηρ�ια του̋ �εχουν το σηµε�ιο �οπου βρι-
σκ�οταν αρχικ�α το σ�υστηµα και διατρ�εχουν την ευθε�ια p =σταθερ�ο µε τα-
χ�υτητα σταθερ�η και αν�αλογη τη̋ αρχικ�η̋ ορµ�η̋. Αν p = 0, το σωµατ�ιδιο
παραµ�ενει στο αρχικ�ο του σηµε�ιο q(0) και η τροχι�α εκφυλ�ιζεται σε σηµε�ιο.
Οι τροχι�ε̋ p =σταθερ�ο ε�ιναι προφαν£ω̋ επιφ�ανειε̋ σταθερ�η̋ Χαµιλτονι-
αν�η̋H = C. Η ρο�η στο χ£ωρο των φ�ασεων απεικον�ιζεται στο Σχ�ηµα 10.1.
Το πεδ�ιο ταχ�υτητα̋ εµφαν�ιζει την εικ�ονα µια̋ διαστρωµατωµ�ενη̋ ρο�η̋
ρευστο�υ µε γραµµικ�ο προφ�ιλ.
•Παρ�αδειγµα 2: ΗΧαµιλτονιαν�η εν�ο̋ αρµονικο�υ ταλαντωτ�η σε µ�ια δι�α-
σταση ε�ιναι

H(q, p) =
1

2m
p2 +

k

2
q2 . (10.8)

Οι τροχι�ε̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων προσδιορ�ιζονται απ�ο τι̋ σχ�εσει̋

dq =
p

m
dt , dp = −kq dt . (10.9)

Εποµ�ενω̋, η ταχ�υτητα στο χ£ωρο των φ�ασεων ε�ιναι

~v =
( p

m
,−kq

)

εν£ω, ε�αν θεωρ�ησουµε και π�αλι �ενα καρτεσιαν�ο δι�αγραµµα του χ£ωρου των
φ�ασεων µε ορθογ£ωνιου̋ �αξονε̋ (q, p), οι τροχι�ε̋ του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι οι
καµπ�υλε̋ H(q, p) = C, οι οπο�ιε̋ ε�ιναι ελλε�ιψει̋ που διαγρ�αφονται µε τη
φορ�α των δεικτ£ων του ρολογιο�υ. Η ρο�η στο χ£ωρο των φ�ασεων απεικο-
ν�ιζεται στο Σχ�ηµα 10.2. �Ολε̋ οι ελλε�ιψει̋ ε�ιναι �ιδιου σχ�ηµατο̋, δηλαδ�η



10.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 305

Σχ�ηµα 10.2: Η ρο�η στο χ£ωρο των φ�ασεων εν�ο̋ αρµονικο�υ ταλαντωτ�η σε µ�ια δι�ασταση.
Οι τροχι�ε̋ ε�ιναι ελλε�ιψει̋, οι οπο�ιε̋ διαγρ�αφονται µε την φορ�α των δεικτ£ων του ρολο-
γιο�υ.

�εχουν �ιδιο λ�ογο µεγ�αλου – µικρο�υ ηµι�αξονα. Επειδ�η, µ�αλιστα, και οι δ�υο
ηµι�αξονε̋ ε�ιναι αν�αλογοι τη̋ τετραγωνικ�η̋ ρ�ιζα̋ τη̋ εν�εργεια̋ (τη̋ τιµ�η̋
τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋), το εµ1αδ�ον τη̋ κ�αθε �ελλειψη̋ αυξ�ανει γραµµικ�α µε
την εν�εργεια.
•Παρ�αδειγµα 3: ΗΧαµιλτονιαν�η εν�ο̋ εκκρεµο�υ̋ που εκτελε�ι κ�ινηση σε
κατακ�ορυφο επ�ιπεδο µ�εσα στο οµογεν�ε̋ πεδ�ιο βαρ�υτητα̋ ε�ιναι

H(θ, p) =
p2

θ

2ml2
− mgl cos θ . (10.10)

Στην κατασκευ�η τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ χρησιµοποι�ησαµε ω̋ θ�εση τη γων�ια
θ που σχηµατ�ιζει το εκκρεµ�ε̋ µε την κατακ�ορυφο (θ = 0 ε�ιναι το σηµε�ιο
ευσταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋). Η γων�ια θ πα�ιρνει τιµ�ε̋ στο δι�αστηµα [−π, π).
�Ετσι, ο χ£ωρο̋ των φ�ασεων ε�ιναι η επιφ�ανεια εν�ο̋ ορθο�υ κυλ�ινδρου. Η
γων�ια θ, τ�οτε, προσδιορ�ιζει τη γωνιακ�η θ�εση επ�ανω στην επιφ�ανεια, αν
ο κ�υλινδρο̋ τµηθε�ι απ�ο �ενα επ�ιπεδο κ�αθετο στον �αξονα συµµετρ�ια̋ του,
εν£ω η pθ προσδιορ�ιζει τη θ�εση του κ�αθετου αυτο�υ επιπ�εδου. Σε αυτ�ο το
παρ�αδειγµα ο δισδι�αστατο̋ χ£ωρο̋ των φ�ασεων δεν ε�ιναι το επ�ιπεδο.
Ωστ�οσο, επειδ�η η επιφ�ανεια του κυλ�ινδρου µπορε�ι να ξεδιπλωθε�ι και να
καταστε�ι επ�ιπεδη, µπορο�υµε να θεωρ�ησουµε �οτι η κ�ινηση στο χ£ωρο των
φ�ασεων εξελ�ισσεται στο ορθογ£ωνιο καρτεσιαν�ο χωρ�ιο [−π, π)×(−∞,∞),
οι πλευρ�ε̋ του οπο�ιου θ = −π και θ = π �εχουν ταυτιστε�ι. Η ρο�η απεικο-
ν�ιζεται στο Σχ�ηµα 10.3. Οι εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον ε�ιναι

θ̇ =
1

ml2
pθ , ṗθ = −mgl sin θ . (10.11)

Το σηµε�ιο (0, 0) ε�ιναι σηµε�ιο ευσταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋, εν£ω το σηµε�ιο (−π, 0)
ε�ιναι σηµε�ιο ασταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋. Τα σηµε�ια αυτ�α αποτελο�υν εκφυλι-
σµ�ενε̋ τροχι�ε̋ του εκκρεµο�υ̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων, αφο�υ, αν αρχικ�α
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Σχ�ηµα 10.3: Ηρο�η στο χ£ωρο των φ�ασεων εν�ο̋ εκκρεµο�υ̋ µε Χαµιλτονιαν�η αυτ�η που δ�ι-
νεται στην �εκφραση (10.10). Η κ�ινηση του εκκρεµο�υ̋ ε�ιναι περιοδικ�η, εκτ�ο̋ αν η αρχικ�η
κατ�ασταση ε�ιναι επ�ανω στη διαχωρ�ιζουσα δ1,2. Στην περιοχ�η Β η κ�ινηση ε�ιναι ταλα-
ντωτικ�η. Στι̋ περιοχ�ε̋ Α και Γ το εκκρεµ�ε̋ �εχει αρκετ�η εν�εργεια £ωστε να εκτελε�ι συνεχ�η
περιστροφικ�η κ�ινηση, στην περιοχ�η Α σ�υµφωνα µε τη φορ�α κατ�α την οπο�ια αυξ�ανεται η
γων�ια θ, εν£ω στην περιοχ�η Γ αντ�ιθετα απ�ο τη φορ�α αυτ�η. Μ�ονο επ�ι τη̋ διαχωρ�ιζουσα̋ η
κ�ινηση δεν ε�ιναι περιοδικ�η : �Οταν το εκκρεµ�ε̋ διατρ�εχει τη δ1, κινε�ιται αεν�αω̋ προ̋ το
σηµε�ιο ασταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋ π, εν£ω, �οταν η αρχικ�η κατ�ασταση του εκκρεµο�υ̋ βρ�ισκε-
ται στην δ2, το εκκρεµ�ε̋ κινε�ιται αεν�αω̋ προ̋ το −π. Στην ουσ�ια, β�ε1αια, και τα δ�υο
σηµε�ια αντιστοιχο�υν στην �ιδια θ�εση του εκκρεµο�υ̋. Σηµει£ωστε �οτι το σηµε�ιο (−π, 0) δεν
αν�ηκει στι̋ διαχωρ�ιζουσε̋, αφο�υ ε�ιναι σηµε�ιο ασταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋. Αυτ�ο το σηµε�ιο το
προσεγγ�ιζουν οι τροχι�ε̋ επ�ι των διαχωριζουσ£ων, χωρ�ι̋ β�ε1αια ποτ�ε να κατορθ£ωνουν να
το φτ�ασουν.

το εκκρεµ�ε̋ βρεθε�ι στα σηµε�ια αυτ�α, θα παραµε�ινει εκε�ι επ� �απειρον. Η
διαχωρ�ιζουσα (separatrix) δ1, δ2 που τε�ινει προ̋ το σηµε�ιο ασταθο�υ̋ ισορ-
ροπ�ια̋ (στο Σχ�ηµα 10.3 το σηµε�ιο αυτ�ο απεικον�ιζεται σε δ�υο ξεχωριστ�α
σηµε�ια), χωρ�ι̋ να καταφ�ερνει να το φτ�ασει, αποτελε�ι την ισοενεργειακ�η
επιφ�ανεια

pθ = ±2m
√

gl3 cos(θ/2) , (10.12)

η οπο�ια διαχωρ�ιζει το χ£ωρο των φ�ασεων σε τρει̋ περιοχ�ε̋. Σε κ�αθε περι-
οχ�η η κ�ινηση ε�ιναι περιοδικ�η. Στι̋ περιοχ�ε̋ Α και Γ (βλ. Σχ�ηµα 10.3) το
εκκρεµ�ε̋ εκτελε�ι περιστροφικ�η κ�ινηση (κατ�α τη θετικ�η �η αρνητικ�η φορ�α
αντιστο�ιχω̋), εν£ω στη µεσα�ια περιοχ�η Β εκτελε�ι ταλ�αντωση.

Γενικ�οτερα, οι περιοδικ�ε̋ κιν�ησει̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων µπορε�ι να
ε�ιναι περιστροφικ�ε̋ �η ταλαντωτικ�ε̋. Ε�ιναι περιστροφικ�ε̋, �οταν η q̇ δεν
αλλ�αζει πρ�οσηµο και ταλαντωτικ�ε̋, �οταν η q̇ αλλ�αζει περιοδικ�α πρ�οσηµο.
Αν οι θ�εσει̋ λαµ1�ανουν τιµ�ε̋ επ�ι µ�ια̋ ευθε�ια̋, δεν µπορο�υµε να �εχουµε
περιστροφικ�η κ�ινηση. Αν, �οµω̋, οι θ�εσει̋ ορ�ιζονται επ�ι εν�ο̋ κ�υκλου, τ�οτε
µπορο�υµε να �εχουµε και του̋ δ�υο τ�υπου̋ περιοδικ�η̋ κ�ινηση̋. Εποµ�ενω̋,
ο τ�υπο̋ τη̋ περιοδικ�η̋ κ�ινηση̋ εξαρτ�αται απ�ο την τοπολογ�ια του χ£ωρου
των φ�ασεων (βλ. Σχ�ηµα 10.4).
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Σχ�ηµα 10.4: Η τοπολογ�ια του χ£ωρου των φ�ασεων του Παραδε�ιγµατο̋ 3. Στο σχ�ηµα
απεικον�ιζονται τρει̋ ταλαντωτικ�ε̋ κιν�ησει̋ (οι οπο�ιε̋ δεν τυλ�ιγονται γ�υρω απ�ο τον κ�υ-
λινδρο) και τ�εσσερι̋ περιστροφικ�ε̋ κιν�ησει̋ –δ�υο δεξι�οστροφε̋ και δ�υο αριστερ�οστρο-
φε̋ (οι οπο�ιε̋ τυλ�ιγονται γ�υρω απ�ο τον κ�υλινδρο).

�Ασκηση 10.1. Αποδε�ιξτε �οτι η διαχωρ�ιζουσα δ�ινεται απ�ο την �εκφραση (10.12). ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Υποθ�εστε τ£ωρα �οτι οι αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ ε�ιναι επ�ι τη̋ διαχωρ�ιζουσα̋ και δε�ιξτε �οτι απαι-
τε�ιται �απειρο̋ χρ�ονο̋ για να προσεγγ�ισει το εκκρεµ�ε̋ το �ακρο τη̋ διαχωρ�ιζουσα̋ που
αποτελε�ι σηµε�ιο ασταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋.

10.2 Θε£ωρηµα Liouville

Κ�αθε χαµιλτονιαν�ο σ�υστηµα, κ�αθε σ�υστηµα δηλαδ�η που µπορε�ι να πε-
ριγραφε�ι µ�εσω κ�αποια̋ χαµιλτονιαν�η̋ συν�αρτηση̋, κατ�α την κ�ινησ�η του
στο χ£ωρο των φ�ασεων διατηρε�ι τον “�ογκο” του. Αυτ�η η ιδι�οτητα των χα-
µιλτονιαν£ων συστηµ�ατων αποτελε�ι το περιεχ�οµενο του θεωρ�ηµατο̋ του
Liouville. Για να κατανο�ησουµε γιατ�ι συµ1α�ινει αυτ�ο, α̋ θεωρ�ησουµε �ενα
κλειστ�ο χωρ�ιο του χ£ωρου των φ�ασεων Γ0. �Υστερα απ�ο χρ�ονο t η χαµιλ-
τονιαν�η δυναµικ�η θα το µετασχηµατ�ισει στο χωρ�ιο Γt (βλ. Σχ�ηµα 10.5). O
διαφορικ�ο̋ �ογκο̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων ε�ιναι

dnqdnp ≡ dq1 . . . dqndp1 . . . dpn ≡ d2nx , (10.13)
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�οπου ~x = (q, p) και n οι βαθµο�ι ελευθερ�ια̋ του συστ�ηµατο̋. Συνεπ£ω̋, ο
αρχικ�ο̋ �ογκο̋ του χωρ�ιου Γ0 δ�ινεται απ�ο την �εκφραση

V (0) =

∫

Γ0

d2nx(0) , (10.14)

�οπου τα ~x(0) ε�ιναι τα σηµε�ια του χ£ωρου τωνφ�ασεων που βρ�ισκονται εντ�ο̋
του χωρ�ιου Γ0. Ο �ογκο̋ του �ιδιου χωρ�ιου, �οπω̋ θα �εχει µετεξελιχθε�ι τη
χρονικ�η στιγµ�η t θα ε�ιναι

V (t) =

∫

Γt

d2nx(t) , (10.15)

�οπου ~x(t) ε�ιναι τα σηµε�ια του χ£ωρου των φ�ασεων που βρ�ισκονται εντ�ο̋
του χωρ�ιου Γt. Θα αποδε�ιξουµε �οτι για κ�αθε t ισχ�υει �οτι V (t) = V (0). Το
θε£ωρηµα του αµετ�α1λητου των �ογκων διατυπ£ωθηκε απ�ο τον γ�αλλο µα-
θηµατικ�ο Joseph Liouville [1809-1882] το 1838.

Σχ�ηµα 10.5: Το αρχικ�ο χωρ�ιο Γ0 µετασχηµατ�ιζεται στο χωρ�ιο Γt στο χρ�ονο t. Κ�αθε ση-
µε�ιο x(0) εντ�ο̋ του χωρ�ιουΓ0 µετασχηµατ�ιζεται σε σηµε�ιο x(t) εντ�ο̋ του χωρ�ιουΓt µ�εσω
τη̋ απεικ�ονιση̋ φt. Αν η εξ�ελιξη του χωρ�ιου ε�ιναι χαµιλτονιαν�η, τ�οτε ο �ογκο̋ του χω-
ρ�ιου παραµ�ενει αµετ�α1λητο̋.

Επειδ�η η µελ�ετη τη̋ εξ�ελιξη̋ του �ογκου �εχει ιδια�ιτερη σηµασ�ια και σε
γενικ�οτερα δυναµικ�α συστ�ηµατα, τα οπο�ια µπορε�ι να µην ε�ιναι χαµιλτονι-
αν�α, α̋ υπολογ�ισουµε το ρυθµ�ο µετα1ολ�η̋ του �ογκου για �ενα γενικ�ο δυ-
ναµικ�ο σ�υστηµα, που περιλαµ1�ανει και τα χαµιλτονιαν�α συστ�ηµατα (βλ.
σχ�εση 10.4)

d~x

dt
= ~v(~x, t) , (10.16)

�οπου µε ~x συµ1ολ�ιζουµε τι̋N µετα1λητ�ε̋ (x1, . . . , xN) και η ~v �εχειN συ-
νιστ£ωσε̋ (v1, . . . , vN). Μπορο�υµε να φανταστο�υµε �οτι το παραπ�ανω δυ-
ναµικ�ο σ�υστηµα περιγρ�αφει την εξ�ελιξη τη̋ θ�εση̋ εν�ο̋ κ�οκκου σκ�ονη̋ σε
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Σχ�ηµα 10.6: Εξ�ελιξη χωρ�ιου στην ατµοσφαιρικ�η ρο�η που προκαλε�ιται απ�ο το στ�ασιµο
βαροµετρικ�ο χαµηλ�ο που διακρ�ινεται στο χ�αρτη στο �ανω µ�ερο̋ του σχ�ηµατο̋. Στο
χ�αρτη απεικον�ιζεται η ρο�η στην επιφ�ανεια π�ιεση̋ 500 mb, η οπο�ια βρ�ισκεται περ�ιπου
στα 5 km επ�ανω απ�ο την επιφ�ανεια τη̋ θ�αλασσα̋. Η ρο�η θεωρε�ιται χρονικ�α ανεξ�αρ-
τητη και ασυµπ�ιεστη, οπ�οτε ε�ιναι χαµιλτονιαν�η, εν£ω ο �ογκο̋ των χωρ�ιων που βρ�ισκονται
στην επιφ�ανεια αυτ�η διατηρε�ιται. �Εχει σχεδιαστε�ι η εξ�ελιξη του αρχικο�υ τετραγωνικο�υ
χωρ�ιου στου̋ χρ�ονου̋ 6h, 12h, 24h και 36h. Η µε�ιωση τη̋ προ1λεπτικ�οτητα̋ τη̋ θ�εση̋
των κ�οκκων εν�ο̋ αδρανο�υ̋ ιχνηλ�ατη (που κινε�ιται σ�υµφωνα µε τη ρο�η) µε την π�αροδο
του χρ�ονου ε�ιναι εµφαν�η̋. Απ�ο την εργασ�ια του P.Welander, 1955: Studies on the general
development of motion in a two dimensional fluid flow, Tellus, 7, 141-156.

�ενα ρευστ�ο του οπο�ιου το πεδ�ιο ταχυτ�ητων ~v(~x, t) σε κ�αθε σηµε�ιο του χ£ω-
ρου και σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η θεωρε�ιται γνωστ�ο. Θα δε�ιξουµε �οτι, αν η
ρο�η ~v �εχει µηδενικ�η απ�οκλιση (ασυµπ�ιεστο ρευστ�ο), δηλαδ�η αν Η ρο�η ασυµπ�ιεστου

ρευστο�υ

~∇ · ~v =

N
∑

i=1

∂vi

∂xi
= 0 , (10.17)

τ�οτε διατηρε�ιται ο �ογκο̋ κ�αθε χωρ�ιου του ρευστο�υ.
Κ�αθε σηµε�ιο ~x(t) του χωρ�ιου Γt ε�ιναι απεικ�ονιση του αντ�ιστοιχου ση-

µε�ιου ~x(0) του Γ0,

φt : ~x(0)−→~x(t) .

Η απεικ�ονιση αυτ�η ε�ιναι απλ£ω̋ η ταυτοτικ�η απεικ�ονιση για t = 0. O
�ογκο̋ τη χρονικ�η στιγµ�η t ε�ιναι

V (t) =

∫

Γt

dNx(t) =

∫

Γ0

J(t)dNx(0) , (10.18)
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�οπου J(t) η Ιακω1ιαν�η του µετασχηµατιασµο�υ φt των συντεταγµ�ενων ολο-
κλ�ηρωση̋

J(t) = det(J(t)) , (10.19)

και J(t) ο ιακω1ιαν�ο̋ π�ινακα̋ µε στοιχε�ια

Jij(t) =
∂xi(t)

∂xj(0)
. (10.20)

Παρατηρο�υµε �οτι µ�εσω τη̋ ιακω1ιαν�η̋ ορ�ιζουσα̋ µετα1α�ινουµε απ�ο τι̋
συντεταγµ�ενε̋ ~x(t) στι̋ συντεταγµ�ενε̋ ~x(0), οπ�οτε και το χωρ�ιο ολοκλ�η-
ρωση̋ αλλ�αζει απ�ο Γt σε Γ0. Η αναφορ�α στην απεικ�ονιση φt απ�ο τι̋ αρ-
χικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ �εγινε ακρι1£ω̋ γι� αυτ�ον το
λ�ογο : το κ�αθε σηµε�ιο ~x(t), αντ�ι να το βλ�επουµε ω̋ εξ�ελιξη του ~x(0), µπο-
ρο�υµε να το θεωρο�υµε ω̋ το �ιδιο σηµε�ιο µε το ~x(0) αλλ�α σε καινο�υργιε̋
συντεταγµ�ενε̋ µε µετασχηµατισµ�ο συντεταγµ�ενων αυτ�ον τη̋ απεικ�ονιση̋.
Κ�ατι αν�αλογο συναντ�ησαµε στο Κεφ�αλαιο 6 µε του̋ ενεργο�υ̋ και του̋
παθητικο�υ̋ µετασχηµατισµο�υ̋ στροφ�η̋· τη στροφ�η εν�ο̋ διαν�υσµατο̋
µπορο�υµε να την εννο�ησουµε ε�ιτε ενεργητικ�α ω̋ στροφ�η του �ιδιου του
διαν�υσµατο̋, ε�ιτε παθητικ�α ω̋ τη µετα1ολ�η των συνιστωσ£ων εν�ο̋ σταθε-
ρο�υ διαν�υσµατο̋ εξαιτ�ια̋ τη̋ αντ�ιστροφη̋ στροφ�η̋ του συστ�ηµατο̋ των
συντεταγµ�ενων.
Προκειµ�ενου να υπολογ�ισουµε την αλλαγ�η του �ογκου του χωρ�ιου, α̋

υπολογ�ισουµε το Jij(ǫ) για πολ�υ µικρο�υ̋ χρ�ονου̋ ǫ << 1. Eπειδ�η

xi(ǫ) = xi(0) + ǫvi(~x(0), 0) + O(ǫ2) , (10.21)

θα ε�ιναι
∂xi(ǫ)

∂xj(0)
= δij + ǫ

∂vi(~x(0), 0)

∂xj(0)
+ O(ǫ2) , (10.22)

�οπου δij ε�ιναι το δ�ελτα τουKronecker, τα στοιχε�ια δηλαδ�η του µοναδια�ιου
π�ινακα I σε N διαστ�ασει̋. Η Ιακω1ιαν�η, λοιπ�ον, του µετασχηµατισµο�υ
για µικρο�υ̋ χρ�ονου̋ µπορε�ι να γραφε�ι υπ�ο µορφ�η πιν�ακων ω̋

J(ǫ) = det(I + ǫA + O(ǫ2)) , (10.23)

�οπου ο π�ινακα̋ A �εχει στοιχε�ια

Aij =
∂vi(~x(0), 0)

∂xj(0)
.

Αναπτ�υσσοντα̋ την J(ǫ) σε �ορου̋ αυξαν�οµενη̋ τ�αξη̋ ω̋ προ̋ ǫ, λαµ1�α-
νουµε (βλ.Μαθηµατικ�ο Παρ�αρτηµα)

J(ǫ) = 1 + ǫtrace(A) + O(ǫ2) , (10.24)

�οπου trace(A) = Aii (υπονοε�ιται η αθροιστικ�η σ�υµ1αση) ε�ιναι το �ιχνο̋
του π�ινακα που ισο�υται µε το �αθροισµα των διαγ£ωνιων στοιχε�ιων του.
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�Ασκηση 10.2. Αναπτ�υσσοντα̋ την ορ�ιζουσα σε �ορου̋ αυξαν�οµενη̋ τ�αξη̋ ω̋ προ̋ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ǫ αποδε�ιξτε την ταυτ�οτητα (10.24).

Σχ�ηµα 10.7: Εξ�ελιξη εν�ο̋ χρωµατισµ�ενου τετραγ£ωνου που βρ�ισκεται στην επιφ�ανεια πε-
ριστρεφ�οµενου ρευστο�υ, το οπο�ιο αναδε�υεται. Η χαµιλτονιαν�η εξ�ελιξη του χωρ�ιου ε�ιναι
χαοτικ�η, �οπω̋ φα�ινεται απ�ο την ευα�ισθητη εξ�αρτηση τη̋ τελικ�η̋ θ�εση̋ εκ�αστου σηµε�ιου
απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋, και οδηγε�ι τελικ�α στην πλ�ηρη δι�αχυση του χρ£ωµατο̋ στην
επιφ�ανεια του ρευστο�υ. Απ�ο την εργασ�ια του P.Welander, 1955: Studies on the general
development of motion in a two dimensional fluid flow, Tellus, 7, 141-156.

Eπειδ�η ο φ0 ε�ιναι ταυτοτικ�ο̋ µετασχηµατισµ�ο̋, θα ισχ�υει J(0) = 1·
εποµ�ενω̋, η σχ�εση (10.24) γρ�αφεται ω̋

J(ǫ) − J(0)

ǫ
= trace(A) + O(ǫ) . (10.25)

Στο �οριο ǫ → 0 προκ�υπτει η διαφορικ�η εξ�ισωση µετα1ολ�η̋ τη̋ Ιακω1ια-
ν�η̋

dJ

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

= trace(A) = ~∇ · ~v(~x(0), 0) . (10.26)
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Μολον�οτι η παραπ�ανω εξ�ισωση προκ�υπτει για τη διαφορικ�η εξ�ελιξη τη̋
J(t) τη χρονικ�η στιγµ�η t = 0, καταλ�ηγουµε σε ταυτ�οσηµα συµπερ�ασµατα
και για τη διαφορικ�η εξ�ελιξη τη̋ J(t) απ�ο το χρ�ονο t στο χρ�ονο t+ǫ. Επο-
µ�ενω̋, ο ρυθµ�ο̋ µετα1ολ�η̋ τη̋ J(t) τη χρονικ�η στιγµ�η t ε�ιναι

dJ

dt
= trace(A) = ~∇ · ~v(~x(t), t) . (10.27)

Ολοκληρ£ωνοντα̋ την (10.27), βρ�ισκουµε �οτι η τιµ�η τη̋ Ιακω1ιαν�η̋ J(t)
�υστερα απ�ο πεπερασµ�ενο χρ�ονο t ε�ιναι

J(t) = 1 +

∫ t

0

~∇ · ~v(~x(s), s) ds . (10.28)

Aν η απ�οκλιση του ~v ε�ιναι µηδενικ�η, η Ιακω1ιαν�η του µετασχηµατισµο�υ
θα ε�ιναι

J(t) = 1

για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋ και, �οπω̋προκ�υπτει απ�ο τη σχ�εση (10.18), ο �ογκο̋
του χρονικ�α εξελιγµ�ενου χωρ�ιου V (t) θα παραµε�ινει �ισο̋ µε τον αρχικ�ο
�ογκο V (0).

Mπορο�υµε επ�ιση̋ να προσδιορ�ισουµε τη διαφορικ�η εξ�ισωση µετα1ο-
λ�η̋ του �ογκου συναρτ�ησει του ρυθµο�υ µετα1ολ�η̋ τη̋ Ιακω1ιαν�η̋. Παρα-
γωγ�ιζοντα̋ την (10.18), λαµ1�ανουµε

dV (t)

dt
=

d

dt

∫

Γt

dNx(t)

= lim
ǫ→0

∫

Γt+ǫ

dNx(t + ǫ) −
∫

Γt

dNx(t)

ǫ

= lim
ǫ→0

∫

Γt

[1 + ǫ (dJ/dt)]dNx(t) −
∫

Γt

dNx(t)

ǫ

=

∫

Γt

dJ

dt
dNx(t)

=

∫

Γt

~∇ · ~v(~x(t), t) dNx(t) . (10.29)

Ειδικ�α τα χαµιλτονιαν�α συστ�ηµατα ικανοποιο�υν την ασυµπ�ιεστη ιδι-
�οτητα του διανυσµατικο�υ πεδ�ιου

~∇ · ~v = 0 ,

αφο�υ, αν θ�εσουµε ~x = (~q, ~p) και

~v(~x, t) =

(

∂H/∂~p
−∂H/∂~q

)

, (10.30)

�οπου µε ∂H/∂~p συµ1ολ�ιζουµε τη βαθµ�ιδα τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ ω̋ προ̋ τι̋
p µετα1λητ�ε̋ και παροµο�ιω̋ µε ∂H/∂~q τη βαθµ�ιδα ω̋ προ̋ τι̋ q µετα1λη-
τ�ε̋, οι κανονικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον λαµ1�ανουν στι̋ συντεταγµ�ενε̋
αυτ�ε̋ τη µορφ�η

d~x

dt
= ~v(~x, t) , (10.31)
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και �εχουν την ιδι�οτητα η απ�οκλιση του πεδ�ιου των ταχυτ�ητων να µηδεν�ι-
ζεται

~∇ · ~v =

(

∂

∂qi

(

∂H

∂pi

)

+
∂

∂pi

(

−∂H

∂qi

))

= 0 . (10.32)

Συνεπ£ω̋, η ρο�η στο χ£ωρο των φ�ασεων ε�ιναι ασυµπ�ιεστη και �ετσι κ�αθε χα- Η ρο�η στο χ£ωρο

των φ�ασεων ε�ιναι

ασυµπ�ιεστη

µιλτονιαν�ο σ�υστηµα κατ�α την κ�ινησ�η του στο χ£ωρο των φ�ασεων διατηρε�ι
τον αρχικ�ο του �ογκο.

Παρατηρο�υµε �οτι το ασυµπ�ιεστο τη̋ ρο�η̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων ε�ι-
ναι απ�ορροια τη̋ ιδια�ιτερη̋ συµπλεκτικ�η̋ µορφ�η̋ των κανονικ£ων εξισ£ω-
σεων. Ε�αν θεωρο�υσαµε τη δυναµικ�η στο χ£ωρο των (q, q̇), το θε£ωρηµα Li- Το θε£ωρηµα Liouville

ισχ�υει και για

Χαµιλτονιαν�ε̋ που

αλλ�αζουν µε το χρ�ονο

ouville δεν θα �ισχυε γενικ�α για κ�αθε Λαγκρανζιαν�η. Παρατηρο�υµε επ�ιση̋
�οτι το θε£ωρηµα ισχ�υει και για χρονοεξαρτ£ωµενε̋ Χαµιλτονιαν�ε̋, αφο�υ
σε καν�ενα σηµε�ιο τη̋ απ�οδειξη̋ δεν χρει�αστηκε να επικαλεστο�υµε τη µη
εξ�αρτηση τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ απ�ο το χρ�ονο.

Τι φυσικ�ο ν�οηµα �οµω̋, µπορε�ι να�εχει �ενα χωρ�ιο στο χ£ωρο των φ�ασεων
;Μπορε�ι να φανταστε�ι κανε�ι̋ �οτι �ενα χωρ�ιο αντιπροσωπε�υει �ενα µεγ�αλο
δε�ιγµα �ιδιων φυσικ£ων συστηµ�ατων µε παρεµφερε�ι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋· για Τι ν�οηµα �εχει �ενα

χωρ�ιο στο χ£ωρο των

φ�ασεων;

παρ�αδειγµα, µια µεγ�αλη παιδικ�η χαρ�α µε πανοµοι�οτυπε̋ κο�υνιε̋, οι οπο�ι-
ε̋ τη χρονικ�η στιγµ�η t = 0 καταλαµ1�ανουν �ολε̋ τι̋ γων�ιε̋ εντ�ο̋ κ�αποιου
διαστ�ηµατο̋, για παρ�αδειγµα, µεταξ�υ 5◦ και 10◦, και �ολε̋ τι̋ γωνιακ�ε̋
ταχ�υτητε̋, για παρ�αδειγµα, µεταξ�υ −1◦s−1 και +1◦s−1. Μπορε�ι, ακ�οµη,
να φανταστε�ι κανε�ι̋ το χωρ�ιο ω̋ �ενα και µοναδικ�ο φυσικ�ο σ�υστηµα τη
θ�εση και την ορµ�η του οπο�ιου δεν γνωρ�ιζουµε µε απ�ολυτη βε1αι�οτητα· για
παρ�αδειγµα, µια κο�υνια για την οπο�ια δεν ε�ιµαστε απολ�υτω̋ σ�ιγουροι τι
αρχικ�η γων�ια και τι αρχικ�η γωνιακ�η ταχ�υτητα �εχει, αλλ�α γνωρ�ιζουµε το
ε�υρο̋ τη̋ α1ε1αι�οτητ�α̋ µα̋ �οσον αφορ�α στα µεγ�εθη αυτ�α.

Το θε£ωρηµα Liouville �εχει θεµελι£ωδη σηµασ�ια στην κλασικ�η στατιστι-
κ�η µηχανικ�η, σ�υµφωνα µε την οπο�ια �ενα σ�υστηµα �εχει την �ιδια πιθαν�ο-
τητα κατ�αληψη̋ �ισων �ογκων στο χ£ωρο των φ�ασεων. Το θε£ωρηµα Liou- Η πυκν�οτητα

καταστ�ασεων

παραµ�ενει σταθερ�η αν

ακολουθ�ησουµε τη ρο�η

ville βε1αι£ωνει �οτι αυτ�η η πρ�οταση παραµ�ενει σε ισχ�υ αν�α π�ασα χρονικ�η
στιγµ�η. Για να γ�ινει αντιληπτ�ο π£ω̋ εξελ�ισσεται η κατανοµ�η των καταστ�α-
σεων στο χ£ωρο των φ�ασεων για �ενα στατιστικ�ο σ�υστηµα, υποθ�ετουµε �οτι
κ�αποια χρονικ�η στιγµ�η dN συστ�ηµατα βρ�ισκονται σε µ�ια απειροστ�η πε-
ριοχ�η dV = dnqdnp του χ£ωρου των φ�ασεων. Η πυκν�οτητα των καταστ�α-
σεων στην περιοχ�η αυτ�η ε�ιναι ρ = dN/dV . Με την π�αροδο του χρ�ονου ο
στοιχει£ωδη̋ �ογκο̋ dV εξελ�ισσεται στον dV ′. Επειδ�η ο αριθµ�ο̋ των κατα-
στ�ασεων dN που περιλαµ1�ανονται στο στοιχει£ωδη �ογκο παραµ�ενει στα-
θερ�ο̋, η πυκν�οτητα πρ�επει να ικανοποιε�ι τη σχ�εση

ρ dV = ρ′dV ′ ,

�οπου ρ′ η πυκν�οτητα των καταστ�ασεων στον χρονικ�α εξελιγµ�ενο �ογκο.
Απ�ο το θε£ωρηµα του Liouville, �οµω̋, γνωρ�ιζουµε �οτι ο �ογκο̋ παραµ�ενει
σταθερ�ο̋ και ω̋ εκ το�υτου πρ�επει να παραµ�ενει σταθερ�η και η πυκν�οτητα
καταστ�ασεων ρ. Καταλ�ηγουµε, εποµ�ενω̋, στο συµπ�ερασµα �οτι στο χ£ωρο
των φ�ασεων η πυκν�οτητα καταστ�ασεων παραµ�ενει σταθερ�η, πρ�αγµα που
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σηµα�ινει �οτι κατ�α µ�ηκο̋ τη̋ ρο�η̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων θα ισχ�υει �οτι

d

dt
ρ(~x(t), t) =

∂ρ

∂t
+ ~v · ~∇q,pρ = 0 . (10.33)

Ηεξ�ισωσηαυτ�η λ�εγεται εξ�ισωση Liouville και αποτελε�ι αναδιατ�υπωση του
θεωρ�ηµατο̋ Liouville. Ε�αν αρχικ�α �ολα τα σηµε�ια του χ£ωρου των φ�ασεων
ε�ιχαν την �ιδια πυκν�οτητα καταστ�ασεων, τ�οτε η πυκν�οτητα καταστ�ασεων
στο χ£ωρο των φ�ασεων θα παρ�εµενε π�αντοτε σταθερ�η.
Ενδ�εχεται, ωστ�οσο, παρ�οτι ο �ογκο̋ παραµ�ενει αµετ�α1λητο̋, η εξ�ελιξηΤα χαοτικ�α συστ�ηµατα

βρ�ισκονται σε

συµφων�ια µε το

θε£ωρηµα Liouville.

στο χ£ωρο των φ�ασεων να ε�ιναι ιδιαιτ�ερω̋ περ�ιπλοκη και µ�αλιστα σε τ�ε-
τοιο βαθµ�ο, £ωστε η απ�οσταση αρχικ�α γειτονικ£ων σηµε�ιων να αυξ�ανει εκ-
θετικ�α µε το χρ�ονο διατηρ£ωντα̋ συγχρ�ονω̋ το συνολικ�ο �ογκο του χω-
ρ�ιου σταθερ�ο. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση µια µικρ�η αρχικ�α α1ε1αι�οτητα του
συστ�ηµατο̋ µεγαλ£ωνει µε την π�αροδο του χρ�ονο σε τ�ετοιο βαθµ�ο, £ωστε
το σ�υστηµα να εµφαν�ιζει ευα�ισθητη εξ�αρτηση απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋.
�Οταν συµ1α�ινει αυτ�ο, η δυναµικ�η του συστ�ηµατο̋ λ�εγεται χαοτικ�η. Τ�οτε
το εξελιγµ�ενο χωρ�ιο αποκτ�α µ�ια ιδια�ιτερα πολ�υπλοκη µορφ�η, δι�οτι αφε-
ν�ο̋ πρ�επει να διατηρε�ι τον �ογκο του και αφετ�ερου η απ�οσταση µεταξ�υ
γειτονικ£ων σηµε�ιων πρ�επει, τουλ�αχιστον αρχικ�α, να αποκλ�ινει εκθετικ�α
(βλ. Σχ�ηµατα 10.6, 10.7).
Στη µακροσκοπικ�η περιγραφ�η τη̋ φ�υση̋ υπεισ�ερχονται φαιν�οµενα α-Η αν�αλωση

καταστρ�εφει τη

διατ�ηρηση του �ογκου

ν�αλωση̋ οπ�οτε η δυναµικ�η του αντ�ιστοιχου συστ�ηµατο̋ πα�υει να ε�ιναι
χαµιλτονιαν�η. Στι̋ περιπτ£ωσει̋ αυτ�ε̋ ο �ογκο̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων δεν
παραµ�ενει σταθερ�ο̋ και µε την π�αροδο του χρ�ονου συν�ηθω̋ τε�ινει να εκ-
µηδενιστε�ι (βλ. Σχ�ηµα 10.8). �Ενα χαρακτηριστικ�ο παρ�αδειγµα µη χαµιλ-
τονιανο�υ συστ�ηµατο̋ ε�ιναι το τρισδι�αστατο5 σ�υστηµα του Lorenz

dx

dt
= σ(y − x)

dy

dt
= ρx − y − xz

dz

dt
= −βz + xy , (10.34)

µε σ, ρ, β θετικ�ε̋ σταθερ�ε̋.
Απ�ο την προηγο�υµενη αν�αλυση ε�ιναι ε�υκολο να διαπιστ£ωσουµε �οτι ο

�ογκο̋ στο χ£ωρο (x, y, z) ικανοποιε�ι την εξ�ισωση

dV

dt
= −(σ + β + 1) , (10.35)

και συνεπ£ω̋ µει£ωνεται µον�οτονα, �οταν σ + β + 1 > 0. Παρ�ολο, �οµω̋,
που ο �ογκο̋ κ�αθε αρχικο�υ χωρ�ιου τε�ινει στο µηδ�εν, η παραπ�ανω δυνα-
µικ�η εµφαν�ιζει και αυτ�η (για ορισµ�ενε̋ τιµ�ε̋ των παραµ�ετρων) ευα�ισθητη
εξ�αρτηση απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋. Τα χωρ�ια στι̋ περιπτ£ωσει̋ αυτ�ε̋ τε�ι-
νουν να εξελιχθο�υν στου̋ καλο�υµενου̋ παρ�αξενου̋ ελκυστ�ε̋ (strange at-
tractors), περιοχ�ε̋ µηδενικο�υ �ογκου �οχι �οµω̋ και µηδενικ£ων διαστ�ασεων.

5Μολον�οτι ο τρισδι�αστατο̋ αυτ�ο̋ χ£ωρο̋ δεν µπορε�ι να ε�ιναι χ£ωρο̋ φ�ασεων λ�ογω πε-
ριττ�η̋ δι�ασταση̋, αυτ�ο δεν αποτελε�ι ουσιαστικ�ο πρ�ο1ληµα, αφο�υ το σ�υστηµα θα µπο-
ρο�υσε να επεκταθε�ι αν�αλογα κατ�α µ�ια ακ�οµη δι�ασταση.
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Κατ� αναλογ�ιαν φανταστε�ιτε �ενα στερε�ο σ£ωµα που �εχει ισοπεδωθε�ι, αλλ�α
�εχει υποστε�ι τ�ετοια παραµ�ορφωση £ωστε να υπ�αρχουν ζευγ�αρια σηµε�ιων
που, εν£ω αρχικ�α βρ�ισκονταν οσοδ�ηποτε κοντ�α το �ενα στο �αλλο, �υστερα
απ�ο την ισοπ�εδωση του σ£ωµατο̋ βρ�ισκονται σε πεπερασµ�ενη µεταξ�υ του̋
απ�οσταση.

�Ασκηση 10.3. Επι1ε1αι£ωστε την παραπ�ανω εξ�ισωση εξ�ελιξη̋ του �ογκου στο σ�υ- ΑΣΚΗΣΕΙΣ
στηµα του Lorenz.

Σχ�ηµα 10.8: Οκτ£ω διαφορετικ�ε̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ στι̋ �ακρε̋ εν�ο̋ κ�υ1ου εξελ�ισσονται
σ�υµφωνα µε το σ�υστηµα του Lorenz (10.34) µε τιµ�ε̋ σταθερ£ων σ = 10, ρ = 28, β =
8/3. Εν£ω το αρχικ�ο χωρ�ιο ε�ιναι τρισδι�αστατο, το τελικ�ο χωρ�ιο γ�ινεται µε την π�αροδο
του χρ�ονου ολο�ενα και πιο δισδι�αστατο σχηµατ�ιζοντα̋ τη γνωστ�η µ�ασκα του Lorenz.

Η απ�οδειξη που παραθ�εσαµε παραπ�ανω σχετικ�α µε τη διατ�ηρηση του
�ογκου του χωρ�ιου µπορε�ι να επαναληφθε�ι µε τον �ιδιο ακρι1£ω̋ τρ�οπο για
να δειχθε�ι �οτι διατηρε�ιται το εµ1αδ�ον τη̋ τοµ�η̋ του χωρ�ιου απ�ο �ενα επ�ι-
πεδο που ορ�ιζεται απ�ο κ�αποιο qi και απ�ο το συζυγ�ε̋ του pi. Συγκεκρι-
µ�ενα, για κ�αθε συντεταγµ�ενη i και για κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η t, η ιακω1ιαν�η
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ορ�ιζουσα του µετασχηµατισµο�υ απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ θ�εσει̋ και ορµ�ε̋ µε δε�ι-
κτη i στι̋ κατοπιν�ε̋ θ�εσει̋ και ορµ�ε̋ µε δε�ικτη i ε�ιναι (χωρ�ι̋ αθροιστικ�η
σ�υµ1αση)

∂(qi(t), pi(t))

∂(qi(0), pi(0))
=

∂qi(t)

∂qi(0)

∂pi(t)

∂pi(0)
− ∂qi(t)

∂pi(0)

∂pi(t)

∂qi(0)
= 1 , (10.36)

οπ�οτε κατ�α την κ�ινηση διατηρε�ιται η επιφ�ανεια τη̋ προ1ολ�η̋ τη̋ τοµ�η̋
στο επ�ιπεδο (qi, pi)

∫ ∫

dqidpi .

Η διατ�ηρηση αυτ�η πηγ�αζει απ�ο τη συµπλεκτικ�η δοµ�η των εξισ£ωσεων του
Χ�αµιλτον για κ�αθε ζε�υγο̋ συζυγ£ων θ�εσεων και ορµ£ων. Εξαιτ�ια̋ αυτ�η̋
τη̋ διατ�ηρηση̋ οι σχ�εσει̋ α1ε1αι�οτητα̋ του Heisenberg, σε κλασικ�ο επ�ι-
πεδο, παραµ�ενουν αναλλο�ιωτε̋ µε την π�αροδο του χρ�ονου.

�Ασκηση 10.4. Ακολουθ£ωντα̋ τα β�ηµατα τη̋ απ�οδειξη̋ του θεωρ�ηµατο̋ του Liou-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ville, αποδε�ιξτε �οτι για οποιαδ�ηποτε µετα1λητ�η i η στοιχει£ωδη̋ επιφ�ανεια dqidpi παρα-
µ�ενει σταθερ�η στη χαµιλτονιαν�η δυναµικ�η. Με αυτ�ο τον τρ�οπο αποδεικν�υεται η εξ�ισωση
(10.36).

Επιπλ�εον, επειδ�η ισχ�υει
∫ ∫

dqidpi =

∮

C(t)

pidqi , (10.37)

�οπου C(t) το σ�υνορο του χωρ�ιου στο επ�ιπεδο (qi, pi), η κυκλοφορ�ια που
ορ�ιζεται ω̋

∮

C(t)

pidqi

(χωρ�ι̋ αθροιστικ�η σ�υµ1αση), παραµ�ενει αναλλο�ιωτη κατ�α την κ�ινηση εν�ο̋
χαµιλτονιανο�υ συστ�ηµατο̋.
Τ�ελο̋, επειδ�η το

∫∫

dqidpi παραµ�ενει αναλλο�ιωτο για κ�αθε i, θα πα-
ραµ�ενει επ�ιση̋ αναλλο�ιωτο και το

n
∑

i=1

∫ ∫

dqidpi . (10.38)

Οµο�ιω̋, αποδεικν�υεται �οτι παραµ�ενουν αναλλο�ιωτα και τα εκ�αστοτε ολο-
κληρ£ωµατα

∫ ∫

· · ·
∫ ∫

dqidpidqjdpj · · · (10.39)

�οπου η ολοκλ�ηρωση γ�ινεται στου̋ χ£ωρου̋ των τεσσ�αρων, �εξι, κ.ο.κ. δια-Τα αναλλο�ιωτα του

Poincaré στ�ασεων στο χ£ωρο των φ�ασεων. Τα αναλλο�ιωτα αυτ�α µεγ�εθη λ�εγονται
αναλλο�ιωτα ολοκληρ£ωµατα του Poincarɴe. Το θε£ωρηµα του Liouville ανα-
φ�ερεται στο τελευτα�ιο αναλλο�ιωτο ολοκλ�ηρωµα του Poincarɴe �οπου η ολο-
κλ�ηρωση λαµ1�ανεται και στι̋ 2n διαστ�ασει̋.
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10.3 Aδια1ατικ�α αναλλο�ιωτα

Σε ορισµ�ενε̋ περιπτ£ωσει̋ κατ�α τι̋ οπο�ιε̋ η Χαµιλτονιαν�η�εχει χρονικ�η
εξ�αρτηση, η χρονικ�η µετα1ολ�η αυτ�η̋ πραγµατοποιε�ιται σε χρ�ονου̋ πολ�υ
πιο αργο�υ̋ απ�ο το χαρακτηριστικ�ο χρ�ονο που χαρακτηρ�ιζει την κ�ινηση
του συστ�ηµατο̋. �Οταν συµ1α�ινει αυτ�ο, η µετα1ολ�η ονοµ�αζεται αδια-
1ατικ�η.6 Γι� αυτ�ε̋ τι̋ περιπτ£ωσει̋ που η κ�ινηση ε�ιναι σχεδ�ον περιοδικ�η
ισχ�υει το λεγ�οµενο αδια1ατικ�ο θε£ωρηµα (Ehrenfest, 1913). �Εχουµε ανα-

Σχ�ηµα 10.9: Περιοδικ�η τροχι�α χαµιλτονιανο�υ συστ�ηµατο̋. Το εµ1αδ�ον τη̋ επιφ�ανεια̋
που περικλε�ιεται απ�ο την τροχι�α ε�ιναι

∮

pdq. �Οταν η Χαµιλτονιαν�η µετα1�αλλεται αδια-
1ατικ�α, η καµπ�υλη αυτ�η αλλ�αζει, αλλ�α το εµ1αδ�ον που περικλε�ιει παραµ�ενει σταθερ�ο.

φ�ερει �οτι σε �ενα περιοδικ�ο σ�υστηµα µε χρονικ�α ανεξ�αρτητη Χαµιλτονι-
αν�η το

∮

pdq ε�ιναι η επιφ�ανεια που περιγρ�αφεται απ�ο την κλειστ�η τροχι�α
του συστ�ηµατο̋ στο επ�ιπεδο (q, p) (βλ. Σχ�ηµα 10.9). Τι συµ1α�ινει, �αραγε,
�οταν η Χαµιλτονιαν�η εν�ο̋ τ�ετοιου συστ�ηµατο̋ µετα1�αλλεται αδια1ατικ�α;
Σ�υµφωνα µε το αδια1ατικ�ο θε£ωρηµα κατ�α την αδια1ατικ�η µετα1ολ�η τη̋ Ποιο̋ θα το

φανταζ�οταν �οτι,

�οταν �ολα αλλ�αζουν,

υπ�αρχει κ�ατι που

µ�ενει αναλλο�ιωτο!

Χαµιλτονιαν�η̋, το
∮

pdq κατ�α µ�ηκο̋ µια̋ κλειστ�η̋ διαδροµ�η̋ στο χ£ωρο
των φ�ασεων (ακρι1�εστερα, κατ�α µ�ηκο̋ µ�ια̋ σχεδ�ον κλειστ�η̋ διαδροµ�η̋,
αφο�υ η εν�εργεια µετα1�αλλεται και εποµ�ενω̋ η τροχι�α δεν κλε�ινει) παρα-
µ�ενει σταθερ�ο. Η ποσ�οτητα

∮

pdq

καλε�ιται αδια1ατικ�ο αναλλο�ιωτο.
Το θε£ωρηµα του Ehrenfest βρ�ηκε δ�οκιµη εφαρµογ�η στα πρ£ωτα β�ηµατα

προ̋ την κ1αντικ�η µηχανικ�η �οταν ο Niels Henrik David Bohr [1885-1962] Αδια1ατικ�ο

αναλλο�ιωτο και

γ�εννηση τη̋

κ1αντοµηχανικ�η̋

6Η ελληνογεν�η̋ λ�εξη αδια1ατικ�ο̋ (adiabatic), που προ�ερχεται απ�ο το ελληνικ�ο επ�ι-
θετο αδι�α1ατο̋, πρωτοχρησιµοποι�ηθηκε απ�ο τον Clausius, για να περιγρ�αψει µια διερ-
γασ�ια κατ�α την οπο�ια η θερµοκρασ�ια δεν “βα�ινει”, δηλαδ�η δεν προχωρε�ι. Αργ�οτερα οι
Carnot,Clapeyron, καιRankine �εδωσαν στον �ορο τη σηµεριν�η θερµοδυναµικ�η του �εννοια.
Στην κλασικ�η µηχανικ�η ο �ορο̋ πρωτοχρησιµοποιε�ιται το 1916 απ�ο τον Paul Ehrenfest
[1880-1933], ο οπο�ιο̋ µε τη σειρ�α του δανε�ιστηκε τον �ορο απ�ο τον Einstein.
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και ο Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld [1868-1951] πρ�οτειναν τον
κ1αντισµ�ο ποσοτ�ητων τη̋ µορφ�η̋

∮

pdq. Σ�υµφωνα µε τη θεωρ�ια τωνBohr-
Sommerfeld ποσ�οτητε̋ τη̋ µορφ�η̋

∮

pdq λαµ1�ανουν διακριτ�ε̋ τιµ�ε̋. Το
επιχε�ιρηµα των Bohr και Ehrenferst για την παγκοσµι�οτητα εν�ο̋ τ�ετοιου
ν�οµου βασιζ�οταν στο αδια1ατικ�ο αναλλο�ιωτο τη̋ ποσ�οτητα̋ αυτ�η̋ : αν,
για παρ�αδειγµα, διαπιστ£ωσουµε7 �οτι σε �εναν αρµονικ�ο ταλαντωτ�η ισχ�υει
�οτι

∮

pdx =

(

n +
1

2

)

h , (10.40)

�οπου h η σταθερ�α του Planck καιn κ�αποιο̋ φυσικ�ο̋αριθµ�ο̋ , τ�οτε η σχ�εση
(10.40) πρ�επει να �εχει παγκ�οσµια ισχ�υ, δι�οτι, µετα1�αλλοντα̋ αδια1ατικ�α
(µε πολ�υ αργ�ο ρυθµ�ο) το παρα1ολικ�ο δυναµικ�ο του ταλαντωτ�η, µπορο�υµε
να καταλ�ηξουµε σε οποιοδ�ηποτε �αλλο δυναµικ�ο, ακ�οµη και σε αυτ�ο του
ατ�οµου του υδρογ�ονου. �Ετσι, για οποιοδ�ηποτε δυναµικ�ο θα ισχ�υει η σχ�ε-
ση (10.40). Συνεπ£ω̋, �ενα̋ τ�ετοιο̋ ν�οµο̋ πρ�επει να �εχει θεµελιακ�η και πα-
γκ�οσµια ισχ�υ.

Η αδια1ατικ�η θεωρ�ια �εχει πολλ�ε̋ εφαρµογ�ε̋ και σε κλασικ�α προ1λ�η-Τι µπορο�υµε να

υπολογ�ισουµε µε

τα αδια1ατικ�α

αναλλο�ιωτα;

µατα. Η κ�ινηση, για παρ�αδειγµα, των πλανητ£ων επηρε�αζεται απ�ο τη µε-
τα1ολ�η τη̋ µ�αζα̋ του �Ηλιου. Φυσικ�α αυτ�η η µετα1ολ�η συντελε�ιται µε
πολ�υ βραδ�υ ρυθµ�ο σε σ�υγκριση µε την περ�ιοδο περιφορ�α̋ των πλανητ£ων.
Συγκεκριµ�ενα, η µ�αζα του �Ηλιου µει£ωνεται κατ�α �εναν παρ�αγοντα τ�αξη̋
10−13 αν�α �ετο̋, οπ�οτε η αδια1ατικ�η θε£ωρηση µπορε�ι να εφαρµοστε�ι στο
ηλιακ�ο σ�υστηµα µε στ�οχο τη µελ�ετη των επιπτ£ωσεων τη̋ µετα1ολ�η̋ τη̋
ηλιακ�η̋ µ�αζα̋ στι̋ τροχι�ε̋ των πλανητ£ων. Οµο�ιω̋, σε µικροσκοπικ�η κλ�ι-
µακα, σε �ενα δοχε�ιο χαµηλ�η̋ π�ιεση̋ τα �ατοµα προσκρο�υουν στα τοιχ£ω-
µατα του δοχε�ιου µε περ�ιοδο τη̋ τ�αξη̋ των 10−5 − 10−4 s. Αν ο �ογκο̋
του δοχε�ιου µετα1�αλλεται µε χαρακτηριστικ�ο χρ�ονο µετα1ολ�η̋ 1 s, οι αλ-
λαγ�ε̋ που θα παρατηρ�ησουµε στο σ�υστηµα ερµηνε�υονται και αυτ�ε̋ απ�ο
το αδια1ατικ�ο θε£ωρηµα. �Αλλε̋ εφαρµογ�ε̋ του αδια1ατικο�υ θεωρ�ηµατο̋
συναντο�υµε στη δι�αδοση κυµ�ατων σε µ�εσα στα οπο�ια ο δε�ικτη̋ δι�αθλα-
ση̋ µετα1�αλλεται ε�ιτε χρονικ�α, ε�ιτε χωρικ�α. Αν η χρονικ�η µετα1ολ�η του
δε�ικτη δι�αθλαση̋ ε�ιναι πολ�υ αργ�η σε σχ�εση µε την περ�ιοδο του κ�υµατο̋ �η
αν η χωρικ�η µετα1ολ�η του ε�ιναι εξαιρετικ�α µικρ�η σε �ενα µ�ηκο̋ κ�υµατο̋,
τ�οτε η αδια1ατικ�η θεωρ�ια µπορε�ι να εφαρµοστε�ι στη µελ�ετη τη̋ δι�αδοση̋
του κ�υµατο̋.

Πριν αποδε�ιξουµε το αδια1ατικ�ο θε£ωρηµα, θα δε�ιξουµε µε �ενα απλ�ο
παρ�αδειγµα την ισχ�υ του. Θεωρο�υµε µια µπ�αλα µοναδια�ια̋ µ�αζα̋, η ο-Επ�ιδειξη του

αδια1ατικο�υ

αναλλοι£ωτου µε

�ενα µονοδι�αστατο

µονοατοµικ�ο α�εριο

πο�ια κινε�ιται σε µια ευθε�ια κ�αθετη σε δ�υο τοιχ£ωµατα. �Οταν η µπ�αλα
συγκρουστε�ι µε κ�αποιο απ�ο τα τοιχ£ωµατα, ανακλ�αται ελαστικ�α. Το αρι-
στερ�ο το�ιχωµα ε�ιναι ακ�ινητο, αλλ�α το δεξι�ο το�ιχωµα πλησι�αζει το πρ£ωτο
το�ιχωµα µε ταχ�υτητα U σαν �εµ1ολο που συστ�ελλει το χ£ωρο κ�ινηση̋ τη̋
µπ�αλα̋. Αν U = 0, τα τοιχ£ωµατα παραµ�ενουν στη θ�εση του̋ εν£ω η πο-
σ�οτητα

7Εκε�ινη την εποχ�η υπ�ηρχαν αρκετ�ε̋ πειραµατικ�ε̋ ενδε�ιξει̋ �οτι κ�ατι τ�ετοιο ισχ�υει. Τ�ε-
τοιε̋ ενδε�ιξει̋ προ�ερχονταν για παρ�αδειγµα απ�ο το φ�ασµα τη̋ ακτινο1ολ�ια̋ του µ�ελα-
νο̋ σ£ωµατο̋.
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Σχ�ηµα 10.10: Η τροχι�α στο χ£ωρο των φ�ασεων εν�ο̋ σωµατιδ�ιου που κινε�ιται σε µ�ια δι�α-
σταση και ανακλ�αται ελαστικ�α σε τοιχ£ωµατα που βρ�ισκονται σε απ�οσταση L. Λ�ιγο προ-
το�υ το σωµατ�ιδιο προσπ�εσει στο δεξι�ο το�ιχωµα (σηµε�ιο Β), κινε�ιται µε ταχ�υτητα u. Αµ�ε-
σω̋ µετ�α την κρο�υση το σωµατ�ιδιο ανακλ�αται και αποκτ�α ταχ�υτητα −u. Η τροχι�α στο
χ£ωρο των φ�ασεων διαν�υει ακαρια�ια κατ�α την αν�ακλαση το ευθ�υγραµµο τµ�ηµα ΒΓ. Τα
�ιδια συµ1α�ινουν �οταν το σωµατ�ιδιο επιστρ�εφει στο αριστερ�ο το�ιχωµα. Συνολικ�α, η τρο-
χι�α του σωµατιδ�ιου µε συγκεκριµ�ενη εν�εργεια ε�ιναι το ορθογ£ωνιο ΑΒΓ∆Α.

I =
1

2π

∮

pdq =
Lu0

π
(10.41)

διατηρε�ιται σταθερ�η, �οπου L ε�ιναι η απ�οσταση µεταξ�υ των τοιχωµ�ατων
και u0 η ταχ�υτητα τη̋ µπ�αλα̋ (βλ. Σχ�ηµα 10.10). Θα δε�ιξουµε �οτι η πο-
σ�οτητα αυτ�η παραµ�ενει σταθερ�η, �οταν τα τοιχ£ωµατα πλησι�αζουν το �ενα
το �αλλο µε ταχ�υτητα U << u, £ωστε το σ�υστηµα να µετα1�αλλεται ελ�αχι-
στα στο χαρακτηριστικ�ο χρ�ονο του συστ�ηµατο̋ 2L/u, δηλαδ�η το χρ�ονο
που αντιστοιχε�ι σε �ενα π�ηγαινε–�ελα τη̋ µπ�αλα̋. Κατ�α την εξ�ελιξη του
συστ�ηµατο̋ η ταχ�υτητα τη̋ µπ�αλα̋ δεν παραµ�ενει σταθερ�η. Ε�αν η ταχ�υ-
τητα τη̋ µπ�αλα̋ πριν απ�ο τη n-οστ�η κρο�υση αυτ�η̋ µε το κινο�υµενο το�ι-
χωµα ε�ιναι un−1 και αµ�εσω̋ µετ�α τη n-οστ�η κρο�υση ε�ιναι un, τ�οτε, επειδ�η
η σχετικ�η ταχ�υτητα τη̋ µπ�αλα̋ ω̋ προ̋ το το�ιχωµα ε�ιναι σταθερ�η, θα ε�ι-
ναι un − U = un−1 + U , οπ�οτε

un = un−1 + 2U . (10.42)

Απ�ο την αναδροµικ�η αυτ�η σχ�εση συµπερα�ινουµε �οτι η ταχ�υτητα µετ�α τη
n-οστ�η κρο�υση ε�ιναι

un = u0 + 2nU , (10.43)

�οπου u0 η αρχικ�η ταχ�υτητα τη̋ µπ�αλα̋, �οταν τα τοιχ£ωµατα βρισκ�οντου-
σαν σε απ�οσταση L. �Εστω xn η απ�οσταση µεταξ�υ των τοιχωµ�ατων τη
στιγµ�η τη̋ n-οστ�η̋ κρο�υση̋ και τn το χρονικ�ο δι�αστηµα µεταξ�υ τη̋ n-
οστ�η̋ και τη̋ (n + 1)-οστ�η̋ κρο�υση̋. Η µε�ιωση τη̋ απ�οσταση̋ των τοι-
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χωµ�ατων ικανοποιε�ι την αναδροµικ�η σχ�εση

xn+1 − xn = −Uτn , (10.44)

Εν τω µεταξ�υ στο χρονικ�ο δι�αστηµα µεταξ�υ τη̋ n-οστ�η̋ και τη̋ (n + 1)-
οστ�η̋ κρο�υση̋ τn η µπ�αλα, κινο�υµενη µε ταχ�υτητα un, θα �εχει διαν�υσει
απ�οσταση xn + xn+1 οπ�οτε

τn =
xn + xn+1

un

. (10.45)

Αν συνδυ�ασουµε �ολε̋ τι̋ παραπ�ανω σχ�εσει̋ καταλ�ηγουµε στον αναγω-
γικ�ο τ�υπο

xn+1 = xn
u0 + (2n − 1)U

u0 + (2n + 1)U
, (10.46)

ο οπο�ιο̋ δ�ινει
xn+1 = L

u0

u0 + (2n + 1)U
, (10.47)

αν υποθ�εσουµε �οτι αρχικ�α (για t = 0) η µπ�αλα βρισκ�οταν στο σταθερ�ο
το�ιχωµα, οπ�οτε x1 = Lu0/(u0+U). Ορ�ιζουµε τ£ωρα τη µετα1λητ�η δρ�αση̋
(action variable)

In =
1

2π

∮

pdx , (10.48)

υπολογισµ�ενη στην κλειστ�η διαδροµ�η απ�ο τη n-οστ�η κρο�υση στο σταθερ�ο
το�ιχωµα8 µ�εχρι τη (n+1)-οστ�η κρο�υση στο �ιδιο το�ιχωµα. Ηδιαδροµ�η αυτ�η
περιλαµ1�ανει εν µ�ερει τη διαδροµ�η προ̋ το κινητ�ο το�ιχωµα µε ταχ�υτητα
un και εν µ�ερει τη διαδροµ�η προ̋ το σταθερ�ο το�ιχωµα µετ�α τη n+1-οστ�η
κρο�υση µε ταχ�υτητα un+1. �Ετσι, η µετα1λητ�η δρ�αση̋ για την κλειστ�η
αυτ�η διαδροµ�η θα ε�ιναι

In =
xn+1(un + un+1)

2π
=

Lu0

π
= I0 . (10.49)

Παρατηρο�υµε �οτι η ποσ�οτητα αυτ�η παραµ�ενει σταθερ�η καθ� �ολη τη δι�αρ-
κεια τη̋ διεργασ�ια̋, παρ�οτι �ολα τα �αλλα φυσικ�α µεγ�εθη του προ1λ�ηµα-
το̋, το µ�ηκο̋ τη̋ ελε�υθερη̋ κ�ινηση̋, η ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου και η
εν�εργεια του σωµατιδ�ιου µετα1�αλλονται και µ�αλιστα δραµατικ�α. Η αλ�η-
θεια ε�ιναι �οτι αυτ�η η απ�ολυτη σταθερ�οτητα του µεγ�εθου̋ In ε�ιναι πλα-
σµατικ�η. Για παρ�αδειγµα, αν ο εκ�αστοτε “κ�υκλο̋” στο χ£ωρο των φ�ασεων
ε�ιχε ω̋ αφετηρ�ια �οχι το ακ�ινητο το�ιχωµα αλλ�α το κινητ�ο, το ολοκλ�ηρωµα
∮

pdx θα λ�αµ1ανε ελαφρ£ω̋ διαφορετικ�η τιµ�η

I ′

n =
un+1(xn + xn+1)

2π
= I0

u2
0 + 4nUu0 + 4n2U2

u2
0 + 4nUu0 + (4n2 − 1)U2

. (10.50)

Θ�ελουµε να εκτιµ�ησουµε τη µετα1ολ�η τη̋ ν�εα̋ µετα1λητ�η̋ δρ�αση̋ I ′

n,

�οταν τα τοιχ£ωµατα κινο�υνται αδια1ατικ�α, δηλαδ�η �οταν u0 >> U . Α̋

8Χρησιµοποι�ησαµε αυτ�ο το σηµε�ιο ο�υτω̋ £ωστε να κλε�ινει η διαδροµ�η στο χ£ωρο των
φ�ασεων.
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εκτελ�εσουµε �ενα αριθµητικ�ο πε�ιραµα : θεωρο�υµε τι̋ τιµ�ε̋ u0 = 1, L = 1
και U = 0.01. �Οπω̋ φα�ινεται στον π�ινακα που ακολουθε�ι και η ν�εα πο-
σ�οτητα I ′

n ε�ιναι περ�ιπου (αλλ�α �οχι ακρι1£ω̋) σταθερ�η, αφο�υ u0 >> U ,

καθ� �ολη τη δι�αρκεια τη̋ διεργασ�ια̋. Στον π�ινακα παρατ�ιθεται ακ�οµη η
ταχ�υτητα τη̋ µπ�αλα̋ un, η κινητικ�η εν�εργεια τη̋ µπ�αλα̋ En = u2

n/2 και
η απ�οσταση µεταξ�υ των τοιχωµ�ατων xn τη στιγµ�η αµ�εσω̋ µετ�α τη n-οστ�η
κρο�υση τη̋ µπ�αλα̋ µε το κινο�υµενο το�ιχωµα. Σηµει£ωνουµε �οτι οι δ�υο πο-
σ�οτητε̋ In και I

′

n δεν αφορο�υν ακρι1£ω̋ στον �ιδιο κ�υκλο· η In σχετ�ιζεται
µε τον κ�υκλο γ�υρω απ�ο την n-οστ�η κρο�υση στο κινο�υµενο το�ιχωµα, εν£ω
η I ′

n σχετ�ιζεται µε τον κ�υκλο που �εχει ω̋ αφετηρ�ια αυτ�η την κρο�υση.

n xn En π In π I ′

n

1 0.99 0.52 1 1.001

10 0.83 0.72 1 1.00007

50 0.50 2.00 1 1.00003

100 0.33 4.50 1 1.00001

500 0.09 60.50 1 1.0000008
1000 0.05 220.50 1 1.0000002

Σχ�ηµα 10.11: Η τροχι�α στο χ£ωρο των φ�ασεων, �οταν το �ενα το�ιχωµα πλησι�αζει αργ�α το
�αλλο. Η αρχικ�η θ�εση ε�ιναι το σηµε�ιο Α, εν£ω η τελικ�η, �υστερα απ�ο 30 “κ�υκλου̋”, ε�ιναι το
σηµε�ιο Ω. Η φορ�α διαγραφ�η̋ ε�ιναι σηµειωµ�ενη στο δι�αγραµµα. Το αρχικ�ο ορθογ£ωνιο
ε�ιναι σηµειωµ�ενο µε �ασπρου̋ κ�υκλου̋, εν£ω το τελικ�ο µε µα�υρου̋ κ�υκλου̋. Η διατ�ηρηση
του εµ1αδο�υ των “κ�υκλων” ε�ιναι εµφαν�η̋.

Παρατηρο�υµε, �οτι, παρ�ολο που η εν�εργεια τη̋ µπ�αλα̋ �υστερα απ�ο
1000 κρο�υσει̋ �εχει αυξηθε�ι περισσ�οτερο απ�ο 400 φορ�ε̋ και η απ�οσταση Κι εν£ω �ολα αλλ�αζουν,

η µετα1λητ�η δρ�αση̋

µ�ενει περ�ιπου �ιδια

µεταξ�υ των τοιχωµ�ατων �εχει σχεδ�ον εκµηδενιστε�ι, η µετα1λητ�η δρ�αση̋
�εχει παραµε�ινει σε εκπληκτικ�ο βαθµ�ο σταθερ�η. Το εκπληκτικ�ο αυτ�ο απο-
τ�ελεσµα αποτελε�ι το περιεχ�οµενο του αδια1ατικο�υ θεωρ�ηµατο̋. Αξ�ιζει
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να δοκιµ�ασει κανε�ι̋ και µε αρκετ�α µεγαλ�υτερε̋ τιµ�ε̋ τη̋ U , για να διαπι-
στ£ωσει π�οσο ισχυρ�ο ε�ιναι το θε£ωρηµα. Επειδ�η τα τοιχ£ωµατα πλησι�αζουν
µεταξ�υ του̋, η περ�ιοδο̋ τη̋ κ�ινηση̋ τη̋ µπ�αλα̋ µικρα�ινει και η αδια-
1ατικ�η συνθ�ηκη �οσον αφορ�α στη µετα1ολ�η τη̋ απ�οσταση̋ µεταξ�υ των
τοιχωµ�ατων γ�ινεται ολο�ενα και πιο ακρι1�η̋. Τι θα συν�ε1αινε, �οµω̋, αν
τα τοιχ£ωµατα, αντ�ι να πλησι�αζουν, αποµακρ�υνονταν το �ενα απ�ο το �αλ-
λο; Σε αυτ�η την περ�ιπτωση η κ�ινηση τη̋ µπ�αλα̋ θα επι1ραδυν�οταν ολο�ε-
να και περισσ�οτερο, οπ�οτε η ταχ�υτητα µε την οπο�ια θα αποµακρ�υνονταν
µεταξ�υ του̋ τα τοιχ£ωµατα θα γιν�οταν τελικ�α συγκρ�ισιµη µε την ταχ�υτητα
τη̋ µπ�αλα̋. Το καταπληκτικ�ο ε�ιναι �οτι ακ�οµη και σε αυτ�η την περ�ιπτωση
η µετα1λητ�η δρ�αση̋ παραµ�ενει σχεδ�ον σταθερ�η, τουλ�αχιστον ωσ�οτου κα-
ταστο�υν συγκρ�ισιµοι οι χαρακτηριστικο�ι χρ�ονοι κ�ινηση̋ τη̋ µπ�αλα̋ και
µετακ�ινηση̋ του τοιχ£ωµατο̋. ∆οκιµ�αστε το! (Για το εν λ�ογω πρ�ο1ληµα
υπ�αρχει κ�αποιο̋ γρ�ηγορο̋ τρ�οπο̋ να µετατρ�εψετε κατ�αλληλα τι̋ προη-
γο�υµενε̋ σχ�εσει̋.)

Το αδια1ατικ�ο θε£ωρηµα �εχει προσεγγιστικ�η ισχ�υ και η απ�οδειξ�η του
ε�ιναι διαφορετικ�η̋ φ�υσεω̋ απ�ο εκε�ινε̋ που αφορο�υν σε θεωρ�ηµατα σανΣχετικ�α µε την

απ�οδειξη του

αδια1ατικο�υ

θεωρ�ηµατο̋

αυτ�α που �εχουµε συναντ�ησει �εω̋ τ£ωρα. Θα παρουσι�ασουµε στη συν�εχεια
µια απ�οδειξη που αναδεικν�υει παραστατικ�α τι συµ1α�ινει κατ�α τι̋ αδια-
1ατικ�ε̋ µετα1ολ�ε̋. Θα θεωρ�ησουµε �ενα χαµιλτονιαν�ο σ�υστηµα, πολλ£ων
εν γ�ενει βαθµ£ων ελευθερ�ια̋, που περιγρ�αφεται απ�ο µια Χαµιλτονιαν�η τη̋
µορφ�η̋ H(q, p, λ), �οπου η παρ�αµετρο̋ λ δηλ£ωνει µια παρ�αµετρο του συ-
στ�ηµατο̋, η οπο�ια εξελ�ισσεται µε την π�αροδο του χρ�ονου. Θα υποθ�ε-
σουµε, επιπλ�εον, �οτι η υπερεπιφ�ανεια H(q, p, λ) = E ε�ιναι µια κλειστ�ηΓια µικρο�υ̋ χρ�ονου̋

η τροχι�α διατρ�εχει

µια ισοενεργειακ�η

επιφ�ανεια

επιφ�ανεια στο χ£ωρο τωνφ�ασεων για κ�αθε σταθερ�η τιµ�η τη̋ παραµ�ετρου λ
που θα εξετ�ασουµε. Το γεγον�ο̋ �οτι η επιφ�ανεια ε�ιναι κλειστ�η σηµα�ινει �οτι
για δεδοµ�ενο σταθερ�ο λ �ολε̋ οι συντεταγµ�ενε̋ λαµ1�ανουν τιµ�ε̋ σε κλει-
στ�α διαστ�ηµατα. Με �αλλα λ�ογια, η συνθ�ηκη αυτ�η εξασφαλ�ιζει την απα�ι-
τηση η κ�ινηση να ε�ιναι ταλαντωτικ�η. Υποθ�ετουµε, επιπλ�εον, �οτι η κ�ινηση
σαρ£ωνει �ολα τα σηµε�ια τη̋ επιφ�ανεια̋ και εποµ�ενω̋ �ολε̋ οι συντεταγµ�ε-
νε̋ διαγρ�αφουν κ�αποιο κλειστ�ο δι�αστηµα χωρ�ι̋ κατ� αν�αγκην η κ�ινηση
να ε�ιναι περιοδικ�η. Για να γ�ινει κατανοητ�ο αυτ�ο, α̋ φανταστο�υµε µια
τροχι�α επ�ανω σε �εναν τ�ορο, η οπο�ια περιτυλ�ισσεται µε τ�ετοιο τρ�οπο γ�υρω
απ�ο αυτ�ον,£ωστε να µην κλε�ινει, αλλ�α να καλ�υπτει σιγ�α-σιγ�α µε τη συνεχ�η
περι�ελιξ�η τη̋ ολ�οκληρη την επιφ�ανεια του τ�ορου. Στην περ�ιπτωση εν�ο̋
βαθµο�υ ελευθερ�ια̋ η εν λ�ογω “επιφ�ανεια” ε�ιναι µια κλειστ�η καµπ�υλη στο
χ£ωρο των φ�ασεων και η κ�ινηση ε�ιναι τ�οτε κατ� αν�αγκην περιοδικ�η.

Η συνθ�ηκη αδια1ατικ�οτητα̋ τη̋ µετα1ολ�η̋, που θα χρησιµοποι�ησου-
µε παρακ�ατω στην απ�οδειξη του αδια1ατικο�υ αναλλοι£ωτου, συνοψ�ιζεται
στο �οτι η παρ�αµετρο̋ λ(t) µετα1�αλλεται µε πολ�υ αργ�ο ρυθµ�ο σε σχ�εση µε
�ολου̋ του̋ χαρακτηριστικο�υ̋ χρ�ονου̋ του συστ�ηµατο̋, δηλαδ�η σε σχ�εση
µε τον εκ�αστοτε χρ�ονο που απαιτε�ιται £ωστε κ�αθε συντεταγµ�ενη να δια-
γρ�αψει �εναν πλ�ηρη κ�υκλο.

Α̋ δο�υµε τι θα συν�ε1αινε γενικ�α, στην περ�ιπτωση δηλαδ�η που η εξ�ε-
λιξη τη̋ παραµ�ετρου λ δεν ε�ιναι αδια1ατικ�η. �Εστω �οτι αρχικ�α το σ�υ-
στηµα κε�ιται στην υπερεπιφ�ανεια H(q, p, λ(0)) = E που αντιστοιχε�ι σε
µ�ια ορισµ�ενη τιµ�η τη̋ παραµ�ετρου λ = λ(0) και σε ορισµ�ενη τιµ�η τη̋ Χα-
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µιλτονιαν�η̋ E. Με την π�αροδο του χρ�ονου η υπερεπιφ�ανεια αυτ�η εξε- Η ισοενεργειακ�η

επιφ�ανεια

µετα1�αλλεται µε

το χρ�ονο

λ�ισσεται σε µια ν�εα υπερεπιφ�ανεια, υπ�ο την �εννοια �οτι κ�αθε σηµε�ιο αυτ�η̋
εξελ�ισσεται σε κ�αποιο �αλλο σηµε�ιο του χ£ωρου των φ�ασεων. Η ν�εα αυτ�η
υπερεπιφ�ανεια, �οµω̋, δεν ε�ιναι αναγκαστικ�α επιφ�ανεια σταθερ�η̋ εν�ερ-
γεια̋ (βλ. Σχ�ηµα 10.12). Το�υτο οφε�ιλεται στο εξ�η̋ φαιν�οµενο : η εν λ�ογω
υπερεπιφ�ανεια περιγρ�αφει συστ�ηµατα που ξεκινο�υν �ολα µε την �ιδια εν�ερ-
γεια. Ωστ�οσο, η παρ�αµετρο̋ λ αρχ�ιζει να εξελ�ισσεται τη στιγµ�η που το
κ�αθε σ�υστηµα βρ�ισκεται σε διαφορετικ�η φ�αση τη̋ κ�ινησ�η̋ του. Για παρ�α-
δειγµα, αν, εν£ω κ�ανουµε κο�υνια, αρχ�ισουµε να ανε1οκατε1�αζουµε τα π�ο-
δια µα̋ µε τον �ιδιο ακρι1£ω̋ τρ�οπο που θα τα ανε1οκατε1�αζαµε αν θ�ελαµε
να αυξ�ησουµε το πλ�ατο̋ τη̋ αι£ωρησ�η̋ µα̋, αλλ�α σε εντελ£ω̋ λ�αθο̋ χρο-
νικ�η στιγµ�η, το πλ�ατο̋ τη̋ αι£ωρηση̋ και µαζ�ι και η εν�εργεια τη̋ ταλ�αντω-
σ�η̋ µα̋ �οχι µ�ονο δεν θα αυξηθε�ι πολ�υ αλλ�α µπορε�ι ακ�οµη και να µειωθε�ι.
∆οκιµ�αστε το µε την πρ£ωτη ευκαιρ�ια! Παρ�α τα�υτα, σ�υµφωνα µε το θε£ω-
ρηµα του Liouville που, �οπω̋ θυµ�αστε, ισχ�υει ακ�οµη και �οταν η Χαµιλ-
τονιαν�η �εχει �αµεση χρονικ�η εξ�αρτηση, η ν�εα υπερεπιφ�ανεια θα περικλε�ιει
τον �ιδιο �ογκο µε την αρχικ�η υπερεπιφ�ανεια. Το �ιδιο θα ισχ�υει και για το
εµ1αδ�ον τη̋ προ1ολ�η̋ αυτο�υ του �ογκου σε κ�αθε επ�ιπεδο (qi, pi)· το εµ-
1αδ�ον αυτ�ο θα παραµ�ενει επ�ιση̋ σταθερ�ο. Το εµ1αδ�ον τη̋ προ1ολ�η̋ του
�ογκου σε κ�αποιο επ�ιπεδο (qi, pi) δ�ινεται απ�ο το επικαµπ�υλιο ολοκλ�ηρωµα
κατ�α µ�ηκο̋ τη̋ καµπ�υλη̋ που ορ�ιζει η προ1ολ�η τη̋ υπερεπιφ�ανεια̋ σε
αυτ�ο το επ�ιπεδο, ε�ιναι δηλαδ�η

∮

pidqi. Κ�αθε σηµε�ιο τη̋ υπερεπιφ�ανεια̋
εξελισσ�οµενο θα διαγρ�αψει µ�ια καµπ�υλη και τελικ�α, αφ�οτου ολοκληρω-
θε�ι η µετα1ολ�η τη̋ παραµ�ετρου λ και η λ σταθεροποιηθε�ι, το σ�υστηµα
θα βρεθε�ι να διαγρ�αφει µια ν�εα ισοενεργειακ�η υπερεπιφ�ανεια µε εν�εργεια
E ′(q0, p0). Γενικ�α, αυτ�η η τελικ�η ισοενεργειακ�η επιφ�ανεια θα εξαρτ�αται
απ�ο το αρχικ�ο σηµε�ιο εκκ�ινηση̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων (q0, p0), εν£ω το εµ-
1αδ�ον των προ1ολ£ων τ�ετοιων υπερεπιφανει£ων που προκ�υπτουν απ�ο δια-
φορετικ�ε̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ θα ε�ιναι διαφορετικ�ο (βλ. Σχ�ηµα 10.12). Αν
δε�ιξουµε �οτι για αδια1ατικ�ε̋ µετα1ολ�ε̋ κ�αθε σηµε�ιο που διαγρ�αφει αρ-
χικ�α την υπερεπιφ�ανειαH(q, p, λ(0)) = E θα καταλ�ηξει να διαγρ�αφει και
την �ιδια αντ�ιστοιχη χρονικ�α εξελιγµ�ενη υπερεπιφ�ανειαH(q, p, λ(t)) = E ′,

δηλαδ�η �οτι κατ�α την αργ�η µετα1ολ�η του λ οι υπερεπιφ�ανειε̋ παραµ�ενουν
συνεχ£ω̋ ισοενεργειακ�ε̋, τ�οτε το θε£ωρηµα Liouville οδηγε�ι στο συµπ�ερα-
σµα �οτι ο �ογκο̋ που περικλε�ιεται απ�ο την υπερεπιφ�ανεια που διαγρ�αφε-
ται απ�ο την τροχι�α ε�ιναι π�αντοτε σταθερ�ο̋. Ο �ογκο̋ αυτ�ο̋ ε�ιναι το αδια-
1ατικ�ο αναλλο�ιωτο. Στην περ�ιπτωση τη̋ µονοδι�αστατη̋ κ�ινηση̋ το αδια-
1ατικ�ο αναλλο�ιωτο ε�ιναι το

∮

pdq .

Α̋ θεωρ�ησουµε, λοιπ�ον, µια αδια1ατικ�η εξ�ελιξη του συστ�ηµατο̋ απ�ο Σε µεγ�αλου̋ χρ�ονου̋

η τροχι�α τ�εµνει τι̋

ισοενεργειακ�ε̋

υπερεπιφ�ανειε̋

κ�αποιο σηµε�ιο q0, p0 του χ£ωρου των φ�ασεων (το q συµ1ολ�ιζει �ολε̋ τι̋ συ-
ντεταγµ�ενε̋ των θ�εσεων και οµο�ιω̋ το p �ολε̋ τι̋ ορµ�ε̋). Εφαρµ�οζοντα̋
τι̋ κανονικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον βρ�ισκουµε �οτι η χρονικ�η µετα1ολ�η



324 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. Ο ΧΩΡΟΣ ΤΩΝ ΦΑΣΕΩΝ

Σχ�ηµα 10.12: Μ�ια µη αδια1ατικ�η µετα1ολ�η τη̋ συχν�οτητα̋ αρµονικο�υ ταλαντωτ�η. Η
συχν�οτητα του ταλαντωτ�η µετα1�αλλεται σε µ�ια χρονικ�η µον�αδα απ�ο ω2 = 1 σε ω2 = 2,
σ�υµφωνα µε το ν�οµο ω2 = 1 + t. Αν η συχν�οτητα του ταλαντωτ�η �ηταν σταθερ�α ω2 = 1,
η τροχι�α στο χ£ωρο των φ�ασεων θα �ηταν η ισοενεργειακ�η κυκλικ�η τροχι�α 1. Η διακεκοµ-
µ�ενη καµπ�υλη 2 ε�ιναι η εξ�ελιξη �ολων των σηµε�ιων τη̋ αρχικ�η̋ ισοενεργειακ�η̋ καµπ�υλη̋
1 �υστερα απ�ο χρ�ονο t = 1 κατ�α την εν λ�ογω µη αδια1ατικ�η µετα1ολ�η απ�ο t = 0 σε t = 1.
Το θε£ωρηµα Liouville βε1αι£ωνει �οτι το εµ1αδ�ον που περικλε�ιεται απ�ο τι̋ καµπ�υλε̋ 1 και
2 ε�ιναι το �ιδιο. Προσ�εξτε �οτι η καµπ�υλη 2 δεν ε�ιναι ισοενεργειακ�η καµπ�υλη (δεν πρ�οκει-
ται για �ελλειψη). Το σηµε�ιοA µετα1α�ινει στο σηµε�ιοA′ σε χρ�ονο t = 1 ακολουθ£ωντα̋ τη
λεπτ�η γραµµ�η που τα συνδ�εει εν£ω η 3 ε�ιναι η ισοενεργειακ�η �ελλειψη που θα διαγρ�αφει
το σηµε�ιο A′ αν σταµατ�ησει για t ≥ 1 να µετα1�αλλεται η συχν�οτητα. �Ενα �αλλο σηµε�ιο,
το B, µετα1α�ινει στο σηµε�ιο B′ σε χρ�ονο t = 1 ακολουθ£ωντα̋ την �αλλη λεπτ�η γραµµ�η,
εν£ω η καµπ�υλη 4 ε�ιναι η ισοενεργειακ�η �ελλειψη που θα διαγρ�αφει το B′ αν σταµατ�ησει
να µετα1�αλλεται η συχν�οτητα για t ≥ 1. Προσ�εξτε �οτι οι ισοενεργειακ�ε̋ καµπ�υλε̋ 3 και
4 δεν αντιστοιχο�υν στην �ιδια εν�εργεια και δεν περικλε�ιουν �ισα �εµ1αδ�α. Αν η µετα1ολ�η
τη̋ συχν�οτητα̋ γιν�οταν αδια1ατικ�α, οι καµπ�υλε̋ 2, 3, 4 θα ταυτ�ιζονταν και το εµ1αδ�ον
που περικλε�ιεται απ�ο αυτ�ε̋ θα �ηταν �ισο µε το εµ1αδ�ον που περικλε�ιεται απ�ο την αρχικ�η
καµπ�υλη 1.
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τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ ε�ιναι

dH

dt
=

(

∂H

∂qi

dqi

dt
+

∂H

∂pi

dpi

dt

)

+
∂H

∂λ
λ̇

=

(

∂H

∂qi

∂H

∂pi

− ∂H

∂pi

∂H

∂qi

)

+
∂H

∂λ
λ̇

=
∂H

∂λ
λ̇ . (10.51)

Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι η µετα1ολ�η τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ προ�ερχεται µ�ονο απ�ο
τη χρονικ�η εξ�αρτηση τη̋ παραµ�ετρου λ. Στην περ�ιπτωση, β�ε1αια, που
δεν υπ�αρχει χρονικ�η εξ�αρτηση τη̋ παραµ�ετρου λ η εν�εργεια διατηρε�ιται
κατ�α την κ�ινηση. Εποµ�ενω̋, η µετα1ολ�η τη̋ εν�εργεια̋ του συστ�ηµατο̋
που ξεκ�ινησε απ�ο το q0, p0 σε �ενα χρονικ�ο δι�αστηµα T ε�ιναι

∆E(q0,p0) =

∫ T

0

∂H

∂λ
λ̇ dt . (10.52)

Σηµει£ωνουµε �οτι η µετα1ολ�η αυτ�η εξαρτ�αται απ�ο το αρχικ�ο σηµε�ιο (q0, p0)
εκκ�ινηση̋. �Εστω �οτι T >> τ , �οπου τ ο χαρακτηριστικ�ο̋ χρ�ονο̋ τη̋
µεγαλ�υτερη̋ περι�οδου τη̋ κυκλικ�η̋ µετα1ολ�η̋ των συντεταγµ�ενων του
συστ�ηµατο̋. Εµε�ι̋ θα θεωρ�ησουµε αδια1ατικ�ε̋ µετα1ολ�ε̋ του λ τ�ετοιε̋ Τι σηµα�ινει πρακτικ�α

αδια1ατικ�η µετα1ολ�η;£ωστε η µετα1ολ�η τουλ και των παραγ£ωγων του στο χαρακτηριστικ�ο χρ�ονο
που οι συντεταγµ�ενε̋ διαγρ�αφουν �εναν πλ�ηρη κ�υκλο στην υπερεπιφ�ανεια
(µια περι�ελιξη τη̋ τροχι�α̋ στον τ�ορο) να ε�ιναι µηδαµιν�η, δηλαδ�η δλ =
λ̇τ << λ, λ̈τ << λ̇ κ.ο.κ. Αφο�υ η λ και η λ̇ δεν µετα1�αλλονται σηµαντικ�α
σε κ�αθε χρονικ�ο δι�αστηµα τ , µπορο�υν να εκληφθο�υν ω̋ σταθερ�ε̋. Συνε-
π£ω̋, η µετα1ολ�η τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ θα δ�ινεται, µε πολ�υ καλ�η προσ�εγγιση,
απ�ο το �αθροισµα των µετα1ολ£ων αυτ�η̋ σε κ�αθε χρονικ�ο δι�αστηµα τ

∆E =
∑

j

(

∂H

∂λ

)

λ̇(jτ) τ , (10.53)

�οπου η µ�εση τιµ�η
(

∂H

∂λ

)

=
1

τ

∫ (j+1)τ

jτ

∂H

∂λ

∣

∣

∣

∣

λ=λ(jτ)

dt (10.54)

υπολογ�ιζεται για τη συγκεκριµ�ενη τιµ�η του λ στο δι�αστηµα jτ ≤ t ≤ (j +
1)τ . Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι το ολοκλ�ηρωµα αυτ�ο υπολογ�ιζεται για �εναν πλ�ηρη
κ�υκλο του συστ�ηµατο̋ µε σταθερ�η τιµ�η τη̋ παραµ�ετρου λ. Το ενδιαφ�ε- Η τροχι�α θα

διατρ�εχει την �ιδια

ισοενεργειακ�η

υπερεπιφ�ανεια

απ� �οπου και αν

ξεκιν�ησει

ρον ε�ιναι �οτι η µ�εση αυτ�η τιµ�η ε�ιναι ανεξ�αρτητη απ�ο το αρχικ�ο σηµε�ιο
(q0, p0) και συνεπ£ω̋ η ολικ�η µετα1ολ�η τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ ε�ιναι και αυτ�η
ανεξ�αρτητη απ�ο το αρχικ�ο σηµε�ιο· αυτ�ο̋ ε�ιναι και ο λ�ογο̋ που παραλε�ι-
ψαµε τον προσδιοριστικ�ο δε�ικτη (q0, p0) στη µετα1ολ�η τη̋ εν�εργεια̋. Συ-
ν�αγεται, λοιπ�ον, �οτι για αδια1ατικ�ε̋ µετα1ολ�ε̋ �ολα τα σηµε�ια τη̋ υπερε-
πιφ�ανεια̋H(q, p, λ(0)) = E θα απεικονιστο�υν �υστερα απ�ο χρ�ονοT >> τ
στην ισοενεργειακ�η υπερεπιφ�ανεια

H(q, p, λ(T )) = E + ∆E ,
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και συνεπ£ω̋ κ�αθε αρχικ�η συνθ�ηκη στην αρχικ�η υπερεπιφ�ανεια �υστερα
απ�ο χρ�ονο T θα διαγρ�αφει τη ν�εα ισοενεργειακ�η υπερεπιφ�ανεια, οπ�οτε o
�ογκο̋ που περικλε�ιεται απ�ο αυτ�η την υπερεπιφ�ανεια θα ε�ιναι σταθερ�ο̋.
Παρατηρο�υµε εποµ�ενω̋ �οτι το θε£ωρηµα Liouville ε�ιναι αυτ�ο που εξασφα-
λ�ιζει το αδια1ατικ�ο αναλλο�ιωτο του �ογκου που περικλε�ιεται απ�ο την τρο-
χι�α.

10.4 Ταλαντωτ�η̋ µε µετα1λητ�η συχν�οτητα

Ω̋παρ�αδειγµα εφαρµογ�η̋ του αδια1ατικο�υ αναλλοι£ωτου θαπροσπα-
θ�ησουµε να απαντ�ησουµε στο ακ�ολουθο ερ£ωτηµα : τι συµ1α�ινει µε την πε-Εκκρεµ�ε̋ µε αργ�α

µετα1αλλ�οµενο µ�ηκο̋ ρ�ιοδο εν�ο̋ εκκρεµο�υ̋, �οταν το µ�ηκο̋ του ν�ηµατο̋ µετα1�αλλεται µε αργ�ο
ρυθµ�ο (βλ. Σχ�ηµα 10.13); Το πρ�ο1ληµα αυτ�ο �εχει ιστορικ�η σηµασ�ια· συ-
ζητ�ηθηκε και απαντ�ηθηκε απ�ο τον Einstein κατ�α τη δι�αρκεια του περ�ιφη-
µου Πρ£ωτου Συνεδρ�ιου του Solvay το 1911, κατ�οπιν σχετικ�η̋ ερ£ωτηση̋
που του �εθεσε ο Lorentz.
Προκειµ�ενου να απλοποι�ησουµε του̋ υπολογισµο�υ̋, θεωρο�υµε �οτι το

εκκρεµ�ε̋ εκτελε�ι ταλαντ£ωσει̋ µικρο�υ πλ�ατου̋. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση η
Χαµιλτονιαν�η –αν διαγρ�αψουµε σταθερ�ε̋ που δεν αλλοι£ωνουν τ�ο φυσικ�ο
περιεχ�οµενο του προ1λ�ηµατο̋– �εχει τη µορφ�η

H =
p2

2
+

ω2(t)

2
q2 , (10.55)

�οπου ω(t) ε�ιναι η αργ�α µετα1αλλ�οµενη συχν�οτητα του ταλαντωτ�η. Ε�αν η
συχν�οτητα δεν παρουσ�ιαζε καµ�ια µετα1ολ�η, η εν�εργεια θα παρ�εµενε στα-
θερ�η και η µετα1λητ�η δρ�αση̋ θα �ηταν

I(E, ω) =
1

2π

∮

p(q, E, ω) dq =
E

ω
, (10.56)

δεδοµ�ενου �οτι το
∮

pdq ε�ιναι το εµ1αδ�ον που περικλε�ιεται απ�ο την ελλει-
πτικ�η τροχι�αH = E στο χ£ωρο των φ�ασεων (οι ηµι�αξονε̋ τη̋ �ελλειψη̋ ε�ι-
ναι

√
2E/ω και

√
2E αντ�ιστοιχα, εν£ω το εµ1αδ�ον τη̋ �ελλειψη̋ ε�ιναι

2πE/ω). Εποµ�ενω̋, απ�ο το αδια1ατικ�ο θε£ωρηµα συν�αγεται �οτι η ποσ�ο-
τηταE/ω διατηρε�ιται σε αδια1ατικ�ε̋ µετα1ολ�ε̋ τη̋ συχν�οτητα̋. Επειδ�η,
µ�αλιστα, η εν�εργεια ε�ιναι

E =
1

2
ω2A2 ,

το πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋ A(t) µετα1�αλλεται σε αδια1ατικ�ε̋ µετα1ολ�ε̋
τη̋ συχν�οτητα̋ σ�υµφωνα µε το ν�οµο

A(t) = A(0)

√

ω(0)

ω(t)
, (10.57)

�οπου A(0) το αρχικ�ο πλ�ατο̋ και ω(0) η αρχικ�η συχν�οτητα.
Α̋ εφαρµ�οσουµε τ£ωρα αυτ�α τα αποτ�ελεσµατα στην περ�ιπτωση εν�ο̋

εκκρεµο�υ̋ που εκτελε�ι µικρ�ε̋ ταλαντ£ωσει̋. Το µ�εγιστο πλ�ατο̋ ταλ�αντω-
ση̋ του εκκρεµο�υ̋ ε�ιναιA = lθmax, �οπου l το µ�ηκο̋ του ν�ηµατο̋ και θmax
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Σχ�ηµα 10.13: �Οταν ρουφ�ατε τα µακαρ�ονια σα̋, θυµηθε�ιτε �οτι το ε�υρο̋ αι£ωρηση̋ µετα-
1�αλλεται µε το µ�ηκο̋ σ�υµφωνα µε το ν�οµο l−3/4, �οπου l ε�ιναι το µ�ηκο̋ του µακαρονιο�υ
που κρ�εµεται κ�αθε στιγµ�η απ�ο το στ�οµα σα̋. Προσ�εξτε, λοιπ�ον, ιδια�ιτερα �οταν η µακα-
ρον�αδα σα̋ συνοδε�υεται απ�ο πλο�υσια σ�αλτσα!

το γωνιακ�ο πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋. Η συχν�οτητα τη̋ ταλ�αντωση̋ ε�ιναι
ω =

√

g/l οπ�οτε σε αδια1ατικ�ε̋ µετα1ολ�ε̋ του µ�ηκου̋ του εκκρεµο�υ̋ το
πλ�ατο̋ των µικρ£ων ταλαντ£ωσεων θα ε�ιναι θmax ∝ l−3/4.

10.5 Προσ�εγγισηWKB

Με την αδια1ατικ�η µ�εθοδο προσδιορ�ισαµε το πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋
εν�ο̋ ταλαντωτ�η, αλλ�α δεν προσδιορ�ισαµε την εξ�ελιξη τη̋ φ�αση̋ τη̋ τα- Αφο�υ ε�ιδαµε π£ω̋

αλλ�αζει το πλ�ατο̋

τη̋ ταλ�αντωση̋,

α̋ υπολογ�ισουµε και

την εξ�ελιξη τη̋ �ιδια̋

τη̋ κ�ινηση̋

λ�αντωση̋. Για τον πλ�ηρη προσδιορισµ�ο τη̋ κ�ινηση̋ του ταλαντωτ�η θα
χρησιµοποι�ησουµε τη χρ�ησιµη προσεγγιστικ�η µ�εθοδοWKB9, η οπο�ια �εχει
ευρ�υτατε̋ εφαρµογ�ε̋. Στην περ�ιπτωση του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η µε µε-
τα1λητ�η συχν�οτητα η εξ�ισωση κ�ινηση̋ ε�ιναι

q̈ + ω2(t)q = 0 . (10.58)

∆οκιµ�αζοντα̋ ταλαντωτικ�ε̋ λ�υσει̋ τη̋ µορφ�η̋

q = eim(t) , (10.59)

και αντικαθιστ£ωντα̋ στην (10.58) λαµ1�ανουµε

−im̈ + ṁ2 = ω2(t) . (10.60)

Εφ�οσον το ω(t) µετα1�αλλεται αδια1ατικ�α, ο �ορο̋ |m̈| ε�ιναι πολ�υ µικρ�οτε- Π£ω̋ λ�υνουµε αυτ�η

την εξ�ισωση

προσεγγιστικ�α;

ρο̋ απ�ο τον |ṁ2|, ο οπο�ιο̋ λαµ1�ανει την περ�ιπου σταθερ�η τιµ�η του ω2(t)
µε πολ�υ καλ�η προσ�εγγιση

ṁ2 ∼= ω2(t) ,

9Απ�ο τα αρχικ�α των Gregor Wentzel [1898-1978], Hendrik Anthony Kramers [1894-
1952] και Lιon-Nicolas Brillouin [1889-1969] που χρησιµοπο�ιησαν το 1926 τη µ�εθοδο
αυτ�η για τον προσδιορισµ�ο των ενεργειακ£ων επιπ�εδων σε προ1λ�ηµατα κ1αντικ�η̋ µη-
χανικ�η̋. Η µ�εθοδο̋ αυτ�η αναφ�ερεται και ω̋ µ�εθοδο̋ Liοuville-Green, δι�οτι ε�ιχε παρου-
σιαστε�ι νωρ�ιτερα, το 1837, σε εργασ�ιε̋ των Liοuville και George Green [1793-1841]. Στη
βι1λιογραφ�ια αναφ�ερεται και ω̋ µ�εθοδο̋WKBJ, προ̋ τιµ�ην και του Sir Harold Jeffreys
[1891-1989], ο οπο�ιο̋ χρησιµοπο�ιησε τη µ�εθοδο σε µετεωρολογικ�ε̋ µελ�ετε̋ to 1923.
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οπ�οτε προσεγγ�ιζουµε διαδοχικ�α10 τηνm(t) θ�ετοντα̋

ṁ2
0 = ω2(t) . (10.61)

Στη συν�εχεια για k > 0 κατασκευ�αζουµε τον αναδροµικ�ο τ�υπο

ṁk =
√

ω2(t) + im̈k−1 . (10.62)

Μεαυτ�ο τον τρ�οπο, λαµ1�ανοντα̋ αρκετ�α µεγ�αλο k, µπορο�υµε να προσδι-
ορ�ισουµε τηνm(t) µε �οση ακρ�ι1εια επιθυµο�υµε. H προσ�εγγισηWKB αρ-
κε�ιται στον υπολογισµ�ο τη̋ πρ£ωτη̋ δι�ορθωση̋ στη σχ�εση (10.61)

ṁ1 =
√

ω2(t) + im̈0

=
√

ω2(t) + iω̇(t)

≈ ω(t)

(

1 + i
ω̇(t)

2ω2(t)

)

= ω(t) + i
ω̇(t)

2ω(t)
.

Εποµ�ενω̋,

m1 =

∫ t

0

ω(s)ds + i ln

√

ω(t)

ω(0)
.

Προσεγγ�ιζοντα̋ την m µε m1 λαµ1�ανουµε την προσ�εγγιση WKB τη̋ κ�ι-
νηση̋ του ταλαντωτ�η

q(t) = q(0)

√

ω(0)

ω(t)
e±i

∫

t

0
ω(s)ds . (10.63)

Παρατηρο�υµε �οτι η �ιδια προσ�εγγιση ισχ�υει και για τα δ�υο πρ�οσηµα τη̋
φ�αση̋· συνεπ£ω̋, η γενικ�η κ�ινηση σε αυτ�η την προσ�εγγιση δ�ινεται απ�ο τη
σχ�εση

q(t) = A0

√

ω(0)

ω(t)
cos

(
∫ t

0

ω(s)ds + θ0

)

. (10.64)

Σ�υµφωνα, δηλαδ�η, µε την προσ�εγγισηWKB, το πλ�ατο̋ εξελ�ισσεται β�ασει
του ν�οµου που προ1λ�επεται απ�ο το αδια1ατικ�ο αναλλο�ιωτο, εν£ω η φ�αση
του ταλαντωτ�η θ(t) ε�ιναι η συσσωρευµ�ενη φ�αση θ(t) =

∫ t

0
ω(s)ds + θ0,

που ικανοποιε�ι τη στιγµια�ια σχ�εση

dθ

dt
= ω(t) . (10.65)

�Ασκηση 10.5. ∆ε�ιξτε �οτι η λ�υσηWKB συνεπ�αγεται το αδια1ατικ�ο αναλλo�ιωτο τουΑΣΚΗΣΕΙΣ
E/ω για τον αρµονικ�ο ταλαντωτ�η µε µετα1λητ�η συχν�οτητα.

10Αν δεν �εχετε δει �εω̋ τ£ωρα αυτ�η την προσ�εγγιση, υπολογ�ιστε µε διαδοχικ�ε̋ προσεγ-
γ�ισει̋ τι̋ ρ�ιζε̋ του τριων�υµου x2+ǫx−1 = 0 µε ǫ << 1. Επειδ�η x = ±

√
1 − ǫx, η θετικ�η

ρ�ιζα µπορε�ι να υπολογιστε�ι διαδοχικ�α απ�ο τον αναδροµικ�ο τ�υπο xk =
√

1 − ǫxk−1 µε
x0 = 1 (τη θετικ�η ρ�ιζα �οταν ǫ = 0). Υπολογ�ιστε µε αυτ�ο τον τρ�οπο τη θετικ�η ρ�ιζα του
τριων�υµου και συγκρ�ινετε το αποτ�ελεσµ�α σα̋ µε την ακρι1�η �εκφραση.
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Σχ�ηµα 10.14: Η τροχι�α στο χ£ωρο των φ�ασεων αρµονικο�υ ταλαντωτ�η µε φυσικ�η συχν�ο-
τητα ω2 = 1+ at µε a = 0.1. Στο σχ�ηµα �εχουν σχεδιαστε�ι και η ακρι1�η̋ λ�υση και η προ-
σεγγιστικ�η λ�υσηWKB. Οι δ�υο τροχι�ε̋ διακρ�ινονται πολ�υ δ�υσκολα η µ�ια απ�ο την �αλλη.
Το γεγον�ο̋ αυτ�ο ε�ιναι ενδεικτικ�ο τη̋ ακρ�ι1εια̋ τη̋ λ�υση̋WKB.

Ε�ιναι ενδιαφ�ερον �οτι η προσ�εγγιση WKB παρουσι�αζει εκπληκτικ�η
ακρ�ι1εια. Α̋ υποθ�εσουµε, για παρ�αδειγµα, �οτι ω2 = 1 + at µε a = 0.1
(µια �οχι και τ�οσο αργ�η µετα1ολ�η). Σ�υµφωνα µε την προσ�εγγισηWKB, αν Π�οσο καλ�η ε�ιναι η

προσ�εγγισηWKB;αρχικ�α �ηταν q(0) = 1, p(0) = 0, η θ�εση q(t) θα δ�ινεται απ�ο την �εκφραση

q(t) =
1

(1 + at)1/4
cos

(
∫ t

0

√
1 + as ds

)

,

εν£ω στο �ιδιο επ�ιπεδο προσ�εγγιση̋ η ορµ�η p(t) θα ε�ιναι

p(t) = −(1 + at)1/4 sin

(
∫ t

0

√
1 + as ds

)

.

Η φ�αση ε�υκολα υπολογ�ιζεται �οτι ε�ιναι
∫ t

0

√
1 + as ds =

2

3a

(

(1 + at)3/2 − 1
)

.

Στο Σχ�ηµα 10.14 �εχει σχεδιαστε�ι η τροχι�α του συστ�ηµατο̋ στο χ£ωρο των
φ�ασεων υπολογισµ�ενη µ�εσωαριθµητικ�η̋ ολοκλ�ηρωση̋ του ακρι1ο�υ̋ προ-
1λ�ηµατο̋ καθ£ω̋ και η τροχι�α που προκ�υπτει απ�ο την προσ�εγγιση WKB
που υπολογ�ισαµε παραπ�ανω. Η σ�υµπτωση τη̋ προσεγγιστικ�η̋ λ�υση̋
WKB µε την πραγµατικ�η ε�ιναι εξαιρετικ�η. Φα�ινεται απ�ο το σχ�ηµα �οτι η
τροχι�α δεν ε�ιναι περιοδικ�η και �οτι το χωρ�ιο συνεχ£ω̋ παραµορφ£ωνεται. Η
αδια1ατικ�η σταθερ�α δηλ£ωνει το αναλλο�ιωτο του εµ1αδο�υ που περικλε�ι-
εται σε κ�αθε περιστροφ�η (η αντ�ιστοιχη καµπ�υλη δεν κλε�ινει). H χρονικ�η
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εξ�ελιξη τη̋ αδια1ατικ�η̋ σταθερ�α̋ E/ω απεικον�ιζεται στο Σχ�ηµα 10.15.

Προσ�εξτε την ακρ�ι1εια του αδια1ατικο�υ αναλλοι£ωτου, η οπο�ια στο εν
λ�ογω παρ�αδειγµα µε την π�αροδο του χρ�ονου βελτι£ωνεται. Μπορε�ιτε να
εξηγ�ησετε γιατ�ι συµ1α�ινει αυτ�ο; Θυµηθε�ιτε το παρ�αδειγµα του εµ1�ολου
µε την µπ�αλα.

Σχ�ηµα 10.15: Η εξ�ελιξη του αδια1ατικο�υ αναλλοι£ωτουE/ω στην περ�ιπτωση αρµονικο�υ
ταλαντωτ�η µε φυσικ�η συχν�οτητα ω2 = 1 + at µε a = 0.1.

10.6 Ενεργ�ο̋ περιγραφ�η τη̋ δυναµικ�η̋

Πολλ�ε̋ φορ�ε̋ σε φυσικ�α συστ�ηµατα υπ�αρχουν δ�υο διαφορετικ�ε̋ χρο-
νικ�ε̋ κλ�ιµακε̋ τ και T µε T >> τ . Σε αυτ�ε̋ τι̋ περιπτ£ωσει̋ οι κιν�ησει̋
µε χαρακτηριστικ�ο χρ�ονο τ µπορο�υν να θεωρηθο�υν υψ�ισυχνε̋ διακυµ�αν-
σει̋ τη̋ τροχι�α̋ του συστ�ηµατο̋ που εξελ�ισσεται πολ�υ πιο αργ�α µε χαρα-
κτηριστικ�ο χρ�ονο T . Υπολογ�ιζοντα̋ τη µ�εση επ�ιδραση αυτ£ων των διακυ-
µ�ανσεων στη βραδ�εω̋ εξελισσ�οµενη κ�ινηση, µπορο�υµε να καταλ�ηξουµε
σε µια ενεργ�ο περιγραφ�η τη̋ δυναµικ�η̋ στην οπο�ια η εξ�αρτηση απ�ο το
χρ�ονο τ �εχει πλ�ηρω̋ εξαλειφθε�ι.

Αργ�η µετα1ολ�η: Η αδια1ατικ�η µετα1ολ�η εν�ο̋ συστ�ηµατο̋ ε�ιναι παρ�α-
δειγµα φυσικο�υ συστ�ηµατο̋ που χαρακτηρ�ιζεται απ�ο δ�υο χρονικ�ε̋ κλ�ι-
µακε̋ : το χαρακτηριστικ�ο χρ�ονο εξ�ελιξη̋ του συστ�ηµατο̋ και τον αργ�ο
χρ�ονο αδια1ατικ�η̋ µετα1ολ�η̋ των παραµ�ετρων. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση
το θε£ωρηµα του αδια1ατικο�υ αναλλοι£ωτου µ�α̋ δ�ινει τη δυνατ�οτητα να
µ�αθουµε τα χαρακτηριστικ�α τη̋ κ�ινηση̋, �οπω̋ για παρ�αδειγµα το πλ�α-
το̋ τη̋ ταλ�αντωση̋, �υστερα απ�ο πολλ�ε̋ ταλαντ£ωσει̋ χωρ�ι̋ να χρει�αζεται
να κ�ανουµε καµ�ια αναφορ�α στο µικρ�ο χαρακτηριστικ�ο χρ�ονο. Ω̋ πρ£ωτο
παρ�αδειγµα ενεργο�υ περιγραφ�η̋ τη̋ δυναµικ�η̋ θα εξετ�ασουµε την πε-
ρ�ιπτωση του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η µε µετα1λητ�η συχν�οτητα που ε�ιδαµε
προηγουµ�ενω̋, αλλ�α σε διαφορετικ�ο πλα�ισιο αν�αλυση̋. Θεωρο�υµε �οτι η
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τροχι�α ε�ιναι τη̋ µορφ�η̋

q(t) = A(t) cos θ(t) ,

�οπου οι A και θ ε�ιναι ανεξ�αρτητε̋ συναρτ�ησει̋ που θα προσδιοριστο�υν �Εστω η λ�υση τη̋

µορφ�η̋ που θα ε�ιχαµε,

αν δεν συν�ε1αινε καµ�ια

µετα1ολ�η

απ�ο την απα�ιτηση η δρ�αση να ε�ιναι στ�ασιµη για τι̋ συναρτ�ησει̋ A και θ
τη̋ φυσικ�η̋ κ�ινηση̋. Επιλ�εξαµε αυτ�η τη µορφ�η, επειδ�η γνωρ�ιζουµε �οτι,
�οταν η συχν�οτητα ε�ιναι σταθερ�η, η φυσικ�η κ�ινηση �εχει ακρι1£ω̋ αυτ�η τη
µορφ�η. Εξ�αλλου, λ�ογω αδια1ατικ�η̋ µετα1ολ�η̋ τη̋ συχν�οτητα̋ αναµ�ε-
νουµε λ�υση �ιδια̋ µορφ�η̋. Οι A και dθ/dt µετα1�αλλoνται µε χαρακτηρι-
στικ�η κλ�ιµακα T , εν£ω ο ταλαντωτ�η̋ εξελ�ισσεται µε χαρακτηριστικ�η χρο-
νικ�η κλ�ιµακα τ = 2π/ω µε T >> τ . Επειδ�η η A δεν µετα1�αλλεται σηµα-
ντικ�α σε µ�ια περ�ιοδο τη̋ κ�ινηση̋, θα ε�ιναι |Ȧ| << |θ̇|A και ω̋ εκ το�υτου
η ταχ�υτητα του ταλαντωτ�η θα ε�ιναι µε πολ�υ καλ�η προσ�εγγιση

q̇ = −A(t)θ̇ sin θ(t) .

Η Λαγκρανζιαν�η στι̋ συντεταγµ�ενε̋ αυτ�ε̋ ε�ιναι Η Λαγκρανζιαν�η

σε κ�απω̋ περ�ιεργε̋

συντεταγµ�ενε̋L =
1

2

(

A2θ̇2 sin2 θ − ω2(t)A2 cos2 θ
)

.

Πρ�οκειται για �ενα σ�υστηµα δ�υο βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ µε γενικευµ�ενε̋ συ-
ντεταγµ�ενε̋ τι̋A και θ.11 Η φυσικ�η τροχι�α του συστ�ηµατο̋ προσδιορ�ιζε-
ται απ�ο την απα�ιτηση να καθ�ισταται η δρ�αση στ�ασιµη για οποιεσδ�ηποτε
ανεξ�αρτητε̋ µετα1ολ�ε̋ δA και δθ. Συνεπ£ω̋, οι A και θ πρ�επει να ε�ιναι
τ�ετοιε̋ £ωστε

δS = δ

∫ t2

t1

1

2

(

A2θ̇2 sin2 θ − ω2(t)A2 cos2 θ
)

dt = 0 .

Επειδ�η η µετα1ολ�η ε�ιναι αδια1ατικ�η, τα ω, A, θ̇ µετα1�αλλονται µε πολ�υ
αργ�ο ρυθµ�ο και συνεπ£ω̋, αν θεωρ�ησουµε �ενα χρονικ�ο δι�αστηµα t2 − t1
πολ�υ µεγαλ�υτερο απ�ο την περ�ιοδο του συστ�ηµατο̋ τ = 2π/ω, µπορο�υµε
µε µεγ�αλη ακρ�ι1εια να αντικαταστ�ησουµε στην �εκφραση για τη στασιµ�ο-
τητα τη̋ δρ�αση̋ τι̋ τριγωνοµετρικ�ε̋ ποσ�οτητε̋ sin2 θ και cos2 θ µε τη µ�εση
τιµ�η του̋ 1/2. Αναµ�ενουµε, λοιπ�ον, η αδια1ατικ�η εξ�ελιξη των A και θ
να προκ�υπτει απ�ο τη στασιµ�οτητα τη̋ δρ�αση̋ που παρ�αγεται απ�ο την
ενεργ�ο Λαγκρανζιαν�η Η ενεργ�ο̋

Λαγκρανζιαν�η

L̄(A, θ, Ȧ, θ̇) =
1

4
A2
(

θ̇2 − ω2(t)
)

. (10.66)

Παρατηρο�υµε �οτι η ενεργ�ο̋ Λαγκρανζιαν�η δεν εξαρτ�αται ο�υτε απ�ο τη
φ�αση τη̋ ταλ�αντωση̋ θ, αφο�υ η φ�αση �εχει εξαλειφθε�ι µε την αντικατ�α-
σταση των ταλαντωτικ£ων �ορων απ�ο τη µ�εση τιµ�η του̋, ο�υτε και απ�ο το
ρυθµ�ο χρονικ�η̋ µετα1ολ�η̋ του πλ�ατου̋ τη̋ ταλ�αντωση̋ Ȧ, αφο�υ το πλ�α-
το̋ τη̋ ταλ�αντωση̋ εξελ�ισσεται πολ�υ αργ�α.
Ω̋ αποτ�ελεσµα τη̋ απουσ�ια̋ αυτ£ων των ποσοτ�ητων, η ενεργ�ο̋ Λα-

γκρανζιαν�η παρουσι�αζει δ�υο ν�εε̋ συµµετρ�ιε̋ : (α) Ε�ιναι αναλλο�ιωτη σε
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µεταθ�εσει̋ τη̋ φ�αση̋ θ → θ + ǫ. Η ν�εα αυτ�η συµµετρ�ια συνεπ�αγεται �ενα∆υο ν�εε̋ συµµετρ�ιε̋

αποκαλ�υπτονται

απ�ο την ενεργ�ο

Λαγκρανζιαν�η.

ν�εο ν�οµο διατ�ηρηση̋. Η διατηρο�υµενη ποσ�οτητα ε�ιναι η συζυγ�η̋ ορµ�η
τη̋ φ�αση̋ θ

∂L̄

∂θ̇
=

1

2
A2θ̇ . (10.67)

(β) Ταυτ�οχρονα, επειδ�η η ενεργ�ο̋ Λαγκρανζιαν�η δεν εξαρτ�αται απ�ο το
Ȧ, η εξ�ισωση Euler - Lagrange ω̋ προ̋ A ε�ιναι

∂L̄

∂A
=

A

2
(θ̇2 − ω2(t)) = 0 . (10.68)

Εποµ�ενω̋, θ̇ = ±ω(t) και ω̋ εκ το�υτου η διατηρο�υµενη ορµ�η (10.67) δενΤο αδια1ατικ�ο

αναλλο�ιωτο ω̋

αποτ�ελεσµα

συµµετρ�ια̋

ε�ιναι �αλλη απ�ο το αδια1ατικ�ο αναλλο�ιωτοA2ω. Ηδε�υτερη συµµετρ�ια, µ�α-
λιστα, (βλ. σχ�εση (10.68)) µ�α̋ εξασφ�αλισε και τη χρονικ�η εξ�ελιξη τη̋ φ�α-
ση̋ που υπολογ�ισαµε προηγουµ�ενω̋ µε τη µ�εθοδοWKB.
Ταχε�ια µετα1ολ�η: Θα εξετ�ασουµε στη συν�εχεια προ1λ�ηµατα στα οπο�ια
η Χαµιλτονιαν�η εξαρτ�αται απ�ο µ�ια παρ�αµετρο λ = a sin ωt, η οπο�ια εκτε-
λε�ι πολ�υ γρ�ηγορε̋ ταλαντ£ωσει̋, δηλαδ�η θα θεωρ�ησουµε �οτι ω >> 2π/T ,

�οπου T ο χαρακτηριστικ�ο̋ χρ�ονο̋ εξ�ελιξη̋ του συστ�ηµατο̋. Για λ�ογου̋
απλο�υστευση̋ θα θεωρ�ησουµε Λαγκρανζιαν�ε̋ τη̋ µορφ�η̋

L =
1

2
Mq̇2 − V0(q) − V1(q) sin ωt , (10.69)

�οπουM µ�ια σταθερ�α. Ω̋ πρ£ωτο χαρακτηριστικ�ο τ�ετοιο παρ�αδειγµα θεω-
ρο�υµε τη Λαγκρανζιαν�η που δι�επει την εξαναγκασµ�ενη αρµονικ�η ταλ�α-
ντωση σωµατιδ�ιου µοναδια�ια̋ µ�αζα̋ δ�ιχω̋ τρι1�η. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση
οι �οροι που υπεισ�ερχονται στη σχ�εση (10.69) ε�ιναιM = 1 και

V0 =
ω2

0

2
q2 , V1 = −Fq .

Η εξ�ισωση κ�ινηση̋ ε�ιναι

q̈ + ω2
0q = F sin ωt ,

εν£ω η λ�υση αυτ�η̋ µπορε�ι να γραφε�ι ω̋ υπ�ερθεση µια̋ χαµηλ�οσυχνη̋ τα-Η κ�ινηση ω̋ υπ�ερθεση

µια̋ γρ�ηγορη̋ και µια̋

αργ�η̋ ταλ�αντωση̋

λαντωτικ�η̋ κ�ινηση̋ qs(t) και µια̋ υψ�ισυχνη̋ διακ�υµανση̋ qf (t) (βλ. Σχ�η-
µα 10.16)

q(t) = qs(t) + qf (t) .

Η χαµηλ�οσυχνη κ�ινηση σε αυτ�η την περ�ιπτωση ε�ιναι

qs(t) = A cos(ω0t + θ) ,

εν£ω η υψ�ισυχνη κ�ινηση ε�ιναι η εξαναγκασµ�ενη ταλ�αντωση στη συχν�οτητα
τη̋ εξωτερικ�η̋ δι�εγερση̋,

qf(t) = − F

ω2 − ω2
0

sin ωt ,

11Το σ�υστηµα ε�ιναι στην ουσ�ια εν�ο̋ βαθµο�υ ελευθερ�ια̋ αφο�υ η θ�εση του ταλαντωτ�η
ε�ιναι αρκετ�η για να περιγραφε�ι πλ�ηρω̋ το σ�υστηµα. Απλ£ω̋ η επιλογ�η των συντεταγµ�ε-
νων ε�ιναι τ�ετοια £ωστε το σ�υστηµα να εµφαν�ιζεται �οτι ε�ιναι δ�υο βαθµ£ων ελευθερ�ια̋.
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Σχ�ηµα 10.16: Η τροχι�α στο χ£ωρο των φ�ασεων εν�ο̋ ταλαντωτ�η µε φυσικ�η συχν�οτητα
ω0 = 1 χωρ�ι̋ εξωτερικ�η δι�εγερση (κυκλικ�η τροχι�α) και µε αρµονικ�η εξωτερικ�η δ�υναµη
µε συχν�οτητα ω = 20 (κυµαιν�οµενη τροχι�α). Απ�ο το σχ�ηµα ε�ιναι εµφαν�ε̋ �οτι η κ�ινηση
στην περ�ιπτωση τη̋ εξωτερικ�η̋ δι�εγερση̋ ε�ιναι υπ�ερθεση µια̋ αργ�η̋ µ�εση̋ κ�ινηση̋, µε
χαρακτηριστικ�ο χρ�ονο 2π/ω0, και µια̋ αρµονικ�η̋ διακ�υµανση̋ µικρο�υ πλ�ατου̋, µε χα-
ρακτηριστικ�ο χρ�ονο 2π/ω. Tο πλ�ατο̋ τη̋ διακ�υµανση̋ ε�ιναι τ�αξη̋O(F/Mω2). Επειδ�η
σε αυτ�η την περ�ιπτωση η εξωτερικ�η δ�υναµη δεν εξαρτ�αται απ�ο τη θ�εση του ταλαντωτ�η,
η υψ�ισυχνη εξωτερικ�η δ�υναµη δεν επηρε�αζει καθ�ολου την αργ�η κ�ινηση του ταλαντωτ�η,
η οπο�ια παραµ�ενει αρµονικ�η ταλ�αντωση µε τη φυσικ�η συχν�οτητα και το πλ�ατο̋ που θα
ε�ιχε αν δεν υπ�ηρχε η δι�εγερση. Ε�αν η εξωτερικ�η δ�υναµη ε�ιχε εξ�αρτηση απ�ο τη θ�εση, τ�οτε
η αργ�η κ�ινηση θα �αλλαζε εξαιτ�ια̋ τη̋ υψ�ισυχνη̋ δι�εγερση̋.

η οπο�ια, επειδ�η θεωρο�υµε �οτι ω >> ω0, µπορε�ι να προσεγγισθε�ι απ�ο την

qf(t) ≈ − F

ω2
sin ωt .

Η διαγραφ�η του �ορου ω2
0 σηµα�ινει �οτι οι ταχε�ιε̋ διακυµ�ανσει̋ δεν επη-

ρε�αζονται απ�ο τη χαµηλ�οσυχνη δυναµικ�η. Εποµ�ενω̋, οι υψ�ισυχνε̋ δια- Η υψ�ισυχνη ταλ�αντωση

ε�ιναι ανα�ισθητη στη

δυναµικ�η τη̋ αργ�η̋

ταλ�αντωση̋

κυµ�ανσει̋ προκ�υπτουν ω̋ η απ�οκριση εν�ο̋ ελε�υθερου σωµατιδ�ιου στο
οπο�ιο ασκε�ιται η υψ�ισυχνη δ�υναµη. Με �αλλα λ�ογια, η υψ�ισυχνη διακ�υ-
µανση ικανοποιε�ι την προσεγγιστικ�η εξ�ισωση κ�ινηση̋

q̈f = F sin ωt .

Το �ιδιο, �οµω̋, συµ1α�ινει και στην περ�ιπτωση υψ�ισυχνη̋ δι�εγερση̋ µε δυ-
ναµικ�ο V1(q). Επειδ�η οι µη αδρανειακο�ι �οροι που οφε�ιλονται στην αργ�η
ταλ�αντωση ε�ιναι αµελητ�εοι, η υψ�ισυχνη διακ�υµανση ικανοποιε�ι και σε αυ-
τ�η την περ�ιπτωση την προσεγγιστικ�η εξ�ισωση

Mq̈f = − dV1

dq

∣

∣

∣

∣

qs

sin ωt .
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Εποµ�ενω̋, η υψ�ισυχνη κ�ινηση περιγρ�αφεται, σε πρ£ωτη προσ�εγγιση, απ�οΗ υψ�ισυχνη κ�ινηση

τη σχ�εση

qf =
1

Mω2

dV1

dq

∣

∣

∣

∣

qs

sin ωt . (10.70)

Η qf ε�ιναι ακρι1£ω̋ �ιση µε την απ�οκριση εν�ο̋ ελε�υθερου σωµατιδ�ιου που
κινε�ιται µ�εσα στο πεδ�ιο του ταλαντωτικο�υ δυναµικο�υ στη γειτονι�α του ση-
µε�ιου qs. Η ταλαντωτικ�η δ�υναµη �εχει υπολογιστε�ι στη θ�εση qs αντ�ι τη̋ θ�ε-
ση̋ q, επειδ�η η qf �εχει πλ�ατο̋ πολ�υ µικρ�οτερο απ�ο το πλ�ατο̋ τη̋ χαµηλ�ο-
συχνη̋ ταλ�αντωση̋ εξαιτ�ια̋ του �οτι το ω2 ε�ιναι πολ�υ µεγ�αλο. Αν γνωρ�ι-
ζουµε το υψ�ισυχνο µ�ερο̋ τη̋ κ�ινηση̋ qf (t), µπορο�υµε να ξαναγρ�αψουµε
τη Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατο̋ ω̋

L =
1

2
M(q̇s + q̇f )

2 − V0(qs + qf ) − V1(qs + qf ) sin ωt , (10.71)

να κρατ�ησουµε το ενεργ�ο µ�ερο̋ τη̋, �οπω̋ κ�αναµε και µε τι̋ αδια1ατικ�ε̋
µετα1ολ�ε̋, και τ�ελο̋ να κατασκευ�ασουµε τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ που αφο-
ρο�υν στη µ�εση χαµηλ�οσυχνη κ�ινηση του σ£ωµατο̋ qs(t). �Εχουµε µ�αλιστα
τη δυνατ�οτητα, επειδ�η η υψ�ισυχνη κ�ινηση �εχει µικρ�ο πλ�ατο̋ (∝ 1/ω2),

να αναπτ�υξουµε τα δυναµικ�α γ�υρω απ�ο τη θ�εση τη̋ χαµηλ�οσυχνη̋ κ�ινη-
ση̋ qs(t) και στη συν�εχεια να αντικαταστ�ησουµε την τιµ�η τη̋ qf (t) που
υπολογ�ισαµε στη σχ�εση (10.70). Η Λαγκρανζιαν�η που θα προκ�υψει θαΗ Λαγκρανζιαν�η

αναπτυγµ�ενη ω̋

προ̋ τη µικρ�η

υψ�ισυχνη ταλ�αντωση

ε�ιναι η ενεργ�ο̋ Λαγκρανζιαν�η, που θα καθορ�ισει τη µ�εση κ�ινηση. Ξανα-
γρ�αφουµε, λοιπ�ον, τη Λαγκρανζιαν�η (10.71) κρατ£ωντα̋ µ�ονο του̋ πρ£ω-
του̋ �ορου̋ στο αν�απτυγµα των δυναµικ£ων γ�υρω απ�ο τη qs(t) και αντικα-
θιστ£ωντα̋ τη συν�αρτηση qf (t) και την παρ�αγωγ�ο τη̋, που σε προσ�εγγιση
O(1/ω) υπολογ�ιζεται απ�ο την (10.70) �οτι ε�ιναι

q̇f =
1

Mω

dV1

dq

∣

∣

∣

∣

qs

cos ωt .

�Ετσι, �εχουµε

L(qs, q̇s) ≈
1

2
M

(

q̇s +
1

Mω

dV1

dq

∣

∣

∣

∣

qs

cos ωt

)2

−
[

V0(qs) +
dV0

dq

∣

∣

∣

∣

qs

(

1

Mω2

dV1

dq

∣

∣

∣

∣

qs

sin ωt

)]

−
[

V1(qs) +
dV1

dq

∣

∣

∣

∣

qs

(

1

Mω2

dV1

dq

∣

∣

∣

∣

qs

sin ωt

)]

sin ωt . (10.72)

Η ενεργ�ο̋ Λαγκρανζιαν�η θα προ�ελθει απ�ο την παραπ�ανω �εκφραση, αν
αντικαταστ�ησουµε αφεν�ο̋ τα ηµ�ιτονα και τα συνηµ�ιτονα µε τη µ�εση τιµ�η
του̋, που ε�ιναι µηδ�εν, αφετ�ερου τα τετρ�αγωνα των ηµιτ�ονων και των συ-
νηµιτ�ονων µε τη µ�εση τιµ�η του̋, που ε�ιναι 1/2. �Εποµ�ενω̋

L̄(qs, q̇s) =
1

2
Mq̇2

s −



V0(qs) +
1

4Mω2

(

dV1

dq

∣

∣

∣

∣

qs

)2


 . (10.73)
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Με �αλλα λ�ογια η µ�εση κ�ινηση του σ£ωµατο̋ ε�ιναι η κ�ινηση που εκτελε�ι �ενα
σωµατ�ιδιο µ�αζα̋M σε �ενα ν�εο δυναµικ�ο, το Η υψ�ισυχνη ταλ�αντωση

διαφοροποιε�ι το

ενεργ�ο δυναµικ�ο

στο οπο�ιο κινε�ιται

το σωµατ�ιδιο

V̄ (q) = V0(q) +
1

4Mω2

(

dV1(q)

dq

)2

. (10.74)

Η υψ�ισυχνη ταλ�αντωση διαφοροποιε�ι το δυναµικ�ο τη̋ αργ�η̋ ταλ�αντωση̋
κατ�α �εναν παρ�αγοντα αν�αλογο του 1/ω2. Μια τ�ετοια αν�αδραση, µολο-
ν�οτι µικρ�η, �εχει τη δυνατ�οτητα να διαφοροποι�ησει σηµαντικ�α, �οπω̋ θα
δο�υµε στη συν�εχεια, τα ποιοτικ�α χαρακτηριστικ�α τη̋ κ�ινηση̋.
Ενδιαφ�ερον παρ�αδειγµα µη τετριµµ�ενη̋ αν�αδραση̋ �εχουµε στην κ�ινη- Π£ω̋ µπορε�ι µια

υψ�ισυχνη δι�εγερση

να επηρε�ασει την

ευστ�αθεια �η την

αστ�αθεια εν�ο̋

συστ�ηµατο̋;

ση του επ�ιπεδου εκκρεµο�υ̋ σε κατακ�ορυφο πεδ�ιο βαρ�υτητα̋ �οταν η�εντα-
ση του πεδ�ιου µετα1�αλλεται αρµονικ�α µε υψηλ�η συχν�οτητα. Πρακτικ�α,
αυτ�ο µπορε�ι να επιτευχθε�ι αν το εκκρεµ�ε̋ βρ�ισκεται σε �ενα µη αδρανει-
ακ�ο σ�υστηµα αναφορ�α̋ που εκτελε�ι κατακ�ορυφη αρµονικ�η ταλ�αντωση
a sin ωt (βλ. Κεφ�αλαιο 4). Το εκκρεµ�ε̋ θεωρε�ιται �οτι αποτελε�ιται απ�ο µ�ια
α1αρ�η ρ�α1δο µ�ηκου̋ l στο κ�ατω �ακρο τη̋ οπο�ια̋ �εχει προσαρτηθε�ι µ�αζα
m. Η Λαγκρανζιαν�η εν�ο̋ τ�ετοιου εκκρεµο�υ̋ ε�ιναι τη̋ µορφ�η̋ (10.69) µε

M = ml2 , V0(q) = −mgl cos q , V1(q) = − maω2l cos q , (10.75)

�οπου q ε�ιναι η γων�ια που σχηµατ�ιζει η ρ�α1δο̋ µε την κατακ�ορυφο και q =
0 ε�ιναι η γων�ια που αντιστοιχε�ι στη γων�ια ευσταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋, �οταν το
πεδ�ιο βαρ�υτητα̋ ε�ιναι σταθερ�ο. Θεωρο�υµε �οτι ο χαρακτηριστικ�ο̋ χρ�ονο̋
τη̋ ταλ�αντωση̋ µε συχν�οτητα ω ε�ιναι πολ�υ µικρ�οτερο̋ απ�ο το χαρακτη-
ριστικ�ο χρ�ονο εξ�ελιξη̋ του συστ�ηµατο̋, �οτι δηλαδ�η ισχ�υει ω >>

√

g/l.

�Ασκηση 10.6. ∆ε�ιξτε �οτι η Λαγκρανζιαν�η ΑΣΚΗΣΕΙΣ

L =
1

2
ml2q̇2 + mgl cos q + mlξ̈ cos q ,

περιγρ�αφει την κ�ινηση εκκρεµο�υ̋ του οπο�ιου το σηµε�ιο στ�ηριξη̋ εκτελε�ι κατακ�ορυφη
κ�ινηση. Η ξ(t) ε�ιναι µια δεδοµ�ενη κατακ�ορυφη µετατ�οπιση του σηµε�ιου στ�ηριξη̋. Η
µετα1λητ�η q ε�ιναι η γων�ια που σχηµατ�ιζει η ρ�α1δο̋ του εκκρεµο�υ̋ µε την κατακ�ορυφο
και q = 0 ε�ιναι η γων�ια που αντιστοιχε�ι στη γων�ια ευσταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋. Οµο�ιω̋, δε�ιξτε
�οτι η Λαγκρανζιαν�η

L =
1

2
ml2q̇2 + mgl cos q − mlξ̈ sin q

περιγρ�αφει την κ�ινηση εκκρεµο�υ̋ του οπο�ιου το σηµε�ιο στ�ηριξη̋ εκτελε�ι οριζ�οντια κ�ι-
νηση ξ(t). Συνεπ£ω̋, αν ξ(t) = a sin ωt, τα παραπ�ανω συστ�ηµατα περιγρ�αφονται απ�ο τη
θεωρ�ια για τη Λαγκρανζιαν�η του τ�υπου (10.69). [Υπ�οδειξη: Μην ξεχν�ατε �οτι �εχετε την
ελευθερ�ια να αλλ�αξετε τη Λαγκρανζιαν�η κατ�α �ενα µετασχηµατισµ�ο βαθµον�οµηση̋.]

Απ�ο τη σχ�εση (10.74) προκ�υπτει �αµεσα �οτι η βραδε�ια κ�ινηση του τα-
λαντωτ�η εκτελε�ιται στο ενεργ�ο δυναµικ�ο

V̄ = −mgl
(

cos q − K sin2 q
)

(10.76)
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Σχ�ηµα 10.17: Η µετα1ολ�η που υφ�ισταται ο χ£ωρο̋ των φ�ασεων του ενεργο�υ δυναµικο�υ
εν�ο̋ εκκρεµο�υ̋ �οταν αυτ�ο αναρτ�αται στην οροφ�η εν�ο̋ ανελκυστ�ηρα που εκτελε�ι κατα-
κ�ορυφη υψ�ισυχνη αρµονικ�η ταλ�αντωση a sin ωt. ∆ιακρ�ινονται οι τροχι�ε̋ στο χ£ωρο των
φ�ασεων για K = 0 (�ανω αριστερ�α), �οταν ο ανελκυστ�ηρα̋ ε�ιναι σταθερ�ο̋. Το σηµε�ιο
q = 0 ε�ιναι σηµε�ιο ευσταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋, εν£ω το q = ±π σηµε�ιο ασταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋.
�Οσο µεγαλ£ωνει η παρ�αµετρο̋ K , η ευστ�αθεια του q = 0 αυξ�ανεται, εν£ω η αστ�αθεια
του q = ±π µει£ωνεται. Για K = 0.5 (�ανω δεξι�α) το σηµε�ιο q = ±π �εχει ουδ�ετερη αστ�α-
θεια (οριζ�οντιε̋ γραµµ�ε̋ γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο q = ±π, p = 0). Για K = 1 και K = 2
(κ�ατω αριστερ�α και δεξι�α, αντιστο�ιχω̋) το q = ±π �εχει καταστε�ι ευσταθ�ε̋, εν£ω �εχουν
εµφανιστε�ι δ�υο ν�εα ασταθ�η σηµε�ια ισορροπ�ια̋ στι̋ γων�ιε̋ q = ± cos−1(1/2K).

µε την αδι�αστατη παρ�αµετρο

K =
a2ω2

4gl
.

Τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋ τη̋ βραδε�ια̋ κ�ινηση̋ προσδιορ�ιζονται απ�ο τη συν-
θ�ηκη

dV̄

dq
= 0 .

και εποµ�ενω̋ ε�ιναι οι ρ�ιζε̋ τη̋ εξ�ισωση̋

sin q(1 + 2K cos q) = 0 .

Συνεπ£ω̋, τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋ του ενεργο�υ δυναµικο�υ ε�ιναι τα q
(1)
ισ = 0,

q
(2)
ισ = π και q

(3,4)
ισ = ± cos−1(−1/2K), εφ�οσον K ≥ 1/2. Ο χ£ωρο̋ των

φ�ασεων για διαφορετικ�ε̋ τιµ�ε̋ του K απεικον�ιζεται στο Σχ�ηµα 10.17.
H ευστ�αθεια των σηµε�ιων ισορροπ�ια̋ προσδιορ�ιζεται απ�ο το πρ�οσηµο

του
d2V̄

dq2

∣

∣

∣

∣

qισ

= mgl(cos q + 2K cos 2q) .
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Το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ q
(1)
ισ = 0 ε�ιναι ευσταθ�ε̋ για κ�αθε K, επειδ�η για

το σηµε�ιο αυτ�ο ε�ιναι d2V̄ /dq2 = mgl(1 + 2K) > 0. Παρατηρο�υµε, µ�αλι-
στα, �οτι �οσο αυξ�ανεται τοK, δηλαδ�η η συχν�οτητα �η το πλ�ατο̋ τη̋ κατα-
κ�ορυφη̋ ταλ�αντωση̋, τ�οσο αυξ�ανεται και η ευστ�αθεια του σηµε�ιου ισορ-

ροπ�ια̋ q
(1)
ισ = 0. Αυτ�ο ε�ιναι �ενα εκπληκτικ�ο αποτ�ελεσµα στο οπο�ιο δεν θα

�ηταν ε�υκολο να καταλ�ηξουµε διαισθητικ�α. �Οταν ο ανελκυστ�ηρα̋ επιτα-
χ�υνεται προ̋ τα κ�ατω, το εκκρεµ�ε̋ κινε�ιται σε µειωµ�ενο πεδ�ιο βαρ�υτη- Ευστ�αθεια συν

αστ�αθεια �ισον τι;τα̋ και στο χρονικ�ο αυτ�ο δι�αστηµα η ταλ�αντωση µπορε�ι να γ�ινει αστα-
θ�η̋ για µεγ�αλε̋ τιµ�ε̋ τη̋ παραµ�ετρου K. Το αντ�ιθετο συµ1α�ινει �οταν ο
ανελκυστ�ηρα̋ επιταχ�υνεται προ̋ τα επ�ανω. Εποµ�ενω̋, η ταλ�αντωση του
ανελκυστ�ηρα δηµιουργε�ι περι�οδου̋ αυξηµ�ενη̋ ευστ�αθεια̋ και περι�οδου̋
µειωµ�ενη̋ ευστ�αθεια̋ �η ακ�οµη και αστ�αθεια̋. Ε�ιναι δ�υσκολο, λοιπ�ον, να
αποφανθο�υµε, χωρ�ι̋ να καταφ�υγουµε στην αν�αλυση του παρ�οντο̋ εδα-
φ�ιου, αν η ευστ�αθεια του εκκρεµο�υ̋ υπ�ο τ�ετοιε̋ χρονοεξαρτ£ωµενε̋ συν-
θ�ηκε̋ θα αυξηθε�ι �η θα µειωθε�ι.
Οµο�ιω̋, η ευστ�αθεια του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ q

(2)
ισ = π κρ�ινεται απ�ο το

πρ�οσηµο του d2V̄ /dq2 που ισο�υται µεmgl(−1 + 2K). �ΟτανK < 1/2, το
σηµε�ιο αυτ�ο ισορροπ�ια̋ παραµ�ενει ασταθ�ε̋, αλλ�α η αστ�αθεια του µει£ω-
νεται καθ£ω̋ αυξ�ανεται η τιµ�η τουK. �ΟτανK > 1/2, το ασταθ�ε̋ σηµε�ιο
ισορροπ�ια̋ γ�ινεται ευσταθ�ε̋. Παρατηρο�υµε �οτι οι υψ�ισυχνε̋ κατακ�ορυ-
φε̋ ταλαντ£ωσει̋ του εκκρεµο�υ̋ σταθεροποιο�υν την αργ�α εξελισσ�οµενη
κ�ινησ�η του. Η αλλαγ�η τη̋ ευστ�αθεια̋ των σηµε�ιων ισορροπ�ια̋ µε την α�υ-
ξηση τη̋ παραµ�ετρου K διακρ�ινεται στο Σχ�ηµα 10.17. Η σταθεροπο�ιηση
του ασταθο�υ̋ σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ επιτυγχ�ανεται �οταν a2ω2 > 2gl. Ε�αν �Οταν η σταθερ�οτητα

του εν�ο̋ σηµε�ιου

αλλ�αζει, εµφαν�ιζονται

ν�εα σηµε�ια ισορροπ�ια̋

για παρ�αδειγµα l = 10 cm και a = 1 cm, η σταθεροπο�ιηση επιτυγχ�ανε-
ται, ε�αν το σηµε�ιο στ�ηριξη̋ του εκκρεµο�υ̋ ταλαντ£ωνεται µε συχν�οτητα
ω & 22.5 cycles/s. Στο ενεργ�ο δυναµικ�ο εµφαν�ιζονται δ�υο ν�εα σηµε�ια

ισορροπ�ια̋, q
(3,4)
ισ = ± cos−1(−1/2K), �οταν K > 1/2. Με �αλλα λ�ογια

�οταν σταθεροποιε�ιται το ασταθ�ε̋ σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ q
(2)
ισ = π εµφαν�ιζο-

νται δ�υο ν�εα σηµε�ια ασταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋.

�Ασκηση 10.7. Προσπαθ�ηστε να εξηγ�ησετε γιατ�ι εµφαν�ιζονται τα ασταθ�η αυτ�α ση- ΑΣΚΗΣΕΙΣ

µε�ια ισορροπ�ια̋ ακρι1£ω̋ �οταν σταθεροποιε�ιται το q
(2)
ισ = π. [Υπ�οδειξη: Σκεφτε�ιτε �οτι

µεταξ�υ δ�υο τοπικ£ων ελαχ�ιστων µια̋ συνεχο�υ̋ συν�αρτηση̋ µεσολα1ε�ι σ�ιγουρα �ενα το-
πικ�ο µ�εγιστο.]
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10.7 Προ1λ�ηµατα

1. Θεωρ�ηστε τη Χαµιλτονιαν�η του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η

H =
p2

2
+

ω2

2
q2 .

Στη συν�εχεια προκειµ�ενου να εφαρµ�οσετε το θε£ωρηµα Liouvilleθεω-
ρ�ηστε το χωρ�ιο που σχηµατ�ιζεται απ�ο τα σηµε�ια που κε�ινται επ�ι τη̋
καµπ�υλη̋ H = E και βρ�ισκονται µεταξ�υ δ�υο γειτονικ£ων σηµε�ιων
τη̋ �ελλειψη̋. Παραµ�ενει το µ�ηκο̋ αυτο�υ του ελλειπτικο�υ τ�οξου στα-
θερ�ο; Ισχ�υει σε αυτ�η την περ�ιπτωση το θε£ωρηµα Liouville;Υπολογ�ι-
στε την περ�ιµετρο τη̋ καµπ�υλη̋ που αντιστοιχε�ι στην εν�εργειαH =
E. Ισο�υται αυτ�η µε την τιµ�η του

∫∫

δ(H−E)dpdq, �οπου δ ε�ιναι η συ-
ν�αρτηση του Dirac; Γιατ�ι υπ�αρχει διαφορ�α;

2. �Ενα φορτισµ�ενο σωµατ�ιδιο κινε�ιται µ�εσα σε �ενα σχεδ�ον οµογεν�ε̋
µαγνητικ�ο πεδ�ιο, δηλαδ�η σε µαγνητικ�ο πεδ�ιο τη̋ µορφ�η̋

~B = B(z)ẑ ,

�οπουB(z) ε�ιναι µια πολ�υ αργ�α µετα1αλλ�οµενη συν�αρτηση του z (σε
σ�υγκριση µε ποιο µ�ηκο̋;). Γρ�αψτε τη χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση του
σωµατιδ�ιου σε κυλινδροπολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ (ρ, θ, z), θεωρ£ωντα̋
�οτι το ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο �εχει µ�ονο πολικ�η συνιστ£ωσα, η οπο�ια
εξαρτ�αται αποκλειστικ�α απ�ο τα ρ, z. Θεωρ�ηστε αρχικ�α το µαγνη-
τικ�ο πεδ�ιο σταθερ�ο και υπολογ�ιστε π�οση πρ�επει να ε�ιναι η γωνιακ�η
ταχ�υτητα περιστροφ�η̋ του σωµατιδ�ιου£ωστε αυτ�ο να κινε�ιται επ�ανω
σε µ�ια ορθ�η �ελικα που �οπω̋ ξ�ερετε θα ακολουθ�ησει το φορτισµ�ενο
σωµατ�ιδιο. Στη συν�εχεια υπολογ�ιστε το

∮

pθdθ. Βασιζ�οµενοι στο
αναλλο�ιωτο του ολοκληρ£ωµατο̋ αυτο�υ, εξηγ�ηστε π£ω̋ εξελ�ισσεται
η ακτ�ινα περιστροφ�η̋ του σωµατιδ�ιου, �οταν το µαγνητικ�ο πεδ�ιο µε-
τα1�αλλεται αργ�α µε το z, καθ£ω̋ το σωµατ�ιδιο προχωρε�ι ελικοειδ£ω̋
κατ�α µ�ηκο̋ του �αξονα z. Μετα1�αλλεται η κινητικ�η εν�εργεια του σω-
µατιδ�ιου; Το αναµ�ενατε αυτ�ο το αποτ�ελεσµα;

3. Προσδιορ�ιστε την κ�ινηση του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η µε αδια1ατικ�α
εξελισσ�οµενη συχν�οτητα σε προσ�εγγιση κατ�α µ�ια τ�αξη µεγαλ�υτερη
απ�ο την προσ�εγγισηWKB.

4. Επιθυµο�υµε να προσδιορ�ισουµε τα αδια1ατικ�α αναλλο�ιωτα κατ�α
την ελλειπτικ�η κ�ινηση σωµατιδ�ιου µ�εσα στο ελκτικ�ο δυναµικ�ο

V (r) = −k/r ,

µε k > 0. Η εκκεντρ�οτητα τη̋ �ελλειψη̋ ε�ιναι e και ο µεγ�αλο̋ ηµι-
�αξον�α̋ τη̋ a. Υποθ�ετουµε �οτι η σταθερ�α k µει£ωνεται αδια1ατικ�α.
Σχεδι�αστε τη διαδροµ�η του σωµατιδ�ιου για σταθερ�ο k στα επ�ιπεδα
(x, px) και (y, py). Αποδε�ιξτε �οτι τα δ�υο αναλλο�ιωτα ε�ιναι

∮

pxdx =
√

kmaf1(e) ,

∮

pydy =
√

kma(1 − e2)f2(e) ,
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�οπου f1,2 δ�υο συναρτ�ησει̋ τη̋ εκκεντρ�οτητα̋ e. Αποδε�ιξτε �οτι κατ�α
την αδια1ατικ�η µετα1ολ�η το σωµατ�ιδιο συνεχ�ιζει να διαγρ�αφει �ελ-
λειψη σταθερ�η̋ εκκεντρ�οτητα̋ και η περ�ιοδο̋ τη̋ κ�ινησ�η̋ του αυ-
ξ�ανεται σ�υµφωνα µε το ν�οµο T ∝ k−1/2. Ποιο̋ ν�οµο̋ δι�επει την
εξ�ελιξη του µεγ�αλου ηµι�αξονα; [Υπ�οδειξη : ∆ε�ιξτε �οτι η κ�ινηση επ�ι
τη̋ �ελλειψη̋ µπορε�ι να γραφε�ι παραµετρικ�α ω̋ x = a(cos ξ − e),
y = a

√
1 − e2 sin ξ και t =

√

ma3/k(ξ − e sin ξ).]

5. �Ενα µονοατοµικ�ο α�εριο βρ�ισκεται µ�εσα σε �ενα κυ1ικ�ο δοχε�ιο του
οπο�ιου οι διαστ�ασει̋ L µετα1�αλλονται αδια1ατικ�α. Υποθ�εστε �οτι
�ολα τα �ατοµα �εχουν την �ιδια ταχ�υτητα και �οτι �ισο̋ αριθµ�ο̋ ατ�οµων
κινε�ιται στι̋ τρει̋ διευθ�υνσει̋ που ε�ιναι κ�αθετε̋ στα τοιχ£ωµατα του
δοχε�ιου. Αποδε�ιξτε �οτι κατ�α την αδια1ατικ�η µετα1ολ�η του �ογκου
του δοχε�ιου ισχ�υει ο γνωστ�ο̋ αδια1ατικ�ο̋ ν�οµο̋ για µονοατοµικ�α
α�ερια p ∝ ρ5/3 �οπου p ε�ιναι η π�ιεση και ρ η πυκν�οτητα του αερ�ιου.

6. Στην οροφ�η εν�ο̋ ανελκυστ�ηρα αναρτ�αται µ�εσω εν�ο̋ ελατηρ�ιου στα-
θερ�α̋ k µ�αζαm, ηοπο�ια εκτελε�ι κατακ�ορυφε̋ ταλαντ£ωσει̋. Οανελ-
κυστ�ηρα̋ �οµω̋ επιταχ�υνεται µε αργ�α µετα1αλλ�οµενο ρυθµ�ο. Γρ�αψ-
τε τη Χαµιλτονιαν�η που δι�επει την κ�ινηση τη̋ µ�αζα̋ και ελ�εγξτε αν
η κ�ινηση του ανελκυστ�ηρα επιφ�ερει µετα1ολ�ε̋ στη συχν�οτητα τα-
λ�αντωση̋, στο πλ�ατο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋ και στην εν�εργεια του ταλα-
ντωτ�η.

7. �Ενα φυσικ�ο σ�υστηµα δι�επεται απ�ο τη Χαµιλτονιαν�η

H =
p2

2m
+ V0(q) +

N
∑

k=1

Vk(q) sin(kωt + φk) .

Προσδιορ�ιστε την ενεργ�ο Χαµιλτονιαν�η που δι�επει τη χαµηλ�οσυ-
χνη κ�ινηση �οταν ω >> 2π/T , �οπου T ο χαρακτηριστικ�ο̋ χρ�ονο̋
εξ�ελιξη̋ του συστ�ηµατο̋ χωρ�ι̋ την εξωτερικ�η χρονοεξαρτ£ωµενη δ�υ-
ναµη.

8. Αναλ�υστε την ευστ�αθεια εν�ο̋ αρµονικο�υ ταλαντωτ�η µε Χαµιλτονι-
αν�η H = 1/2 [p2 + ω2

0(t)q
2] στι̋ δ�υο ακ�ολουθε̋ οριακ�ε̋ καταστ�α-

σει̋ : (α) στην περ�ιπτωση αδια1ατικ�η̋ αλλαγ�η̋ του ω0 και (β) στην
περ�ιπτωση υψ�ισυχνη̋ αρµονικ�η̋ µετα1ολ�η̋ του ω0(t) = 1+ǫ sin ωt.
Αναλ�υστε, επ�ιση̋, την ευστ�αθεια του ταλαντωτ�η �οταν η συχν�οτητα
ω0(t) λαµ1�ανει διαδοχικ�α δ�υο τιµ�ε̋ : την τιµ�η ω1 για χρονικ�ο δι�α-
στηµα π/(2ω1) και την τιµ�η ω2 για χρονικ�ο δι�αστηµα π/(2ω2) [Υπ�ο-
δειξη : Σχεδι�αστε την κ�ινηση στο χ£ωρο των φ�ασεων]. Σε ποιο συ-
µπ�ερασµα καταλ�ηγετε σχετικ�α µε την ευστ�αθεια των χρονοεξαρτ£ω-
µενων συστηµ�ατων;

9. Σωµατ�ιδιο µοναδια�ια̋ µ�αζα̋ κινε�ιται στο δυναµικ�ο

U(x) = K [exp(−2x) − 2 exp(−x)] .
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Το δυναµικ�ο U(x) �εχει τοπικ�ο ελ�αχιστο στο x0. Σχεδι�αστε το δυνα-
µικ�ο και δε�ιξτε �οτι υπ�αρχει �ενα δι�αστηµα ενεργει£ων U(x0) < E <
Emax για τι̋ οπο�ιε̋ το σ�υστηµα εκτελε�ι περιοδικ�ε̋ κιν�ησει̋ µε πε-
ρ�ιοδο T (E) η οπο�ια εξαρτ�αται απ�ο την εν�εργεια του σωµατιδ�ιου.
Σχεδι�αστε τι̋ τροχι�ε̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων. Αποδε�ιξτε �οτι η περ�ι-
οδο̋ τη̋ ταλ�αντωση̋ ε�ιναι

T (E) =
dA

dE
,

�οπου

A(E) =

∮

E

pdq

το εµ1αδ�ον που περικλε�ιεται απ�ο τη περιοδικ�η τροχι�α ΓE , εν�εργεια̋
E. Σχεδι�αστε την περ�ιοδο τη̋ κ�ινηση̋ συναρτ�ησει τη̋ εν�εργεια̋ του
σωµατιδ�ιου. �Εστω τ£ωρα �οτι η σταθερ�α K µετα1�αλλεται αδια1α-
τικ�α και γ�ινεται 2K. Τι παραµ�ενει αναλλο�ιωτο; Προσδιορ�ιστε την
εν�εργεια του σωµατιδ�ιου µετ�α το π�ερα̋ τη̋ µετα1ολ�η̋ και τη µε�ι-
ωση τη̋ περι�οδου τη̋ κ�ινηση̋. [∆�ινεται �οτι

∫ x2

x1

√

E − U(x)dx = π(
√

K −
√

E) ,

�οπου U(x1,2) = E για εν�εργειε̋ −K < E < 0.]

10. (α)N µη αλληλεπιδρ£ωντα σωµατ�ιδια κινο�υνται σε µ�ια δι�ασταση υπ�ο
την επ�ιδραση δυναµικο�υ V (x, t). Τη χρονικ�η στιγµ�η t, η αριθµητικ�η
πυκν�οτητα των σωµατιδ�ιων που καταν�εµονται στο δισδι�αστατο χ£ω-
ρο των φ�ασεων (x, p) ε�ιναι f(x, p, t). Γρ�αψτε τη χρονικ�η παρ�αγωγο
τη̋ f(x, p, t) επ�ι τη̋ τροχι�α̋ του σωµατιδ�ιου στο χ£ωρο των φ�ασεων.
Eξισ£ωνοντα̋ το ρυθµ�ο µετα1ολ�η̋ του συνολικο�υ αριθµο�υ των σω-
µατιδ�ιων που εµπερι�εχονται σε �ενα τυχα�ιο και ακ�ινητο χωρ�ιο A µε
τον αριθµ�ο των σωµατιδ�ιων που εισ�ερχονται στο A, δε�ιξτε �οτι η
f(x, p, t) ε�ιναι σταθερ�η επ�ι τη̋ τροχι�α̋ των σωµατιδ�ιων.
(β) Θεωρ�ηστε �ενα τυχα�ιο χωρ�ιο στο χ£ωρο των φ�ασεων A στο οπο�ιο
τα σωµατ�ιδια ε�ιναι αρχικ�α κατανεµηµ�ενα µε πυκν�οτητα f1 = στα-
θερ�η. Προσδιορ�ιστε την πυκν�οτητα των σωµατιδ�ιων στο εξελιγµ�ενο
χωρ�ιο κ�αποια �αλλη χρονικ�η στιγµ�η.
(γ) Υποθ�εστε �οτι το δυναµικ�ο αρχικ�α ε�ιναι

V (x) =
1

2
kx2 ,

εν£ω σωµατ�ιδια εισ�αγονται στο χ£ωρο των φ�ασεων µε τ�ετοιον τρ�οπο
£ωστε η πυκν�οτητα f1 να καθ�ισταται σταθερ�η για εν�εργειε̋ των σω-
µατιδ�ιων µικρ�οτερε̋ απ�ο E1 και να µηδεν�ιζεται για εν�εργειε̋ µεγα-
λ�υτερε̋ απ�ο E1. Υπολογ�ιστε το πλ�ηθο̋ των σωµατιδ�ιων; Υποθ�εστε
τ£ωρα �οτι το δυναµικ�ο µετα1�αλλεται αδια1ατικ�α και τελικ�α µετατρ�ε-
πεται στο δυναµικ�ο του φρ�εατο̋

V (x) =

{

0, |x| < L
∞, |x| ≥ L.
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∆ε�ιξτε �οτι η µ�εγιστη τελικ�η εν�εργεια που µπορε�ι να �εχουν τα σωµα-
τ�ιδια ε�ιναι

E2 =
π2

8

E2
1

kL2
.

(δ)Υποθ�εστε �οτι κ�αποια στιγµ�η αντικαθιστο�υµε ακαρια�ια το αρχικ�ο
σ�υστηµα του ταλαντωτ�η µε το δυναµικ�ο του φρ�εατο̋ φροντ�ιζοντα̋
το L να ε�ιναι µεγαλ�υτερο απ�ο το µ�εγιστο πλ�ατο̋ ταλ�αντωση̋ των
σωµατιδ�ιων στον ταλαντωτ�η. Υπολογ�ιστε τη µ�εγιστη εν�εργεια των
σωµατιδ�ιων στο φρ�εαρ. Η πυκν�οτητα στο χ£ωρο των φ�ασεων θα ε�ι-
ναι διαφορετικ�η απ� �ο,τι προηγουµ�ενω̋; Τι συµπερα�ινετε σχετικ�α µε
τη συνολικ�η επιφ�ανεια που καλ�υπτουν οι καταστ�ασει̋; [Υπ�οδειξη :
Για να κατανο�ησετε την εξ�ελιξη του συστ�ηµατο̋ στο χ£ωρο των φ�α-
σεων κατ�α την απ�οτοµη µετα1ολ�η του δυναµικο�υ, θεωρ�ηστε �ενα ση-
µε�ιο στο χ£ωρο των φ�ασεων στο αρχικ�ο σ�υστηµα του ταλαντωτ�η. Σε
ποια περιοχ�η του χ£ωρου των φ�ασεων µπορε�ι να βρ�ισκεται αυτ�ο αρ-
χικ�α;Π£ω̋ θα κινηθε�ι τελικ�α µ�ια περιοχ�η του χ£ωρου τωνφ�ασεων που
αρχικ�α καταλ�αµ1ανε µ�ια λωρ�ιδα σταθερ�η̋ ορµ�η̋;]
(ε) Αφο�υ το σ�υστηµα µετα1ε�ι αδια1ατικ�α στο δυναµικ�ο του φρ�εα-
το̋, επιστρ�εφει π�αλι στο αρχικ�ο δυναµικ�ο του ταλαντωτ�η αδια1α-
τικ�α. Ποια θα ε�ιναι η µ�εγιστη τελικ�η εν�εργεια του συστ�ηµατο̋; Αν οι
µετα1�ασει̋ γ�ινουν ακαρια�ια ποια ε�ιναι η µ�εγιστη εν�εργεια που µπο-
ρε�ι να�εχει τελικ�α το σωµατ�ιδιο; Εξαρτ�αται το αποτ�ελεσµα αυτ�ο απ�ο
την επιλογ�η των χρονικ£ων στιγµ£ων κατ�α τι̋ οπο�ιε̋ πραγµατοποιο�υ-
νται οι µετα1�ασει̋ του συστ�ηµατο̋; [Υπ�οδειξη : Πο�υ πρ�επει να βρ�ι-
σκεται �ενα σηµε�ιο στο χ£ωρο των φ�ασεων κατ�α τη µετ�α1αση απ�ο το
φρ�εαρ στο δυναµικ�ο του ταλαντωτ�η £ωστε το σηµε�ιο αυτ�ο να αντι-
στοιχε�ι σε µ�εγιστη εν�εργεια;]

11. Σωµατ�ιδιο µ�αζα̋ m κινε�ιται στο δυναµικ�ο

V (x) =
1

2
kx2 .

Γνωρ�ιζουµε µ�ονο �οτι το σωµατ�ιδιο �εχει εν�εργειαE και �οτι ενδ�εχεται
να βρ�ισκεται µε �ιση πιθαν�οτητα σε οποιοδ�ηποτε σηµε�ιο τη̋ ισοενερ-
γειακ�η̋ κ�αµπυλη̋H = E, �οπουH η Χαµιλτονιαν�η του σωµατιδ�ιου.
(α) ∆ε�ιξτε �οτι η κατανοµ�η

f(x, p) =
1

T
δ(E − H) ,

�οπου T η περ�ιοδο̋ ταλ�αντωση̋ του σωµατιδ�ιου, ε�ιναι η κατανοµ�η
πιθαν�οτητα̋ ε�υρεση̋ του σωµατιδ�ιου σε κ�αποιο σηµε�ιο (x, p) στο
χ£ωρο των φ�ασεων. ∆ε�ιξτε, επ�ιση̋, �οτι η εν λ�ογω κατανοµ�η ικανο-
ποιε�ι την αναγκα�ια συνθ�ηκη

∫

∞

−∞

dx

∫

∞

−∞

dp f(x, p) = 1 ,

καθ£ω̋ και �οτι αυτ�η η κατανοµ�η παραµ�ενει αµετ�α1λητη, ε�ιναι δη-
λαδ�η

df

dt
= 0 .
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(β) Προσδιορ�ιστε την πιθαν�οτητα Π(x0|E) να βρεθε�ι το σωµατ�ιδιο
στη θ�εση x = x0 αν �εχει εν�εργεια E. ∆ε�ιξτε �οτι η πιθαν�οτητα αυτ�η
ε�ιναι

Π(x0|E) =
1

T

∫

∞

−∞

dx

∫

∞

−∞

dp δ(x − x0)δ(E − H)

=
2m

T

1

|pE(x0)|

=

√
2m

T

1
√

E − kx2
0/2

,

�οπου pE(x0) η ορµ�η σωµατιδ�ιου εν�εργεια̋ E στη θ�εση x = x0. Το
αναµ�ενατε αυτ�ο το αποτ�ελεσµα; ∆ε�ιξτε �οτι το ολοκλ�ηρωµα τη̋
Π(x0|E) ω̋ προ̋ �ολε̋ τι̋ επιτρεπτ�ε̋ θ�εσει̋ x0 δ�ινει µον�αδα.
(γ) ∆ε�ιξτε �οτι η πιθαν�οτητα Π(p0|E) να �εχει το σωµατ�ιδιο ορµ�η p0

αν �εχει εν�εργεια E ε�ιναι

Π(p0|E) =
1

T

∫

∞

−∞

dx

∫

∞

−∞

dp δ(p − p0)δ(E − H)

=
2

kT

1

|xE(p0)|

=

√
2√

kT

1
√

E − p2
0/(2m)

,

�οπου xE(p0) η θ�εση σωµατιδ�ιου εν�εργεια̋ E και ορµ�η̋ p0. (δ) Θεω-
ρ�ηστε �οτι το δυναµικ�ο µετα1�αλλεται στο δυναµικ�ο φρ�εατο̋ του
προηγο�υµενου προ1λ�ηµατο̋. Χρησιµοποι£ωντα̋ την πιθαν�οτητα
που υπολογ�ισατε στο ερ£ωτηµα (γ) δε�ιξτε �οτι αν αρχικ�α το σωµατ�ιδιο
ε�ιχε εν�εργεια E1 η πιθαν�οτητα να �εχει εν�εργεια E2 µετ�α την αλλαγ�η
δυναµικο�υ ε�ιναι

Π(E2|E1) =
1

π

1√
E2

√
E1 − E2

.


