
Κεφάλαιο 2

ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ

• Ευθύγραµµη Κίνηση {Μέση και Στιγµιαία Ταχύτητα και Επιτάχυνση, ∆ιαφορι-

κές & Ολοκληρωτικές Εξισώσεις Κίνησης, Σταθερή Επιτάχυνση, Κατακόρυφη

Ρίψη}

• Κίνηση σε Τρεις ∆ιαστάσεις {∆ιάνυσµα Θέσης, Μετατόπιση, ∆ιανυσµατικός Ο-

ϱισµός Ταχύτητας και Επιτάχυνσης, Καµπυλόγραµµη Κίνηση, Εφαπτοµενική

και Κάθετη Συνιστώσα της Επιτάχυνσης}

• Κίνηση στο Επίπεδο {Πολικές Συντεταγµένες, Ταχύτητα και Επιτάχυνση Κα-

µπυλόγραµµης Κίνησης, Παραµετρικές Εξισώσεις, Εξισώσεις Τροχιάς, Κυκλι-

κή Κίνηση, Κίνηση Βληµάτων}

Στο κεφάλαιο αυτό εισάγεται µε διαφόριση η έννοια της ταχύτητας και της επι-

τάχυνσης. Η ευθύγραµµη κίνηση σε µια κατεύθυνση εξετάζεται µε τις διαφορικές

και ολοκληρωτικές εξισώσεις κίνησης και γίνεται ειδική αναφορά σε προβλήµατα µε

σταθερή επιτάχυνση, όπως της κατακόρυφης ϱίψης αντικειµένων χωρίς τριβές στο

ϐαρυτικό πεδίο. Η εξέταση της κίνησης σε τρεις διαστάσεις γενικεύεται µε την εισα-

γωγή του διανύσµατος ϑέσης και των αντίστοιχων παραγώγων του για την ϑεµελίωση

της γενικευµένης έννοιας της ταχύτητας και επιτάχυνσης στο χώρο για δεδοµένη

τροχιά.

Εξετάζεται σε γενικευµένη µορφή η καµπυλόγραµµη κίνηση µε εισαγωγή του

µοναδιαίου εφαπτοµενικού και κάθετου διανύσµατος στην τροχιά. Παράλληλα, ανα-

πτύσσονται οι εξισώσεις επίπεδης κίνησης σε πολικές συντεταγµένες µε την εισαγωγή

των αντίστοιχων µοναδιαίων διανυσµάτων. ΄Ολες οι προηγούµενες έννοιες εξειδικε-

ύονται στην κυκλική κίνηση υλικού σηµείου στο επίπεδο και παρουσιάζεται ο συ-

σχετισµός των γενικευµένων µοναδιαίων διανυσµάτων µε των αντίστοιχων πολικών

συντεταγµένων. Τέλος, δίνεται η ανεξαρτησία των κινήσεων στην πλάγια ϐολή µε την

πληθώρα των γνωστών προβληµάτων της.
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34 2.1. Ευθύγραµµη Κίνηση

2.1 Ευθύγραµµη Κίνηση

ΑΣΚΗΣΗ 2.1

Σώµα κινείται στον άξονα των x σύµφωνα µε την εξίσωση x = 2t3
+5t2

+5, όπου το x

δίνεται σε µέτρα (m) και το t σε δευτερόλεπτα (s). Να ϐρεθούν : (α) Η ταχύτητα v(t)

και η επιτάχυνση a(t) του σώµατος. (ϐ) Η µέση ταχύτητα vav και µέση επιτάχυνση

aav στο χρονικό διάστηµα από t = 2s µέχρι t = 3s.

Λύση

Πρόκειται για µια απλή περίπτωση ευθύγραµµης κίνησης, όπου η ϑέση του κινητού

εκφράζεται άµεσα ως συνάρτηση του χρόνου.

(α) Με συνεχείς παραγωγίσεις λαµβάνουµε :

v(t) =
dx

dt
=

d

dt
(2t3
+ 5t2

+ 5) = 6t2
+ 10t (m/s)

a(t) =
dv

dt
=

d

dt
(6t2
+ 10t) = 12t + 10 (m/s2)

Οι παραστάσεις των τριών αυτών κινηµατικών µεταβλητών συναρτήσει του χρόνου

δίνονται στα παρακάτω γραφήµατα.

(ϐ) Οι Ϲητούµενες µέσες τιµές ταχύτητας και επιτάχυνσης υπολογίζονται :

aav =
∆v

∆t
=

v(3) − v(2)

3 − 2
=

84 − 44

1
= 40 m/s2

vav =
∆x

∆t
=

x(3) − x(2)

3 − 2
=

104 − 41

1
= 63 m/s

Συγκριτικά, οι τιµές των µεγεθών αυτών για το µέσο t = (2 + 3)/2 = 2.5 s είναι

a(t = 2.5) = 40 m/s2 και v(t = 2.5) = 62.5 m/s. Πώς δικαιολογείται το ότι

aav(∆t = t2 − t1) = a[(t1 + t2)/2];
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ΑΣΚΗΣΗ 2.2

Η επιτάχυνση ενός σώµατος που κινείται ευθύγραµµα δίνεται από τη σχέση a =

(4 − t2) m/s2. Υπολογίστε την ταχύτητα και το διάστηµα που διανύει το σώµα σαν

συνάρτηση του χρόνου, αν γνωρίζουµε ότι την χρονική στιγµή t = 3s ισχύει v =

2 m/s και x = 9m.

Λύση

Για την εύρεση της ταχύτητας :

a =
dv

dt
=⇒ dv = adt =⇒

v
∫

v0

dv =

t
∫

0

(4 − t2)dt =⇒ v − v0 = 4t − t3

3

Κάνοντας χρήση της δοσµένης συνθήκης v(3) = 2 παίρνουµε : 2 = v0 + 4 · 3 − 33/3,

άρα v0 = −1 και κατά συνέπεια :

v(t) = −1
3
t3
+ 4t − 1

Οµοίως για το διάστηµα:

v =
dx

dt
=⇒ dx = vdt =⇒

x
∫

x0

dx =

t
∫

0

(−1

3
t3
+ 4t − 1)dt =⇒ x − x0 = −

1

12
t4
+ 2t2 − t

και επειδή x(3) = 9 συνάγεται x0 = 3/4, οπότε : x(t) = − 1
12

t4
+ 2t2 − t + 3

4

Οι γραφικές παραστάσεις των κινηµατικών συναρτήσεων απόστασης, ταχύτητας και

επιτάχυνσης δίνονται αντίστοιχα στο παρακάτω σχήµα.
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ΑΣΚΗΣΗ 2.3

Στην ευθύγραµµη κίνηση σώµατος γνωρίζουµε την εξάρτηση της ταχύτητας από το

χρόνο, η οποία δίνεται από τη σχέση v(t) = (3t2 − 4) m/s. Εάν γνωρίζουµε πως για

t = 0s το κινητό διέρχεται από το σηµείο x = 0m, να ϐρεθεί εάν το κινητό µπορεί να

περάσει ξανά από το σηµείο x = 0m και µε ποια ταχύτητα και επιτάχυνση;

Λύση

Είναι προφανές πως Θα χρειαστεί να εκφράσουµε τη ϑέση του σώµατος ως συνάρτηση

του χρόνου για τη δοσµένη κίνηση. ∆εδοµένου πως η ταχύτητα έχει τετραγωνική

εξάρτηση από το χρόνο, αναµένεται η ϑέση να είναι κυβικά εξαρτώµενη απ΄ αυτόν.

΄Ετσι, από την εξίσωση της ταχύτητας µε ολοκλήρωση λαµβάνουµε :

v =
dx

dt
=⇒ dx = vdt =⇒

x
∫

x0

dx =

t
∫

0

(3t2 − 4)dt =⇒ x − x0 = t3 − 4t

και δεδοµένου ότι x(t = 0) = 0 πρέπει x0 = 0, οπότε x(t) = t3 − 4t = t(t2 − 4) .

Οι ϱίζες της τριτοβάθµιας αυτής σχέσης είναι {0,+2,−2}, άρα είναι προφανές πως

για t = 2s (η περίπτωση αρνητικού χρόνου απορρίπτεται) το κινητό διέρχεται ξανά

από το x = 0 µε ταχύτητα v(2) = 3 · 22 − 4 = 8 m/s.

Ο υπολογισµός της επιτάχυνσης γίνεται µε διαφόριση της ταχύτητας :

a(t) =
dv

dt
=

d

dt
(3t2 − 4) = 6t m/s2

=⇒ a(t) = 6t =⇒ a(t = 2) = 12 m/s2.

Οι γραφικές παραστάσεις των µεγεθών αυτών δίνονται στο παρακάτω σχήµα:
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ΑΣΚΗΣΗ 2.4

Σώµα κινείται ευθύγραµµα µε επιτάχυνση a = 12
√

x ms−2. Εάν γνωρίζουµε ότι για

t = 0s ισχύει v = 32 m/s και x = 16m, να υπολογιστούν οι κινηµατικές εξισώσεις

του διαστήµατος, της ταχύτητας και της επιτάχυνσης συναρτήσει του χρόνου.

Λύση

Στην άσκηση αυτή η επιτάχυνση δίνεται σαν συνάρτηση της απόστασης, οπότε

χρειάζεται προετοιµασία των διαφορικών πριν την ολοκλήρωση. Γνωρίζουµε ότι :

{

dv = adt

v = dx/dt

}

=⇒ vdv = a
dx

dt
dt =⇒ vdv = adx

Για το συγκεκριµένο πρόβληµα η παραπάνω σχέση µε ολοκλήρωση δίνει :

v
∫

v0

vdv =

x
∫

x0

12x1/2dx =⇒
v2 − v2

0

2
= 16

2

3
(x3/2−x3/2

0 ) =⇒ v2
= 16x2/3

+ (v2
0 −16x3/2

0 )

=⇒ v2
= 16x3/2

+ C

Η σταθερά C υπολογίζεται από τη συνθήκη [x = 16, v = 32], η οποία δίνει

322
= 16 · 163/2

+ C =⇒ 210
= 24 · 26

+ C =⇒ C = 0 =⇒ v = 4x3/4

Συνεχίζοντας την ολοκλήρωση παίρνουµε :

v = 4x3/4
=⇒

dx

dt
= 4x3/4

=⇒
dx

4x3/4
= dt =⇒

x
∫

x0

1

4
x−3/4dx =

t
∫

0

dt

=⇒ x1/4 − x1/4
0 = t =⇒ x1/4

= t + x1/4
0 =⇒ x1/4

= t + C

Η σταθερά υπολογίζεται πάλι από τα δεδοµένα [t = 0, x = 16], οπότε

161/4
= 0 + C =⇒ C = 2 =⇒ x = (t + 2)4

Η σχέση αυτή εκφράζει το διάστηµα σαν συνάρτηση του χρόνου. Οι Ϲητούµενες

εκφράσεις της ταχύτητας και επιτάχυνσης µπορούν εύκολα πλέον να υπολογισθούν

µε επάλληλες παραγωγίσεις :

v =
dx

dt
=

d

dt
(t + 2)4

=⇒ v(t) = 4(t + 2)3

και αντίστοιχα

a =
dv

dt
=

d

dt
4(t + 2)3

=⇒ a(t) = 12(t + 2)2
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ΑΣΚΗΣΗ 2.5

Σώµα κινείται ευθύγραµµα µε επιτάχυνση η οποία περιγράφεται συναρτήσει της

ϑέσης του από τη σχέση a = 4x σε µονάδες m/s2. Εάν τη χρονική στιγµή t = 0 s

ισχύει v0 = 2 m/s και x0 = 1 m, να υπολογιστούν οι κινηµατικές εξισώσεις του

διαστήµατος, της ταχύτητας και της επιτάχυνσης συναρτήσει του χρόνου.

Λύση

΄Οπως και στο προηγούµενο πρόβληµα ισχύει η σχέση vdv = adx, η οποία µε την

ολοκλήρωση δίνει :

v
∫

v0

vdv =

x
∫

x0

4xdx =⇒
v2 − v2

0

2
= 2(x2−x2

0 ) =⇒ v2
= 4x2

+(v2
0−4x2

0 ) = 4x2
+(22−4 ·1)

v = 2x

dx

dt
= 2x =⇒ dx

2x
= dt =⇒

x
∫

x0

1

2x
dx =

t
∫

t0

dt =⇒ ln

(

x

x0

)

= 2(t − t0) =⇒ lnx = 2t

x(t) = e2t

Από την εξίσωση αυτή του διαστήµατος συναρτήσει του χρόνου προκύπτουν εύκολα

οι εξισώσεις της ταχύτητας και επιτάχυνσης :

v(t) =
dx

dt
=⇒ v(t) = 2e2t

a(t) =
dv

dt
=⇒ a(t) = 4e2t

Από το παραπάνω αποτέλεσµα είναι προφανής η επαλήθευση της σχέσης a = 4x

που δίδεται ως δεδοµένο στο πρόβληµα.

ΑΣΚΗΣΗ 2.6

Σε ευθύγραµµη κίνηση κατά τον άξονα x, η ταχύτητα ενός σωµατιδίου δίνεται από

τη σχέση v = 2
√

x. Να ϐρεθούν οι κινηµατικές εξισώσεις του σωµατιδίου αυτού,

γνωρίζοντας πως για t = 0 s ισχύει x0 = 1 m.

Λύση

Επειδή η ταχύτητα του σωµατιδίου δίνεται συναρτήσει της ϑέσης, συνθέτουµε πρώτα

την απλή διαφορική εξίσωση που περιγράφει την κίνησή του:
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v = 2
√

x =⇒ dx

dt
= 2
√

x =⇒ dx

2
√

x
= dt =⇒

x
∫

x0

x−1/2

2
dx =

t
∫

0

dt =⇒ x1/2 − x1/2
0 = t

=⇒ x1/2 − 1 = t =⇒ x = (t + 1)2
=⇒ x = (t + 1)2

Συνεχίζοντας τη διαφόριση ϐρίσκουµε :

v =
dx

dt
=

d

dt
[(t + 1)2] = 2(t + 1) =⇒ v = 2(t + 1)

a =
dv

dt
=

d

dt
[2(t + 1)] = 2 =⇒ a = 2

ΑΣΚΗΣΗ 2.7

Η επιτάχυνση σωµατιδίου κινουµένου ευθύγραµµα περιγράφεται από τη σχέση a =

−kv2, όπου k ϑετική σταθερά. Εάν οι αρχικές τιµές (t = 0) για τη ϑέση και την

ταχύτητα του κινητού είναι αντίστοιχα x0 και v0, να εκφραστεί η ϑέση του κινητού

συναρτήσει του χρόνου.

Λύση

Στην άσκηση αυτή η επιτάχυνση δίνεται σαν συνάρτηση της ταχύτητας. Κάνοντας

χρήση του ορισµού της επιτάχυνσης και ολοκληρώνοντας έχουµε :

a = −kv2
=⇒

dv

dt
= −kv2

=⇒
dv

v2
= −kdt =⇒

v
∫

v0

1

v2
dv =

t
∫

0

−kdt =⇒ −
1

v
+

1

v0

= −kt

=⇒ 1

v
=

1

v0

+ kt =
1 + kv0t

v0

=⇒ v =
v0

1 + kv0t

v =
v0

1 + kv0t
=⇒

dx

dt
=

v0

1 + kv0t
=⇒

x
∫

x0

dx =

t
∫

0

v0

1 + kv0t
dt

=⇒
x

∫

x0

dx =
1

kv0

t
∫

0

v0

1 + kv0t
d(1 + kv0t) =⇒ x − x0 =

1

k
ln (1 + kv0t)

x = x0 +
1

k
ln (1 + kv0t)
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ΑΣΚΗΣΗ 2.8

Σωµατίδιο κινείται ευθύγραµµα και η ταχύτητά του περιγράφεται από τη σχέση

v = 3t 3
√

x. Να εκφραστεί η ϑέση και η ταχύτητα του κινητού αυτού συναρτήσει του

χρόνου µόνο. ∆ίνεται πως τη χρονική στιγµή t = 0 το κινητό ϐρίσκεται στην αρχή

των αξόνων.

Λύση

Η δοσµένη έκφραση της ταχύτητας εµπεριέχει τόσο το χρόνο αλλά και τη ϑέση του

κινητού. Προσπαθούµε να αναλύσουµε τη σχέση αυτή σε διαφορική µορφή, ώστε να

διαχωριστούν οι υπεισερχόµενες µεταβλητές :

v = 3t
3
√

x =⇒
dx

dt
= 3tx1/3

=⇒
dx

x1/3
= 3tdt =⇒

x
∫

x0=0

x−1/3dx =

t
∫

0

3tdt

=⇒ 3

2
x2/3
=

3

2
t2
=⇒ x = t3

Οπότε και η ταχύτητα του κινητού ως συνάρτηση µόνο του χρόνου είναι :

v =
dx

dt
=

d

dt
t3
=⇒ v = 3t2

Το τελευταίο αυτό αποτέλεσµα επαληθεύει την εκφώνηση της άσκησης, ϐάσει της

οποίας ισχύει v = 3t2
= 3t 3
√

x.

ΑΣΚΗΣΗ 2.9

΄Ενα αντικείµενο, αρχικά ακίνητο, πέφτει διανύοντας απόσταση h. Αν διανύει 0.50h

στο τελευταίο 1.00s, να ϐρείτε (α) το χρόνο και (ϐ) το ύψος της πτώσης του. (γ) Να

ερµηνεύσετε την ϕυσικά µη αποδεκτή λύση της δευτεροβάθµιας εξίσωσης ως προς t

που ϐρίσκετε.

Λύση

(α) ∆εδοµένου ότι η αρχική ταχύτητα της ελεύθερης πτώσης είναι v0 = 0 η κίνηση

κατά την κατακόρυφο περιγράφεται από την εξίσωση:

y = v0t − 1

2
gt2
=⇒ y = −1

2
gt2

Βασιζόµενοι στα δεδοµένα της άσκησης, εάν για y = −h το σώµα χρειάζεται χρόνο t,

τότε για y = −0.50h το σώµα τα χρειάζεται χρόνο (t − 1)s. ∆ηλαδή:

{

−0.50h = −1
2
g(t − 1)2

−h = −1
2
gt2

}

=⇒
{

h/2 = 1
2
g(t − 1)2

h = 1
2
gt2

}

=⇒
{

h = g(t − 1)2

h = 1
2
gt2

}
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Το σύστηµα αυτό µας οδηγεί στην δευτεροβάθµια εξίσωση του χρόνου:

g(t − 1)2
=

1

2
gt2
=⇒ 2(t − 1)2

= t2
=⇒ t2 − 4t + 2 = 0 =⇒ t = 2 ±

√
2

Επειδή πρέπει t > 1, η ϕυσικά αποδεκτή λύση είναι η t = 2 +
√

2 s

(ϐ) h = 1
2
gt2
=⇒ h = 1

2
· 9.80 · (2 +

√
2)2
=⇒ h = 57.1 m .

(γ) Η ϕυσικά µη αποδεκτή λύση t = 2 −
√

2 s αντιστοιχεί στην κίνηση ενός σώµατος

που στον χρόνο (2−
√

2)−1 = 1−
√

2 = −0.41 s ϐρίσκεται στο 0.50h, ενώ µετά πα-

ϱέλευση ενός δευτερολέπτου στο h. Αυτό είναι ισοδύναµο µε ϱίψη του σώµατος προς

τα πάνω από το ύψος 0.50h µε αρχική ταχύτητα v0 και άφιξή του στο h µετά από

ένα δευτερόλεπτο. Για το συγκεκριµένο πρόβληµα, µπορεί εύκολα να ελεγχθεί πως

τα µεγέθη v0 = 4.06 m/s και h = 1.68 m αποτελούν µια λύση του προβλήµατος, η

οποία περιγράφει τη κίνηση ενός σώµατος µε τις παραπάνω αρχικές συνθήκες, όπου

για t = 0 το σώµα ϐρίσκεται στο ανώτατο ύψος h = 1.68 m µε µηδενική ταχύτητα.

ΑΣΚΗΣΗ 2.10

Πειραµατιστής ϱίχνει από την άκρη ταράτσας πολυκατοικίας ύψους H = 24m κα-

τακόρυφα προς τα πάνω µικρή µπάλα µε αρχική ταχύτητα v0 τη χρονική στιγ-

µή t0 = 0s. ΄Εχοντας συγχρονίσει τα χρονόµετρά τους, παρατηρητές απέχοντες

∆h = 10m και ευρισκόµενοι στα παράθυρά τους ϐλέπουν τη µπάλα να περνά µε

κατεύθυνση προς τα κάτω µε χρονική καθυστέρηση ∆t = t2 − t1 = 0.8s ο δεύτερος

από τον πρώτο. Σε ποιο ύψος ϐρίσκονται οι παρατηρητές, εάν είναι γνωστό πως η

µπάλα ϕτάνει στο έδαφος τη χρονική στιγµή t3 = 3s; Αγνοείστε την αντίσταση του

αέρα. ∆ίδεται g = 9.80 m/s2.

Λύση

΄Εστω ότι οι δύο παρατηρητές ϐρίσκονται

σε απόσταση h1 και h2 από την ταράτσα

της πολυκατοικίας. Θεωρώντας το σηµείο

ϱίψης της µπάλας ως την αρχή του άξονα

y, τότε για τη µονοδιάστατη κίνηση κατά

µήκος του κατακόρυφου άξονα y έχουµε

τις εξισώσεις :























−h1 = v0t1 − 1
2
gt2

1

−h2 = v0t2 − 1
2
gt2

2

−H = v0t3 − 1
2
gt2

3























Από την τρίτη εξίσωση είναι δυνατόν να υ-

πολογισθεί η αρχική ταχύτητα του σώµα-
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τος :

−H = v0t3 −
1

2
gt2

3 =⇒ v0 =
1

2
gt3 −

H

t3
=⇒ v0 =

1

2
9.80 · 3 − 24

3
=⇒ v0 = 6.7m/s2

Αφαιρώντας κατά µέλη τις δύο πρώτες εξισώσεις έχουµε :

−h1 + h2 = v0(t1 − t2) − 1

2
g(t2

1 − t2
2 ) =⇒ ∆h = −v0∆t − 1

2
g(t1 − t2)(t1 + t2)

=⇒ ∆h = −v0∆t +
1

2
g∆t(2t1 + ∆t) =⇒ t1 =

v0∆t + ∆h

g∆t
− ∆t

2

απ΄ όπου µε αντικατάσταση ϐρίσκουµε :

t1 =
6.7 · 0.8 + 10.0

9.80 · 0.8
− 0.8

2
=⇒ t1 = 1.56s

και αντίστοιχα t2 = 2.36s. Οι χρονικές αυτές τιµές προσδιορίζουν τις απόλυτες

αποστάσεις :

−h1 = v0t1 −
1

2
gt2

1 =⇒ h1 = −6.7 · 1.56 + 1/2 · 9.80 · 1.562
=⇒ h1 = 1.47m

−h2 = v0t2 −
1

2
gt2

2 =⇒ h2 = −6.7 · 2.36 + 1/2 · 9.80 · 2.362
=⇒ h2 = 11.47m

2.2 ∆ιανυσµατικός Ορισµός Κίνησης

ΑΣΚΗΣΗ 2.11

Σωµατίδιο κινείται έτσι ώστε η ϑέση του (σε µέτρα) ως συνάρτηση του χρόνου (σε

δευτερόλεπτα) να είναι ~r = î + 4t2 ĵ + tk̂. Να γράψετε (α) τις εκφράσεις για την

ταχύτητά του και την επιτάχυνσή του ως συνάρτηση του χρόνου (ϐ) την εξίσωση της

τροχιάς του σωµατιδίου.

(΄Ασκηση 4.11 Halliday-Resnick)

Λύση

(α) ∆ιανυσµατικές εξισώσεις ταχύτητας & επιτάχυνσης :

~v(t) =
d~r(t)

dt
=

d

dt
(î + 4t2 ĵ + tk̂) =⇒ ~v(t) = 8tĵ + k̂

~a(t) =
d~v(t)

dt
=

d

dt
(8tĵ + k̂) =⇒ ~a(t) = 8ĵ

(ϐ) Εξίσωση τροχιάς :
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Καθώς η επιτάχυνση ~a(t) =

8ĵ είναι ανεξάρτητη του χρόνου

(σταθερή) και το x παρα-

µένει σταθερό, η τροχιά ϑα

είναι παραβολή στο επίπεδο

(yz) κάθετο στον άξονα των

x στην τιµή x = 1. Το

επίπεδο αυτό παρίσταται στο

σχήµα ως X = 1. Η ε-

ξίσωση της τροχιάς σύµφω-

να µε το διάνυσµα ϑέσης ε-

ίναι :























x(t) = 1

y(t) = 4t2

z(t) = t























=⇒
{

x = 1

y = 4z2

}

=⇒ x = 1

y = 4z2

ΑΣΚΗΣΗ 2.12

Οι συντεταγµένες της ϑέσης ενός κινητού δίνονται από τις εξισώσεις : x(t) = 3cos(t),

y(t) = 3sin(t) και z(t) = 2t2 σε µονάδες SI. Να αποδειχθεί ότι το διάνυσµα της

επιτάχυνσης έχει σταθερό µέτρο. Μπορείτε να περιγράψετε τι είδους κίνηση εκτελεί

το κινητό;

Λύση

Αρχικά υπολογίζεται η ταχύτητα και µέσω αυτής η επιτάχυνση:























vx =
dx
dt

vy =
dy

dt

vz =
dz
dt























=⇒























vx =
d
dt

[3cos(t)]

vy =
d
dt

[3sin(t)]

vz =
d
dt

(2t2)























=⇒























vx = −3sin(t)

vy = +3cos(t)

vz = 4t























Κατά συνέπεια :























ax =
dvx

dt

ay =
dvy

dt

az =
dvz

dt























=⇒























ax =
d
dt

[−3sin(t)]

ay =
d
dt

[+3cos(t)]

az =
d
dt

(4t)























=⇒























ax = −3cos(t)

ay = −3sin(t)

az = 4























οπότε το µέτρο της επιτάχυνσης είναι

a =
√

[−3cos(t)]2 + [−3sin(t)]2 + 42 =

√

32[cos2(t) + sin2(t)] + 42 =⇒ a = 5 ms−2

΄Οπως ϕαίνεται από τις εξισώσεις της ϑέσης του κινητού x2
+ y2

= 32, η προβολή της

τροχιάς στο επίπεδο (XY ) είναι κύκλος ακτίνας R = 3 m. Το κινητό εκτελεί σ΄ αυτό το

επίπεδο οµαλή κυκλική κίνηση µε vxy = 3 m/s ενώ κατά την κατεύθυνση z εκτελεί
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ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση µε az = 4 m/s2. Η συνολική του λοιπόν

κίνηση είναι ελικοειδής µε αυξανόµενο z-ϐηµατισµό (τετραγωνικά) µε τον χρόνο.

ΑΣΚΗΣΗ 2.13

Η ϑέση ενός κινητού περιγράφεται από το διάνυσµα ϑέσης ~r = x(t)î + y(t)ĵ + z(t)k̂,

όπου x(t) = 3t2
+ 5t, y(t) = −t3

+ 1 και z(t) = 2t σε µονάδες SI. Να ϐρεθούν τα δια-

νύσµατα της ταχύτητας και της επιτάχυνσης. Ποιο είναι το µέτρο της επιτάχυνσης;

Λύση

Η άσκηση αυτή αποτελεί απλή εφαρµογή του διανυσµατικού ορισµού της ταχύτητας

και της επιτάχυνσης :

~v =
d~r

dt
=

dx

dt
î +

dy

dt
ĵ +

dz

dt
k̂ =

d

dt
(3t2
+ 5t)î +

d

dt
(−t3
+ 1)ĵ +

d

dt
(2t)k̂

=⇒ ~v = (6t + 5)î − 3t2 ĵ + 2k̂

~a =
d~v

dt
=

dvx

dt
î +

dvy

dt
ĵ +

dvz

dt
k̂ =

d

dt
(6t + 5)î +

d

dt
(−3t2)ĵ +

d

dt
(2)k̂

=⇒ ~a = 6î − 6tĵ

Παρατηρούµε πως το διάνυσµα της επιτάχυνσης κινείται στο επίπεδο (XY ), το δε

µέτρο της είναι : a =
√

62 + (6t)2 = 6
√

1 + t2, προφανώς εξαρτώµενο από τον χρόνο.

2.3 Κίνηση στο Επίπεδο

ΑΣΚΗΣΗ 2.14

Οι εξισώσεις κίνησης σωµατιδίου στο επίπεδο περιγράφονται από τις παραµετρικές

εξισώσεις x(t) = 2t2
+ 3 και y(t) = 3t2

+ 1 στους αντίστοιχους άξονες. Να ϐρεθούν

τα διανύσµατα ταχύτητας και επιτάχυνσης καθώς και η εξίσωση τροχιάς του κινητού

αυτού.

Λύση

Είναι προφανές πως τα x και y έχουν γραµµική εξάρτηση µεταξύ τους, όπως ϕαίνεται

από την απαλοιφή του χρόνου:

{

x(t) = 2t2
+ 3

y(t) = 3t2
+ 1

}

=⇒
{

3x(t) = 6t2
+ 9

2y(t) = 6t2
+ 2

}

=⇒ 3x − 2y = 7 =⇒ y = 3/2x − 7/2
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Η τροχιά του κινητού είναι συνεπώς µια ευθεία µε κλίση k = 3/2. Τα διανύσµατα

της ταχύτητας και επιτάχυνσης είναι αντίστοιχα :

~v =
d~r

dt
=

d

dt

[

(2t2
+ 3)î + (3t2

+ 1)ĵ
]

= 4tî + 6tĵ

~a =
d~v

dt
=

d

dt

(

4tî + 6tĵ
)

= 4î + 6ĵ

΄Οπως ήταν αναµενόµενο, η κλίση και των δύο αυτών διανυσµάτων είναι k = 3/2,

ταυτόσηµη δηλαδή µε την κλίση της ευθύγραµµης τροχιάς του κινητού. Παρατηρε-

ίστε ότι η τετραγωνική εξάρτηση των συντεταγµένων x(t) και y(t) από το χρόνο δίνει

σαν αποτέλεσµα σταθερή επιτάχυνση.

ΑΣΚΗΣΗ 2.15

Σωµατίδιο κινείται στο επίπεδο (xy) και η επιτάχυνσή του περιγράφεται στο σύστηµα

µονάδων SI από τις εξισώσεις :

{

ax = −2sin(t)

ay = −3cos(t)

}

. Εάν για t = 0 ισχύουν

{

vx0 = 2

vy0 = 0

}

και

{

x0 = 2

y0 = 6

}

, να ϐρεθεί η εξίσωση της τροχιάς.

Λύση

Είναι προφανές πως η εξίσωση τροχιάς ϑα ϐρεθεί µε επάλληλες ολοκληρώσεις της

επιτάχυνσης κάνοντας χρήση των αρχικών συνθηκών:

vx =

∫

axdt =

∫

[−2sin(t)]dt = +2cos(t) + C1

vy =

∫

aydt =

∫

[−3cos(t)]dt = −3sin(t) + C2

Με ϐάση τις αρχικές συνθήκες της ταχύτητας για t = 0 συνάγεται πως C1 = 0

καθώς και C2 = 0. Οπότε :
{

vx(t) = +2cos(t)

vy(t) = −3sin(t)

}

και κατά συνέπεια

x(t) =

∫

vxdt =

∫

[+2cos(t)]dt = +2sin(t) + C1

y(t) =

∫

yxdt =

∫

[−3sin(t)]dt = +3cos(t) + C2

Βάσει των αρχικών συνθηκών προκύπτει C1 = 2 και C2 = 3 οπότε καταλήγουµε στις

εξισώσεις :
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{

x = 2sin(t) + 2

y = 3cos(t) + 3

}

=⇒
{

x−2
2
= sin(t)

y−3

3
= cos(t)

}

=⇒
(x − 2)2

22
+

(y − 3)2

32
= 1

΄Αρα η εξίσωση τροχιάς είναι έλλειψη µε κέντρο (x0, y0) = (2, 3) και ηµιάξονες px = 2

και py = 3 αντίστοιχα.

ΑΣΚΗΣΗ 2.16

Σωµατίδιο κινείται στο επίπεδο (xy) και για τις συνιστώσες της ταχύτητάς του ισχύει

vx = 4t3
+4t m/s, vy = 4t m/s. Για t = 0s το σωµατίδιο ϐρίσκεται στο σηµείο (1, 2).

Βρείτε την εξίσωση τροχιάς του σωµατιδίου.

Λύση

Ολοκλήρωση των συνιστωσών της ταχύτητας δίνει :

x(t) =

∫

(4t3
+ 4t)dt = t4

+ 2t2
+ C1

y(t) =

∫

(4t)dt = 2t2
+ C2

και µε ϐάση τις αρχικές συνθήκες για t = 0 → (x0, y0) = (1, 2) παίρνουµε C1 =

1 , C2 = 2. Οπότε η εξίσωση της τροχιάς είναι :

{

x(t) = t4
+ 2t2

+ 1

y(t) = 2t2
+ 2

}

=⇒
{

x(t) = (t2
+ 1)2

y(t) = 2(t2
+ 1)

}

=⇒ x =
(

y

2

)2

=⇒ x = 1
4
y2

Η τροχιά του σωµατιδίου διαγράφει λοιπόν παραβολική τροχιά στο επίπεδο (xy).

ΑΣΚΗΣΗ 2.17

Το διάνυσµα ϑέσης κινητού στο επίπεδο (xy) δίνεται από τη σχέση ~r = αtî + ̙t2 ĵ,

όπου α και ϐ σταθερές. Αφού πρώτα ϐρεθεί η τροχιά του κινητού, να υπολογισθούν

τα διανύσµατα της ταχύτητας και της επιτάχυνσης και να εκφραστεί η µεταξύ των

γωνία ϕ συναρτήσει του χρόνου.

Λύση

Για τις συνιστώσες x(t) και y(t) της τροχιάς ισχύουν :

{

x(t) = αt

y(t) = ̙t2

}

=⇒ x2

y
=

α2

̙
=⇒ y =

(

̙

α2

)

x2

Η τροχιά είναι λοιπόν η παραβολή y = λx2 µε σταθερά λ = ̙/α2.
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vv
aa

jj

ii

Από το διάνυσµα ϑέσης ~r = αtî + ̙t2 ĵ υ-

πολογίζονται τα διανύσµατα της ταχύτη-

τας και της επιτάχυνσης :

~v =
d~r

dt
=

d

dt

(

αtî + ̙t2 ĵ
)

= αî + 2̙tĵ

~a =
d~v

dt
=

d

dt

(

αî + 2̙tĵ
)

= 0î + 2̙ĵ

Παρατηρούµε πως η επιτάχυνση ~a είναι

ένα σταθερό διάνυσµα (ανεξάρτητο του

χρόνου) µε µέτρο 2β κατά την κατεύθυν-

ση y. Αντίθετα, η ταχύτητα ~v έχει µια

σταθερή συνιστώσα, µέτρου α, κατά τη

κατεύθυνση x και µια χρονοεξαρτώµε-

νη, η οποία είναι ανάλογη του χρόνου µε µέτρο 2βt, κατά τη κατεύθυνση y.

Η Ϲητούµενη γωνία µεταξύ των διανυσµάτων ταχύτητας και επιτάχυνσης µπορεί να

υπολογισθεί εύκολα κάνοντας χρήση του εσωτερικού των γινοµένου:

~v · ~a = |~v| |~a| cosφ =⇒
(

αî + 2̙tĵ
)

·
(

0î + 2̙ĵ
)

=

( √

α2 + (2̙t)2
)

(2̙) cosφ

=⇒ 4̙2t = 2̙
√

α2 + (2̙t)2 cosφ =⇒ cosφ =
2̙t

√

α2 + (2̙t)2
=⇒

cosφ =
1

√

1 + (α/2̙t)2
ή ισοδύναµα tanφ =

a

2̙t

Από το παραπάνω αποτέλεσµα ϕαίνεται πως η γωνία ϕ τείνει στο µηδέν καθώς µε-

γαλώνει ο χρόνος t της κίνησης (cosφ → 1 ή tanφ → 0). Το αποτέλεσµα αυτό είναι

αναµενόµενο, καθώς η χρονοεξαρτώµενη συνιστώσα της ταχύτητας ~v είναι κατά την

κατεύθυνση y µόνο, οπότε το διάνυσµα της ταχύτητας τείνει να ταυτιστεί µε την στα-

ϑερή κατεύθυνση του διανύσµατος της επιτάχυνσης.

Στην αρχή της κίνησης (t = 0) όταν το κινητό ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων

(το διάνυσµα ϑέσης γίνεται ~r = 0î + 0ĵ για t = 0) τα δύο διανύσµατα ταχύτητας και

επιτάχυνσης είναι κάθετα, όπως ϕαίνεται από τις σχέσεις που προκύπτουν. Κατά

συνέπεια, η επιτάχυνση τη στιγµή αυτή είναι εξ΄ ολοκλήρου κεντροµόλος, δηλαδή:

{

~v(t = 0) = αî + 0ĵ

~a(t = 0) = 0î + 2̙ĵ

}

=⇒ |~a| = |~aN | =
v2

ρ
=⇒ 2̙ =

α2

ρ
=⇒ ρ =

α2

2̙

η ακτίνα καµπυλότητας µπορεί να εκφραστεί µέσω των σταθερών α και ϐ µε την

παραπάνω απλή σχέση.
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ΑΣΚΗΣΗ 2.18

Σωµατίδιο κινείται στο επίπεδο (xy) µε διάνυσµα ταχύτητας ~V (x, y) = 2î + 4xĵ. Ποια

είναι η εξίσωση τροχιάς του και ποια η ακτίνα καµπυλότητας τη χρονική στιγµή

t = 1/4; ∆ίνεται η αρχική συνθήκη για t = 0 πως (x0, y0) = (0, 0)

Λύση

Από την εκφώνηση της άσκησης έχουµε :































Vx =
dx

dt
= 2

Vy =
dy

dt
= 4x































=⇒



























x = 2t + C (= 0)

dy

dt
= 4x



























=⇒



























x = 2t

dy

dt
= 8t



























=⇒
{

x = 2t

y = 4t2
+ C (= 0)

}

=⇒
{

x = 2t

y = 4t2

}

=⇒ y = x2

Η Ϲητούµενη τροχιά είναι λοιπόν η παραβολή y = x2. Με ϐάση τις εξισώσεις της

ϑέσης του κινητού εκπεφρασµένες ως προς τον χρόνο t, παραγωγίζοντας έχουµε :

{

x = 2t

y = 4t2

}

=⇒
{

Vx = 2

Vy = 8t

}

=⇒
{

ax = 0

ay = 8

}

Για t = 1/4 τα διανύσµατα ταχύτητας και επιτάχυνσης γίνονται αντίστοιχα :

~V = 2î + 2ĵ ~a = 8ĵ

Η ακτίνα καµπυλότητας µπορεί να προσδιοριστεί από την κεντροµόλο επιτάχυνση ~aN

µέσω της σχέσης aN = V 2/ρ. Θα πρέπει λοιπόν να υπολογισθεί πρώτα η κεντροµόλος

συνιστώσα. Το µέτρο της επιτρόχιας συνιστώσας aT της επιτάχυνσης προκύπτει από

την προβολή της ~a στην κατεύθυνση της ταχύτητας :

aT = ~a · ûT = ~a · ~V/V = (8ĵ) · (2î + 2ĵ)/
√

22 + 22 = 4
√

2

Κατά συνέπεια είναι aN =
√

a2 − a2
T =

√

82 − (4
√

2)2 = 4
√

2 και άρα η ακτίνα

καµπυλότητας υπολογίζεται :

ρ = V 2/aN = (22
+ 22)/4

√
2 =⇒ ρ =

√
2

Σηµείωση: Στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγουµε εάν χρησιµοποιηθεί η σχέση που έχει

αποδειχθεί στη ϑεωρία για την ακτίνα καµπυλότητας, σύµφωνα µε την οποία

ρ =
v3

|~v × ~a|
=

(22
+ 22)3/2

|16k̂|
=

29/2

24
=

√
2

.
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ΑΣΚΗΣΗ 2.19

Σωµατίδιο κινείται στο επίπεδο (xy) διαγράφοντας την παραβολή y = λx2. Να υπο-

λογιστεί η επιτάχυνση και η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς στο σηµείο x = 0.

Λύση

vv

aa

aaTT

aaNN

Η άσκηση αυτή διαφοροποιε-

ίται από την προηγούµενη, πα-

ϱ΄ όλο που η τροχιά τυχαίνει

να έχει την ίδια µορφή (παρα-

ϐολική). Στην παρούσα άσκη-

ση δεν είναι γνωστές οι παρα-

µετρικές εξισώσεις των συντε-

ταγµένων της ϑέσης. Οπότε,

µε ϐάση τον ορισµό της τα-

χύτητας και της επιτάχυνσης,

ϑα ισχύουν οι παρακάτω εξι-

σώσεις :























































~r = xî + yĵ

~v =
dx

dt
î +

dy

dt
ĵ

~a =
dvx

dt
î +

dvy

dt
ĵ























































=⇒























































~r = xî + λx2 ĵ

~v =
dx

dt
î + 2λx

dx

dt
ĵ = vx î + 2λxvx ĵ

~a =
dvx

dt
î +

(

2λ
dx

dt
vx + 2λx

dvx

dt

)

ĵ























































΄Αρα τελικά η επιτάχυνση µπορεί να γραφεί στην διανυσµατική µορφή:

~a = ax î +
(

2λv2
x + 2λxax

)

ĵ

Για x = 0 είναι ~r = 0î + 0ĵ και τα διανύσµατα ~v και ~a γίνονται αντίστοιχα :

{

~v = vx î + 0ĵ

~a = ax î + 2λv2
x ĵ

}

Από τις παραπάνω εξισώσεις παρατηρούµε πως η επιτρόχιος συνιστώσα ~aT της ε-

πιτάχυνσης ταυτίζεται µε την ~ax συνιστώσα της (ίδια κατεύθυνση µε την ταχύτητα),

οπότε η κεντροµόλος είναι : ~aN = ~ay = 2λv2
x ĵ. ΄Αρα ϑα ισχύει :

|~aN | =
v2

ρ
=⇒ 2λv2

x =
v2

x

ρ
=⇒ ρ =

1

2λ

Παρατηρείστε πως το αποτέλεσµα είναι ταυτόσηµο µε αυτό της άσκησης 2.17.
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ΑΣΚΗΣΗ 2.20

Η κίνηση σωµατιδίου πάνω στο επίπεδο (xy) περιγράφεται από το διάνυσµα της

ταχύτητας ~v = 2t î + 4t3 ĵ. Εάν για t = 0s το σωµατίδιο ϐρίσκεται στο σηµείο

(x0, y0) = (0, 0), να ϐρείτε τις κινηµατικές εξισώσεις του σωµατιδίου, να καθορίσετε

το είδος της τροχιάς του και να εκφραστεί η ακτίνα καµπυλότητας συναρτήσει του

χρόνου κίνησης.

Λύση

΄Οπως και προηγουµένως (΄Ασκηση 2.16), ολοκλήρωση των συνιστωσών της ταχύτητας

δίνει :

x(t) =

∫

2tdt = t2
+ C1

y(t) =

∫

(4t3)dt = t4
+ C2

και µε ϐάση τις αρχικές συνθήκες για t = 0 → (x0, y0) = (0, 0) παίρνουµε C1 =

0 , C2 = 0. Κατά συνέπεια, η Ϲητούµενη εξίσωση της τροχιάς είναι :

{

x(t) = t2

y(t) = t4

}

=⇒ y = x2

Η τροχιά του σωµατιδίου διαγράφει λοιπόν παραβολική τροχιά στο επίπεδο (xy).

Επιπρόσθετα, παραγώγιση του διανύσµατος της ταχύτητας δίνει την επιτάχυνση,

οπότε οι εξισώσεις κίνησης του σωµατιδίου συνοψίζονται στις παρακάτω:























~r = t2 î + t4 ĵ

~v = 2t î + 4t3 ĵ

~a = 2 î + 12t2 ĵ























Για την έκφραση της ακτίνας καµπυλότητας χρησιµοποιούνται οι παρακάτω σχέσεις,

όπως αυτές αναπτύχθηκαν στη ϑεωρία :

{

ρ = v2/aN

~v × ~a = ~v × (~aT + ~aN ) = ~v × ~aN

}

=⇒
{

ρ = v2/aN

|~v × ~a| = v aN

}

=⇒ ρ =
v3

|~v × ~a|

Πρώτα υπολογίζεται λοιπόν το εξωτερικό γινόµενο ~v × ~a:

~v × ~a =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

2t 4t3 0

2 12t2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (2t · 12t2 − 2 · 4t3) k̂ = 16t3 k̂

οπότε η Ϲητούµενη ακτίνα καµπυλότητας είναι :

ρ =
v3

|~v × ~a |
=

(4t2
+ 16t6)3/2

16t3
=

(4t2)3/2(1 + 4t4)3/2

16t3
=⇒ ρ =

(1 + 4t4)3/2

2
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ΑΣΚΗΣΗ 2.21

Σωµατίδιο κινείται εκτός ϐαρυτικού πεδίου, έτσι ώστε η ϑέση του ως συνάρτηση του

χρόνου στο σύστηµα S.I. να είναι ~r = î + t ĵ + 9t2k̂. (α) Να ϐρεθεί η τροχιά του

σωµατιδίου. (ϐ) Εάν το σωµατίδιο αυτό ϐρεθεί στο ϐαρυτικό πεδίο της Γης, όπου η

επιτάχυνση της ϐαρύτητας είναι ~g = −10 k̂ m/s2, µε τις ίδιες αρχικές συνθήκες, να

υπολογιστεί εκ νέου η τροχιά του.

Λύση

z = 9y2 

x 

y 

z 

X=1 

z = 4y2 

(α) Εκτός ϐαρυτικού πεδίου, ε-

ίναι προφανές πως το σωµα-

τίδιο αυτό κινείται σε επίπε-

δο παράλληλο προς το (yz) και

κάθετο στον άξονα x στην τι-

µή x = 1. Το επίπε-

δο αυτό παρίσταται στο σχήµα

ως X = 1. Από το διάνυ-

σµα ϑέσης εύκολα εξάγεται πως

η Ϲητούµενη τροχιά του κινη-

τού είναι παραβολική της µορ-

ϕής :























x(t) = 1

y(t) = t

z(t) = 9t2























=⇒
{

x = 1

z = 9y2

}

=⇒ x = 1

z = 9y2

Με παραγώγιση ως προς τον χρόνο ϐρίσκονται οι κινηµατικές του εξισώσεις :























x(t) = 1

y(t) = t

z(t) = 9t2























=⇒























vx = 0

vy = 1

vz = 18t























=⇒























ax = 0

ay = 0

az = 18























(ϐ) Εντός του ϐαρυτικού πεδίου της Γης, η κατακόρυφη συνιστώσα της επιτάχυνσης

ϑα γίνει az = 18 − 10 = 8, οπότε ολοκληρώνοντας, λαµβάνοντας ταυτόχρονα υπόψη

τις ίδιες αρχικές συνθήκες, παίρνουµε :























ax = 0

ay = 0

az = 8























=⇒























vx = 0

vy = 1

vz = 8t























=⇒























x(t) = 1

y(t) = t

z(t) = 4t2























=⇒ x = 1

z = 4y2

Η εν λόγω κίνηση εκτός πεδίου ϐαρύτητας, ισοδυναµεί µε οριζόντια εκτόξευση σώµα-

τος κατά την κατεύθυνση του άξονα y, στο οποίο επιδρά κατακόρυφη (ωστική) δύνα-

µη προς τα πάνω και του προσδίδει επιτάχυνση az = 18m/s2. ΄Οταν το σώµα ϐρίσκε-

ται στο ϐαρυτικό πεδίο της Γης, η δύναµη της ϐαρύτητας ελαττώνει την προς τα πάνω

επιτάχυνση του σώµατος κατά g, αφήνοντας τις αρχικές συνθήκες (σηµείο εκτόξευσης

και αρχική ταχύτητα) αµετάβλητες.
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ΑΣΚΗΣΗ 2.22

Σώµα κινείται στο επίπεδο (xy) διαγράφοντας τροχιά της οποίας οι συντεταγµένες

περιγράφονται από τις εξισώσεις x(t) = α cosωt και y(t) = ̙ sinωt, όπου ω ϑετική

σταθερά. Να ϐρεθεί η τροχιά του κινητού και να υπολογισθούν οι ακτίνες καµπυ-

λότητας για ωt = 0 καθώς και για ωt = π/2.

Λύση

Από τη µορφή των συντεταγµένων εύκολα συνάγεται, µετά την απαλοιφή του χρόνου,

η εξίσωση:

{

x(t) = α cosωt

y(t) = ̙ sinωt

}

=⇒
{

x/α = cosωt

y/̙ = sinωt

}

=⇒
x2

α2
+

y2

̙2
= 1

Η τροχιά είναι λοιπόν µια έλλειψη µε ηµιάξονες α και ϐ. Οι κινηµατικές εξισώσεις

του σώµατος συνοψίζονται σε διανυσµατική µορφή στις παρακάτω:























~r = α cosωt î + ̙ sinωt ĵ

~v = −αω sinωt î + ̙ω cosωt ĵ

~a = −αω2 cosωt î − ̙ω2 sinωt ĵ























x 

y 

 

 

Για την περίπτωση όπου ωt = 0 οι προηγούµενες εξισώσεις γίνονται :























~r = α î + 0 ĵ

~v = 0 î + ̙ω ĵ

~a = −αω2 î + 0 ĵ























=⇒ ~v × ~a =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

0 ̙ω 0

−αω2 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= α̙ω3 k̂

οπότε η Ϲητούµενη ακτίνα καµπυλότητας είναι :

ρ =
v3

|~v × ~a |
=

(̙ω)3

α̙ω3
=⇒ ρ =

̙2

α
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Οµοίως, στη δεύτερη περίπτωση, όπου ωt = π/2, οι εξισώσεις κίνησης γίνονται :























~r = 0 î + ̙ ĵ

~v = −αω î + 0 ĵ

~a = 0 î − ̙ω2 ĵ























=⇒ ~v × ~a =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

−αω 0 0

0 −̙ω2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= α̙ω3 k̂

οπότε η Ϲητούµενη ακτίνα καµπυλότητας είναι :

ρ =
v3

|~v × ~a |
=

(αω)3

α̙ω3
=⇒ ρ =

α2

̙

Είναι προφανές, όπως εξάλλου ϕαίνεται και από το σχήµα, πως εάν α > ̙, τότε η

ακτίνα καµπυλότητας στη ϑέση ωt = π/2 είναι µεγαλύτερη από την ακτίνα καµπυ-

λότητας στο ωt = 0 και µάλιστα κατά παράγοντα (α/̙)3. Αξίζει επίσης να σηµειωθεί

η συµµετρική σχέση που παρουσιάζουν τα µέτρα της ταχύτητας και επιτάχυνσης στις

δύο αυτές ϑέσεις.

ΑΣΚΗΣΗ 2.23

Σώµα κινείται στο επίπεδο σε κυκλική τροχιά ακτίνας R = 2m µε γωνιακή επιτάχυν-

ση aA = (6t + 2) rad/s2. Εάν τη χρονική στιγµή t = 0s γωνιακή ταχύτητα και η

γωνία είναι αντίστοιχα ω0 = 0 rad/s , θ0 = 0 rad να ϐρεθούν τα διανύσµατα της

γραµµικής εφαπτοµενικής και κεντροµόλου επιτάχυνσης ~aT και ~aN αντίστοιχα.

Λύση

Η γωνιακή ταχύτητα και η γωνία περιστροφής προκύπτουν από την ολοκλήρωση της

γωνιακής επιτάχυνσης :

ω(t) =

∫

aA(t)dt =

∫

(6t + 2)dt = 3t2
+ 2t + C =⇒ ω(t) = 3t2

+ 2t

θ(t) =

∫

ω(t)dt =

∫

(3t2
+ 2t)dt = t3

+ t2
+ C =⇒ θ(t) = t3

+ t2

Η γραµµική ταχύτητα του σωµατιδίου ϑα δίνεται από τη σχέση :

v(t) = Rω(t) = 2(3t2
+ 2t) = (6t2

+ 4t) m/s

οπότε η εφαπτοµενική συνιστώσα της επιτάχυνσης έχει µέτρο :

aT =
dv

dt
= 12t + 4 =⇒ ~aT = (12t + 4)ûT m/s2

ενώ η κεντροµόλος συνιστώσα έχει µέτρο :

aN = Rω2
= 2(3t2

+ 2t)2
=⇒ ~aN = 2t2(3t + 2)2ûN m/s2

Τα µοναδιαία διανύσµατα ûT και ûN είναι αντίστοιχα εφαπτόµενο και κάθετο (κε-

ντροµόλο) στη κυκλική τροχιά στο σηµείο της επιβατικής ακτίνας.
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2.4 Πολικές Συντεταγµένες

ΑΣΚΗΣΗ 2.24

Η κίνηση ενός σωµατιδίου στο πολικό επίπεδο συντεταγµένων περιγράφεται από την

εξίσωση r = 1 + cos(3θ), όπου η γωνία θ έχει γραµµική εξάρτηση από το χρόνο

θ = ωt. Να σχεδιάσετε την τροχιά του σωµατιδίου αυτού και να υπολογίσετε την

ταχύτητα και την επιτάχυνσή του.

Λύση

Η τροχιά του σωµατιδίου αυτού ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Είναι προφανές πως

αυτή παρουσιάζει γωνιακή συµµετρία 2π/3 = 120o, δεδοµένου πως το όρισµα του

συνηµιτόνου εµπεριέχει τον παράγοντα 3. Επίσης είναι προφανές πως το κινητό έχει

σταθερή γωνιακή ταχύτητα dθ/dt = ω, η δε ακτινική του απόσταση είναι 0 ≤ r ≤ 2.

x 

y 

 

 

 

 

 

Με χρήση των στοιχείων αυτών και της έκφρασης της ταχύτητας σε πολικές συντε-

ταγµένες µέσω των µοναδιαίων διανυσµάτων ûr και ûθ, σε τυχαίο σηµείο της τροχιάς

η ταχύτητα υπολογίζεται :

~v =
(

dr

dt

)

ûr + r
(

dθ

dt

)

ûθ = −3sin(3θ)

(

dθ

dt

)

ûr + [1 + cos(3θ)]

(

dθ

dt

)

ûθ

=⇒ ~v = −3ω sin(3θ) ûr + ω [1 + cos(3θ)] ûθ

Η ακτινική συνιστώσα της ταχύτητας µηδενίζεται στα σηµεία όπου sin(3θ) = 0,

δηλαδή στα σηµεία θ ∈ {0o, 60o, 120o, 180o, 240o, 300o}, τα οποία αποτελούν τα

ακρότατα της τροχιάς (r = 0 ή r = 2). Αντίστοιχα, η γωνιακή συνιστώσα της ταχύτητας

µηδενίζεται στα σηµεία όπου r = 0, δηλαδή στα σηµεία θ ∈ {60o, 180o, 300o}. Είναι
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προφανές λοιπόν, πως η συνολική ταχύτητα γίνεται µηδέν, µόνο όταν το κινητό

διέρχεται από το κέντρο του συστήµατος συντεταγµένων.

Για τον υπολογισµό της επιτάχυνσης στο πολικό σύστηµα συντεταγµένων έχουµε :

~a =

[(

d2r

dt2

)

− r
(

dθ

dt

)2
]

ûr +

[

2

(

dr

dt

) (

dθ

dt

)

+ r

(

d2θ

dt2

)]

ûθ

Υπολογίζοντας ξεχωριστά τους όρους

dθ

dt
= ω ,

d2θ

dt2
=

dω

dt
= 0 ,

dr

dt
=

d

dt
[1 + cos(3θ)] = −3ω sin(3θ)

d2r

dt2
=

d

dt
[−3ω sin(3θ)] = −9ω2cos(3θ)

καταλήγουµε στο παρακάτω αποτέλεσµα:

~a =
[

−9ω2cos(3θ) − rω2
]

ûr + 2ω (−3ω sin(3θ)) ûθ

=⇒ ~a = −ω2 [1 + 10cos(3θ)] ûr − 6ω2sin(3θ)ûθ

ΑΣΚΗΣΗ 2.25

Να µελετήσετε την κίνηση ενός σωµατιδίου στο πολικό επίπεδο συντεταγµένων το

οποίο έχει εξίσωση τροχιάς r = r0 + λθ, όπου λ ϑετική σταθερά, δηλαδή η ακτινική

απόσταση ϐαίνει γραµµικά αυξανόµενη µε τη γωνία (όπως οι αυλακώσεις σε δίσκο

ϐινυλίου). ∆εχθείτε σταθερή γωνιακή ταχύτητα περιστροφής ω = dθ/dt.

Λύση

Η τροχιά του σωµατιδίου αυτού απεικονίζεται στο παρακάτω σχήµα. Για µια πλήρη

κυκλική περιστροφή η ακτινική µετατόπιση είναι προφανώς σταθερή και ίση µε 2πλ.

Η διανυσµατική ταχύτητα του σωµατιδίου αυτού σε τυχαία ϑέση του πολικού επι-

πέδου υπολογίζεται ως ακολούθως:

~v =
(

dr

dt

)

ûr + r
(

dθ

dt

)

ûθ = λ
(

dθ

dt

)

ûr + (r0 + λθ)

(

dθ

dt

)

ûθ

=⇒ ~v = λω ûr + ω (r0 + λθ) ûθ

Παρατηρούµε πως η ακτινική ταχύτητα είναι σταθερή και ίση µε vr = λω, ενώ η

αντίστοιχη γωνιακή συνιστώσα vθ µεταβάλλεται γραµµικά µε τη γωνία, διατηρώντας

τον ίδιο συντελεστή αναλογίας λω. Το συνολικό µέτρο της ταχύτητας σε τυχαία γωνία

(για r0 = 0) υπολογίζεται εύκολα σε

v = λω
√

1 + θ2
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Λαµβάνοντας υπόψη πως d2r/dt = λ dω/dt = 0 και µε ϐάση τα προηγούµενα

αποτελέσµατα, υπολογίζεται η επιτάχυνση του σωµατιδίου :

~a =

[(

d2r

dt2

)

− r
(

dθ

dt

)2
]

ûr +

[

2

(

dr

dt

) (

dθ

dt

)

+ r

(

d2θ

dt2

)]

ûθ

=⇒ ~a =
(

0 − rω2
)

ûr +

(

2λω2
+ 0

)

ûθ =⇒ ~a = − (r0 + λθ) ω2ûr + 2λω2ûθ

=⇒ ~a = − (r0 + λθ) ω2ûr + 2λω2ûθ

ΑΣΚΗΣΗ 2.26

΄Οπως προηγουµένως, να µελετήσετε την κίνηση ενός σωµατιδίου στο πολικό επίπεδο

συντεταγµένων το οποίο έχει εξίσωση τροχιάς r = r0eλθ, όπου λ ϑετική σταθερά, δη-

λαδή η ακτινική απόσταση ϐαίνει τώρα εκθετικά αυξανόµενη µε τη γωνία. Υποθέστε

κι εδώ σταθερή γωνιακή ταχύτητα περιστροφής ω = dθ/dt.

Λύση

∆εδοµένου πως η ακτίνα µεταβάλλεται τώρα εκθετικά µε τη γωνία, η ακτινική µετα-

τόπιση παύει πλέον να είναι σταθερή για µια κυκλική περιστροφή. Η σπειροειδής

τροχιά του σωµατιδίου αυτού απεικονίζεται στο επόµενο σχήµα.

Για τον υπολογισµό της διανυσµατικής ταχύτητας του σωµατιδίου αυτού σε τυχαία

ϑέση του πολικού επιπέδου εργαζόµαστε όπως και προηγουµένως :

~v =
(

dr

dt

)

ûr + r
(

dθ

dt

)

ûθ = r0λeλθ
(

dθ

dt

)

ûr + r0eλθ
(

dθ

dt

)

ûθ
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=⇒ ~v = r0λω eλθ ûr + r0ω eλθûθ

Παρατηρούµε τώρα, πως αµφότερες οι συνιστώσες της ταχύτητας ϐαίνουν εκθετικά

αυξανόµενες µε τον παράγοντα eλθ
= eλωt , µε το µέτρο της ακτινικής ταχύτητας

κατά παράγοντα λ µεγαλύτερο της γωνιακής συνιστώσας (ur = λuθ). Αναζητώντας

το συνολικό µέτρο της ταχύτητας σε τυχαία γωνία (για r0 = 0), αυτό υπολογίζεται

εύκολα σε

v = r0ω eλθ
√

1 + λ2

Λαµβάνοντας υπόψη πως d2r/dt = d(r0λeλθ)/dt = r0λ2ω2 eλθ και µε ϐάση τα προη-

γούµενα αποτελέσµατα, υπολογίζεται η επιτάχυνση του σωµατιδίου :

~a =

[(

d2r

dt2

)

− r
(

dθ

dt

)2
]

ûr +

[

2

(

dr

dt

) (

dθ

dt

)

+ r

(

d2θ

dt2

)]

ûθ

=⇒ ~a =
(

r0λ2ω2 eλθ − r0ω2 eλθ
)

ûr +

(

2r0λω2 eλθ
+ 0

)

ûθ

=⇒ ~a = r0ω2 eλθ
(

λ2 − 1
)

ûr + 2λ r0ω2 eλθûθ

=⇒ ~a = r0ω2 eλθ [(

λ2 − 1
)

ûr + 2λ ûθ

]
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2.5 Βολές

ΑΣΚΗΣΗ 2.27

Σώµα, ελεύθερο αντιστάσεων και άλλων τριβών, ϐάλλεται από ύψος h µε οριζόντια

ταχύτητα v0. Να ϐρεθεί το ϐεληνεκές R καθώς και η γωνία ϕ που σχηµατίζεται

από την ευθεία που συνδέει το σηµείο ϐολής και πρόσκρουσης στο έδαφος µε την

κατακόρυφο.

Λύση

Από την ανεξαρτησία των κινήσεων στον οριζόντιο και κατακόρυφο άξονα σχηµα-

τίζουµε τις εξισώσεις κίνησης :

{

R = v0t

−h = −1
2
gt2

}

=⇒










R = v0

√

2h/g

t =
√

2h/g











=⇒ R = v0

√

2h

g

Για τη γωνία ϕ ισχύει :

tanφ =
R

h
=

v0

√

2h/g

h
=⇒ tanφ = v0

√

2

hg

ΑΣΚΗΣΗ 2.28

Βλήµα, ελεύθερο αντιστάσεων και άλλων τριβών, εκτοξεύεται από ύψος h = 500m

µε ταχύτητα v0 προς τα κάτω, σχηµατίζοντας γωνία φ = 60o µε την κατακόρυφο. Να

ϐρεθεί το ϐεληνεκές R της ϐολής αυτής, εάν το σώµα συναντά το έδαφος t = 4s µετά

την εκτόξευση. Ποιο το µέτρο της αρχικής ταχύτητας v0 και ποιο της τελικής v;
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h 

y

x 

v0 g 

R 

v0sin  

 

v0cos  

vx 

v 

vy

Λύση

΄Οπως και στην προηγούµενη άσκηση γράφουµε τις εξισώσεις κίνησης στον οριζόντιο

και κατακόρυφο άξονα. Στον οριζόντιο άξονα έχουµε την συνιστώσα της ταχύτητας

v0x = v0sinφ, ενώ στον κατακόρυφο αντίστοιχα την v0y = v0cosφ.































vx = v0sinφ

R = (v0sinφ)t

−vy = −v0cosφ − gt

−h = (−v0cosφ)t − 1
2
gt2































=⇒































vx = v0sinφ (1)

R = (v0sinφ)t (2)

vy = v0cosφ + gt (3)

h = (v0cosφ)t + 1
2
gt2 (4)































Από την τελευταία εξίσωση (4) υπολογίζουµε το µέτρο της αρχικής ταχύτητας v0 και

το αντικαθιστούµε στην (2):































vx = v0sinφ (1)

R = (h − gt2/2)(tsinφ)/(tcosφ) (2)

vy = v0cosφ + gt (3)

v0 = (h − gt2/2)/(tcosφ) (4)































=⇒



























R = (h − gt2/2)tanφ

v0 = (h − gt2/2)/(tcosφ)



























Μετά από αντικατάσταση ϐρίσκουµε R = 730 m και v0 = 210 m/s . Για τον

υπολογισµό της τελικής ταχύτητας ϑα προστεθούν διανυσµατικά η αµετάβλητη ορι-

Ϲόντια συνιστώσα vx (1) και η τελική κατακόρυφη vy (3):

v =
√

v2
x + v2

y =

√

(210sin60o)2 + (210cos60o + 9.8 · 4)2 =⇒ v = 232 m/s

ΑΣΚΗΣΗ 2.29

Βλήµα εκτοξεύεται από το έδαφος µε αρχική ταχύτητα v0 υπό γωνία ϕ και συναντά

την ταράτσα κτιρίου ύψους H σε οριζόντια απόσταση R. Θεωρώντας την αντίσταση του

αέρα αµελητέα, να υπολογίσετε την γωνία ϐολής ϕ εάν δίνονται τα µεγέθη R = 200 m,

H = 50 m και v0 = 60 m/s.
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Λύση

Οι εξισώσεις της κίνησης για χρόνο πτήσης του ϐλήµατος t, ο οποίος καθορίζεται

από την κατακόρυφη κίνηση, είναι :

{

R = (v0cosφ)t

H = (v0sinφ)t − 1
2
gt2

}

=⇒
{

t = R/(v0cosφ)

H = R(v0sinφ)/(v0cosφ) − 1
2
gR2/(v0cosφ)2

}

Η δεύτερη των εξισώσεων είναι µια δευτεροβάθµια εξίσωση ως προς την tanφ:

H = Rtanφ − 1

2
gR2/(v0cosφ)2

=⇒ H = Rtanφ − gR2

2v2
0

(1 + tan2φ) =⇒

tan2φ −
2v2

0

gR
tanφ +

2v2
0H

gR2
+ 1 = 0

Με τα δεδοµένα της άσκησης, η παραπάνω εξίσωση γίνεται :

tan2φ − 3.673tanφ + 1.735 = 0 =⇒ tanφ1 = 3.117 , tanφ2 = 0.557 =⇒

φ1 = 72.2o , φ2 = 29.1o

ΑΣΚΗΣΗ 2.30

Βλήµα εκτοξεύεται από τη ϐάση κεκλιµένου επιπέδου γωνίας ϕ υπό γωνία ϑ ως προς

τον ορίζοντα. Να υπολογιστεί το ϐεληνεκές R επί του κεκλιµένου επιπέδου.

Λύση

ΜΕΘΟ∆ΟΣ Α

Αναλύουµε τη κίνηση του ϐλήµατος στον άξονα παράλληλο προς το κεκλιµένο ε-

πίπεδο και στον αντίστοιχο κάθετο. Στην περίπτωση αυτή, και στις δύο αυτές κα-

τευθύνσεις δρα η ϐαρυτική επιτάχυνση µε µέτρα gsinφ και gcosφ αντίστοιχα. Οι
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εξισώσεις κίνησης είναι :

{

R = v0cos(θ − φ)t − 1
2
g(sinφ)t2

0 = v0sin(θ − φ)t − 1
2
g(cosφ)t2

}

Η δεύτερη των εξισώσεων λυόµενη ως προς τον χρόνο t δίνει :

t =
2v0

g

sin(θ − φ)

cosφ

και µετά από αντικατάσταση στην πρώτη λαµβάνουµε για το ϐεληνεκές R την παρα-

κάτω σχέση :

R = v0cos(θ − φ)
2v0

g

sin(θ − φ)

cosφ
− 1

2
gsinφ

22v2
0

g2

sin2(θ − φ)

cos2φ
=⇒

R =
2v2

0

g

cos(θ − φ)sin(θ − φ)cosφ − sinφsin2(θ − φ)

cos2φ
=⇒

R =
2v2

0

g

sin(θ − φ)[cos(θ − φ)cosφ − sinφsin(θ − φ)]

cos2φ
=⇒

R =
2v2

0

g

sin(θ − φ)cos(θ − φ + φ)

cos2φ
=⇒

R =
2v2

0

g

sin(θ − φ)cosθ

cos2φ

Η σχέση αυτή για την οριακή περίπτωση φ = 0 απλοποιείται στην γνωστή σχέση του

ϐεληνεκούς για το οριζόντιο επίπεδο R =
2v2

0

g
sinθcosθ =

v2
0

g
sin2θ.
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ΜΕΘΟ∆ΟΣ Β

Αναζητούµε το σηµείο τοµής της τροχιάς του ϐλήµατος και του κεκλιµένου επιπέδου.

Οι εξισώσεις αυτές αντίστοιχα είναι :

{

y = xtanθ − gx2/2(v0cosθ)2

y = xtanφ

}

=⇒ xtanθ − gx2/2(v0cosθ)2
= xtanφ =⇒

x =
2v2

0

g
(tanθ − tanφ)cos2θ

Αλλά το x δίνεται µέσω του ϐεληνεκούς και της γωνίας ϕ ως x = Rcosφ, οπότε :

Rcosφ =
2v2

0

g
(tanθ − tanφ)cos2θ =⇒ R =

2v2
0

g

tanθ − tanφ

cosφ
cos2θ =⇒

R =
2v2

0

g

sinθcosθ − cos2θtanφ

cosφ
=⇒ R =

2v2
0

g

cosθ(sinθ − cosθsinφ/cosφ)

cosφ
=⇒

R =
2v2

0

g

cosθ(sinθcosφ − cosθsinφ)

cos2φ
=⇒

R =
2v2

0

g

sin(θ − φ)cosθ

cos2φ

Καταλήγουµε λοιπόν στο ίδιο µε την προηγούµενη µέθοδο αποτέλεσµα.
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2.6 Προτεινόµενες Ασκήσεις

ΑΣΚΗΣΗ 2.31

΄Ενας Ϲογκλέρ συνηθίζει να πετάει τις µπάλες κατακόρυφα προς τα πάνω µέχρι

κάποιο ύψος H. Πόσο ψηλά πρέπει να πετάξει τις µπάλες ώστε αυτές να µείνουν

στον αέρα για διπλάσιο χρόνο;

Απάντηση: 4H

ΑΣΚΗΣΗ 2.32

Σωµατίδιο κινείται στο επίπεδο (xy) µε συντεταγµένες x(t) = at2 και y(t) = bt, όπου

a και b σταθερές. (α) Να υπολογισθούν η ταχύτητα και η επιτάχυνσή του. (ϐ) Να

ϐρεθεί η εξίσωση της τροχιάς. (γ) Να εκφρασθεί η γωνία ϕ µεταξύ των διανυσµάτων

της ταχύτητας και της επιτάχυνσης ως συνάρτηση του χρόνου.

Απάντηση: (α) ~v = 2at î + b ĵ , ~a = 2a î (ϐ) y2
=

b2

a
x (γ) tanφ =

b

2at

ΑΣΚΗΣΗ 2.33

΄Ενα πουλί πετά στο επίπεδο (xy) µε ένα διάνυσµα ταχύτητας που δίνεται από τη

σχέση ~v = (α − ̙t2) î + γt ĵ µε σταθερές α = 2.4 m/s , ̙ = 1.8 m/s3 , γ = 4.0 m/s2.

Ο άξονας x είναι οριζόντιος, ενώ ο y δείχνει κατακόρυφα προς τα πάνω. Τη χρονική

στιγµή t = 0 το πουλί ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων. (α) Να υπολογιστούν η ϑέση

και η επιτάχυνσή του σαν συνάρτηση του χρόνου. (ϐ) Σε τι ύψος ϐρίσκεται το πουλί

όταν περνάει για πρώτη ϕορά από το x = 0 µετά τη χρονική στιγµή t = 0;

Απάντηση: (ϐ) y = 8 m

ΑΣΚΗΣΗ 2.34

Παίκτης του γκολφ ξεκινά από ύψωµα δίνοντας στη µπάλα του αρχική ταχύτητα

43 m/s µε γωνία 30o πάνω από την οριζόντια κατεύθυνση. Η µπάλα πέφτει σε

επίπεδο µε γρασίδι και σε οριζόντια απόσταση 180 m από το σηµείο ϐολής. (α) Πόσο

πάνω από την περιοχή µε γρασίδι ϐρίσκεται το ύψωµα; (ϐ) Πόση είναι η ταχύτητα

της µπάλας καθώς χτυπά στο γρασίδι;

Απάντηση: (α) 11 m (ϐ) 45 m/s

ΑΣΚΗΣΗ 2.35

Κινούµενο σώµα στο επίπεδο (xy) έχει συντεταγµένες x = αt και y = ̙sin(αt), όπου α

και ϐ ϑετικές σταθερές. Να αποδείξετε πως το µέτρο της επιτάχυνσης είναι ανάλογο



64 2.6. Προτεινόµενες Ασκήσεις

της απόστασης του κινούµενου σώµατος από τον άξονα των x. Να ϐρεθεί και να

σχεδιαστεί η µορφή της τροχιάς του σώµατος.

ΑΣΚΗΣΗ 2.36

Σώµα κινείται ευθύγραµµα µε επιτάχυνση a = 6 3
√

x ms−2. Εάν γνωρίζουµε ότι για

t = 2s ισχύει v = 27 m/s και x = 27m, να υπολογιστούν οι κινηµατικές εξισώσεις

του διαστήµατος, της ταχύτητας και της επιτάχυνσης συναρτήσει του χρόνου.

Απάντηση: x = (t + 1)3, v = 3(t + 1)2, a = 6(t + 1)

ΑΣΚΗΣΗ 2.37

Η κίνηση σωµατιδίου στο χώρο περιγράφεται από το διάνυσµα της ταχύτητας σε καρ-

τεσιανές συντεταγµένες ~v = 3 î+0 ĵ+2t k̂. Εάν για t = 0s το σωµατίδιο ϐρίσκεται στο

σηµείο (x0, y0, z0) = (0,−2, 0), να ϐρείτε τις κινηµατικές εξισώσεις του σωµατιδίου,

να καθορίσετε το είδος της τροχιάς του και να εκφραστεί η ακτίνα καµπυλότητας

συναρτήσει του χρόνου κίνησης.

Απάντηση: ~r = 3t î − 2 ĵ + t2 k̂, ~a = 2 k̂, z = x2/9 (Y = −2), ρ =
(3 + 4t2)3/2

6

ΑΣΚΗΣΗ 2.38

Σωµατίδιο κινείται πάνω σε επίπεδο και η απόστασή του από την αρχή των αξόνων

περιγράφεται από την εξίσωση πολικών συντεταγµένων r = 1+ cos(2θ). Υποθέτοντας

σταθερή γωνιακή ταχύτητα περιστροφής dθ/dt = ω, να περιγράψετε την τροχιά

του σωµατιδίου και να υπολογίσετε ταχύτητα και επιτάχυνση σε τυχαίο σηµείο της

τροχιάς του.

Απάντηση:

~v = −2ω sin(2θ) ûr + ω [1 + cos(2θ)] ûθ

~a = −ω2 [1 + 5cos(2θ)] ûr − 4ω2 sin(2θ) ûθ


