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Κεφάλαιο 1

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΙΣΑΓΩΓΗ

• Εσωτερικό & Εξωτερικό Γινόµενο ∆ιανυσµάτων {Ορισµοί}

• ∆υνάµεις {∆ιανυσµατικός Χαρακτήρας ∆υνάµεων, Σύνθεση ∆υνάµεων}

• Ροπή {Η ΄Εννοια της Ροπής, Ροπή Πολλών ∆υνάµεων, Ζεύγος ∆υνάµεων}

• Στατική Ισορροπία Σώµατος {Ισορροπία Σωµατιδίου, Στατική Ισορροπία Στερεού

Σώµατος}

• Συστήµατα Συντεταγµένων {Καρτεσιανές, Πολικές, Κυλινδρικές & Σφαιρικές

Συντεταγµένες}

• Παράγωγος Συνάρτησης Πολλών Μεταβλητών {Μερική Παράγωγος, Σύνθετη Συ-

νάρτηση & Κανόνας της Αλυσίδας}

• Παράγωγος στον ∆ιανυσµατικό Χώρο {Παράγωγος ∆ιανύσµατος, Ο Τελεστής ∇
και οι Τρεις Βασικές ∆ιεργασίες : Κλίση - Απόκλιση - Στροβιλισµός}

• Κέντρο Μάζας (Βάρους) {Ορισµός Κέντρου Μάζας & Βάρους, Εύρεση Κέντρου

Μάζας µε Ολοκλήρωση}

Στο εισαγωγικό αυτό κεφάλαιο αντιµετωπίζονται απλά προβλήµατα κατανόησης

του διανυσµατικού λογισµού, όπως είναι το εσωτερικό και εξωτερικό γινόµενο δια-

νυσµάτων. Χωρίς την αυστηρή εισαγωγή της έννοιας της δύναµης και εκµεταλλευ-

όµενοι τον διανυσµατικό της χαρακτήρα, παρουσιάζονται οι πρώτες απλές πράξεις

µεταξύ διανυσµάτων, όπως είναι η σύνθεση δυνάµεων και η εύρεση γωνιακών παρα-

µέτρων ϐασιζόµενοι στο εσωτερικό τους γινόµενο. Η έννοια της ϱοπής εισάγεται ως το

εξωτερικό γινόµενο ϑέσης - δύναµης και µε ϐάση τον διανυσµατικό ορισµό Ϲεύγους

δυνάµεων εξετάζεται η σύνθεση πολλών δυνάµεων, είτε αυτές είναι συντρέχουσες σε

ένα σηµείο, είτε εφαρµόζονται σε διαφορετικά σηµεία στερεού σώµατος. Παράλ-

ληλα, η στατική ισορροπία στερεών σωµάτων για συνεπίπεδες δυνάµεις εισάγει µια

πληθώρα από ενδιαφέρουσες ασκήσεις.

Στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο πέραν του συστήµατος των Καρτεσιανών Συ-

ντεταγµένων εισάγονται τα συστήµατα των Κυλινδρικών και Σφαιρικών Συντεταγ-

µένων. Γίνεται λεπτοµερής αναφορά στις µετατροπές συντεταγµένων από το ένα

σύστηµα στο άλλο και παρουσιάζονται απλοί γεωµετρικοί τόποι µε τις αντίστοιχες

εξισώσεις τους στα διάφορα συστήµατα.
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Η έννοια της απλής παραγώγου συνάρτησης µιας µεταβλητής επεκτείνεται στην

µερική παράγωγο συνάρτησης πολλών µεταβλητών. ∆ίνονται παραδείγµατα µε απλές

συναρτήσεις πολλών µεταβλητών και γίνεται σύντοµη αναφορά στο ολικό διαφορικό

και τον κανόνα της αλυσίδας για σύνθετες συναρτήσεις. Παράλληλα αναπτύσσεται

η έννοια της παραγώγου διανύσµατος και εισάγεται η αναγκαιότητα της παραγώγου

ανά κατεύθυνση στον τρισδιάστατο χώρο. Αφού ορισθεί ο τελεστής ∇ αναφέρονται οι

τρεις ϐασικές διεργασίες που µπορεί αυτός να επιτελέσει σε ϐαθµωτά και διανυσµα-

τικά πεδία : Κλίση (grad f ), Απόκλιση (div ~F ) και Στροβιλισµός (curl ~F ) αποδίδοντας

παράλληλα και την ϐασική ϕυσική ερµηνεία των µεγεθών αυτών.

Τέλος, δίνεται ο ορισµός του Κέντρου Βάρους & Μάζας στερεού σώµατος και

αποδεικνύεται η ταύτιση των όρων αυτών σε οµογενές ϐαρυτικό πεδίο. Αναπτύσσεται

η µεθοδολογία του ολοκληρωτικού λογισµού στην εύρεση του κέντρου µάζας. Απλές

εφαρµογές δίνονται στο τελευταίο µέρος της ενότητας αυτής.
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1.1 ∆ιανύσµατα

1.1.1 Εσωτερικό και Εξωτερικό Γινόµενο ∆ιανυσµάτων

ΑΣΚΗΣΗ 1.1

Να ϐρεθεί η γωνία που σχηµατίζουν τα διανύσµατα î + ĵ + k̂ και î + ĵ − k̂

x 

y 

z 

i 

j

k 

 

Λύση

Τα δύο διανύσµατα που προκύπτουν από τους παραπάνω συνδυασµούς των µοναδια-

ίων διανυσµάτων έχουν συντεταγµένες (+1,+1,+1) και (+1,+1,−1). Εφαρµόζοντας

την ιδιότητα του εσωτερικού γινοµένου:

~a · ~b = |a | |b| cos θ

και δεδοµένου ότι το µέτρο κάθε ενός από τα παραπάνω διανύσµατα είναι
√

3, λαµ-

ϐάνουµε :

cos θ =
~a · ~b
|a | |b|

=
(1, 1, 1) · (1, 1,−1)

√
3
√

3
=

1 · 1 + 1 · 1 + 1 · (−1)

3
=

1

3

απ΄ όπου συνάγεται πως :

θ = arccos
(

1

3

)

≃ 70.5o



4 1.1. ∆ιανύσµατα

ΑΣΚΗΣΗ 1.2

∆ίνονται τα διανύσµατα :





















~a = î + ĵ + k̂
~b = î − ĵ + 2k̂

~c = 2î + 3ĵ + k̂





















Να υπολογισθούν τα γινόµενα ~a × ~b , ~b ×~c ,
(

~a × ~b
)

×~c και ~a ×
(

~b ×~c
)

.

Λύση

Πρόκειται για εξωτερικά γινόµενα, οπότε, µε ϐάση τον ορισµό, ϑα γίνει χρήση της

ορίζουσας. ΄Ετσι έχουµε :

~a × ~b =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

1 1 1

1 −1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3î − ĵ − 2k̂

Οµοίως :

~b ×~c =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

1 −1 2

2 3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −7î + 3ĵ + 5k̂

Κάνοντας χρήση του πρώτου αποτελέσµατος υπολογίζουµε :

(

~a × ~b
)

×~c = (3î − ĵ − 2k̂) × (2î + 3ĵ + k̂) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

3 −1 −2

2 3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 5î − 7ĵ + 11k̂

Τέλος, κάνοντας χρήση του δεύτερου αποτελέσµατος υπολογίζουµε :

~a ×
(

~b ×~c
)

= (î + ĵ + k̂) × (−7î + 3ĵ + 5k̂) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

1 1 1

−7 3 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2î − 12ĵ + 10k̂

Σηµείωση: Από τα δύο τελευταία αποτελέσµατα παρατηρείστε πως στο εξωτερικό

γινόµενο δεν ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα, δηλαδή

(

~a × ~b
)

×~c , ~a ×
(

~b ×~c
)

.

ΑΣΚΗΣΗ 1.3

Να αποδειχθεί ότι το γινόµενο ~a ·
(

~a × ~b
)

είναι πάντα ίσο µε µηδέν.
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Λύση

Το διάνυσµα ~c που ορίζεται από το εξωτερικό γινόµενο ~c = ~a × ~b είναι ένα διάνυσµα

κάθετο στο επίπεδο που ορίζουν τα διανύσµατα ~a και ~b. Κατά συνέπεια το εσωτερικό

γινόµενό του ~c µε καθένα από τα διανύσµατα αυτά είναι λόγω καθετότητας ίσο µε

µηδέν :

~a ·~c = ~a ·
(

~a × ~b
)

= 0

~b ·~c = ~b ·
(

~a × ~b
)

= 0

Μια πιο αυστηρή µαθηµατική απόδειξη δίδεται παρακάτω:

~a ·
(

~a × ~b
)

=

(

a1 î + a2 ĵ + a3k̂
)

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a2 a3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

Η παραπάνω ορίζουσα είναι µηδενική καθόσον δύο γραµµές της (ai) είναι ταυτόση-

µες. Στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγουµε όταν πολλαπλασιάσουµε εσωτερικά και µε

το ~b. Τότε ϑα υπάρχουν ξανά δύο σειρές (bi) που είναι πάλι ταυτόσηµες.

Σηµείωση: Στην παραπάνω απόδειξη έγινε χρήση της ταυτότητας

~a ·
(

~b ×~c
)

=

(

a1 î + a2 ĵ + a3k̂
)

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Αυτό συµβαίνει γιατί στο εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων, ως γνωστόν, επιβι-

ώνουν µόνον οι όροι î · î = ĵ · ĵ = k̂ · k̂ = 1. Οπότε, οι συνιστώσες του διανύσµατος

~a µπορούν να αντικαταστήσουν τα µοναδιαία διανύσµατα στην πρώτη σειρά της ο-

ϱίζουσας και το αποτέλεσµα είναι ένα ϐαθµωτό µέγεθος (αριθµητική τιµή).

ΑΣΚΗΣΗ 1.4

Αν το άθροισµα και η διαφορά δύο διανυσµάτων είναι διανύσµατα κάθετα, τότε τα

δύο διανύσµατα έχουν ίσα µέτρα.

Λύση

΄Εστω ότι τα δύο διανύσµατα είναι ~a και ~b. Τότε, µε ϐάση την εκφώνηση, τα δια-

νύσµατα ~a + ~b και ~a − ~b είναι κάθετα, άρα :

(

~a + ~b
)

·
(

~a − ~b
)

= 0 =⇒ ~a · ~a + ~b · ~a − ~a · ~b − ~b · ~b = 0 =⇒ |~a |2 − |~b|2 = 0

=⇒ |~a|2 = |~b|2 =⇒ |~a| = |~b|

Γεωµετρική ερµηνεία: Εάν στις πλευρές ενός παραλληλογράµµου αντιστοιχηθούν τα

διανύσµατα ~a και ~b, τότε οι δύο διαγώνιές του αντιστοιχούν στα διανύσµατα (~a + ~b)
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και (~a−~b). Είναι γεωµετρικά γνωστό πως, εάν οι διαγώνιες ενός παραλληλογράµµου

γίνουν κάθετες, τότε το σχήµα µετατρέπεται σε ϱόµβο, του οποίου όλες οι πλευρές

είναι ίσες, άρα |~a| = |~b|.

ΑΣΚΗΣΗ 1.5

Να αποδείξετε πως το αποτέλεσµα του εξωτερικού γινοµένου τριών διανυσµάτων της

µορφής ~a × (~b × ~c) είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων ~b και ~c και

µάλιστα ισχύει : ~a × (~b ×~c) = (~a ·~c) ~b − (~a · ~b)~c

Λύση

Το εξωτερικό γινόµενο ~b×~c ϑα είναι ένα διάνυσµα, έστω ~d, το οποίο ϑα είναι κάθετο

στο επίπεδο (bc) των διανυσµάτων ~b και ~c. Κατά συνέπεια, το Ϲητούµενο εξωτερικό

γινόµενο ~a × ~d ϑα είναι κάθετο στο επίπεδο (ad), άρα ϑα ϐρίσκεται υποχρεωτικά

στο επίπεδο (bc). ΄Ετσι λοιπόν ϑα µπορεί να αναλύεται σε συνιστώσες του ~b και ~c,

δηλαδή να γραφεί σαν γραµµικός συνδυασµός :

~a × (~b ×~c) = m~b + n~c

όπου m και n προσδιοριστέα ϐαθµωτά µεγέθη. Αν προσπαθήσουµε να εκφράσουµε

το ~a × (~b ×~c) µε τη µορφή ορίζουσας, ϑα πάρουµε

~a×
(

~b ×~c
)

=

(

a1 î + a2 ĵ + a3k̂
)

×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

a1 a2 a3
∣

∣

∣

∣

∣

∣

b2 b3

c2 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1 b3

c1 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1 b2

c1 c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Υπολογίζοντας τη συνιστώσα î από την παραπάνω σύνθετη ορίζουσα, παίρνουµε το

αποτέλεσµα:

a2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1 b2

c1 c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ a3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1 b3

c1 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a2(b1c2 − b2c1) + a3(b1c3 − b3c1)

= (a2c2 + a3c3)b1 − (a2b2 + a3b3)c1

όπου προσθαφαιρώντας τον όρο a1b1c1 καταλήγουµε στο :

(a1c1 + a2c2 + a3c3)b1 − (a1b1 + a2b2 + a3b3)c1 = (~a ·~c)b1 − (~a · ~b)c1

Οµοίως και κυκλικά για τις άλλες δύο συνιστώσες ĵ και k̂ προκύπτουν αντίστοιχα τα

αποτελέσµατα

(~a ·~c)b2 − (~a · ~b)c2 , (~a ·~c)b3 − (~a · ~b)c3

οπότε οι Ϲητούµενοι συντελεστές m και n είναι : m = ~a ·~c , n = −~a · ~b

Εναλλακτική λύση: Μια άλλη αντιµετώπιση του προβλήµατος αποτελεί η παρα-

κάτω τεκµηρίωση, η οποία ενέχει σαφώς λιγότερες πράξεις. Με κατάλληλες στροφές
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του καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ϑα

µπορούσαµε να κατευθύνουµε τον άξονα ~z να ταυτίζεται µε την διεύθυνση του δια-

νύσµατος ~c και το διάνυσµα ~b να ϐρίσκεται στο επίπεδο (yz). ΄Ετσι καταφέρνουµε

να γράψουµε τα διανύσµατα ~a.~b και ~c στην οικονοµικότερη ανάπτυξη :























~a = a1 î + a2 ĵ + a3k̂
~b = b2 ĵ + b3k̂

~c = c3k̂























Τώρα έχουµε :

~a ×
(

~b ×~c
)

=

(

a1 î + a2 ĵ + a3k̂
)

×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

0 b2 b3

0 0 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

a1 a2 a3
∣

∣

∣

∣

∣

∣

b2 b3

0 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 b3

0 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 b2

0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ανάπτυξη της ορίζουσας αυτής δίνει :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

a1 a2 a3

b2c3 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a3b2c3 ĵ − a2b2c3k̂

Για τους λόγους που αναπτύχθηκαν προηγούµενα, το αποτέλεσµα αναµένεται να

είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων ~b και ~c, δηλαδή:

~a × (~b ×~c) = m~b + n~c ,

οπότε, προσπαθούµε να συνθέσουµε στο αποτέλεσµα τα διανύσµατα ~b και ~c. Προ-

σθαφαιρώντας τον όρο a3b3c3k̂ το αποτέλεσµα διαµορφώνεται ως εξής :

a3b2c3 ĵ+a3b3c3k̂ − a2b2c3k̂−a3b3c3k̂ = a3c3

(

b2 ĵ + b3k̂
)

− (a2b2 + a3b3) c3k̂

= (~a ·~c) ~b −
(

~a · ~b
)

~c

καταλήγοντας έτσι στο Ϲητούµενο ~a × (~b ×~c) = (~a ·~c) ~b − (~a · ~b)~c

Σηµείωση: Από την υπόθεση ~a × (~b × ~c) = m~b + n~c και πολλαπλασιάζοντας εσω-

τερικά και τα δύο µέλη µε ~a παίρνουµε :

~a ·
[

~a × (~b ×~c)
]

= ~a ·
(

m~b + n~c
)

= m
(

~a · ~b
)

+ n (~a ·~c)

Αλλά το τριπλό γινόµενο του αριστερού µέλους της σχέσης αυτής είναι µηδενικό

(΄Ασκηση 1.3), οπότε καταλήγουµε στη σχέση :

m
(

~a · ~b
)

+ n (~a ·~c) = 0 =⇒
m

n
= −

~a ·~c
~a · ~b

Παρόλο που η σχέση αυτή προσδιορίζει µόνο τον λόγο των δύο αγνώστων συντελεστών

m και n, ϑα µπορούσε κανείς να εξετάσει εάν µε m = ~a · ~c και µε n = −~a · ~b
επαληθεύεται η Ϲητούµενη σχέση, πράγµα που ισχύει.
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ΑΣΚΗΣΗ 1.6

Να αποδείξετε πως
(

~a × ~b
)2
= a2b2 −

(

~a · ~b
)2

.

Λύση

Α΄ Μέλος
(

~a × ~b
)2
=

∣

∣

∣~a × ~b
∣

∣

∣

2
=

(

|~a| |~b| sin θ
)2
= a2b2 sin

2 θ

Β΄ Μέλος

a2b2−
(

~a · ~b
)2
= a2b2−

(

|~a | |~b| cos θ
)2
= a2b2−a2b2 cos2 θ = a2b2(1−cos2 θ) = a2b2 sin

2 θ

ΑΣΚΗΣΗ 1.7

Να αποδείξετε πως
(

~a + ~b
)

×
(

~a − ~b
)

= 2~b × ~a.

Λύση
(

~a + ~b
)

×
(

~a − ~b
)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

a1 + b1 a2 + b2 a3 + b3

a1 − b1 a2 − b2 a3 − b3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∆εδοµένου πως η τιµή µιας ορίζουσας δεν αλλάζει εάν προσθέσουµε σε µια γραµ-

µή (L:Line) ή στήλη (C:Column) οποιοδήποτε πολλαπλάσιο µιας άλλης γραµµής ή

στήλης αντίστοιχα, µπορούµε µε τις παρακάτω διαδικασίες να πάρουµε :

(L2+L3)→ L3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

a1 + b1 a2 + b2 a3 + b3

2a1 2a2 2a3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (L2−L3/2)→ L2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

b1 b2 b3

2a1 2a2 2a3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

οπότε καταλήγουµε στη σχέση :
(

~a + ~b
)

×
(

~a − ~b
)

= 2~b × ~a .

ΑΣΚΗΣΗ 1.8

∆ίνονται τα τρία διανύσµατα του χώρου µε καρτεσιανές συντεταγµένες ~a = (1, µ, 2),
~b = (−1,−2, 0) και ~c = (1, 4, 4). Να προσδιορισθεί η πραγµατική σταθερά µ, ώστε τα

τρία αυτά διανύσµατα να ϐρίσκονται στο ίδιο επίπεδο. Ποιος γραµµικός συνδυασµός

των διανυσµάτων ~a και ~b παράγει το διάνυσµα ~c;

Λύση

Το συνεπίπεδο των διανυσµάτων απαιτεί γραµµική εξάρτηση του τρίτου από τα άλλα

δύο, δηλαδή µηδενισµό της ορίζουσας των συντεταγµένων :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 =⇒

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 µ 2

−1 −2 0

1 4 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 =⇒ 1(−8 − 0) − µ(−4 − 0) + 2(−4 + 2) = 0
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απ΄ όπου προκύπτει −8 + 4µ − 2 = 0 =⇒ 4µ = 12 =⇒ µ = 3

Αναζητώντας τώρα τις σταθερές m και n ώστε να ισχύει ο γραµµικός συνδυασµός

m~a + n~b = ~c, καταλήγουµε στο εξής συµβατό σύστηµα εξισώσεων :

m(1, 3, 2) + n(−1,−2, 0) = (1, 4, 4) =⇒























m − n = 1

3m − 2n = 4

2m + 0n = 4























= 0 =⇒
{

m = 2

n = 1

}

.

1.1.2 Σύνθεση και Ανάλυση ∆υνάµεων

ΑΣΚΗΣΗ 1.9

Σε καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων (x, y, z) οι συνιστώσες της δύναµης ~F έχουν

µέτρα Fx = 4N , Fy = 3N και Fz = 5N αντίστοιχα. Να ϐρεθεί το µέτρο της δύναµης F

καθώς και οι πολικές γωνίες θ και φ (οι οποίες εξ ορισµού είναι αντίστοιχα ∠(Fz, F )

και ∠(Fx , Fxy).

F

xF

zF

yF
xyF

x 

z 

y 

 

 

Λύση

Το µέτρο της συνισταµένης δύναµης F δίνεται από τις προβολές Fx , Fy, Fz µέσω της

σχέσης

F =
√

F 2
x + F 2

y + F 2
z

η οποία απορρέει από τη διπλή εφαρµογή του Πυθαγορείου Θεωρήµατος στα α-

ντίστοιχα ορθογώνια τρίγωνα (ϐλέπε Σχήµα)

F =
√

F 2
xy + F 2

z =

√

F 2
x + F 2

y + F 2
z =

√
42 + 32 + 52 = 5

√
2N

Για τις Ϲητούµενες γωνίες ισχύει :

cos θ =
Fz

F
=

5

5
√

2
=

√
2

2
⇐⇒ θ = arccos













√
2

2













= 45o
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tan φ =
Fy

Fx

=
3

4
⇐⇒ φ = arctan

(

3

4

)

= 36.9o

Χρήση Εσωτερικού Γινοµένου ∆ιανυσµάτων

Ο υπολογισµός των γωνιών µπορεί να γίνει και µε τη ϐοήθεια του εσωτερικού γι-

νοµένου των δύο διανυσµάτων που συνθέτουν την Ϲητούµενη γωνία. Για παράδειγµα

η γωνία ϑ µπορεί να υπολογισθεί από το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων ~F · ~Fz.

θ = ∠(F, Fz)

~F · ~Fz = |~F | |~Fz| cosθ =⇒ (4, 3, 5) · (0, 0, 5) = (5
√

2) 5 cosθ

=⇒ 4 · 0 + 3 · 0 + 5 · 5 = 25
√

2 cosθ =⇒ cosθ =

√
2

2
=⇒ θ = arccos













√
2

2













= 45o

Καθ΄ όµοιον τρόπον µπορούν να υπολογισθούν :

φ = ∠(Fx , Fxy)

~Fx · ~Fxy = |~Fx | |~Fxy| cosφ =⇒ (4, 0, 0) · (4, 3, 0) = 4
√

42 + 32 cosφ

=⇒ 4 · 4 + 0 · 3 + 0 · 0 = 20 cosφ =⇒ cosφ =
4

5
=⇒ φ = arccos

(

4

5

)

= 36.9o

ω = ∠(F, Fx)

~F · ~Fx = |~F | |~Fx | cosω =⇒ (4, 3, 5) · (4, 0, 0) = (5
√

2) 4 cosω

=⇒ 4 · 4+ 3 · 0+ 5 · 0 = 20
√

2 cosω =⇒ cosω =
4

5
√

2
=⇒ ω = arccos













4
√

2

10













= 55.6o

ΑΣΚΗΣΗ 1.10

Να ϐρεθεί η συνισταµένη των δυνάµεων ~F1 = (1, 2, 0), ~F2 = (−2, 1, 1), ~F3 = (1, 1, 2)

και να υπολογισθεί η γωνία που σχηµατίζει µε τον άξονα z.

Λύση

Η συνισταµένη δίνεται από το διανυσµατικό άθροισµα:

~F = ~F1 + ~F2 + ~F3 = (1, 2, 0) + (−2, 1, 1) + (1, 1, 2) = (0, 4, 3)

Είναι προφανές πως η δύναµη αυτή κείται στο επίπεδο (y, z). Για την Ϲητούµενη

γωνία :
~F · k̂ = |~F | |k̂| cosθ =⇒ (0, 4, 3) · (0, 0, 1) =

√
42 + 32 · 1 · cosθ

=⇒ 0 · 0 + 4 · 0 + 3 · 1 = 5 cosθ =⇒ cosθ =
3

5
=⇒ θ = arccos

(

3

5

)

= 53.1o
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ΑΣΚΗΣΗ 1.11

Η δύναµη του επιπέδου ~F = Fx î +Fy ĵ = 3î +4 ĵ να αναλυθεί σε δύο συνιστώσες κατά

την κατεύθυνση των κάθετων διανυσµάτων ~u = î + ĵ και ~v = −î + ĵ.

Λύση

Θα χρειαστεί να προβάλλουµε το διάνυσµα ~F στις δύο Ϲητούµενες κατευθύνσεις,

οπότε ϑα χρειαστούµε τα µοναδιαία διανύσµατα û και v̂, τα οποία είναι αντίστοιχα :

û =
~u

|~u|
=

î + ĵ
√

12 + 12
=

√
2

2
î +

√
2

2
ĵ & v̂ =

~v

|~v|
=

−î + ĵ
√

(−1)2 + 12
= −
√

2

2
î +

√
2

2
ĵ

Οι προβολές Fu και Fv υπολογίζονται ως :

Fu = ~F · û =
(

3î + 4 ĵ
)

·












√
2

2
î +

√
2

2
ĵ













=
3
√

2

2
+

4
√

2

2
=

7
√

2

2

και

Fv = ~F · v̂ =
(

3î + 4 ĵ
)

·












−
√

2

2
î +

√
2

2
ĵ













= −
3
√

2

2
+

4
√

2

2
=

√
2

2

Κατά συνέπεια, η δύναµη ~F µπορεί να γραφεί στη ϐάση των µοναδιαίων û και v̂ ως:

~F = ~Fu + ~Fv = Fuû + Fvv̂ =
7
√

2

2
û +

√
2

2
v̂

∆ιαπιστώσεις:

(α) Το µέτρο της δύναµης |~F |, όπως αναµένεται, παραµένει αναλλοίωτο και στα δύο

συστήµατα συντεταγµένων (x, y) και (u, v):

|~F | =
√

F 2
x + F 2

y =

√
32 + 42 = 5

|~F | =
√

F 2
u + F 2

v =

√

(

7
√

2

2

)2

+

( √
2

2

)2

=

√

49
2
+

1
2
= 5

Ουσιαστικά, εδώ πρόκειται για στροφή του ορθογωνίου συστήµατος συντεταγµένων

γύρω από τον άξονα z.

(ϐ) Οι παραπάνω συνιστώσες µε ϐάση το σύστηµα συντεταγµένων (x, y) µπορούν να

γραφούν ως:

~Fu =
7
√

2

2
û =

7
√

2

2

(

î + ĵ
)

= −7
√

2

2
î + 7

√
2

2
ĵ

~Fv =

√
2

2
û =

√
2

2

(

−î + ĵ
)

=

√
2

2
î +

√
2

2
ĵ

Η ορθογωνιότητα των συνιστωσών ~Fu και ~Fv παραµένει, όπως εύκολα µπορεί να

διαπιστωθεί από τον µηδενισµό του εσωτερικού γινοµένου:

~Fu · ~Fv =













−
7
√

2

2
î +

7
√

2

2
ĵ













·












√
2

2
î +

√
2

2
ĵ













= −
7

2
+

7

2
= 0 .
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ΑΣΚΗΣΗ 1.12

∆ίνονται οι κορυφές ενός ορθογώνιου παραλληλογράµµου A (0, 0, Z0), B (X0, 0, Z1),

C (X0, Y0, Z1) και D (0, Y0, Z0) όπως ϕαίνονται στο σχήµα. Αφού ϐρεθούν οι συντε-

ταγµένες της προβολής του παραλληλογράµµου πάνω στο επίπεδο (XY ), να υπολο-

γισθούν τα εµβαδά αµφοτέρων των παραλληλογράµµων και να ϐρεθεί η µεταξύ τους

σχέση.

x 

z 

y A 

B 

C 

D 

 

  

 

 

Λύση

Οι συντεταγµένες των προβολών των τεσσάρων κορυφών στο επίπεδο (XY ) ϑα δια-

τηρούν τις συντεταγµένες στα x και y αλλά ϑα έχουν µηδενική τη συντεταγµένη

z. Συνεπώς ϑα είναι : A′ (0, 0, 0), B′ (X0, 0, 0), C′ (X0, Y0, 0) και D′ (0, Y0, 0). Για τα

εµβαδά ϑα ισχύουν :

S(ABCD) = | ~AB × ~AD| = | ~AD| | ~AB| sin90o
= Y0

√

X2
0 + (Z1 − Z0)2

S(A′B′C′D′) = | ~A′B′ × ~A′D′| = | ~A′D′| | ~A′B′| sin90o
= X0Y0

Από το αποτέλεσµα αυτό είναι προφανές πώς:

S(A′B′C′D′)

S(ABCD)
=

X0
√

X2
0 + (Z1 − Z0)2

=
| ~A′B′|
| ~AB|

= cosθ

δηλαδή µεταξύ των εµβαδών ισχύει η σχέση :

S(A′B′C′D′) = S(ABCD) cosθ
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1.1.3 Ροπή και Ζεύγος ∆υνάµεων

ΑΣΚΗΣΗ 1.13

Στο σηµείο του χώρου ~r = (1, 1, 1) επενεργούν τέσσερις δυνάµεις ~F1 = (1, 0, 1),
~F2 = (2,−1, 0), ~F3 = (−2, 1, 1) και ~F4 = (0, 1, 1). Να ϐρεθεί η συνισταµένη ϱοπή

του συστήµατος ως προς την αρχή των αξόνων και να εξεταστεί εάν αυτή µπορεί να

αντικατασταθεί από τη συνισταµένη δύναµη µε τον ίδιο µοχλοβραχίονα.

Λύση

Η συνισταµένη ϱοπή των δυνάµεων αυτών ϑα υπολογισθεί από το διανυσµατικό

άθροισµα των επιµέρους ϱοπών ως προς το σηµείο αναφοράς (αρχή των αξόνων):

~τ = ~τ1 +~τ2 +~τ3 +~τ4 = (~r × ~F1) + (~r × ~F2) + (~r × ~F3) + (~r × ~F4)

=⇒ ~τ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

1 1 1

1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

1 1 1

2 −1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

1 1 1

−2 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

1 1 1

0 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒ ~τ = (1, 0,−1) + (1, 2,−3) + (0,−3, 3) + (0,−1, 1) = (2,−2, 0)

=⇒ ~τ = ~τ1 +~τ2 +~τ3 +~τ4 = (2,−2, 0)

Η ϱοπή της συνισταµένης δύναµης ως προς το ίδιο σηµείο είναι :

~r × ~F = ~r × (~F1 + ~F2 + ~F3 + ~F4) = (1, 1, 1) × (1, 1, 3) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

1 1 1

1 1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (2,−2, 0)

=⇒ ~τ = ~r × ~F = (2,−2, 0)

Η ισοδυναµία είναι προφανής, όπως έχει ελεγχθεί και στη ϑεωρία, δεδοµένου ότι

για συντρέχουσες δυνάµεις ισχύει πάντα :

~τ = ~τ1 +~τ2 +~τ3 +~τ4 = ~r × ~F1 +~r × ~F2 +~r × ~F3 +~r × ~F4 = ~r × (~F1 + ~F2 + ~F3 + ~F4) = ~r × ~F

ΑΣΚΗΣΗ 1.14

Τρεις δυνάµεις ~F1 = (1, 1, 0), ~F2 = (−1, 2, 1) και ~F3 = (1,−1,−1) επενεργούν σε

στερεό σώµα στα σηµεία ~r1 = (1, 1, 1), ~r2 = (1, 2, 0) και ~r3 = (−1, 1, 1) αντίστοιχα. Να

αντικατασταθούν οι δυνάµεις αυτές µε µία δύναµη και ένα Ϲεύγος δυνάµεων, ώστε

να επιφέρουν ισοδύναµα αποτελέσµατα ως προς την µεταφορική και περιστροφική

κίνηση. Θεωρείστε για τον υπολογισµό των ϱοπών την αρχή των αξόνων. Γιατί δεν

αρκεί στην περίπτωση αυτή µόνο η συνισταµένη δύναµη και είναι επιβεβληµένη και

η εφαρµογή επιπρόσθετου Ϲεύγους ;
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Λύση

Η συνισταµένη δύναµη δίνεται από το διανυσµατικό άθροισµα:

~F = ~F1 + ~F2 + ~F3 = (1, 1, 0) + (−1, 2, 1) + (1,−1,−1) =⇒ ~F = (1, 2, 0)

Στη συνέχεια υπολογίζεται η συνισταµένη ϱοπή ως προς την αρχή των αξόνων :

~τ = ~τ1 +~τ2 +~τ3 = ~r1 × ~F1 +~r2 × ~F2 +~r3 × ~F3

=⇒ ~τ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

1 1 1

1 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

1 2 0

−1 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

−1 1 1

1 −1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒ ~τ = (−1, 1, 0) + (2,−1, 4) + (0, 0, 0) =⇒ ~τ = (1, 0, 4)

Ελέγχουµε στη συνέχεια εάν η ευρεθείσα συνολική ϱοπή~τ = (1, 0, 4) έχει καθετότητα

µε τη συνισταµένη δύναµη ~F = (1, 2, 0):

~F ·~τ = (1, 2, 0) · (1, 0, 4) = 1 · 1 + 2 · 0 + 0 · 4 = 1 , 0

Συνάγουµε λοιπόν το συµπέρασµα πως η συνολική ϱοπή δεν είναι κάθετη στην

συνισταµένη δύναµη. Κατά συνέπεια, δεν υπάρχει δυνατότητα αντικατάστα-

σης των δυνάµεων µε µια µόνο δύναµη, δεδοµένου ότι δεν µπορεί να ϐρεθεί

λύση για τη συνολική ϱοπή, η οποία ως το αποτέλεσµα του εξωτερικού γινοµένου

ϑέσης×δύναµης οφείλει να παρουσιάζει καθετότητα και στα δύο αυτά διανύσµατα.

Η αδυναµία εύρεσης λύσης µπορεί να αποδειχτεί µαθηµατικά µε την παρακάτω

σκέψη: ΄Εστω πως υπήρχε διάνυσµα ~b = (bx , by, bz) τέτοιο ώστε ~b × ~F = ~τ. Τότε ϑα

έπρεπε :

~b × ~F = ~τ =⇒ (bx , by, bz) × (Fx , Fy, Fz) = (τx , τy, τz) =⇒

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

bx by bz

1 2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1, 0, 4)
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=⇒ (−2bz, bz, 2bx − by) = (1, 0, 4) =⇒





















−2bz = 1

bz = 0

2bx − by = 4





















=⇒





















bz = −1/2

bz = 0

bx = by/2 + 2





















όπερ αδύνατον.

Αντικατάσταση µε τη Συνισταµένη ∆ύναµη και Ζεύγος ∆υνάµεων

Η ευρεθείσα συνισταµένη δύναµη ~F πρέπει να διέρχεται από την αρχή των αξόνων

(σηµείο υπολογισµού των ϱοπών), ώστε να µην συνεισφέρει ως προς την ϱοπή. Η

συνολική ϱοπή ~τ µπορεί τότε να αντικατασταθεί από Ϲεύγος δυνάµεων µέτρου R, το

οποίο ως γνωστόν δεν συνεισφέρει στην µεταφορική κίνηση (µηδενική συνισταµένη

δύναµη) αλλά µπορεί να προσδώσει την απαιτούµενη ϱοπή στο σώµα µε κατάλληλη

επιλογή του µοχλοβραχίονα ~b. Το Ϲεύγος των δυνάµεων αυτών, όπως και το διάνυσµα
~b, πρέπει να ϐρίσκεται σε επίπεδο κάθετο στην ϱοπή ~τ .

Για να ϐρούµε το επίπεδο (X, Y, Z ) το οποίο είναι κάθετο στην ϱοπή ~τ = (1, 0, 4)

και διέρχεται από την αρχή των αξόνων, απλά απαιτούµε το εσωτερικό γινόµενο τους

να µηδενίζεται, δηλαδή:

(X, Y, Z ) · (1, 0, 4) = 0 =⇒ X+4Z=0

Η εξίσωση αυτή περιγράφει το κάθετο επίπεδο στην συνολική ϱοπή ~τ και πρέπει να

ικανοποιείται τόσο από τις συνιστώσες της δύναµης ~R = (Rx , Ry, Rz) όσο και απ΄ αυτές

του µοχλοβραχίονα ~b = (bx , by, bz). Επιπρόσθετα ϑα πρέπει ~b × ~R = ~τ, συνθήκη η

οποία εισάγει περιορισµούς στα µέτρα των Ϲητουµένων διανυσµάτων.

Από τα παραπάνω ϕαίνεται καθαρά πως η εύρεση του Ϲητούµενου Ϲεύγους δυ-

νάµεων χαρακτηρίζεται από απειρία λύσεων. Αν επιλέξουµε για παράδειγµα το

διάνυσµα του µοχλοβραχίονα να είναι ~b = (0, 1, 0), ώστε να ικανοποιείται η προηγο-

ύµενη εξίσωση του κάθετου στην ~τ επιπέδου, τότε η δύναµη του Ϲεύγους πρέπει να

ικανοποιεί τη σχέση :

~b × ~R = ~τ =⇒

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

0 1 0

Rx Ry Rz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1, 0, 4)

=⇒ (Rz, 0,−Rx) = (1, 0, 4) =⇒
(

Rx = −4

Rz = +1

)

Κατά συνέπεια, µια λύση του προβλήµατος αποτελεί το Ϲεύγος δυνάµεων

~b × ~R = (0, 1, 0) × (−4, 0, 1)

.

ΑΣΚΗΣΗ 1.15

Σταθερή δύναµη ~F = (1, 2, 3) µετακινείται από το σηµείο (1) του χώρου~r1 = (1,−1, 1)

στο σηµείο (2) ~r2 = (2, 2,−1). Να υπολογίσετε το παραγόµενο έργο W12 της δύναµης

αυτής κατά την µετακίνηση 1→ 2.
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Λύση

Η µετακίνηση της δύναµης περιγράφεται από το διάνυσµα:

∆~r = ~r2 −~r1 = (2, 2,−1) − (1,−1, 1) = (1, 3,−2)

∆εδοµένου ότι η δύναµη παραµένει σταθερή, το παραγόµενο έργο ϑα δίνεται απλά

από το εσωτερικό γινόµενο :

W12 = ~F · ∆~r = (1î + 2ĵ + 3k̂) · (1î + 3ĵ − 2k̂) = 1

στις αντίστοιχες µονάδες έργου.

1.1.4 Στατική Ισορροπία Σώµατος

ΑΣΚΗΣΗ 1.16

Τρεις συντρέχουσες δυνάµεις σε υλικό σηµείο ισορροπούν. Να αποδείξετε ότι τα

µέτρα τους ικανοποιούν τον νόµο των ηµιτόνων: F1/sinα = F2/sin̙ = F3/sinγ,

όπου α,β,γ οι αντίστοιχες γωνίες που σχηµατίζουν τα άλλα δύο διανύσµατα.

Λύση

Η ισορροπία τριών δυνάµεων σε υλικό σηµείο διασφαλίζει το συνεπίπεδο των δυ-

νάµεων. Από την ισχύ της σχέσης :

~F1 + ~F2 + ~F3 = 0

και µε παράλληλη µετάθεση των διανυσµάτων σχηµατίζεται ένα τρίγωνο των δυνάµε-

ων (ϐλέπε σχήµα). Γνωρίζουµε όµως, πως το µέτρο του εξωτερικού γινοµένου δύο

διανυσµάτων ισούται µε το εµβαδόν του σχηµατιζόµενου παραλληλόγραµµου, οπότε

για το εν λόγω τρίγωνο των δυνάµεων ϑα ισχύει :

△(F1, F2, F3) =
1

2

∣

∣

∣
~F1 × ~F2

∣

∣

∣ =
1

2

∣

∣

∣
~F2 × ~F3

∣

∣

∣ =
1

2

∣

∣

∣
~F3 × ~F1

∣

∣

∣



Κεφάλαιο 1. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΙΣΑΓΩΓΗ 17

Αντικαθιστώντας τα µέτρα των εξωτερικών γινοµένων παίρνουµε :

1

2
F1F2sinγ =

1

2
F2F3sinα =

1

2
F3F1sin̙

=⇒
F1

sinα
=

F2

sin̙
=

F3

sinγ

ΑΣΚΗΣΗ 1.17

Μια µη οµογενής ϱάβδος κρέµεται και ηρεµεί σε οριζόντια ϑέση µε δύο αβαρή συρ-

µατόσχοινα, όπως ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Τα συρµατόσχοινα σχηµατίζουν

γωνίες θ = 36.0o και φ = 53.1o µε την κατακόρυφο. Εάν το µήκος L της ϱάβδου

είναι 6.10 m, να υπολογίσετε την απόσταση x από το αριστερό άκρο της ϱάβδου

µέχρι το κέντρο µάζας. (΄Ασκηση 12.31 Halliday-Resnick-Walker)

Λύση

Οι ασκούµενες στη ϱάβδο δυνάµεις, όλες άγνωστες ως προς το µέτρο, είναι :

1. Η δύναµη στο αριστερό άκρο της από το συρµατόσχοινο F1

2. Η δύναµη στο δεξιό άκρο της από το συρµατόσχοινο F2

3. Το ϐάρος της W σε απόσταση x από το αριστερό της άκρο.

Αναλύοντας τις δυνάµεις F1 και F2 σε οριζόντιες και κατακόρυφες συνιστώσες, και

απαιτώντας στατική ισορροπία για τη ϱάβδο, καταλήγουµε στις παρακάτω εξισώσεις :

∑

Fx = 0 =⇒ −F1sinθ + F2sinφ = 0

∑

Fy = 0 =⇒ F1cosθ + F2cosφ −W = 0

∑

τ = 0 =⇒ −x ·W + L · F2cosφ = 0
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Οι εξισώσεις αυτές δίνουν κατά σειρά :

F1 = F2

sinφ

sinθ

W = F1cosθ + F2cosφ =⇒ W = F2

[

sinφ

sinθ
cosθ + cosφ

]

= F2

sinφ cosθ + cosφ sinθ

sinθ

x = L
F2cosφ

W
=⇒ x = L

cosφ sinθ

sinφ cosθ + cosφ sinθ
=⇒ x = L

1

tanφ cot θ + 1

Μετά από αντικατάσταση προκύπτει η παρακάτω αριθµητική τιµή για το x:

x = L
1

tanφ cot θ + 1
= 6.1

1

tan53.1o cot36.0o + 1
= 2.15 m

ΑΣΚΗΣΗ 1.18

Σώµα µάζας m κρέµεται δεµένο σε κατακόρυφο τοίχο µε το σχοινί 1 και στην ο-

ϱιζόντια οροφή µε το σχοινί 2. Το σχοινί 1 σχηµατίζει γωνία ϕ ενώ το σχοινί 2

σχηµατίζει γωνία ϑ µε το οριζόντιο επίπεδο. Για σταθερή γωνία ϕ, να ϐρεθεί η τιµή

της ϑ που ελαχιστοποιεί την τάση στο σχοινί 2. Πόση είναι η ελάχιστη αυτή τάση ;

(΄Ασκηση 12.60 Halliday-Resnick-Walker)

Λύση

Εάν ϑεωρήσουµε τις τάσεις T1 και T2 αντίστοιχα στα σχοινιά 1 και 2, τότε η ισορροπία

του σώµατος δίνει τις παρακάτω εξισώσεις για τις συνιστώσες δυνάµεις σε κατακόρυ-

ϕη και οριζόντια κατεύθυνση:

{

T1 sinφ + T2 sinθ = W

T1 cosφ = T2 cosθ

}

=⇒
T1 sinφ

T1 cosφ
=

W − T2 sinθ

T2 cosθ
=⇒ tanφ =

W − T2 sinθ

T2 cosθ

Επιλύοντας την εξίσωση αυτή ως προς T2 καταλήγουµε στη σχέση :

T2 =
W

sinθ + cosθ tan φ
=

mg

sinθ + cosθ tan φ
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T
1 

T
2 

W 

Για σταθερή µάζα m και γωνία ϕ, η T2 εξαρτάται µόνο από τη γωνία ϑ. Η εύρεση

του ακρότατου της συνάρτησης αυτής ϑα δώσει τη Ϲητούµενη τιµή της γωνίας :

∂T2

∂θ
= 0 =⇒ −mg

(sinθ + cosθ tan φ)2
(cosθ − sinθ tanφ) = 0

Η συνθήκη αυτή ικανοποιείται όταν sinθ tanφ = cosθ, δηλαδή όταν :

tanθ tanφ = 1 =⇒ tanθ = cotφ =⇒ θ =
π

2
− φ

Η ελάχιστη τάση Tmin
2 στην περίπτωση αυτή δίνεται από τη σχέση :

Tmin
2 = T2(θ =

π

2
− φ) =

mg

sin(π/2 − φ) + cos(π/2 − φ) tanφ
=

mg

cosφ + sinφ tanφ

=⇒ Tmin
2 = mg cosφ

 

2 

 

Στην γενική περίπτωση, η ε-

ξάρτηση της T2 από τη γωνία

ϑ, για σταθερή ϕ, δίνεται από

τη σχέση που ϐρέθηκε προη-

γούµενα. Παράδειγµα της ε-

ξάρτησης αυτής για φ = 40o

δίνεται στο διπλανό διάγραµ-

µα, όπου το ελάχιστο για την

T2 (εκπεφρασµένη σε µονάδες

ϐάρους W = mg) ϐρίσκεται

όντως στο θ = 90o − φ =

50o.
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ΑΣΚΗΣΗ 1.19

Τέσσερα τούβλα µήκους L, όµοια και οµογενή, στοιβάζονται το ένα πάνω στο άλλο,

όπως ϕαίνονται στο σχήµα, µε τέτοιο τρόπο ώστε µέρος από το καθένα να προεξέχει

από το προηγούµενο. Να ϐρείτε, σαν συνάρτηση του L, τις µέγιστες τιµές για τα

a1, a2, a3, a4 και του h = a1 + a2 + a3 + a4, έτσι ώστε η στοιβάδα να ϐρίσκεται σε

ισορροπία. (΄Ασκηση 12.63 Halliday-Resnick-Walker)

Λύση

Το κέντρο ϐάρους του ανώτερου σώµατος πρέπει οριακά να καλύπτεται από το δεξιό

άκρο του υποκείµενου σώµατος. Κατά συνέπεια a1 = L/2. Για n = 2 τούβλα,

το κέντρο ϐάρους του συστήµατος ϐρίσκεται στο µέσο του L/2, άρα a2 = 1/2 ×
L/2 = L/4. Στην γενική περίπτωση που έχουµε n συνολικά σώµατα, δηλαδή (n − 1)

υπερκείµενα και ένα σώµα υποκείµενο, το κέντρο ϐάρος ϑα υπολογίζεται από τη

σχέση ισορροπίας :

(n − 1)mg an = mg(
L

2
− an) =⇒ n an =

L

2
=⇒ an =

L

2n

δηλαδή για τα τέσσερα τούβλα ισχύει :































n = 1→ a1 = L/2

n = 2→ a2 = L/4

n = 3→ a3 = L/6

n = 4→ a4 = L/8































και συνεπώς

h = a1 + a2 + a3 + a4 =
L

2
(1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
) =⇒ h =

25

24
L

Στη γενική περίπτωση που στοιβάζονται n συνολικά σώµατα, ή µέγιστη απόσταση

h που µπορεί να επιτευχθεί χωρίς να ανατραπούν τα σώµατα ϑα δίνεται από τη

σχέση :

h = a1 + a2 + · · · + an =
L

2

(

1 +
1

2
+ . . .

1

n

)

=⇒ h =
L

2

n
∑

i=1

1

i



Κεφάλαιο 1. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΙΣΑΓΩΓΗ 21

1.2 Συστήµατα Συντεταγµένων

ΑΣΚΗΣΗ 1.20

∆ίδεται το σηµείο (1,-1,1) των Καρτεσιανών συντεταγµένων. Ποιες είναι οι αντίστοιχες

σφαιρικές του συντεταγµένες ;

Λύση

Οι σφαιρικές συντεταγµένες του σηµείου αυτού είναι :

ρ =
√

12 + (−1)2 + 12 =

√
3

φ = atan
(

y

x

)

= atan
(−1

1

)

=
7π

4

θ = atan















√

x2 + y2

z















= atan













√
2

1













= 54.7o

ή ισοδύναµα

θ = acos

(

z

ρ

)

= acos

(

1
√

3

)

= 54.7o

ΑΣΚΗΣΗ 1.21

Αντίστροφα, το σηµείο (ρ, φ, θ) = (3, π/6, π/4) των σφαιρικών συντεταγµένων, να

εκφραστεί σε Καρτεσιανές και κυλινδρικές συντεταγµένες.

Λύση

Από τα δεδοµένα της άσκησης έχουµε :























ρ = 3

φ = π/6 = 30o

θ = π/4 = 45o























=⇒



















































x = ρsinθcosφ = 3

√
2

2

√
3

2
=

3
√

3

2
√

2

y = ρsinθsinφ = 3

√
2

2

1

2
=

3

4

√
2

z = ρcosθ = 3

√
2

2
=

3

2

√
2









































































ρ = 3

φ = π/6 = 30o

θ = π/4 = 45o























=⇒







































r = ρsinθ = 3

√
2

2
φ = φ = π/6

z = ρcosθ = 3

√
2

2







































΄Αρα οι Καρτεσιανές συντεταγµένες του σηµείου αυτού είναι

(

3
√

3

2
√

2
,
3

4

√
2,

3

2

√
2

)

, οι

δε αντίστοιχες κυλινδρικές

(

3

2

√
2, π/6,

3

2

√
2

)

.
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ΑΣΚΗΣΗ 1.22

∆ίδεται σε πολικές συντεταγµένες η εξίσωση r = 8 cosφ. Τι εκφράζει η εξίσωση αυτή ;

Λύση

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της εξίσωσης µε r καταλήγουµε στην παρακάτω

σχέση :

r = 8 cosφ =⇒ r2
= 8r cosφ

Γνωρίζοντας πως για τις πολικές συντεταγµένες

{

r2
= x2

+ y2

x = r cosφ

}

η εξίσωση διαµορ-

ϕώνεται ως :

x2
+ y2

= 8x =⇒ x2 − 8x + y2
= 0 =⇒ (x2 − 8x + 16)+ y2

= 16 =⇒ (x − 4)2
+ y2

= 42

Κατά συνέπεια, η εν λόγω εξίσωση παριστά έναν κύκλο στο επίπεδο XY µε κέντρο το

(4, 0) και ακτίνα 4.

ΑΣΚΗΣΗ 1.23

Τι εκφράζει η επιφάνεια z = 2r των κυλινδρικών συντεταγµένων ;

Λύση

Τετραγωνίζοντας αµφότερα τα µέλη της εξίσωσης αυτής και λαµβάνοντας υπόψη πως

r2
= x2

+ y2 καταλήγουµε στη σχέση :

z = 2r =⇒ z2
= 4r2

=⇒ z2
= 4(x2

+ y2)

=⇒ z = ±2
√

x2 + y2

Κάθε µια από τις εξισώσεις :

z =

{

+2
√

x2 + y2

−2
√

x2 + y2

}

εκφράζει την επιφάνεια ενός κώνου στον

τρισδιάστατο χώρο. Η γωνία κορυφής των

κωνικών αυτώ επιφανειών καθορίζεται από

τη σταθερά αναλογίας µεταξύ z και r. Στην

παρούσα άσκηση, η εφαπτοµένη της γωνίας

αυτής είναι 1/2.
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ΑΣΚΗΣΗ 1.24

Πώς εκφράζεται η προηγούµενη εξίσωση των κυλινδρικών συντεταγµένων z = 2r

(κωνικές επιφάνειες) σε σφαιρικές συντεταγµένες ;

Λύση

Επειδή οι συντεταγµένες r και z των κυλινδρικών συντεταγµένων εκφράζονται α-

ντίστοιχα µέσω των σφαιρικών µε τις σχέσεις

{

r = ρ sinθ

z = ρ cosθ

}

, η προηγούµενη εξίσωση

γίνεται :

z = 2r =⇒ ρ cosθ = 2ρ sinθ =⇒ tanθ =
1

2
=⇒ θ ≃ 26.6o

Γενικά, η εξίσωση θ = const σε σφαιρικές συντεταγµένες είναι ο γεωµετρικός τόπος

µιας κωνικής επιφάνειας, εκτεινόµενης και προς τα δύο ηµισφαίρια, µε γωνία κο-

ϱυφής θ.

ΑΣΚΗΣΗ 1.25

Ποια η γεωµετρική σηµασία των παρακάτω απεικονίσεων σε κυλινδρικές συντεταγ-

µένες ;

1. (r, φ, z) −→ (r, φ,−z)

2. (r, φ, z) −→ (r, φ + π, z)

3. (r, φ, z) −→ (r, φ + π,−z)

Ποιες είναι οι αντίστοιχες απεικονίσεις σε σφαιρικές συντεταγµένες·

Λύση

1. Κατοπτρισµός σηµείου ως προς το επίπεδο XY . Η αντίστοιχη απεικόνιση σε

σφαιρικές συντεταγµένες είναι (ρ, φ, θ) −→ (ρ, φ, π − θ)

2. Στροφή κατά γωνία π ως προς τον άξονα z. Η αντίστοιχη απεικόνιση σε σφαι-

ϱικές συντεταγµένες είναι (ρ, φ, θ) −→ (ρ, φ + π, θ)

3. Το συµµετρικό του σηµείου ως προς την αρχή των αξόνων. Η αντίστοιχη απει-

κόνιση σε σφαιρικές συντεταγµένες είναι (ρ, φ, θ) −→ (ρ, φ + π, π − θ)

Παρατηρείστε πως η απεικόνιση (3) είναι το αποτέλεσµα των δύο προηγουµένων

απεικονίσεων (1) + (2), χωρίς η σειρά δράσης να παίζει κάποιο ϱόλο, δηλαδή ισχύει

(3) = (1) + (2) = (2) + (1).
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1.3 Παραγώγιση

1.3.1 Μερικές Παράγωγοι

ΑΣΚΗΣΗ 1.26

Να υπολογισθούν οι µερικές παράγωγοι
∂f

∂x
και

∂f

∂y
για τις συναρτήσεις :

1. f (x, y) = x2y + y3

2. f (x, y) = e−x/y

3. f (x, y) = cos(xy) + xsin(y)

Λύση

1. Για τη συνάρτηση f (x, y) = x2y + y3 ισχύει :

∂f /∂x = 2xy + 0 = 2xy

∂f /∂y = x2
+ 3y2

2. Για τη συνάρτηση f (x, y) = e−x/y ισχύει :

∂f /∂x = e−x/y

(

−1

y

)

= −
1

y
e−x/y

∂f /∂y = e−x/y

(

x

y2

)

=
x

y2
e−x/y

3. Για τη συνάρτηση f (x, y) = cos(xy) + xsin(y) ισχύει :

∂f /∂x = −sin(xy) · y + sin(y) = −ysin(xy) + sin(y)

∂f /∂y = −sin(xy) · x + xcos(y) = −xsin(xy) + xcos(y)

ΑΣΚΗΣΗ 1.27

∆ίδεται η συνάρτηση g(u, v) = u/v + eu/v, όπου u = u(t) = t2 και v = v(t) = t. Με

ϐάση τον κανόνα της αλυσίδας να υπολογισθεί η ολική παράγωγος
dg

dt
και το απο-

τέλεσµα να επαληθευθεί µε άµεση αντικατάσταση των u(t) και v(t) στην συνάρτηση

g(u, v).

Λύση

Με ϐάση τον κανόνα της αλυσίδας ισχύει :

dg/dt = (∂g/∂u) (du/dt) + (∂g/∂v) (dv/dt)
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=⇒ dg/gt =
(

1

v
+

1

v
eu/v

)

(du/dt) +
(

− u

v2
− u

v2
eu/v

)

(dv/dt)

=⇒ dg/gt =
1

v

(

1 + eu/v
)

(du/dt) − u

v2

(

1 + eu/v
)

(dv/dt)

=⇒ dg/gt =
1

t

(

1 + et) 2t − 1 ·
(

1 + et) · 1 = 1 + et

=⇒ dg

gt
= 1 + et

Επαλήθευση

Με άµεση αντικατάσταση των u(t) και v(t) στην συνάρτηση g(u, v) αυτή γίνεται :

g(t) = g[u(t), v(t)] =
t2

t
+ et2/t

= t + et

οπότε η παράγωγος υπολογίζεται άµεσα ως dg/dt = d(t + et)/dt = 1 + et

ΑΣΚΗΣΗ 1.28

Για τη συνάρτηση w(x, y, z) = x2
+ y2

+ z2 και µε ϐάση τον κανόνα της αλυσίδας

να υπολογισθεί η ολική παράγωγος
dw
dt

, εάν είναι γνωστό πως x = x(t) = etcost,

y = y(t) = etsint και z = z(t) = et . Το αποτέλεσµα να επαληθευθεί µε άµεση

αντικατάσταση των x(t), y(t) και z(t) στην συνάρτηση w(x, y, z).

Λύση

Ο κανόνας της αλυσίδας που ισχύει στην συγκεκριµένη περίπτωση είναι :

dg

dt
=

∂w

∂x

dx

dt
+

∂w

∂y

dy

dt
+

∂w

∂z

dz

dt

Υπολογίζουµε κάθε έναν όρο του παραπάνω αθροίσµατος ξεχωριστά :

∂w

∂x

dx

dt
= (2x)

(

etcost − etsint
)

= 2etcost
(

etcost − etsint
)

= 2e2t
(

cos2t − sint cost
)

∂w

∂y

dy

dt
= (2y)

(

etsint + etcost
)

= 2etsint
(

etsint + etcost
)

= 2e2t
(

sin2t + sint cost
)

∂w

∂z

dz

dt
= (2z)

(

et)
= 2et (et)

= 2e2t

Κατά συνέπεια, η ολική παράγωγος είναι :

dg

dt
= 2e2t

(

cos2t − sint cost
)

+ 2e2t
(

sin2t + sint cost
)

+ 2e2t
= 4e2t

Επαλήθευση

΄Αµεση αντικατάσταση των x(t), y(t) και z(t) στην συνάρτηση w(x, y, z) δίνει :
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w(t) = w [x(t), y(t), z(t))] =
(

etcost
)2
+
(

etsint
)2
+
(

et)2
= e2t

(

cos2t + sin2t
)

+e2t
= 2e2t

οπότε εύκολα εξάγεται πως
dw

dt
= 4e2t

1.3.2 Παράγωγος ανά Κατεύθυνση

ΑΣΚΗΣΗ 1.29

Για το ένα ϐαθµωτό πεδίο του χώρου ισχύει f (x, y, z) = 2x2
+3y2

+z2. Να υπολογισθεί

η κλίση ∇f του πεδίου αυτού και να ευρεθεί η παράγωγός του κατά την κατεύθυνση

~a = î − 2k̂ στο σηµείο P (2, 1, 3).

Λύση

Με ϐάση τον ορισµό της κλίσης ϐαθµωτού πεδίου ϑα ισχύει :

∇f = (∂f/∂x) î + (∂f/∂y) ĵ + (∂f/∂z) k̂ =⇒ ∇f = 4xî + 6yĵ + 2zk̂

Ως γνωστόν, η παράγωγος κατά µοναδιαία κατεύθυνση ê είναι το εσωτερικό γινόµε-

νο (∇f ) · ê. Επειδή όµως το δοθέν διάνυσµα ~a δεν είναι µοναδιαίο, η Ϲητούµενη

παράγωγος του πεδίου κατά την κατεύθυνση ~a είναι :

(∇f ) · ~a

a
=

(

4xî + 6yĵ + 2zk̂
)

·
(

î − 2k̂
) 1
√

5
=

4x − 4z
√

5

Οπότε στο Ϲητούµενο σηµείο P(2, 1, 3) η παράγωγος υπολογίζεται ίση µε −4/
√

5.

ΑΣΚΗΣΗ 1.30

Για το διανυσµατικό πεδίο του χώρου ~V = y2 î +z2 ĵ+x2k̂ να υπολογισθεί η απόκλισή

του στο σηµείο P(1, 1, 1). Ποιος ο στροβιλισµός του πεδίου αυτού ;

Λύση

Η απόκλιση (div) του διανυσµατικού πεδίου είναι το ϐαθµωτό µέγεθος :

∇~V = ∂Vx/∂x + ∂Vy/∂y + ∂Vz/∂z

οπότε

∇~V = ∂y2/∂x + ∂z2/∂y + ∂x2/∂z = 0 + 0 + 0 = 0

΄Αρα η απόκλιση του πεδίου είναι µηδενική σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου.
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Για τον στροβιλισµό (curl) του πεδίου ισχύει :

∇ × ~V =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

Vx Vy Vz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

y2 z2 x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒ ∇ × ~V = −2zî − 2xĵ − 2yk̂

Στο σηµείο P(1, 1, 1) ο στροβιλισµός του πεδίου είναι λοιπόν :

∇ × ~V (P) = −2î − 2ĵ − 2k̂

΄Οπως ϕαίνεται από το παραπάνω αποτέλεσµα ο στροβιλισµός στο πεδίο αυτό είναι

διάφορος του µηδενός, αυξανόµενος κατ΄ απόλυτη τιµή καθώς το σηµείο αποµα-

κρύνεται της αρχής των αξόνων. Μηδενισµός του στροβιλισµού υπάρχει µόνο στην

αρχή των αξόνων.

ΑΣΚΗΣΗ 1.31

Η κλίση ενός ϐαθµωτού πεδίου f (x, y, z) αποδίδεται από τη σχέση ∇f (x, y, z) = 2xy î+

(x2
+ z) ĵ + y k̂. Μπορείτε να προσδιορίσετε το ϐαθµωτό πεδίο f (x, y, z);

Λύση

Η κλίση ενός ϐαθµωτού πεδίου δίνεται εξ ορισµού από τη σχέση

∇f (x, y, z) = (∂f/∂x) î + (∂f/∂y) ĵ + (∂f/∂z) k̂

και κατά συνέπεια ϑα ισχύουν οι εξισώσεις :

∂f/∂x = 2xy ∂f/∂y = x2
+ z ∂f/∂z = y .

Ξεκινώντας από την πρώτη σχέση και ολοκληρώνοντας έχουµε :

∂f/∂x = 2xy =⇒ f (x, y, z) = x2y + g(y, z)

Η εισαγωγή της άγνωστης συνάρτησης g(y, z) ισοδυναµεί µε την σταθερά της ολο-

κλήρωσης. Η µερική παράγωγος ως προς y του παραπάνω αποτελέσµατος, κάνοντας

χρήση και της ισότητας της εκφώνησης, δίνει :

∂f/∂y = x2
+ z =⇒ ∂[x2y + g(y, z)]/∂y = x2

+ z

=⇒ x2
+ ∂g(y, z)/∂y = x2

+ z =⇒ ∂g(y, z)/∂y = z =⇒ g(y, z) = yz + h(z)

Κατά συνέπεια, η άγνωστη συνάρτηση του ϐαθµωτού πεδίου διαµορφώνεται τώρα

στην :

f (x, y, z) = x2y + yz + h(z)
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Οµοίως, κάνοντας χρήση και της τρίτης εξίσωσης, έχουµε :

∂f/∂z = y =⇒ ∂[x2y + yz + h(z)]/∂z = y

=⇒ 0 + y + h′(z) = y =⇒ h′(z) = 0 =⇒ h(z) = C

Συµπερασµατικά, η Ϲητούµενη συνάρτηση είναι λοιπόν :

f (x, y, z) = x2y + yz + C

Σηµείωση

Η εύρεση της ϐαθµωτής συνάρτησης f (x, y, z) καθίσταται δυνατή, όπως ϑα συζητηθεί

αργότερα, εκ του γεγονότος ότι το δοθέν διανυσµατικό πεδίο είναι αστρόβιλο, δηλαδή

∇ × ~F = 0 όπου ~F = ∇f (x, y, z) Πράγµατι, για το δοθέν πεδίο ισχύει :

∇ × ~F =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

2xy x2
+ z y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒ ∇ × ~F = î

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂/∂y ∂/∂z

x2
+ z y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− ĵ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂/∂x ∂/∂z

2xy y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ k̂

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂/∂x ∂/∂y

2xy x2
+ z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒ ∇ × ~F = (1 − 1) î − (0 − 0) ĵ + (2x − 2x) k̂ = 0

ΑΣΚΗΣΗ 1.32

Οµοίως, εάν η κλίση ενός ϐαθµωτού πεδίου είναι ∇f (x, y, z) = yz î+xz ĵ+ (xy+ez) k̂,

να προσδιορίσετε το ϐαθµωτό πεδίο f (x, y, z).

Λύση

Ως γνωστόν, η κλίση του ϐαθµωτού πεδίου δίνεται από τη σχέση

∇f (x, y, z) = (∂f/∂x) î + (∂f/∂y) ĵ + (∂f/∂z) k̂

οπότε ϑα ισχύουν οι σχέσεις :

∂f/∂x = yz ∂f/∂y = xz ∂f/∂z = xy + ez .

Ολοκληρώνοντας την πρώτη σχέση έχουµε :

∂f/∂x = yz =⇒ f (x, y, z) = xyz + g(y, z)

΄Οπως και προηγούµενα, η εισαγωγή της άγνωστης συνάρτησης g(y, z) ισοδυναµεί

µε την σταθερά της ολοκλήρωσης. Η µερική παράγωγος ως προς y του παραπάνω
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αποτελέσµατος, κάνοντας χρήση και της ισότητας της εκφώνησης, δίνει :

∂f/∂y = xz =⇒ ∂ [xyz + g(y, z)] /∂y = xz

=⇒ xz + ∂g(y, z)/∂y = xz =⇒ ∂g(y, z)/∂y = 0 =⇒ g(y, z) = h(z)

΄Ετσι λοιπόν, η άγνωστη συνάρτηση του ϐαθµωτού πεδίου διαµορφώνεται τώρα στην :

f (x, y, z) = xyz + h(z)

Οµοίως, κάνοντας χρήση και της τρίτης εξίσωσης, έχουµε :

∂f/∂z = xy + ez
=⇒ ∂ [xyz + h(z)] /∂z = xy + ez

=⇒ xy + h′(z) = xy + ez
=⇒ h′(z) = ez

=⇒ h(z) = ez
+ C

Καταληκτικά, η Ϲητούµενη συνάρτηση είναι λοιπόν :

f (x, y, z) = xyz + ez
+ C

Η επαλήθευση της εκφώνησης µε την ευρεθείσα συνάρτηση είναι προφανής. Επίσης,

µπορούµε κι εδώ να εξετάσουµε τον µηδενισµό του ∇ × [F = ∇f (x, y, z)]. Πράγµατι,

για το δοθέν πεδίο ισχύει :

∇ × ~F =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

yz xz xy + ez

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒ ∇ × ~F = î

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂/∂y ∂/∂z

xz xy + ez

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− ĵ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂/∂x ∂/∂z

yz xy + ez

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ k̂

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂/∂x ∂/∂y

yz xz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=⇒ ∇ × ~F = (x − x) î − (y − y) ĵ + (z − z) k̂ = 0
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1.4 Προτεινόµενες Ασκήσεις

ΑΣΚΗΣΗ 1.33

Για τα ακόλουθα τρία διανύσµατα, πόσο είναι το 3~C · (2~A × ~B);

~A = 2.0î + 3.0ĵ − 4.0k̂ ~B = −3.0î + 4.0ĵ + 2.0k̂ ~C = −7.0î + 8.0ĵ

Απάντηση: -540 (΄Ασκηση 3.38 Halliday-Resnick-Walker)

ΑΣΚΗΣΗ 1.34

∆ίνονται τα διανύσµατα ~A και ~B. (α) Να αποδείξετε ότι το ~A ·(~B×~A) είναι πάντα µηδέν.

(ϐ) Με τι ισούται το µέτρο του ~A × (~B × ~A) αν τα διανύσµατα ~A και ~B σχηµατίζουν

γωνία ϑ;

Απάντηση: (ϐ) A2Bsinθ

ΑΣΚΗΣΗ 1.35

Να προσδιοριστεί η σταθερά λ έτσι ώστε τα διανύσµατα ~a = î + ĵ + k̂, ~b = 2î − 4k̂ και

~c = î + λ ĵ + 3k̂ να είναι συνεπίπεδα.

Απάντηση: λ = 5/3

ΑΣΚΗΣΗ 1.36

Οι πλευρές ενός παραλληλεπιπέδου ορίζονται από τα διανύσµατα ~a = 2î + ĵ − k̂,
~b = 5î − 3k̂ και ~c = î − 2 ĵ + k̂. Να αποδειχθεί πως τα διανύσµατα αυτά δεν είναι

συνεπίπεδα και να υπολογιστεί ο όγκος του παραλληλεπιπέδου που ορίζουν.

Απάντηση: V = 10

ΑΣΚΗΣΗ 1.37

Τροχός ποδηλάτου ακτίνας R και

µάζας m προσπαθεί να ανέβει πεζο-

δρόµιο ύψους h. Ποια είναι η ελάχι-

στη απαιτούµενη δύναµη για να συµ-

ϐεί αυτό όταν : (α) Η δύναµη εφαρ-

µόζεται στο κέντρο του τροχού. (ϐ) Η

δύναµη εφαρµόζεται στο πάνω µέρος

του τροχού.
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Απάντηση: (α) Fmin = mg

√
2Rh − h2

R − h
, (ϐ) Fmin = mg

√
2Rh − h2

2R − h

(΄Ασκηση 11.72 Young-Freedman)

ΑΣΚΗΣΗ 1.38

Οι δύο πανοµοιότυπες οµογενείς σφαίρες

του σχήµατος, κάθε µία µάζας m, ηρεµούν

χωρίς τριβή µέσα σε άκαµπτο ορθογώνιο δο-

χείο. Η ευθεία που ενώνει τα κέντρα των δύο

σφαιρών ϐρίσκεται σε γωνία 45o ως προς την

οριζόντιο. Να ϐρείτε τα µέτρα των δυνάµεων

στις σφαίρες από: (α) το κάτω µέρος του δο-

χείου, (ϐ) την αριστερή πλευρά του δοχείου,

(γ) την δεξιά πλευρά του δοχείου και (δ) µε-

ταξύ τους.

(Υπόδειξη : Η δύναµη της µιας σφαίρας στην

άλλη έχει ϕορέα την ευθεία που ενώνει τα

κέντρα µάζας τους.)

Απάντηση: (α) 2mg , (ϐ) mg, (γ) mg, (δ)
√

2mg

(΄Ασκηση 12.64 Halliday-Resnick-Walker)

ΑΣΚΗΣΗ 1.39

Εκφράστε την καρτεσιανή επιφάνεια xz = 1 σε σφαιρικές συντεταγµένες.

Απάντηση: ρ2 sin(2θ) cosφ = 2

ΑΣΚΗΣΗ 1.40

Να προσδιοριστεί η ϐαθµωτή συνάρτηση f (x, y, z) εάν είναι γνωστό πως η κλίση της

ισούται µε :

1. ∇f = 6x î − 4y ĵ + 2z k̂

2. ∇f = (y + z) î + (z + x) ĵ + (x + y) k̂

Απάντηση: (1) f (x, y, z) = 3x2 − 2y2
+ z2
+ C (2) f (x, y, z) = xy + yz + zx + C

ΑΣΚΗΣΗ 1.41

Να επαληθεύσετε τον κανόνα της αλυσίδας υπολογίζοντας την παράγωγο df/dt για

τη συνάρτηση f (x, y) = x2/(2 + cosy) εάν δίδεται πως x(t) = et και y(t) = e−t .
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ΑΣΚΗΣΗ 1.42

Για ϐαθµωτό πεδίο f να αποδειχθεί πως curl ∇f = ∇ × (∇f ) = 0.

ΑΣΚΗΣΗ 1.43

∆ίδεται το διανυσµατικό πεδίο ταχυτήτων ~V =
y

x2 + y2
î − x

x2 + y2
ĵ, το ποίο προσεγ-

γίζει την επιφανειακή κυκλική κίνηση του νερού σε δοχείο όταν υπάρχει εκροή στη

ϐάση του. Να αποδειχθεί ότι το διανυσµατικό αυτό πεδίο είναι αστρόβιλο.


