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ΕΡΓΟ  ΚΑΙ  ΚΙΝΗΣΙΚΗ  ΕΝΕΡΓΕΙΑ 

Επίδραςη ςταθερήσ δύναμησ F ςε ςωματίδιο μάζασ m  
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Η δύναμη αυτή επιφέρει αλλαγή ςτην κινητική κατάςταςη του ςωματιδίου: 
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ΕΡΓΟ  ΚΑΙ  ΚΙΝΗΣΙΚΗ  ΕΝΕΡΓΕΙΑ 

Έργο που εκτελείται από την βαρυτική δύναμη  

Η βαρυτική δύναμη παράγει ςτην περίπτωςη αυτή αρνητικό έργο και ελαττώνει την 
κινητική ενέργεια του ςώματοσ. 
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Σο ςώμα ρίπτεται 
προσ τα πάνω με 
αρχική ταχύτητα 

v0 
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ΕΡΓΟ  ΚΑΙ  ΚΙΝΗΣΙΚΗ  ΕΝΕΡΓΕΙΑ 

Έργο που εκτελείται από τη δύναμη ελατηρίου 

Σο έργο είναι θετικό όταν το ςώμα καταλήγει πιο 
κοντά (xf<xi) ςτη θέςη ιςορροπίασ. 

 
f

i

f

i

x

x

x

x

xs kxdxdxFW

xkFx 

2

s kx
2

1
W 

Νόμοσ του Hooke 
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Για xi=0 ιςχύει: 
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ΕΡΓΟ  ΜΕΣΑΒΛΗΣΗ΢  ΔΤΝΑΜΗ΢ 

Ανάλυςη ςε μία διάςταςη 


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 ΔxFW i
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Σο έργο μεταβλητήσ δύναμησ ςε μια 
διάςταςη υπολογίζεται : 
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ΕΡΓΟ  ΜΕΣΑΒΛΗΣΗ΢  ΔΤΝΑΜΗ΢ 

Ανάλυςη ςε τρεισ διαςτάςεισ 
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Σο έργο μεταβλητήσ δύναμησ ςε τρεισ διαςτάςεισ υπολογίζεται ωσ ακολούθωσ: 

k̂dzĵdyîdxrd 


Κατά ςυνέπεια: 
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ΕΡΓΟ  ΜΕΣΑΒΛΗΣΗ΢  ΔΤΝΑΜΗ΢ 

Παράδειγμα 

ĵ4î3xF 2 


Να υπολογιςτεί το έργο τησ δύναμησ F από το ςημείο (2,3)  ςτο ςημείο (3,0), όπου: 
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΢ΤΝΣΗΡΗΣΙΚΕ΢  ΔΤΝΑΜΕΙ΢ 

Σο έργο που παράγεται από μια ςυντηρητική δύναμη 
ςε ένα ςωματίδιο που κινείται από το ςημείο a ςτο 
ςημείο b δεν εξαρτάται από την τροχιά που ακολουθεί 
το ςωματίδιο. 

ab,2ab,1 WW 

Κατά μήκοσ μιασ κλειςτήσ διαδρομήσ μια ςυντηρητική 
δύναμη δίνει ςυνολικό έργο μηδέν. 

ba,2ab,2ab,1 WWW 

0WWW ba,2ab,1ba,2ab,1  
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΢ΤΝΣΗΡΗΣΙΚΕ΢  ΔΤΝΑΜΕΙ΢ 

Αν μια δύναμη F είναι ςυντηρητική, δηλαδή το παραγόμενο έργο εξαρτάται 
μόνο από την αρχική και τελική θέςη, τότε μπορεί να βρεθεί μια ςυνάρτηςη 
U η οποία να αποδίδει ποςοτικά τη διαφορά αυτή ωσ: 

ΔU)U(x)U(xdxF(x)W fi
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Η ςυνάρτηςη αυτή καλείται Δυναμικό ή Δυναμική Ενέργεια. Για το U ιςχύει: 
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΢ΤΝΣΗΡΗΣΙΚΕ΢  ΔΤΝΑΜΕΙ΢ 

Για το δυναμικό γενικότερα ιςχύει: 
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Για να είναι μια δύναμη ςυντηρητική αποδεικνύεται πωσ πρέπει να ιςχύουν: 

U-  F  


y

F

z

F

z

F

x

F

x

F

y

F zyxzyx



























,,

Σότε μπορεί να προςδιοριςθεί η ςυνάρτηςη U(x,y,z) έτςι ώςτε 
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΢ΤΝΣΗΡΗΣΙΚΕ΢  ΔΤΝΑΜΕΙ΢ 

Παράδειγμα ĵ2xyî)y(xF 22 


Να βρεθεί το έργο τησ δύναμησ αυτήσ από το ςημείο (0,0) ςτο (2,4) κατά μήκοσ τησ 
καμπύλησ:  (α) y=2x  (β) y=x2 
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΢ΤΝΣΗΡΗΣΙΚΕ΢  ΔΤΝΑΜΕΙ΢ 

΢το προηγούμενο παράδειγμα βρέθηκε Wa=Wb , όπωσ ήταν αναμενόμενο, δεδομένου 
ότι: 
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Άρα μπορεί να βρεθεί μια ςυνάρτηςη U(x,y) τέτοια ώςτε: 
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Εύκολα παρατηρούμε πωσ: 
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ΔΙΑΣΗΡΗ΢Η  ΜΗΦΑΝΙΚΗ΢  ΕΝΕΡΓΕΙΑ΢ 
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ΔΙΑΣΗΡΗ΢Η  ΜΗΦΑΝΙΚΗ΢  ΕΝΕΡΓΕΙΑ΢ 

dx

dU(x)
-  F(x)  

΢ΗΜΕΙΑ Ι΢ΟΡΡΟΠΙΑ΢ 
dU/dx=0 
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ΔΙΑΣΗΡΗ΢Η  ΜΗΦΑΝΙΚΗ΢  ΕΝΕΡΓΕΙΑ΢ 

dx

dU(x)
-  F(x)  

ΜΕΓΙ΢ΣΑ - ΕΛΑΦΙ΢ΣΑ 
ΔΤΝΑΜΗ΢ 
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ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΟ  ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 



ΠΑΡΑΓΩΓΙ΢Η  ΢ΣΟΝ  ΣΡΙ΢ΔΙΑ΢ΣΑΣΟ  ΦΩΡΟ 

k̂
z

ĵ
y

î
x 
















Η έννοια τησ παραγώγιςησ ενόσ βαθμωτού ή διανυςματικού πεδίου ςτον χώρο 
διευκολύνεται με την ειςαγωγή του τελεςτή      (Ανάδελτα ή Nabla), ο οποίοσ ορίζεται ωσ: 

Διακρίνονται οι τρεισ παρακάτω περιπτώςεισ, ανάλογα με το εάν το πεδίο (η ςυνάρτηςη) 
ςτο οποίο ο τελεςτήσ αυτόσ επιδρά είναι βαθμωτό ή διανυςματικό:  

ΟΝΟΜΑ΢ΙΑ ΟΡΙ΢ΜΑ ΣΡΟΠΟ΢ ΔΡΑ΢Η΢ ΑΠΟΣΕΛΕ΢ΜΑ 

Κλίςη (grad) Βαθμωτό Διανυςματικό 

Απόκλιςη (div) Διανυςματικό Βαθμωτό 

΢τροβιλιςμόσ (curl) Διανυςματικό Διανυςματικό 

f


F



F



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ΠΑΡΑΓΩΓΙ΢Η  ΒΑΘΜΩΣΟΤ  ΠΕΔΙΟΤ 

k̂
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f
ĵ
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f
î
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f
ffgrad


















Ωσ κλίςη ενόσ βαθμωτού πεδίου (ςυνάρτηςησ) f(x,y,z) ορίζεται ωσ το διανυςματικό 
πεδίο: 

Το gradf  δίνει την παράγωγο του βαθμωτού πεδίου 
ανά κατεύθυνςη. Προφανώσ το εςωτερικό γινόμενο 
 
 
 
είναι το μέγεθοσ τησ παραγώγου (μεταβολή του 
πεδίου) ωσ προσ την κατεύθυνςη του μοναδιαίου 
διανύςματοσ e. 

  ef


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ΠΑΡΑΓΩΓΙ΢Η  ΒΑΘΜΩΣΟΤ  ΠΕΔΙΟΤ 
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





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ĵ2yî2xfgradf
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ĵ2yî2xfgradf
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ΠΑΡΑΓΩΓΙ΢Η  ΒΑΘΜΩΣΟΤ  ΠΕΔΙΟΤ 
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ΠΑΡΑΓΩΓΙ΢Η  ΔΙΑΝΤ΢ΜΑΣΙΚΟΤ  ΠΕΔΙΟΤ 

k̂
z

ĵ
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Παράδειγμα 

211
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F
FĵyîxF 21 
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
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
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
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

Η απόκλιςη (divergence) ενόσ διανυςματικού πεδίου είναι 
βαθμωτό μέγεθοσ. Προςομοιώνει την ροή υποθετικού 
ρευςτού ςτο εν λόγω ςημείο του χώρου, υποθέτοντασ 
πωσ το διανυςματικό πεδίο ςτο οποίο επιδρά εκφράζει 
την ταχύτητα του ρευςτού. 

΢το παράδειγμα αυτό έχουμε ςταθερή (θετική) ροή (εκροή) 
ςε κάθε ςημείο του χώρου. 
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ΠΑΡΑΓΩΓΙ΢Η  ΔΙΑΝΤ΢ΜΑΣΙΚΟΤ  ΠΕΔΙΟΤ 

k̂
z
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y

î
x 













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Παράδειγμα 

000
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FĵxîyF 21 













 
z

F

y

F

x

F
k̂FĵFîFk̂
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FFdiv 321
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








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

Η απόκλιςη (divergence) ενόσ διανυςματικού πεδίου είναι 
βαθμωτό μέγεθοσ. Προςομοιώνει την ροή υποθετικού 
ρευςτού ςτο εν λόγω ςημείο του χώρου, υποθέτοντασ 
πωσ το διανυςματικό πεδίο ςτο οποίο επιδρά εκφράζει 
την ταχύτητα του ρευςτού. 

΢το παράδειγμα αυτό έχουμε μηδενική ροή ςε κάθε ςημείο 
του χώρου (το ρευςτό μόνο ςτροβιλίζεται). 
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Η ςτροβιλιςμόσ (curl) ενόσ διανυςματικού πεδίου είναι διανυςματικό μέγεθοσ.  Δείχνει 
τον ςτροβιλιςμό  υποθετικού ρευςτού ςτο εν λόγω ςημείο του χώρου, υποθέτοντασ πωσ 
το διανυςματικό πεδίο ςτο οποίο επιδρά εκφράζει την ταχύτητα του ρευςτού. 
 
Όταν ένα διανυςματικό πεδίο έχει μηδενικό ςτροβιλιςμό αποκαλείται αςτρόβιλο πεδίο. 
 
Ένασ πρακτικόσ τρόποσ για να βρεθεί ο ςτροβιλιςμόσ ενόσ πεδίου ςε κάποιο ςημείο του 
είναι να μελετηθεί η ςτροφική κίνηςη υποθετικού επίπεδου δίςκου φερόμενου ςτο ςημείο 
αυτό. 
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Παράδειγμα 
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k̂FĵFîFk̂
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Αριθμητικό Παράδειγμα 
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 0Fcurl




΢χηματικό παράδειγμα κίνηςησ ενόσ κλαδιού δέντρου ςτο υδάτινο ρεύμα μιασ 
λίμνησ. Σο κλαδί ακολουθεί την πορεία που καθορίζει το διάνυςμα τησ 
ταχύτητασ του ρευςτού ςτην επιφάνεια τησ λίμνησ. Εάν ο προςανατολιςμόσ του 
κλαδιού δεν αλλάζει (αριςτερά), τότε δεν υπάρχει ςτροβιλιςμόσ ςτο πεδίο των 
ταχυτήτων (curlF=0). ΢την αντίθετη περίπτωςη ύπαρξησ ςτροβιλιςμού (δεξιά), 
το κλαδί πέραν από την μεταφορική εκτελεί και περιςτροφική κίνηςη. 
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