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ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗ΢Η: ΣΑΦΤΣΗΣΑ 

Μϋςη Σαχύτητα:  Μετατόπιςη (Δx) ςε δοςμϋνο χρονικό διϊςτημα (Δt)  
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΢τιγμιαύα Σαχύτητα: To όριο τησ μϋςησ ταχύτητασ vav για Δt  0 
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Τπολογιςμόσ τησ μετατόπιςησ από την ςυναρτηςιακό εξϊρτηςη τησ ταχύτητασ από το χρόνο  
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ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗ΢Η: ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η 

Μϋςη Επιτϊχυνςη:  Μϋςη αλλαγό τησ ταχύτητασ (Δv) ςε δοςμϋνο χρονικό διϊςτημα (Δt)  
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΢τιγμιαύα Επιτϊχυνςη: To όριο τησ μϋςησ επιτϊχυνςησ aav για Δt  0 
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Τπολογιςμόσ τησ ταχύτητασ από τη χρονικό εξϊρτηςη τησ επιτϊχυνςησ  
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ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗ΢Η: ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η 

΢τιγμιαύα Επιτϊχυνςη: Δεύτερη παρϊγωγοσ τησ θϋςησ ωσ προσ τον χρόνο 
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ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗ΢Η: ΕΞΙ΢Ω΢ΕΙ΢ ΚΙΝΗ΢Η΢  

Όταν δύνεται οποιαδόποτε κινηματικό ςχϋςη (απόςταςησ – ταχύτητασ – 
επιτϊχυνςησ) ςυναρτόςει του χρόνου, τότε εύναι δυνατό η εύρεςη των 
υπολούπων εύτε με παραγώγιςη εύτε με ολοκλόρωςη, ςύμφωνα με το ςχόμα: 

)(txx 
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)(tvv  )(taa 

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

𝑥 =  𝑣 𝑡 𝑑𝑡 𝑣 =  𝑎 𝑡 𝑑𝑡 

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
 



ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗ΢Η: ΕΞΙ΢Ω΢ΕΙ΢ ΚΙΝΗ΢Η΢  

Παρϊδειγμα  I 
 

Αν δύνεται η θϋςη x ςυναρτόςει του χρόνου x=x(t), τότε 
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𝑥 = 𝑥 𝑡 = 4𝑡3 + 2𝑡2 + 𝑡 + 6 

𝑣(𝑡) =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 12𝑡2 + 4𝑡 + 1 

𝑎(𝑡) =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 24𝑡 + 4 



ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗ΢Η: ΕΞΙ΢Ω΢ΕΙ΢ ΚΙΝΗ΢Η΢  

Παρϊδειγμα  II 
 

Αν δύνεται η ταχύτητα v ςυναρτόςει του χρόνου v=v(t), τότε 
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𝑥 𝑡 =  𝑣 𝑡 𝑑𝑡 =  12𝑡2 + 4𝑡 + 1 𝑑𝑡 =4𝑡3 + 2𝑡2 + 𝑡 + 𝑪 

𝑣(𝑡) = 12𝑡2 + 4𝑡 + 1 

𝑎(𝑡) =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 24𝑡 + 4 

Προςοχό: Η ςταθερϊ C που προκύπτει από την ολοκλόρωςη καθορύζεται από τισ 
αρχικϋσ ςυνθόκεσ του προβλόματοσ. 



ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗ΢Η: ΕΞΙ΢Ω΢ΕΙ΢ ΚΙΝΗ΢Η΢  

Παρϊδειγμα  II  - Επεξεργαςύα αρχικών ςυνθηκών 
 

Αν δύνονται οι αρχικϋσ ςυνθόκεσ  {t0=0, x0=6}, τότε από το προηγούμενο πρόβλημα 
προκύπτει:  
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𝑥 𝑡 =  𝑣 𝑡 𝑑𝑡 =  12𝑡2 + 4𝑡 + 1 𝑑𝑡 =4𝑡3 + 2𝑡2 + 𝑡 + 𝑪 

x t = 0 = 6 → 𝑪 = 𝟔 

΢ημεύωςη: Φρηςιμοποιώντασ οριςμϋνα ολοκληρώματα το ύδιο αποτϋλεςμα μπορεύ 
να εξαχθεύ και ωσ εξόσ: 

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
     𝑑𝑥 = 𝑣𝑑𝑡     𝑑𝑥

𝑥

𝑥0

=  𝑣(𝑡)𝑑𝑡
𝑡

𝑡0

=  12𝑡2 + 4𝑡 + 1 𝑑𝑡
𝑡

𝑡0

    

 
𝑥 − 𝑥0 = 4𝑡3 + 2𝑡2 + 𝑡 − (4𝑡0

3 + 2𝑡0
2 + 𝑡0)  

 
𝑡0=0 , 𝑥0=6

  𝑥 − 6 = 4𝑡3 + 2𝑡2 + 𝑡 − 0     𝒙 = 𝟒𝒕𝟑 + 𝟐𝒕𝟐 + 𝒕 + 𝟔 



ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗ΢Η: ΕΞΙ΢Ω΢ΕΙ΢ ΚΙΝΗ΢Η΢  

Όταν δύνεται η ταχύτητα v ςυναρτόςει τησ θϋςησ v=v(x), τότε οι εξιςώςεισ κύνηςησ 
βρύςκονται με το παρακϊτω ςκεπτικό: 
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𝑣 = 𝑣 𝑥      
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑣 𝑥     

𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
= 𝑑𝑡     

𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
=  𝑑𝑡 = 𝑡 

Παρϊδειγμα:  𝑣 = 2 𝑥 με αρχικϋσ ςυνθόκεσ {t=0, x=4} 

𝑣 = 𝑣 𝑥      
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑣 𝑥     

𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
= 𝑑𝑡     

1

2 𝑥
𝑑𝑥 =  𝑑𝑡 = 𝑡 

 

𝑥 + 𝐶 = 𝑡   
  Α.Σ. 

  4 + 𝐶 = 0     𝐶 = −2 

 

𝑥 = (𝑡 + 2)2 



ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗ΢Η: ΕΞΙ΢Ω΢ΕΙ΢ ΚΙΝΗ΢Η΢  

Ομούωσ, όταν δύνεται η επιτϊχυνςη a ςυναρτόςει τησ θϋςησ a=a(x), τότε οι εξιςώςεισ 
κύνηςησ βρύςκονται με το παρακϊτω ςκεπτικό: 
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𝑎 = 𝑎 𝑥      
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑎 𝑥     

𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎 𝑥     

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑣 = 𝑎 𝑥      𝑣𝑑𝑣 = 𝑎 𝑥 𝑑𝑥 

 𝑣𝑑𝑣 =  𝑎 𝑥 𝑑𝑥 

Παρϊδειγμα:  𝑎 = 6 𝑥3  με αρχικϋσ ςυνθόκεσ {t=0, x=0, v=0} 

𝑣𝑑𝑣 = 𝑎 𝑥 𝑑𝑥     𝑣𝑑𝑣 = 6 𝑥3 𝑑𝑥    𝑣𝑑𝑣 =  6𝑥1/3𝑑𝑥    

 

𝑣2

2
+ 𝐶 = 6𝑥4/3

3

4
     

𝑣2

2
+ 𝐶 =

9

2
𝑥4/3  

  Α.Σ. 
  0 + 𝐶 = 0     𝐶 = 0 

 

 𝑣2 = 9𝑥4/3       𝑣 = 3𝑥2/3 

Με βϊςη το προηγούμενο παρϊδειγμα από την παραπϊνω ςχϋςη εξϊγεται και η 
εξύςωςη τησ θϋςησ  x = 𝑡3. 



ΟΜΑΛΑ ΕΠΙΣΑΦΤΝΟΜΕΝΗ ΚΙΝΗ΢Η 

΢την ομαλϊ επιταχυνόμενη ευθύγραμμη κύνηςη ιςχύει a = ςταθερϊ 
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ΟΜΑΛΑ ΕΠΙΣΑΦΤΝΟΜΕΝΗ ΚΙΝΗ΢Η 
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v=v(t) x=x(t) 
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ΟΜΑΛΑ ΕΠΙΣΑΦΤΝΟΜΕΝΗ ΚΙΝΗ΢Η 
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ΟΜΑΛΑ ΕΠΙΣΑΦΤΝΟΜΕΝΗ ΚΙΝΗ΢Η 
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ΕΛΕΤΘΕΡΗ ΠΣΩ΢Η 

Οι εξιςώςεισ τησ κύνηςησ για ςταθερό επιτϊχυνςη μπορούν να εφαρμοςτούν 
ςτην περύπτωςη τησ ελεύθερησ πτώςησ (επιτϊχυνςη g = -9.8 ms-2). 

Κατακόρυφη βολό 

2
00

0

gt
2

1
tvyy

tgvv

ga







g


0y0 

0v
 Η 

Τπολογιςμόσ μεγύςτου ύψουσ Η 

 
g2

v

g2

v
g

2

1

g

v
vHg/vtyHy

g

v
t0v

2
0

2
00

00max

0





g2

v
H

2
0

© E. Stiliaris, UoA 2025 - 16 - 



ΔΙΑΝΤ΢ΜΑ ΘΕ΢Η΢ ΚΑΙ ΣΑΦΤΣΗΣΑ΢ 
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ΔΙΑΝΤ΢ΜΑ ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η΢ 
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ΔΙΑΝΤ΢ΜΑ ΘΕ΢Η΢ ΚΑΙ ΣΑΦΤΣΗΣΑ΢ 

Κατϊ τη κύνηςη του ςώματοσ από το Α ςτο Β 
η μετατόπιςη Δs πϊνω ςτην καμπύλη 
δύνεται από το τόξο ΑΒ.  






















































t

s
lim

s

r
limv

t

s

s

r
lim

t

r
limv

0t0s

0t0t







΢το όριο αυτό το Δs γύνεται ύςο με το μϋτρο Δr, οπότε ο πρώτοσ όροσ 
αντιπροςωπεύει ϋνα μοναδιαύο διϊνυςμα, εφαπτόμενο ςτη διαδρομό 
(καμπύλη) που περιγρϊφει την κύνηςη του ςώματοσ. 

Tv


v
dt

ds

Δt

Δs
lim

û
dr

rd

Δs

rΔ
lim

0Δt

T
0Δs











vû
dt

ds
ûv TT 


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ΔΙΑΝΤ΢ΜΑ ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η΢ 

Εφαπτομενικό Επιτϊχυνςη: Αλλαγό ςτο μϋτρο τησ ταχύτητασ Ta


΢ώμα κινεύται ςτην τροχιϊ C και τη 
χρονικό ςτιγμό t ϋχει ταχύτητα v και 
επιτϊχυνςη a. Η επιτϊχυνςη a ϋχει πϊντα 
κατεύθυνςη προσ τα κούλα τησ τροχιϊσ. 
 
Μπορούμε να αναλύςουμε την 
επιτϊχυνςη ςε δύο κϊθετεσ ςυνιςτώςεσ: 
΢ε μια εφαπτομενικό ςτην τροχιϊ και ςε 
μια κϊθετη ςυνιςτώςα. 

Ta


x 

y 

Na
 a


C 

v


Κϊθετη Επιτϊχυνςη: Αλλαγό ςτη διεύθυνςη τησ ταχύτητασ Na

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ΔΙΑΝΤ΢ΜΑ ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η΢ 

v
dt

ûd

dt

dv
ûv)û(

dt

d
a

dt

vd
a T

TT 





Tû

Nû

'ûT

r
 'ûT

Tû Tûd

x 

y 

dφ 

Όταν η τροχιϊ δεν εύναι ευθύγραμμη, 
τότε το μοναδιαύο διϊνυςμα uT αλλϊζει 
κατεύθυνςη και η παρϊγωγόσ του ωσ 
προσ τον χρόνο υπολογύζεται ωσ εξόσ: 

ρ

v
û

dφρ

dφ
vû

ds

dφ
vû

dt

ds

ds

dφ
û

dt

dφ
û

dt

ûd
dφûûd NNNNN

T
NT 

dφûûdφ1ûdφûûd NNNTT 

όπου το μοναδιαύο διϊνυςμα uN, το οπούο ειςϊγεται για να καθορύςει την 
κατεύθυνςη τησ μεταβολόσ duT εύναι κϊθετο ςτο uT, δηλαδό κϊθετο ςτην 
εφαπτομενικό διεύθυνςη τησ τροχιϊσ. Έτςι: 
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ΔΙΑΝΤ΢ΜΑ ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η΢ 

v
dt

ûd

dt

dv
ûv)û(

dt

d
a

dt

vd
a T

TT 





NT

2

NTNT aa
ρ

v
û

dt

dv
ûv

ρ

v
û

dt

dv
ûa




Εφαπτομενικό (επιτρόχια) επιτϊχυνςη aT: Ρυθμόσ αλλαγόσ του μϋτρου τησ 
ταχύτητασ. ΢ε περύπτωςη ομαλόσ καμπυλόγραμμησ κύνηςησ (μϋτρο ταχύτητασ 
v ςταθερό), η εφαπτομενικό επιτϊχυνςη aT εξαφανύζεται.  
 
Κϊθετη (κεντρομόλοσ) επιτϊχυνςη aN: Αλλϊζει την κατεύθυνςη τησ ταχύτητασ.  
΢ε ευθύγραμμη κύνηςη η ακτύνα καμπυλότητασ ρ απειρύζεται, οπότε η κϊθετη 
επιτϊχυνςη μηδενύζεται. 
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ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η  ΚΑΙ  ΑΚΣΙΝΑ  ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ΢ 

NT

2

NT aa
ρ

v
û

dt

dv
ûa




Όπωσ αποδεύχτηκε ςτα προηγούμενα, η επιτϊχυνςη ςτην γενικευμϋνη 
καμπυλόγραμμη κύνηςη εκφρϊζεται με τισ δύο ςυνιςτώςεσ  aT (επιτρόχια) 
και aN (κεντρομόλο): 

Αν δοθεύ το διϊνυςμα θϋςησ r(t) ωσ ςυνϊρτηςη του χρόνου, τότε εύναι 
εύκολη η παραγώγιςό του και η εύρεςη και των υπολούπων κινηματικών 
μεγεθών, τησ ταχύτητασ v(t) και τησ επιτϊχυνςησ a(t): 

k̂ z(t)  ĵ y(t)   î x(t)(t)r 


k̂(t) v ĵ (t) v î (t)vk̂ 
dt

dz
  ĵ 

dt

dy
   î 

dt

dx
(t)v zyx 


k̂(t)a  ĵ (t)a  î (t)ak̂ 
dt

dv
  ĵ 

dt

dv
   î 

dt

dv
(t)a zyx

zyx 


΢τα επόμενα παρουςιϊζεται η μεθοδολογύα για την εύρεςη τησ ακτύνασ 
καμπυλότητασ ρ από τα διανύςματα τησ ταχύτητασ και τησ ταχύτητασ v(t) 
και τησ επιτϊχυνςησ a(t). 
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ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η  ΚΑΙ  ΑΚΣΙΝΑ  ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ΢ 

N

22

N
a

v
ρ

ρ

v
a 

Για τον υπολογιςμό τησ ακτύνασ καμπυλότητασ ρ απαιτεύται η γνώςη του 
μϋτρου τησ ταχύτητασ και τησ κεντρομόλου ςυνιςτώςασ: 

Γνωρύζοντασ πωσ η επιτρόχια ςυνιςτώςα aT τησ 
επιτϊχυνςησ εύναι ςυνευθειακό με την ταχύτητα v, τότε: 

Αντικαθιςτώντασ ςτην παραπϊνω ςχϋςη, η ακτύνα 
καμπυλότητασ ρ υπολογύζεται: 

v 

a 

aT 

aN 

1η Μϋθοδοσ 

v

va

v

v
aûaa TT


 



2
T

2
N

2
N

2
T

2 aaaaaa 

N

2

a

v
ρ 
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ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η  ΚΑΙ  ΑΚΣΙΝΑ  ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ΢ 

Εξετϊζουμε το εξωτερικό γινόμενο των διανυςμϊτων v και a. Ιςχύουν: 

Αντικαθιςτώντασ ςτην ςχϋςη τησ ακτύνασ καμπυλότητασ, ϋχουμε: 

v 

a 

aT 

aN 

2η Μϋθοδοσ 

v

av
a N






N
o

NN avsin90avavav 


/vav

v
ρ

a

v
ρ

2

N

2





av

v
ρ

3






  NTNTN avavavaavav



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ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η  ΚΑΙ  ΑΚΣΙΝΑ  ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ΢ 

 
16

64t4

64t416/

64t4

a

v
ρ

3/22

2

2

N

2 







Τπολογύζουμε τη ςυνιςτώςα aN : 

Παρϊδειγμα 

22
TT

64t4

64t

64t4

)ĵ8tî(2)ĵ(8

v

va

v

v
aûaa















1η Μϋθοδοσ 

Σο διϊνυςμα θϋςησ κινητού ςτο επύπεδο περιγρϊφεται από την εξύςωςη: 

 
Να υπολογιςθεύ η ακτύνα καμπυλότητασ ρ ςαν ςυνϊρτηςη του χρόνου. 

 ĵ 4t   î2t (t)r 2


Τπολογύζουμε την ταχύτητα v και την επιτϊχυνςη a του κινητού: 
ĵ 8  î 0(t)a

 ĵ8t    î 2(t)v 








Βρύςκουμε το μϋτρο τησ aT (προβολό τησ επιτϊχυνςησ ςτην κατεύθυνςη τησ ταχύτητασ): 

και τελικϊ: 
 

2

16t1
ρ

3/22

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𝑎𝑁 = 𝑎2 − 𝑎𝑇
2 = 64 −

642𝑡2

4 + 64𝑡2
=

16

4 + 64𝑡2
 



ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η  ΚΑΙ  ΑΚΣΙΝΑ  ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ΢ 

16avk̂16

080

08t2

k̂ĵî

av 


2η Μϋθοδοσ 

Τπολογύζουμε την ταχύτητα v και την επιτϊχυνςη a του κινητού: 
ĵ 8  î 0(t)a

 ĵ8t    î 2(t)v 








Βρύςκουμε το μϋτρο του εξωτερικού γινομϋνου |v x a| : 

 
2

16t1
ρ

3/22


Τπολογύζουμε την ακτύνα καμπυλότητασ με βϊςη τη ςχϋςη: 
av

v
ρ

3






 
16

64t4

av

v
ρ

3/223 



 
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ΠΟΛΙΚΕ΢  ΢ΤΝΣΕΣΑΓΜΕΝΕ΢ 

Ένα ςημεύο P(x,y) του καρτεςιανού 
επιπϋδου εκφρϊζεται ςε πολικϋσ 
ςυντεταγμϋνεσ μϋςω τησ απόςταςησ r από 
την αρχό των αξόνων και τησ γωνύασ θ ωσ 
P(r,θ) ιςχύοντασ: 
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θ 

x 

y 

𝑖  

𝑗  

𝑢 𝑟 

𝑢 𝜃 

𝑟  

P 

  
𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃

   

Σα μοναδιαύα διανύςματα που ορύζουν το 
πολικό ςύςτημα ςυντεταγμϋνων εύναι: 
 

         κατϊ μόκοσ τησ κατεύθυνςησ του 
διανύςματοσ θϋςησ r και με την ύδια φορϊ 
 

         κϊθετο ςτην κατεύθυνςη του          και 
με θετικό φορϊ (αντύθετη των δεικτών 
του ωρολογύου). 

𝑢 𝑟 

𝑢 𝜃 𝑢 𝑟 

𝑟 = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝜄  + 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑗  



ΠΟΛΙΚΕ΢  ΢ΤΝΣΕΣΑΓΜΕΝΕ΢ 

Για τα μοναδιαύα διανύςματα που ορύζουν 
το πολικό ςύςτημα ςυντεταγμϋνων ιςχύει: 
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𝑢 𝑟 =     𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑖  +  𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑗 
𝑢 𝜃 = −𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑖  +  𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑗 

   

Εύναι ορθογώνια και μοναδιαύα: 

θ 

x 

y 

𝑖  

𝑗  

𝑢 𝑟 

𝑢 𝜃 

𝑟  

Γιατύ τα μοναδιαύα διανύςματα        και 
ςυνθϋτουν διανύςματα βϊςησ; 

𝑢 𝑟 𝑢 𝜃 

𝑢 𝑟 ∙ 𝑢 𝜃 = cosθ 𝜄  + 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑗 ∙  −sinθ 𝜄  + 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑗 = 0   

𝑢 𝑟 = 𝑢 𝜃 = 1  

Επύςησ ιςχύει:  

𝑢 𝑟  × 𝑢 𝜃 = 
𝑖 𝑗 𝑘 

𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0
−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0

  = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃  𝑘 =  𝑘  𝑢 𝑟  × 𝑢 𝜃 = 𝑘  



ΚΙΝΗΜΑΣΙΚΗ  ΢Ε  ΠΟΛΙΚΕ΢  ΢ΤΝΣΕΣΑΓΜΕΝΕ΢ 

Σο διϊνυςμα θϋςησ του ςημεύου P ςε 
πολικϋσ ςυντεταγμϋνεσ δύνεται από τη 
ςχϋςη: 
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θ 

x 

y 

𝑖  

𝑗  

𝑢 𝑟 

𝑢 𝜃 

𝑟  

P 

  𝑟 = 𝑟 𝑢 𝑟   

Η ταχύτητϊ του θα δύνεται κατϊ ςυνϋπεια 
από τη ςχϋςη: 

𝑣 =
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝑟 𝑢 𝑟)   

Τπολογιςμόσ ταχύτητασ  

𝑣 =
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑟 𝑢 𝑟 =

𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑢 𝑟 + 𝑟

𝑑𝑢 𝑟
𝑑𝑡

 

𝑑𝑢 𝑟

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝜄  + 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑗 = −𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑑𝜃

𝑑𝑡
 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑑𝜃

𝑑𝑡
 𝑗 =

𝑑𝜃

𝑑𝑡
−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑗 =

𝑑𝜃

𝑑𝑡
 𝑢 𝜃 



ΚΙΝΗΜΑΣΙΚΗ  ΢Ε  ΠΟΛΙΚΕ΢  ΢ΤΝΣΕΣΑΓΜΕΝΕ΢ 
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θ 

x 

y 

𝑖  

𝑗  

𝑢 𝑟 

𝑢 𝜃 

𝑟  

P 

Τπολογιςμόσ ταχύτητασ  

𝑣 =
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑟 𝑢 𝑟 =

𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑢 𝑟 + 𝑟

𝑑𝑢 𝑟
𝑑𝑡

 

𝑑𝑢 𝑟
𝑑𝑡

=
𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢 𝜃 

𝑣 =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑢 𝑟 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢 𝜃 

Ακτινικό ςυνιςτώςα ταχύτητασ:  
𝑑𝑟

𝑑𝑡
 

Γωνιακό ςυνιςτώςα ταχύτητασ:  𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝑟𝜔  



ΚΙΝΗΜΑΣΙΚΗ  ΢Ε  ΠΟΛΙΚΕ΢  ΢ΤΝΣΕΣΑΓΜΕΝΕ΢ 
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Τπολογιςμόσ επιτϊχυνςησ  

𝑑𝑢 𝑟
𝑑𝑡

=
𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢 𝜃 

𝑣 =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑢 𝑟 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢 𝜃 𝑎 =

𝑑𝑣 

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡

𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑢 𝑟 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢 𝜃  

𝑎 =
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
𝑢 𝑟 +

𝑑𝑟

𝑑𝑡

𝑑𝑢 𝑟
𝑑𝑡

  +
𝑑𝑟

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢 𝜃 + 𝑟

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
𝑢 𝜃 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡

𝑑𝑢 𝜃
𝑑𝑡

 

𝑑𝑢 𝜃
𝑑𝑡

= −
𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢 𝑟 

𝑎 =
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
𝑢 𝑟 +

𝑑𝑟

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢 𝜃 +

𝑑𝑟

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢 𝜃 + 𝑟

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
𝑢 𝜃 − 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢 𝑟 

𝑎 =
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
− 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡

2

𝑢 𝑟 + 2
𝑑𝑟

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
+ 𝑟

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
𝑢 𝜃 



ΚΤΚΛΙΚΗ  ΚΙΝΗ΢Η 

R 

v


θ 

Κυκλικό Κύνηςη: Η τροχιϊ εύναι κύκλοσ 
ςταθερόσ ακτύνασ R, οπότε η ταχύτητα εύναι 
πϊντα εφαπτομϋνη τησ κυκλικόσ τροχιϊσ και 
κϊθετη ςτην επιβατικό ακτύνα. 
 
Σο μϋτρο τησ ταχύτητασ θα δύνεται από: 

dt

d
R)R(

dt

d

dt

ds
v


 



dt

d
 

Η ποςότητα dθ/dt ονομϊζεται γωνιακό ταχύτητα ω 

Η γωνιακό ταχύτητα εύναι διανυςματικό μϋγεθοσ με μϋτρο ω, διεύθυνςη κϊθετη 
ςτο επύπεδο κύνηςησ και φορϊ καθοριζόμενη από τον κανόνα του δεξιού χεριού. 
 

Μονϊδα γωνιακόσ ταχύτητασ: rad/s = s-1  
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ΚΤΚΛΙΚΗ  ΚΙΝΗ΢Η 

R 

v


θ 

Η κυκλικό κύνηςη ςτο χώρο μπορεύ να περιγραφεύ από το διϊνυςμα θϋςησ r . Όπωσ 
εύναι προφανϋσ από το παραπϊνω ςχόμα ιςχύει γενικϊ: 

v





R 

r


α 

rv


 

© E. Stiliaris, UoA 2025 - 34 - 

𝑣 = 𝜔  𝑟  𝑠𝑖𝑛𝛼 = 𝜔 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝛼 = 𝜔 𝑅 = 𝑅 
𝑑𝜃

𝑑𝑡
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θ 

x 

y 

𝑖  

𝑗  

𝑢 𝑟 
𝑢 𝜃 

𝑟  

P 

𝑣  

𝑣 =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑢 𝑟 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢 𝜃 

Επειδό ςτην κυκλικό κύνηςη το μϋτρο του 
διανύςματοσ θϋςησ παραμϋνει ςταθερό και 
ύςο με την ακτύνα τησ κυκλικόσ τροχιϊσ r = R, 
η παρϊγωγοσ (dr/dt) μηδενύζεται. 

  Σαχύτητα   

𝑣 = 𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢 𝜃 = 𝑅𝜔 𝑢 𝜃 

Έτςι, η ακτινικό ςυνιςτώςα τησ ταχύτητασ εξαφανύζεται και επιβιώνει μόνο η ςυνιςτώςα κατϊ 

την κατεύθυνςη 𝑢 𝜃 , η οπούα τώρα γύνεται εφαπτόμενη ςτην κυκλικό τροχιϊ. 
 

΢ημεύωςη: ΢την κυκλικό κύνηςη, το μοναδιαύο διϊνυςμα  𝑢 𝜃   των πολικών ςυντεταγμϋνων  

ταυτύζεται με το επιτρόχιο  𝑢 𝑇   των γενικευμϋνων ςυντεταγμϋνων. 



ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η  ΢ΣΗΝ  ΚΤΚΛΙΚΗ  ΚΙΝΗ΢Η 

v


θ 

a


Ta


Na


NT

2

NT aa
ρ

v
û

dt

dv
ûa




΢τη γενικό περύπτωςη τησ καμπυλόγραμμησ κύνηςησ 
(γενικευμϋνεσ ςυντεταγμϋνεσ) εύδαμε ότι ιςχύει: 

Σα uT και uN εύναι μοναδιαύα διανύςματα, εφαπτόμενο 
ςτην τροχιϊ και κϊθετο αντύςτοιχα. 

΢την περύπτωςη κυκλικόσ κύνηςησ: 
 

• Η ακτύνα καμπυλότητασ ρ παραμϋνει ςταθερό και ταυτύζεται με την ακτύνα του κύκλου R 
• Η γραμμικό ταχύτητα v εκφρϊζεται μϋςω τησ γωνιακόσ v = ω R 
• Η γραμμικό επιτϊχυνςη dv/dt ομούωσ εκφρϊζεται από την γωνιακό dv/dt = R dω/dt  

 N

22

T

2

NT û
R

Rω
û

dt

dω
R

ρ

v
û

dt

dv
ûa


N

2
T ûRωû

dt

dω
Ra 


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ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η  ΢ΣΗΝ  ΚΤΚΛΙΚΗ  ΚΙΝΗ΢Η 

v


θ 

a


Ta


Na


Η επιτϊχυνςη ςτην κυκλικό κύνηςη ϋχει δύο ςυνιςτώςεσ 
aT και aN, εφαπτομενικό και κϊθετη ςτην τροχιϊ 
αντύςτοιχα. 

• Η εφαπτομενικό ςυνιςτώςα aT εύναι υπεύθυνη για την 
αλλαγό του μϋτρου τησ ταχύτητασ v 

 
• Η ςυνιςτώςα aN αντιςτοιχεύ ςτην κεντρομόλο επιτϊχυνςη 

N
2

T ûRωû
dt

dω
Ra 



ΟΜΑΛΗ ΚΤΚΛΙΚΗ ΚΙΝΗ΢Η 
΢την ειδικό περύπτωςη τησ ομαλόσ κυκλικόσ κύνηςησ, η ποςότητα  dω/dt μηδενύζεται 
με αποτϋλεςμα να παραμϋνει μόνο η κεντρομόλοσ επιτϊχυνςη ω2R, η οπούα εύναι ωσ 
προσ το μϋτρο ςταθερό. 

N
2

N
2

T ûRωûRωû
dt

dω
Ra 


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𝑎 =
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
− 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡

2

𝑢 𝑟 + 2
𝑑𝑟

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
+ 𝑟

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
𝑢 𝜃 
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Ομούωσ κι εδώ, επειδό r = R, η πρώτη και η δεύτερη 
παρϊγωγοσ τησ ακτινικόσ απόςταςησ μηδενύζονται, 
οπότε: 

  Επιτϊχυνςη   

Έτςι, η επιτϊχυνςη αναλύεται και πϊλι ςε μια κεντρομόλο επιτϊχυνςη −𝑅𝜔2𝑢 𝑟   και μια επιτρόχια 

επιτϊχυνςη 𝑅
𝑑𝜔

𝑑𝑡
𝑢 𝜃  . 

 

΢ημεύωςη: ΢την κυκλικό κύνηςη, το ακτινικό μοναδιαύο διϊνυςμα  𝑢 𝑟   των πολικών ςυντεταγμϋνων 

εύναι αντύθετο με το 𝑢 𝑁  των γενικευμϋνων ςυντεταγμϋνων. 

𝑎 = −𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑡

2

𝑢 𝑟 + 𝑟
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
𝑢 𝜃 = −𝑅𝜔2𝑢 𝑟 + 𝑅

𝑑𝜔

𝑑𝑡
𝑢 𝜃 

θ 

x 

y 

𝑖  

𝑗  

𝑢 𝑟 
𝑢 𝜃 

𝑎 𝜃 

P 
𝑎  

𝑎 𝑟 



ΟΜΑΛΗ  ΚΤΚΛΙΚΗ  ΚΙΝΗ΢Η 

R 

v


θ 

Ομαλό κυκλικό κύνηςη: Η γωνιακό ταχύτητα ω 
παραμϋνει χρονικϊ ςταθερό 
 

ω = dθ/dt = const 

Περύοδοσ Σ : Ο απαιτούμενοσ χρόνοσ για μια πλόρη 
περιςτροφό 

ω = 2π/Σ = 2πf 
 

΢υχνότητα f : Αριθμόσ περιςτροφών ςτη μονϊδα 
του χρόνου 

f = 1/T 

Για ςταθερό γωνιακό ταχύτητα ιςχύει: 

 

t

0

0 tdtddtd
dt

d

0










t0  
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ΟΜΑΛΗ  ΚΤΚΛΙΚΗ  ΚΙΝΗ΢Η 

v


θ 

a


xa


ya


xv


yv


x 

y 
Διανυςματικόσ Τπολογιςμόσ Επιτϊχυνςησ 

 

Παρουςιϊζεται εδώ μια εναλλακτικό προςϋγγιςη 
υπολογιςμού τησ επιτϊχυνςησ ςτην ομαλό 
κυκλικό κύνηςη. 

j)cosv(
dt

d
i)sinv(

dt

d
j

dt

dv
i

dt

dv

dt

vd
a

yx



 

Σο μϋτρο τησ ταχύτητασ v ςτην ομαλό κύνηςη 
παραμϋνει ςταθερό: 

jsinvicosvj
dt

d
sinvi

dt

d
cosva








 

RsincosRajsinRicosRa 222222  

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ΠΛΑΓΙΑ  ΒΟΛΗ 

Κύνηςη ςωματιδύου (χωρύσ 
αντιςτϊςεισ) ςε κατακόρυφο 
επύπεδο όπου επιδρϊ μόνο η 
ςταθερό επιτϊχυνςη τησ 
ελεύθερησ πτώςησ g.  
 
Σο ςώμα βϊλλεται με αρχικό 
ταχύτητα v0=vi υπό γωνύα θ0=θi 

ĵsinθvîcosθvĵvîvv 00000y0x0 


Κατϊ τη διϊρκεια τησ κύνηςησ το διϊνυςμα θϋςησ r καθώσ και το διϊνυςμα τησ 
ταχύτητασ v μεταβϊλλονται ςυνεχώσ, ενώ το διϊνυςμα τησ επιτϊχυνςησ a 
παραμϋνει ςταθερό (a=-g).  
 

Σο βλόμα δεν ϋχει οριζόντια επιτϊχυνςη! 

Στην πλάγια βολή η οριζόντια και η κατακόρυφη 
κίνηςη είναι ανεξάρτητεσ η μια από την άλλη. 
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ΠΛΑΓΙΑ  ΒΟΛΗ 

Εξιςώςεισ τησ Κύνηςησ 

Οριζόντια Κύνηςη 

 tcosvxxtvxx 000x00 

Κατακόρυφη  Κύνηςη 

  2
000

2
y00 gt

2

1
tsinvyygt

2

1
tvyy  

gtsinvv 00y  

a)yy(
2

vv
0

2
y0

2
y


    0

2
00

2
y yyg2sinvv  
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ΠΛΑΓΙΑ  ΒΟΛΗ 

Εξύςωςη τησ Σροχιϊσ 
 

Η εξύςωςη τησ κύνηςησ που προκύπτει εϊν ςυμπλϋξουμε την οριζόντια και κατακόρυφη 
ςυνιςτώςα τησ απόςταςησ, απαλεύφοντασ  τον χρόνο από τισ εξιςώςεισ αυτϋσ.  

 tcosvxx 000 

  2
000 gt

2

1
tsinvyy  

00

0

cosv

xx
t






 
2

00

0

00

0
000

cosv

xx
g

2

1

cosv

xx
sinvyy 









 








 
 200

2

0
cosv2

gx
xtany


 

0yx 00 
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ΠΛΑΓΙΑ  ΒΟΛΗ 

Βεληνεκϋσ 
 

Η οριζόντια απόςταςη R που διανύει το βλόμα όταν επιςτρϋψει ςτο αρχικό ύψοσ εκτόξευςησ. 

t)cosv(xxR 000 

Ο χρόνοσ πτόςησ υπολογύζεται από την 
κατακόρυφη κύνηςη, ϋτςι ώςτε y-y0=0:  

2
00 gt

2

1
t)sinv(0  

Απαλεύφοντασ τον χρόνο από τισ παραπϊνω 
εξιςώςεισ καταλόγουμε ςτην ςχϋςη: 

 00

2
0 cossin

g

v2
R  0

2
0 2sin

g

v
R 

Το μέγιςτο βεληνεκέσ επιτυγχάνεται για βολή με θ0 = 45ο 
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