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ΔΙΑΝΤMΑΣΑ  ΣΟΝ  ΣΡΙΔΙΑΣΑΣΟ  ΦΩΡΟ 

Διάνυςμα που καταλήγει ςτο ςημείο (a1, a2) του επιπέδου και ςτο ςημείο 
(a1, a2, a3) του τριςδιάςτατου χώρου ςε καρτεςιανέσ ςυντεταγμένεσ. 
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ΔΙΑΝΤMΑΣΑ  ΣΟΝ  ΣΡΙΔΙΑΣΑΣΟ  ΦΩΡΟ 

Διάνυςμα που καταλήγει ςτο ςημείο (a1, a2) του επιπέδου και ςτο ςημείο 
(a1, a2, a3) του τριςδιάςτατου χώρου ςε καρτεςιανέσ ςυντεταγμένεσ. 
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ĵ

î
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ΔΙΑΝΤMΑΣΑ  ΣΟΝ  ΣΡΙΔΙΑΣΑΣΟ  ΦΩΡΟ 

ΔιανύσματαΜοναδιαία:k̂,ĵ,î

ba




Μερικέσ  Βαςικέσ  Διαπιςτώςεισ 

Παράλληλη μετατόπιςη διανύςματοσ ςτο χώρο αφήνει τισ ςυνιςτώςεσ του 
αμετάβλητεσ.  
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ΔΙΑΝΤMΑΣΑ  ΣΟΝ  ΣΡΙΔΙΑΣΑΣΟ  ΦΩΡΟ 

Αριθμητικά Πολλαπλάςια Άθροιςμα Διανυςμάτων 

Βαςικέσ  Πράξεισ  επί των Διανυςμάτων 

Διαφορά Διανυςμάτων k̂)z(zĵ)y(yî)x(xP 12121212 
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ΔΙΑΝΤMΑΣΑ  ΣΟΝ  ΣΡΙΔΙΑΣΑΣΟ  ΦΩΡΟ 

Άθροιςμα Διανυςμάτων 

Βαςικέσ  Πράξεισ  επί των Διανυςμάτων 

Διαφορά Διανυςμάτων 

k̂aĵaîaa 321 


k̂bĵbîbb 321 


Αριθμητικά Πολλαπλάςια 
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ΕΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

Για τα διανύςματα a=(a1, a2, a3) και b=(b1, b2, b3) του τριςδιάςτατου χώρου 
το εςωτερικό γινόμενο ορίζεται ωσ: 

332211 babababa 


Σο εςωτερικό γινόμενο δύο διανυςμάτων είναι βαθμωτό μέγεθοσ. 

ΙΔΙΟΣΗΣΕ  ΕΩΣΕΡΙΚΟΤ  ΓΙΝΟΜΕΝΟΤ 

aaaaaaaaaaaa
2

332211
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ΕΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

cosθ|b||a|ba




ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

cosθba2bac
222 


cosθba2ba)ab)(ab(cosθba2baab
22222 


cosθbabacosθba2baba2aabb
22 
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ΕΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

Μοναδιαία  Διανύςματα 

Διαπιςτώςεισ  για  το Εςωτερικό  Γινόμενο  Διανυςμάτων 

cosθ|b||a|ba




0011cos90|ĵ||î|ĵî 0 

• Κάθετα διανύςματα (θ=90ο) έχουν εςωτερικό γινόμενο μηδέν. 
• Παράλληλα διανύςματα (θ=0ο) έχουν εςωτερικό γινόμενο ίςο με το 

γινόμενο των μέτρων τουσ.  

1111cos0|ĵ||î|îî 0 
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ΕΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

Σο εςωτερικό γινόμενο ςυςχετίζεται με το μέτρο τησ προβολήσ 

Διαπιςτώςεισ  για  το Εςωτερικό  Γινόμενο  Διανυςμάτων 
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ΕΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

Επειδή το μοναδιαίο διάνυςμα οποιουδήποτε διανύςματοσ προκύπτει 
διαιρώντασ το διάνυςμα με το μέτρο του, τότε: 
 

Σο εςωτερικό γινόμενο διανύςματοσ με μοναδιαίο διάνυςμα ιςούται με το 
μέτρο τησ προβολήσ του διανύςματοσ αυτού ςτην κατεύθυνςη του μοναδιαίου. 

Διαπιςτώςεισ  για  το Εςωτερικό  Γινόμενο  Διανυςμάτων 
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abcosθ|b|1cosθ|b||â|bâ 
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ΕΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

Θεωρώντασ την παραπάνω ςχέςη ςαν τον οριςμό του εςωτερικού γινομένου 
δύο διανυςμάτων, τότε προκύπτει: 

Διαπιςτώςεισ  για  το Εςωτερικό  Γινόμενο  Διανυςμάτων 

cosθ|b||a|ba




)kbjbi(b)kajai(aba 321321




k̂k̂baĵk̂baîk̂ba       
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332211 babababa 
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ΔΙΑΝΤMΑΣΙΚΗ ΥΤΗ ΔΤΝΑΜΗ 

Δύναμη: Διανυςματικό μέγεθοσ – Για τον καθοριςμό τησ χρειάζεται όχι μόνο 
το μέτρο τησ αλλά και η φορά τησ. 
 

Ο ακριβήσ οριςμόσ τησ δύναμησ θα δοθεί ςε ςυνδυαςμό με τη δυναμική τησ κίνηςησ (Νόμοι του Νεύτωνα). 

το καρτεςιανό ςύςτημα ςυντεταγμένων μια δύναμη F μπορεί να οριςτεί 
πλήρωσ από τισ τρεισ ςυνιςτώςεσ τησ Fx , Fy και Fz: 
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F
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yF


zF


k̂FĵFîFFFFF zyxzyx 


:k̂,ĵ,î Μοναδιαία Διανύςματα 

Μέτρο τησ Δύναμησ: 
 
Μονάδα Μέτρηςησ (S.I.): N (Newton) 
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x FFFF 
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ΤΝΘΕΗ ΤΝΣΡΕΦΟΤΩΝ ΔΤΝΑΜΕΩΝ 

υντρέχουςεσ δυνάμεισ: Οι δυνάμεισ που εφαρμόζονται ςτο ίδιο υλικό ςημείο 
 

υνιςταμένη: Σο διανυςματικό άθροιςμα όλων των ςυντρεχουςών δυνάμεων 
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ΕΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

Φαρακτηριςτικό παράδειγμα βαθμωτού φυςικού μεγέθουσ που προκύπτει από 
το εςωτερικό γινόμενο δύο άλλων διανυςματικών φυςικών μεγεθων είναι το 
έργο που παράγει η δύναμη F μετατοπιζόμενη κατά διάςτημα r : 

Υυςικά  Μεγέθη που προκύπτουν από το Εςωτερικό Γινόμενο 

cosθ|r||F|rFW
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ΕΞΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

Για τα διανύςματα a=(a1, a2, a3) και b=(b1, b2, b3) του τριςδιάςτατου χώρου 
το εξωτερικό γινόμενο δίνεται μέςω τησ ορίζουςασ: 

321

321

bbb

aaa

k̂ĵî

ba 


Σο εξωτερικό γινόμενο δύο διανυςμάτων είναι διανυςματικό μέγεθοσ. 

ΙΔΙΟΣΗΣΕ  ΕΞΩΣΕΡΙΚΟΤ  ΓΙΝΟΜΕΝΟΤ 

ĵîk̂  ,  îk̂ĵ,k̂ĵî 
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ΕΞΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

Σο ανάπτυγμα μιασ ορίζουςασ 3×3 ιςοδυναμεί με το άθροιςμα τριών 
οριζουςών 2×2: 
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Σο ανάπτυγμα τησ ορίζουςασ μπορεί να γίνει ωσ προσ 
οποιαδήποτε ςειρά ή ςτήλη με τον μνημονικό κανόνα 
των προςήμων:  





Είναι προφανέσ πωσ ιςχύει η γενίκευςη, ότι μια ορίζουςα n τάξεωσ 
μπορεί να αντικαταςταθεί με n ορίζουςεσ τάξεωσ (n-1). 
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ΕΞΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
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ΕΞΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

τότε προκύπτει: 

Αντίςτροφα, θεωρώντασ γνωςτέσ τισ ςχέςεισ των εξωτερικών γινομένων 
για τα μοναδιαία διανύςματα: 

...îkĵkĵî0k̂k̂0ĵĵ0îî 
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ΕΞΩΣΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

Γεωμετρική ςημαςία 
του Εξωτερικού 

Γινομένου 

h 

  Ehasinθbasinθbaba 


Σο μέτρο του εξωτερικού γινομένου δύο διανυςμάτων ιςούται με το εμβαδόν του 
αντίςτοιχου παραλληλογράμμου που ςχηματίζουν τα δύο αυτά διανύςματα. 

sinθ|b||a||ba|
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ΒΑΘΜΩΣΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΣΡΙΩΝ  ΔΙΑΝΤMΑΣΩΝ 

Γεωμετρική ςημαςία του Σριπλού Γινομένου 

      VEcosθcbacosθccosθbacbac 


Σο τριπλό γινόμενο διανυςμάτων ιςούται με τον όγκο του αντίςτοιχου  
παραλληλεπιπέδου που ςχηματίζουν τα τρία διανύςματα. 
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321

321321
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)k̂cĵcî(cbac 
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Ορίζεται ςαν το μεικτό γινόμενο: 

και είναι ένα βαθμωτό μέγεθοσ. 

(Scalar Triple Product) 
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ΡΟΠΗ ΔΤΝΑΜΗ 

F 

Fx 

Fy 

r 

Άξονασ 
Περιςτροφήσ θ 

F 

r 

Άξονασ 
Περιςτροφήσ 

θ 

b 

Ροπή: Η ικανότητα μιασ δύναμησ F να θέτει ςε περιςτροφή ένα ςώμα 

Μέτρο τησ ροπήσ τ rFrFy )]sin([   )]sin([  rFbF 

Fy: Η κάθετη ςυνιςτώςα τησ δύναμησ ςτο 
διάςτημα r 

b: Η απόςταςη του άξονα περιςτροφήσ από 
το φορέα τησ δύναμησ F (βραχίονασ) 

)sin( Fr
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ΡΟΠΗ ΔΤΝΑΜΗ 

Διανυςματικόσ οριςμόσ τησ ροπήσ 

Μέτρο: 
 

Κατεύθυνςη: Κάθετη ςτο επίπεδο 
επιβατικήσ ακτίνασ - δύναμησ (r-F) 
 

Υορά: Καθοριζόμενη από τον κανόνα 
του αντίχειρα του δεξιού χεριού  
 

Μονάδα μέτρηςησ: Nm (S.I.) 

)sin( FrFrτ




r


F







O 

• Η ροπή δύναμησ ορίζεται πάντοτε ωσ προσ κάποιο ςυγκεκριμένο ςημείο 
αναφοράσ. 
 

• Μετατόπιςη τησ δύναμησ κατά μήκοσ του άξονα εφαρμογήσ αφήνει 
αναλλοίωτη την ροπή τησ. 
 

• Αλλαγή του ςημείου αναφοράσ αλλάζει την ροπή τησ δύναμησ. 

- 24 - © E. Stiliaris, UoA 2024 



ΡΟΠΗ ΔΤΝΑΜΗ 

Διανυςματικόσ οριςμόσ τησ ροπήσ 

Frτ
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k̂îFxĵîFxîîFxτ

z0y0x0

z0y0x0

z0y0x0








k̂)FyFx(
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ĵîk̂0k̂k̂ 
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Frτ 


Γραφή ςε μορφή ορίζουςασ 
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ΡΟΠΗ ΔΤΝΑΜΗ 

Ειδική Περίπτωςη: Τπολογιςμόσ ροπήσ δύναμησ που βρίςκεται ςτο επίπεδο ΦΤ 

υνιςτώςεσ τησ F:  Fx , Fy 
 

• Ροπή τησ Fy:  +x0Fy 
 

• Ροπή τησ Fx:  -y0Fx 

 
 

υνολικό μέτρο ροπήσ: 
 
 
 
με κατεύθυνςη κατά μήκοσ του άξονα z. 

xy FyFx 00 

Frτ


 kFyFx

FF

yx

kji
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ˆ)(
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ˆˆˆ

0000 
Με βάςη τον 

διανυςματικό 
οριςμό τησ ροπήσ 
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P(x0,y0) 
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x0 x 
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i


j


k
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ΡΟΠΗ ΠΟΛΛΩΝ ΔΤΝΑΜΕΩΝ 

Τπολογιςμόσ ροπήσ πολλών δυνάμεων ωσ προσ το ςημείο Ο, όταν αυτέσ έχουν 
κοινό ςημείο εφαρμογήσ (ςυντρέχουςεσ) 

Η ςυνιςταμένη δύναμη μπορεί να 
αντικαταςτήςει ένα ςύςτημα 

ςυντρεχουςών δυνάμεων ςε ένα ςώμα: 
Επιφέρει το ίδιο αποτέλεςμα αναφορικά 

με μετατοπίςεισ και περιςτροφέσ.  
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υνιςταμένη των ςυντρεχουςών 
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ΡΟΠΗ ΠΟΛΛΩΝ ΔΤΝΑΜΕΩΝ 

Προςοχή! Εάν οι δυνάμεισ δεν έχουν κοινό ςημείο εφαρμογήσ (δεν είναι 
ςυντρέχουςεσ) τότε η ςυνιςταμένη τουσ δεν επιφέρει ιςοδύναμα αποτελέςματα.  
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Επειδή κατά κανόνα τα διανύςματα      
και       δεν είναι κάθετα μεταξύ τουσ, δεν 
διαςφαλίζεται η ικανοποίηςη τησ ςχέςησ 
 
 
 
για κάποιο ζητούμενο     . 
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Μετατόπιςη 

Περιςτροφή 
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ΖΕΤΓΟ ΔΤΝΑΜΕΩΝ 

Ζεύγοσ Δυνάμεων: ύςτημα δύο ίςων κατά μέτρο αλλά με αντίθετη φορά δυνάμεων 
με παράλληλεσ διευθύνςεισ. 

0FFR 21 


υνιςταμένη Δύναμη 

Άρα, το ζεύγοσ δυνάμεων δεν προκαλεί 
μεταφορική κίνηςη. 
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Αςκούμενη Ροπή 

• Η ροπή του ζεύγουσ είναι ανεξάρτητη 
από το ςημείο ωσ προσ το οποίο 
υπολογίζεται η ροπή. 

 
• Δεν μπορεί να βρεθεί μια δύναμη που 
να αντικαθιςτά το ζεύγοσ δυνάμεων.  
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ΤΣΗΜΑ ΠΟΛΛΩΝ ΔΤΝΑΜΕΩΝ 

Ένα ςύςτημα πολλών δυνάμεων μπορεί πάντα να αντικαταςταθεί με μια δύναμη 
και ένα ζεύγοσ δυνάμεων.  
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• Η ςυνιςταμένη δύναμη R διέρχεται από το 
ςημείο υπολογιςμού τησ ροπήσ Ο, ώςτε να μην 
ςυνειςφέρει ςτην ροπή. 

 
• Σο ζεύγοσ δυνάμεων τοποθετείται ςε επίπεδο 
κάθετο ςτην ςυνολική ροπή τ. 
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