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ΙΟΡΡΟΠΙΑ ΩΜΑΣΙΔΙΟΤ 

Η ιςορροπύα υλικού ςωματιδύου ςτο χώρο εξαςφαλύζεται όταν το διανυςματικό 
ϊθροιςμα των επενεργούντων ς’ αυτό δυνϊμεων μηδενύζεται. 
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Η ςυνθόκη αυτό εύναι ιςοδύναμη με τισ 
τρεισ επιμϋρουσ ςυνθόκεσ που 
αναφϋρονται ςτον μηδενιςμό των 
ςυνιςτωςών των δυνϊμεων κατϊ 
μόκοσ των αξόνων x, y, z. 

Ειδικό περύπτωςη: Ιςορροπύα τριών δυνϊμεων που ενεργούν πϊνω ςε 
ςωματύδιο. 
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ΙΟΡΡΟΠΙΑ ΩΜΑΣΙΔΙΟΤ 

Ιςορροπύα τριών δυνϊμεων ςε ςωματύδιο 

F1 

F3 
F2 

α 

β 
γ 

F1 

F2 

F3 β 

α 
γ 

 sin

F

sin

F

sin

F 321 

Εϊν οι τρεισ δυνϊμεισ ιςορροπούν, τότε απαραύτητα ςχηματύζουν επύπεδο 
τρύγωνο, οπότε ιςχύει ο νόμοσ των ημιτόνων: 
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ΙΟΡΡΟΠΙΑ ΩΜΑΣΙΔΙΟΤ 

Παρϊδειγμα: Ομογενόσ ςφαύρα βϊρουσ W και ακτύνασ R ςυγκρατεύται με τεντωμϋνο ςκοινύ ςε 
λεύο τούχο και ςε απόςταςη L πϊνω από το κϋντρο τησ ςφαύρασ. Βρεύτε: (α) Σην τϊςη ςτο ςκοινύ 
(β) Ση δύναμη που εξαςκεύ ο τούχοσ ςτην ςφαύρα.  

L 

Παρϊδειγμα: Ομογενόσ ςφαύρα βϊρουσ W και ακτύνασ R ςυγκρατεύται με τεντωμϋνο ςκοινύ ςε 
λεύο τούχο και ςε απόςταςη L πϊνω από το κϋντρο τησ ςφαύρασ. Βρεύτε: (α) Σην τϊςη ςτο ςκοινύ 
(β) Ση δύναμη που εξαςκεύ ο τούχοσ ςτην ςφαύρα.  
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Εφαρμόζοντασ τον νόμο των ημιτόνων: 
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ΙΟΡΡΟΠΙΑ ΣΕΡΕΟΤ ΩΜΑΣΟ 

Για την ιςορροπύα ςτερεού ςώματοσ εύναι αναγκαύο να εξαςφαλιςτεύ 
ιςορροπύα τόςο ωσ προσ τισ μετατοπύςεισ, όςο και ωσ προσ τισ περιςτροφϋσ.  
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Ιςορροπύα ωσ προσ την μετατόπιςη 
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Ιςορροπύα ωσ προσ την περιςτροφό 

Για ςυνεπύπεδεσ δυνϊμεισ οι παραπϊνω ςυνθόκεσ ανϊγονται ςτισ: 
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ΙΟΡΡΟΠΙΑ ΣΕΡΕΟΤ ΩΜΑΣΟ 

Παρϊδειγμα: Σο παρακϊτω ςχόμα δύνει την κϊτοψη ομογενούσ ρϊβδου ςε ςτατικό 
ιςορροπύα. Να βρεθούν οι δυνϊμεισ F1 και F2. 

4d 2d d d 

10N 
30N 

F1 

F2 20N 

υνολικό ροπό ωσ προσ το δεξιό ϊκρο τησ ρϊβδου: 

N45F0d30d2Fd410d820 11 

Μηδενιςμόσ ςυνιςταμϋνησ δύναμησ: 

N65F20F0F30F1020 1221 
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ΙΟΡΡΟΠΙΑ ΣΕΡΕΟΤ ΩΜΑΣΟ 

Ομογενόσ δοκόσ μόκουσ 8m και βϊρουσ 200Ν εύναι ςτερεωμϋνη ςε τούχο, ενώ το ϊλλο τησ ϊκρο 
υποβαςτϊζεται με ςυρματόςκοινο ςε γωνύα 530.  Άνθρωποσ βϊρουσ 600Ν ςτϋκεται ςε απόςταςη 
2m από τον τούχο. Να υπολογιςθούν οι αςκούμενεσ από τον τούχο και το ςυρματόςκοινο 
δυνϊμεισ ςτη δοκό. 
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ΙΟΡΡΟΠΙΑ ΣΕΡΕΟΤ ΩΜΑΣΟ 

Σο πρόβλημα τησ ςτόριξησ ςκϊλασ ςε δϊπεδο με τριβό και ςε λεύο τούχο. 
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ΚΕΝΣΡΟ ΜΑΖΑ ΩΜΑΣΟ 

Οριςμόσ κϋντρου μϊζασ ςώματοσ 
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ΚΕΝΣΡΟ ΒΑΡΟΤ ΩΜΑΣΟ 

Οριςμόσ κϋντρου βϊρουσ ςώματοσ 

Η δύναμη βαρύτητασ Fg μπορεύ να θεωρηθεύ ωσ το 
διανυςματικό ϊθροιςμα (ςυνιςταμϋνη δύναμη) 
των βαρυτικών δυνϊμεων migi που δρουν ςτα 
ξεχωριςτϊ ςτοιχεύα mi ενόσ εκτεταμϋνου ςώματοσ.  

Αυτό η βαρυτικό δύναμη Fg αςκεύται ς’ ϋνα 
ςημεύο που ονομϊζεται κϋντρο βϊρουσ  
(CG: Center of Gravity) του ςώματοσ. 

Εϊν το g παραμϋνει ςταθερό για όλα τα ςτοιχεύα του ςώματοσ, τόςο ςε 
ϋνταςη όςο και ςε διεύθυνςη (παραλληλύα ςτοιχειωδών δυνϊμεων), τότε: 
 

Σο κϋντρο βϊρουσ ςώματοσ ςυμπύπτει με το κϋντρο μϊζασ.  
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ΙΟΔΤΝΑΜΙΑ ΚΕΝΣΡΟΤ ΒΑΡΟΤ & ΜΑΖΑ 

Γιατύ το κϋντρο βϊρουσ ςώματοσ ςυμπύπτει με το κϋντρο μϊζασ; 

Πρϋπει να ελεγχθεύ και η διατόρηςη τησ ροπόσ των δυνϊμεων 
ωσ προσ τυχαύο ςημεύο. Φωρύσ βλϊβη τησ γενικότητασ γύνεται 
ωσ προ το Ο και μόνο για την κατεύθυνςη x. 
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ΕΤΡΕΗ ΚΕΝΣΡΟΤ ΜΑΖΑ 

υνεχόσ κατανομό ύλησ: Σα αθρούςματα αντικαθύςτανται με ολοκληρώματα 
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Η γεωμετρικό ςυμμετρύα του ςώματοσ απλουςτεύει τουσ υπολογιςμούσ. 
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ΕΤΡΕΗ ΚΕΝΣΡΟΤ ΜΑΖΑ 

Να βρεθεύ το κϋντρο βϊρουσ ομογενούσ ρϊβδου πυκνότητασ ρ0 και μόκουσ L με τη μϋθοδο 
τησ ολοκλόρωςησ, που ωσ γνωςτόν ευρύςκεται ςτο γεωμετρικό τησ κϋντρο. 
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Εϊν διατϊξουμε τη ρϊβδο κατϊ μόκοσ του 
ϊξονα x και θεωρόςουμε ότι ϋχει πλϊτοσ D 
και ύψοσ h, τότε για ϋνα απειροςτό μόκοσ 
dx ιςχύουν:  
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Πώσ διαμορφώνεται το αποτέλεςμα αυτό εάν η ράβδοσ δεν είναι ομογενήσ; 
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ΕΤΡΕΗ ΚΕΝΣΡΟΤ ΜΑΖΑ 

Να βρεθεύ το κϋντρο βϊρουσ ανομοιογενούσ ρϊβδου μόκουσ L, όταν η πυκνότητϊ τησ 
εξαρτϊται γραμμικϊ από το μόκοσ τησ: ρ(x)=ρ0(1+x/L). 
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Όπωσ προηγουμϋνωσ, για ϋνα απειροςτό 
μόκοσ dx ιςχύουν:  
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ΕΤΡΕΗ ΚΕΝΣΡΟΤ ΜΑΖΑ 

Να βρεθεύ το κϋντρο βϊρουσ ομογενούσ πλϊκασ ςχόματοσ ιςοςκελούσ τραπεζύου με 
βϊςεισ L και 2L και ύψοσ D. 
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ε τυχαύο ύψοσ y και για ςτοιχειώδεσ dy το μόκοσ x 
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ΕΤΡΕΗ ΚΕΝΣΡΟΤ ΜΑΖΑ 

Κϋντρο μϊζασ κώνου ύψουσ H (και ακτύνασ R) 
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Οπότε: 
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Ο κώνοσ τοποθετεύται με τον ϊξονα του κατϊ μόκοσ 
του z και η κορυφό του να ςυμπύπτει με την αρχό των 
αξόνων. Εύναι προφανϋσ πωσ λόγω ςυμμετρύασ: 
 

xCM = yCM = 0 
 

Επιλϋγοντασ λεπτό δύςκο πϊχουσ dz ςε ύψοσ z, του 
οπούου η ακτύνα εύναι r, ιςχύει: 

Hz 4
3

CM Άρα το κϋντρο μϊζασ κώνου απϋχει από την κορυφό του:   
ό ιςοδύναμα ¼ H από τη βϊςη του.  
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ΕΤΡΕΗ ΚΕΝΣΡΟΤ ΜΑΖΑ 

Αφαύρεςη τμόματοσ μϊζασ από ςώμα ςυμμετρικού ςχόματοσ 
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Οπότε: 

Παρϊδειγμα 
Εϊν η ακτύνα του αρχικού (ομογενούσ) δύςκου εύναι R και του 
τμόματοσ που αφαιρεύται r = R/4, το δε x = R/2, τότε: 

xN x 

x 
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R 

r 

Εϊν από το δύςκο ακτύνασ R του ςχόματοσ αφαιρεθεύ 
κυκλικό τμόμα ακτύνασ r ςε απόςταςη x από το αρχικό 
κϋντρο μϊζασ του ςώματοσ, τότε το νϋο κϋντρο μετατύθεται 
ςτην απόςταςη xN, για την οπούα ιςχύει:  

m)(Mxmx N 

όπου Μ η αρχικό μϊζα του ςώματοσ και m η μϊζα του 
ςώματοσ που αφαιρεύται. 
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d: πάχοσ του δίςκου 
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