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Σημειώζεις VIII: Σκέδαζη: απλά μονο-διάζηαηα δσναμικά 

Όπσο γλσξίδνπκε ήδε από ηελ θιαζζηθή Φπζηθή, ε ζθέδαζε κηαο δέζκεο ζσκαηηδίσλ από έλα 

ζηόρν παξέρεη πιεξνθνξίεο ζρεηηθέο κε ηα ζσκάηηα πνπ απνηεινύλ ην ζηόρν. Δπίζεο παξέρεη 

πιεξνθνξίεο επί ηεο αιιειεπίδξαζεο ησλ ζσκαηηδίσλ ηνπ ζηόρνπ θαη ηεο δέζκεο. 

Σηελ πεξηγξαθή ηεο ζθέδαζεο ζηελ Κβαληηθή Μεραληθή, ζεσξνύκε όηη ε εηζεξρόκελε δέζκε 

απνηειείηαη από κηα ζπλερή ξνή ειεύζεξσλ ζσκαηηδίσλ. 

Υπνζέηνληαο όηη ε δέζκε έρεη ππθλόηεηα   ζσκαηηδίσλ αλά κνλάδα όγθνπ, ζπκπεξαίλνπκε όηη ε 

θπκαηνζπλάξηεζε ηεο πξνζπίπηνπζαο δέζκεο θαλνληθνπνηείηαη σο  

 
2

v
dV dV dN    

όπνπ vdN  ν αξηζκόο ησλ ζσκαηηδίσλ ηεο δέζκεο ζε όγθν dV . 

Η αληίζηνηρε εμίζσζε ζε κηα δηάζηαζε είλαη, πξνθαλώο: 

  
2

x dx dx dN    

θαη επνκέλσο ν αξηζκόο ησλ ζσκαηηδίσλ ηεο δέζκεο ζην δηάζηεκα  ,a b  είλαη απιώο 

  
2

,
b

a
N a b dx   

Η πιεξνθνξία ηελ νπνία πξνζπαζνύκε λα εμαγάγνπκε βξίζθεηαη ζηα ζσκάηηα ηεο δέζκεο κεηά ηε 

ζθέδαζε. Τν εξγαιείν πνπ έρνπκε γηα λα πξνβιέςνπκε ηη αλακέλνπκε λα δνύκε είλαη ε εμίζσζε 

ζπλέρεηαο, πνπ εθθξάδεη ηε δηαηήξεζε ηνπ αξηζκνύ ησλ ζσκαηηδίσλ, εθόζνλ ν ζηόρνο δελ παξάγεη 

ή αλαιώλεη ζσκάηηα ηεο δέζκεο. Σρεκαηηθά, αλ ην ξεύκα είλαη J


, θαη ε ππθλόηεηα ζσκαηηδίσλ  , 

ε εμίζσζε ζπλέρεηαο είλαη 

 0J
t


  



 
 

Σε κηα δηάζηαζε, ε εμίζσζε γίλεηαη 

 0
j

t x

 
 

 
 (8.1) 

Γλσξίδνπκε ήδε,  από ηηο πξνεγνύκελεο δηαιέμεηο, όηη ε αληηθαηάζηαζε 

 *    

ζηελ (8.1), θαη κε ρξήζε ηεο ρξνληθήο εμάξηεζεο ηεο  ,x t  δει. ηεο 
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βξίζθνπκε όηη 

  
*
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 
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
 (8.2) 

Σπγθξίλνληαο κε ηελ (8.1) ζπκπεξαίλνπκε όηη 

  
*

*

2
j x

mi x x

 
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Η γελίθεπζε ησλ σο άλσ ζε ηξεηο δηαζηάζεηο είλαη άκεζε: 

    * *

2
J x

mi
      

  
 (8.3) 

1.  Σκέδαζη ζε μια διάζηαζη 

Έζησ κηα δέζκε πνπ αληηζηνηρεί ζε εηζεξρόκελν ξεύκα 
IJ


, πνπ ζθεδάδεηαη από έλα ζηόρν, κε 

απνηέιεζκα ην ξεύκα κεηά ηε ζθέδαζε λα είλαη 
0J


. Σε κηα δηάζηαζε, ην ζθεδαδόκελν ξεύκα έρεη 

κόλν δύν δπλαηόηεηεο: λα ηαμηδέςεη ζηελ ίδηα ή ζηελ αληίζεηε δηεύζπλζε κε/από εθείλε ηεο 

δέζκεο. Τν ξεύκα ζηελ ίδηα δηεύζπλζε ην ζπκβνιίδνπκε κε TJ , θαη ην ξεύκα πξνο ηελ αληίζεηε 

δηεύζπλζε, δει. ην ξεύκα πνπ αλαθιάηαη, κε RJ . Μηαο θαη ζέινπκε λα εμαγάγνπκε ζπκπεξάζκαηα 

πνπ έρνπλ λα θάλνπλ κε ηε θύζε ηνπ ζηόρνπ, θαλνληθνπνηνύκε ηα TJ  θαη RJ  σο πξνο ην 

εηζεξρόκελν ξεύκα: 

 R T

I I

J J

J J
   

Γηα έλα επίπεδν θύκα, 

    
,

i kx t
x t Ae





  

Τν ξεύκα δίδεηαη σο 

            

2

2

2

i i i iA k
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mi m

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Τν πην απιό παξάδεηγκα είλαη ην βήκα δπλακηθνύ: 
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Μπνξνύκε λα γξάςνπκε: 

 
 

 

1 1

2

ik x ik x

I

ik x

II

x Ae Be

x Ce






 


 

όπνπ ηα 1
k  θαη 2

k  δίδνληαη από ηελ εμίζσζε Schrödinger ζηηο δπν πεξηνρέο: 1
k  ζην  ,0  θαη 2

k  

ζην  0, . 

Οη ζπληειεζηέο αλάθιαζεο θαη κεηάδνζεο είλαη 

 

2 2

1 2

2 2

1 1

και
B k C k

A k A k
   (8.4) 

Η (8.4) δείρλεη όηη κπνξνύκε λα απνθύγνπκε ηελ ζηαζεξά θαλνληθνπνίεζεο, δει ην A , θαη λα 

γξάςνπκε ην εηζεξρόκελν θύκα σο ikx
e . Έηζη ζα έρνπκε: 

 
 

 

1 1

2

ik x ik x

I
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x Te






 
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Καη ηώξα νη δπν ζπληειεζηέο   θαη   δίδνληαη άκεζα σο 

 
2

R  θαη 
2 2

1

k
T

k
  

Η εύξεζε ησλ R  θαη T  αθνινπζεί ηε γλσζηή κεζνδνινγία ρξήζεο ηεο ζπλέρεηαο ηεο 

θπκαηνζπλάξηεζεο θαη ηεο παξαγώγνπ: 

 

   

    2
1 1 2

1

0 0 1

0 0 1

I II

I II

R T

k
ik ik R ik T R T

k

 

 

   

       
 

Λύλνληαο ην ζύζηεκα ησλ δπν εμηζώζεσλ βξίζθνπκε: 

 1

1 2

2k
T

k k



 θαη 1 2

1 2

k k
R

k k





 

θαη επνκέλσο: 

x 

V
0
 

E 

x=0 

Περιοχή I Περιοχή IΙ 
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 

 

2

1 2

2

1 2

k k

k k





  θαη 

 
1 2

2

1 2

4k k

k k



  

Παξαηεξνύκε δε όηη: 

 1   

όπσο θαη πξέπεη, από ηε δηαηήξεζε ηνπ ξεύκαηνο. 

Όζν δε γηα ηα 1
k  θαη 2

k  βξίζθνληαη από ηελ εμίζσζε Schrödinger: 

 
   

2 2 2
2
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2 2 2
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2
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2
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        

 
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 

 

Τα πην πάλσ ηζρύνπλ (πξνθαλώο, αθνύ πήξακε 2
k  πξαγκαηηθό) γηα 0

E V . 

Αλ ε ελέξγεηα είλαη κηθξόηεξε ηνπ δπλακηθνύ, δει. αλ 0E V , ηόηε 2 2
k ik  θαη έρνπκε 

 
 

 

1 1

2

ik x ik x
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
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



 


 (8.5) 

Δπαλαιακβάλνληαο ηα πξνεγνύκελα βήκαηα, ή απιώο ρξεζηκνπνηώληαο ην απνηέιεζκα θαη 

θάλνληαο ηελ αληηθαηάζηαζε 2k ik  , βξίζθνπκε: 

 1 2

1 2

k ik
R

k ik





 θαη 1

1 2

2k
T

k ik



 

Οπόηε νη ζπληειεζηέο αλάθιαζεο θαη δηάδνζεο είλαη: 

 

2

2 1 2

2

1 2

1
k ik

R
k ik


  


  θαη 0  

Πξνζνρή ζην T : κνινλόηη ν ζπληειεζηήο T  (ηεο θπκαηνζπλάξηεζεο γηα 0x  ) είλαη 0 , ην 

ξεύκα ζηελ πεξηνρή ΙΙ είλαη κεδέλ: 

 0  

Απηό νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη γηα πξαγκαηηθή  ,x t  είλαη κεδέλ, έζησ θαη αλ ε  ,x t  δελ 

είλαη κεδέλ.   

2. Σκέδαζη από ζσνάρηηζη Dirac-δέληα 
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Πξνθαλώο ε θπκαηνζπλάξηεζε ζηηο δπν πεξηνρέο  : 0 και : 0I x II x   γξάθνληαη σο εμήο:  

 
 

 

ikx ikx

I

ikx

II

x e Re

x Te






 


 

όπνπ 

 2

2

2mE
k 


 

Δμηζώζεηο ζπλέρεηαο ηεο  x : 

    0 0 1I II R T      (8.6) 

Η παξάγσγνο ηεο  x  είλαη, πξνθαλώο, αζπλερήο, ιόγσ ηεο αζπλέρεηαο ηεο  x  ζην 0x  . 

Άξα, όπσο θαη ζηελ εύξεζε δέζκησλ θαηαζηάζεσλ, νινθιεξώλνπκε ηελ εμίζσζε Schrödinger 

γύξσ από ην 0x  : 

  
2 2

2
2

x dx E dx
m x

 

 
  

 

 

 
   

 
 
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θαη επνκέλσο 

        
2

2

2
0 0 0 0 0

2
II I

x x

d d m

m dx dx 

  
   

 

 
        

 


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θαη άξα 

  
2

2

2
2

1 1

m
ik

m
ikT ik R T R T

ik






      


 (8.7) 

Από ηηο (8.6) θαη (8.7) βξίζθνπκε εύθνια 

 
2

2

2
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m
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T T

ik ik m





 
 

    
 

 




 θαη άξα 

x 

E 

x=0 

Περιοχή I Περιοχή IΙ 
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Οη ζπληειεζηέο  θαη   είλαη επνκέλσο 

 
2 2 4

2 2 2 4

m

k m












 θαη 

2

2 2 2 4

k

k m 






 

Δίλαη πξνθαλέο όηη 1  , ελώ γηα 0  , έρνπκε 0  θαη 1  (όπσο θαη αλακέλνπκε). 

3. Σκέδαζη από πηγάδι 

 

 

Η ιύζε ηεο εμίζσζεο Schrödinger ζηηο ηξεηο πεξηνρέο καο δίλεη επίπεδα θύκαηα ηεο κνξθήο 

 exp ;ik x  όπνπ 

 
 0

1 3 2

22 m E VmE
k k k


  

 
 

 

 

 

 

1 1

2 2

1

ik x ik x

I

ik x ik x

II

ik x

III

x e Be

x Ce De

x Fe











 

 



 (8.8) 

Όπσο πάληα, νη ζπληειεζηέο ζηελ (8.8) βξίζθνληαη κε εθαξκνγή ησλ ζπλζεθώλ ζπλέρεηαο ηεο 

 x  θαη ηεο παξαγώγνπ ηεο: 

   

 

2 2 1

2 2 1

1 2

2 1

Σσνέτεια ζηο 0 :

Σσνέτεια ζηο :
ik L ik L ik L

ik L ik L ik L

x I B C D

ik I B ik C D

x L Ce De Fe

ik Ce De ik Fe





    


   


   
 


4 εμηζώζεηο ζε 4 αγλώζηνπο 

Λύλνπκε ην ζύζηεκα θαη βξίζθνπκε ηελ εμήο ζρέζε: 

     2 2 1
2 2

1 2 1 2 2 14
ik L ik L ik L

k k k k e k k e Fe


     

x 

V
0
 

E 

x=0 

Περιοχή I Περιοχή IΙ Περιοχή III 

x=L 
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θαη άξα ε πηζαλόηεηα πεξάζκαηνο ηνπ δπλακηθνύ είλαη 

 

   2 2

2 2 2

1 1 2

2
2 2

1
1 2 2 1

16

1 ik L ik L
I

FJ k k k

J k k k e k k e





   

  

  (8.9) 

Ή αληηθαζηζηώληαο ηα 1
k  θαη 2

k  κε ηα E  θαη 0
V , παίξλνπκε: 

 
 

   
0

2 2

0 0 2

4

4 sin

E E V
T

E E V V k L




 
 

Αλαιύνπκε ηελ (8.9) γηα κεξηθέο εηδηθέο/νξηαθέο πεξηπηώζεηο: 

 α) Φσξίο πεγάδη: 
4

1
1 2 2

2

1

16
1

4

k
k k

k
    . Όπσο πεξηκέλνπκε, ρσξίο δπλακηθό, 0

0V  , θαη 

 απιώο έρνπκε έλα ζπλερέο θύκα παληνύ. 

 β) 1 2
k k  (δειαδή πνιύ βαζύ πεγάδη: 0E V ) 

 

       2 2
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2
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

 
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 
  

 γ) 0 2 1 1E V k k   . Οπζηαζηηθά, γηα πνιύ κηθξό ύςνο, ην δπλακηθό δελ επεξεάδεη 

 ην εηζεξρόκελν θύκα. 

 δ) Παξαηεξνύκε ζηελ (8.9) ηνπο παξάγνληεο 2ik L
e
 . 

  Γηα  2

2
1 1

nik L
k L n e 

        

 

   

2 2

1 2

2
2 2

1 2 2 1

16
1

k k

k k k k

 

  

  (8.10) 

  Γηα 2
k L n  εθόζνλ 2

2 2

2 2

2 2
2 ή

2
k L n L n L n

 
 

 
          

Βιέπνπκε όηη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε γηα ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ηνπ 2
k , όιν ην εηζεξρόκελν ξεύκα 

πεξλάεη ην δπλακηθό θαη δελ ππάξρεη αλαθιώκελν θύκα. Τν θαηλόκελν απηό ιέγεηαη "Ramsauer-

Townsend effect" ή θαη "Ramsauer effect". Παξαηεξείηαη ζηε ζθέδαζε ειεθηξνλίσλ κε ρακειή 

ελέξγεηα από επγελέο αέξην. Σπγθεθξηκέλα, ε ελεξγόο δηαηνκή (πνπ είλαη αλάινγε ηνπ  ) 

παξνπζηάδεη ειάρηζηα ζε ζπγθεθξηκέλεο ελέξγεηεο ηεο δέζκεο ησλ ειεθηξνλίσλ. Απηό θαίλεηαη 

ζρεκαηηθά πην θάησ. Θεσξώληαο ην άηνκν ηνπ επγελνύο αεξίνπ σο βήκα δπλακηθνύ, κε ελεξγό 

πιάηνο 2R , ην ειάρηζην δίδεηαη γηα κήθνο θύκαηνο ηνπ ειεθηξνλίνπ 2
k . Η δε ελέξγεηα ηνπ 

ειεθηξνλίνπ δίδεηαη σο: 

 

2
2 2 2

2 2

2

2

2 2 4 8

h h

m m R mR





 
   

 


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Δθηειώληαο ην πείξακα, από ηε ζέζε ηνπ ειάρηζηνπ βξίζθνπκε ην 0
V . 

Από εδώ εμάγνπκε όηη 
0

8
1 10 cmR


  . 

Καη ην βάζνο ηνπ πεγαδηνύ? 

 
 

2
27

11

27 16

6.6 10 erg s
1.2 10 erg 10eV

32 10 10 cm
E





 

 


 
    

4. Φαινόμενο ζήραγγας 

 

Τν πξόβιεκα είλαη ην ίδην κε ην βήκα δπλακηθνύ, κόλν πνπ ηώξα 0 0V V . Τν πξόβιεκα απηό 

παξνπζηάδεη ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ όηαλ 0E V  . Σε απηή ηελ πεξίπησζε, ε θπκαηνζπλάξηεζε ζηελ 

πεξηνρή ΙΙ δελ έρεη ηαιαλησηηθή ζπκπεξηθνξά, αιιά εθζεηηθή: 

 

ikx ikx

I

qx qx

II

ikx

III

e Re

Ae Be

Te











 

 



 (8.11) 

Η επίιπζε ησλ (8.11) ρξεζηκνπνηεί αθξηβώο ηελ ίδηα άιγεβξα, κόλν πνπ ηώξα 2
k iq : 

  2 2

2 2 2
2 sin 2 sin sin sinh

ik L ik L qL qL
e e i k L e e i k L k L i qL

 
        

x 

V
0
 E 

0 

Περιοχή I Περιοχή IΙ Περιοχή III 

L 
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θαη βξίζθνπκε: 

 

2 2

0

2 2 2 2

0

2 2

2 2 2 2

0

sin

sin 4

4

sin 4

V qL

V qL k q

k q

V qL k q
















 (8.12) 

Παξαηεξνύκε, ινηπόλ, ην εθπιεθηηθό θαηλόκελν, έλα θύκα (θαη άξα ζσκάηην...) κε 0E V  λα 

κπνξεί λα πεξάζεη από βήκα δπλακηθνύ κε 0
V E ! Απηό ιέγεηαη "θαηλόκελν ζήξαγγαο", θαη είλαη 

έλα θαζαξά θβαληνκεραληθό θαηλόκελν. 

Σηελ πεξίπησζε πνπ E V , ε έθθξαζε (8.12) γηα ην ζπληειεζηή δηέιεπζεο γίλεηαη 

 

2

0

2 2 2

0

2 2

2 2 2

0

sin

sin 4

4

sin 4

V qL

V qL k q

k q

V qL k q











 

Καη βιέπνπκε αθόκα έλα πεξίεξγν θαηλόκελν: αθόκα θαη αλ ην ζσκάηην έρεη ελέξγεηα κεγαιύηεξε 

από ην δπλακηθό, έρεη πηζαλόηεηα λα αλαθιαζηεί. 

5. Γενική θεώρηζη θαινομένοσ ζήραγγας 

Γεληθεύνληαο ην βήκα ηνπ δπλακηθνύ ζην ππνθεθάιαην 4, ζε έλα γεληθό δπλακηθό  v x , ε εμίζσζε 

Schrödinger ζηελ θιαζζηθά "απαγνξεπκέλε" πεξηνρή γξάθεηαη: 

        
2

2

2 2

2d m
V x E x x x

dx


      

 

Γηα πνιύ κηθξό κήθνο, x ,  

          0 0

x x xa
x x x e x x x e

 
    

 
     

 

       

       

1 1 ...x x x x x

d
x x x x dx

    


   



     

      
 

θαη θζάλνπκε ζηελ πην απιή κνξθή ηεο πξνζέγγηζεο WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin): 

    
 

2

1

2 1

x

x
x dx

x x e


 


   

θαη πξνθαλώο ππάξρεη πηζαλόηεηα δηέιεπζεο ελόο ζσκαηηδίνπ κε maxE v  πνπ δίδεηαη σο: 

  
 

 
  2

1

2

2

2

1

διέλεσζης : exp 2
x

x

x
P x dx

x





     

Γειαδή 
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  
1

1
διέλ 2

2
exp 2

x

x

m
P V x E dx

  
  
  



 

5.1. Ψστρή εκπομπή ηλεκηρονίων ζε πολύ μεγάλο ηλεκηρικό πεδίο 

 

 
0 0

0

V V e x V E
L

E V e L e

   
 

  



 
 

Η πηζαλόηεηα δηέιεπζεο δίδεηαη σο 

 0
0

2
exp 2

Lm
V E e x dx

  
   
  

 


 

Ο όξνο ζηνλ εθζέηε, Q , ππνινγίδεηαη εύθνια: 

 

20 0

3 2
3 2 3 2

2 2 2

0

2 2 2
2

2 4 2 4 2
2

3 2 3 3

L L

L

m m
Q e L x dx e udu

me u me me
u L

    

   

  

  

 

  

 

Γξάθνληαο 0W V E  , 

 
3 2

4 2
exp

3

m W

e

  
 
  







 

Γηα πνιύ κεγάιν πεδίν, 8
10 V m  παξαηεξνύκε ξεύκα λα εμέξρεηαη! Καη επεηδή ην ηππηθό βάζνο 

W  είλαη 4eV , βιέπνπκε όηη ρξεηάδνληαη εμαηξεηηθά πςειά ειεθηξηθά πεδία: 

 10
4 5.5 10W eV V m   

5.2 Διάζπαζη   (ενός πσρήνα) 

Τν απινπνηεκέλν κνληέιν πνπ ρξεζηκνπνηνύκε είλαη όηη ην ζσκάηην   (2 p  θαη δπν n ) 

"βξίζθεηαη" ζε έλα πεπεξαζκέλν πεγάδη ράξε ζηελ ηζρπξή αιιειεπίδξαζε. Αλ απηό ην ζσκάηην   

βγεη από ηνλ ππξήλα, ζα ληώζεη κόλν ην δπλακηθό Coulomb: 

V
0
 

E 

x 0 

Περ. I Περ. IΙ Περ. IΙI 

L 
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 
 

 
 

2

2

2 2

2 2

e
V r

r

e
V R

R










                               

12

10

5

0

90

10 cm

e 4.8 10 esn

V 4 10 erg=25MeV

R








 

 




 

 
238 234

92 90 h
U T                            

17

exp

17

θεωρ

2 10

3.3 10





 

 
 

 

  

 

1 2

0

00

2 2
exp 2 exp 2

4 22
exp

ext extr r

R R

c E

m V r E m R
T dr V E dr

r

mVV Rm
T R T E Ae

E

 

       
       

      

  
   
  

 
 

 
 

 

  

V
0
 

E 

x 0 
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