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Πανεπιζηήμιο Αθηνών 

 

Σμήμα Φςζικήρ 
 

Κβαντομηχανική Ι             Α. Καρανίκας και Π. Σφήκας 

 
΢ημειώζειρ II: Ειζαγυγή ζηιρ Κβανηικέρ Απσέρ 

Η Κβαληηθή κεραληθή ζηεξίδεηαη ζε νξηζκέλεο βαζηθέο αξρέο θαη έλλνηεο νη νπνίεο εξκελεύνπλ θαη 

ππνζηεξίδνληαη από αλαξίζκεηα πεηξάκαηα ηα νπνία γίλνληαη γηα πεξηζζόηεξν από έλαλ αηώλα. 

Απηά πνπ αθνινπζνύλ απνηεινύλ ην απόζηαγκα ζεσξεηηθώλ θαη πεηξακαηηθώλ αλαδεηήζεσλ 

πνιιώλ εηώλ αιιά δελ παξαθνινπζνύλ ηελ ηζηνξηθή δηαδξνκή πνπ ηα παξήγαγε. Πνιιά (πην 

ζσζηά: ηα πεξηζζόηεξα ) από απηά δελ κπνξνύλ λα "απνδεηρζνύλ" (κε ηελ έλλνηα όηη δελ ππάξρεη 

θάπνηα "βαζύηεξε" ζεσξία από ηελ νπνία λα πξνθύπηνπλ) θαη έηζη πξέπεη λα ηεζνύλ σο αμηώκαηα. 

Κάπνηα άιια παξάγνληαη κέζσ θάπνησλ εύινγσλ ππνζέζεσλ. 

1. Κςμαηοζςνάπηηζη και πλάηορ πιθανόηηηαρ 

Σε θάζε θαιά πξνεηνηκαζκέλν ζπκβάλ (όπσο, γηα παξάδεηγκα, ζην πείξακα ησλ δύν νπώλ: έλα 

ζσκάηην μεθηλάεη από ηε ζέζε 0  ηε ρξνληθή ζηηγκή 0  θαη αληρλεύεηαη ζηε ζέζε x  ηε ρξνληθή t ) 

αληηζηνηρεί κηα κηγαδηθή ζπλάξηεζε   (ζην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα  ,x t ) ε νπνία πεξηθιείεη 

όιε ηε γλώζε πνπ κπνξνύκε λα έρνπκε γηα ην ζπκβάλ. 

Τν απόιπην ηεηξάγσλν απηήο ηεο ζπλάξηεζεο, ε νπνία νλνκάδεηαη πιάηνο πηζαλόηεηαο ή 

θπκαηνζπλάξηεζε, καο δίλεη ηελ πηζαλόηεηα πξαγκαηνπνίεζεο ηνπ ελ ιόγσ ζπκβάληνο. 

Με άιιε δηαηύπσζε: Η ζέζε ζηελ νπνία κπνξεί λα βξεζεί έλα ζσκάηην, ηε ρξνληθή ζηηγκή t , 

είλαη κηα (ζπλερήο) ηπραία κεηαβιεηή  . H θαηαλνκή ησλ ηηκώλ x  ηεο κεηαβιεηήο απηήο 

θαζνξίδεηαη από ηελ θπκαηνζπλάξηεζε  ,x t  θαη ε πηζαλόηεηα πξαγκαηνπνίεζήο ηνπο δίδεηαη 

σο: 

      
2

, , Pr ,x t dx dP x t x x dx t        (2.1) 

Η πνζόηεηα 

    
2

, ,x t x t   

νξίδεη ηελ «ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο» λα βξεζεί ην ζσκάηην ζηε ζέζε x  ηε ρξνληθή ζηηγκή t . 

Δεδνκέλεο ηεο (2.1), ε πηζαλόηεηα ην ζσκάηην λα βξίζθεηαη ζην εύξνο  ,a b  δίδεηαη σο 

    Pr , ,
b

a
a t x t dx       

Γηα λα ηζρύεη ε εξκελεία ηεο  ,x t  σο πιάηνο ηεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο, ζα πξέπεη ε 

πηζαλόηεηα ην ζσκάηην λα βξεζεί θάπνπ ζην ρώξν, δειαδή νπνπδήπνηε ζην  ,  , λα είλαη 

αλεμάξηεηε ηνπ ρξόλνπ θαη ίζε κε κνλάδα (πηζαλόηεηα 100% ): 
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  
2

, 1x t dx



  (2.2) 

Η (2.2) νλνκάδεηαη ζρέζε θαλνληθνπνίεζεο ηεο  ,x t . Η δε  ,x t  πνπ πιεξνί ηελ (2.2) 

νλνκάδεηαη θαλνληθνπνηεκέλε. 

1.1 ΢ςμβολή κςμαηοζςναπηήζευν 

Εάλ έλα ζπκβάλ κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί κε πεξηζζόηεξνπο από έλαλ ηξόπνπο, κε δηαθξίζηκνπο 

κεηαμύ ηνπο, ην ζπλνιηθό πιάηνο πηζαλόηεηαο είλαη ην άζξνηζκα ησλ επηκέξνπο πιαηώλ 

πηζαλόηεηαο πνπ αληηζηνηρνύλ ζε θαζέλαλ από ηνπο ελαιιαθηηθνύο ηξόπνπο πξαγκαηνπνίεζεο ηνπ 

ελ ιόγσ ζπκβάληνο: 

 ολ. 1 2
...      (2.3) 

Η ζπλνιηθή ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο είλαη επνκέλσο: 

 
2 2

. 1 2
...      (2.4) 

Η ηειεπηαία ζρέζε είλαη από απηέο πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηελ θβαληηθή κεραληθή θαη ηελ 

δηαθνξνπνηνύλ πιήξσο από νπνηαδήπνηε θιαζηθή ζεσξία. Ο ιόγνο ζα γίλεη ακέζσο αληηιεπηόο αλ 

γξάςνπκε (γηα ιόγνπο απιόηεηαο, πεξηνξηδόκαζηε ζε δύν κόλνλ όξνπο ζην άζξνηζκα (2.3)): 

  1 2

1 1 2 2
 ,  , tan Im / Re

i i
e e
           (2.5) 

Αληηθαζηζηώληαο ζηελ εμ. (2.4) ζα πάξνπκε: 

 

    

 

2 1 2 1
2 2 2

. 1 2 1 2

2 2

1 2 1 2 2 1
         2 cos

i i
e e

   

    

     

  
    

   

 (2.6) 

Ο ηειεπηαίνο όξνο ζην παξαπάλσ άζξνηζκα είλαη ππεύζπλνο γηα ηελ εηθόλα "θξνζζώλ ζπκβνιήο" ε 

νπνία παξαηεξείηαη ζην πείξακα ησλ δύν νπώλ θαη είλαη αθξηβώο απηόο πνπ αλαδεηθλύεη ηελ 

δηαθνξά ηεο θβαληηθήο από ηελ θιαζηθή πεξηγξαθή: Αλ ην πείξακα κπνξνύζε λα πεξηγξαθεί σο 

έλα θιαζηθό πείξακα ηύρεο, κόλν νη πξώηνη δύν όξνη ζα ήηαλ παξόληεο ζηελ εμ. (2.6). 

Τν δεύγνο ησλ ζρέζεσλ (2.3) θαη (2.4) νξίδεη θάηη εμαηξεηηθά ζεκαληηθό, ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν 

ζπληίζεηαη αλεμάξηεηα ελδερόκελα ζηελ θβαληηθή κεραληθή: Αζξνίδνληαη ηα αλεμάξηεηα πιάηε 

πηζαλόηεηαο θαη όρη νη αλεμάξηεηεο (ππθλόηεηεο) πηζαλόηεηαο. 

Αλ δελ πεξηνξηζηνύκε ζε δύν κόλν ελδερόκελα όπσο ζηελ (2.6) αλ, δειαδή, θαληαζηνύκε έλα 

πείξακα ζην νπνίν ην ελδηάκεζν θξάγκα έρεη πεξηζζόηεξεο νπέο, ζα πξέπεη ζηελ επαιιειία (2.4) 

λα ιάβνπκε ππόςε θαη άιινπο όξνπο νη νπνίνη λα αληηζηνηρνύλ ζηα λέα ελδερόκελα. Μπνξνύκε, 

κάιηζηα, λα ζθεθηνύκε όηη ππάξρνπλ πνιιά ελδηάκεζα θξάγκαηα ηα νπνία έρνπλ πάξα πνιιέο 

νπέο. Είλαη πξνθαλέο όηη όζν πεξηζζόηεξα είλαη ηα ελδηάκεζα θξάγκαηα θαη όζεο πεξηζζόηεξεο νη 

νπέο, ηόζν ζα απμάλνπλ νη όξνη ζηελ (2.4). Σην όξην όπνπ ν αξηζκόο ησλ θξαγκάησλ ηείλεη ζην 

άπεηξν θαη ην ίδην ζπκβαίλεη κε ηνλ αξηζκό ησλ νπώλ, ην πιήζνο ησλ όξσλ ηεο επαιιειίαο γίλεηαη 

άπεηξν. Αλ ζθεθζνύκε όηη απηό ην ζθεληθό είλαη ηζνδύλακν κε ην λα κελ ππάξρεη θαλέλα εκπόδην 

αλάκεζα ζην αξρηθό θαη ην ηειηθό ζεκείν, είλαη πξνθαλέο όηη γηα λα βξεζεί ην πιάηνο πηζαλόηεηαο, 

έλα ζσκάηην λα μεθηλήζεη από έλα ζεκείν θαη λα θαηαιήμεη ζε έλα άιιν, ζα πξέπεη λα αζξνηζζνύλ 
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ηα πιάηε πηζαλόηεηαο πνπ αληηζηνηρνύλ ζε όιεο ηηο (καζεκαηηθέο) ηξνρηέο πνπ ελώλνπλ ηα δύν 

ζεκεία: 

 
ολ. τροχ.

τροχ.

   (2.7) 

Όζν θαη αλ είλαη, γηα ην επίπεδν ηεο ζπδήηεζεο, αζαθήο ε ηειεπηαία ζρέζε, είλαη ζαθέο απηό πνπ 

δειώλεη: Σην πιαίζην ηεο θβαληηθήο κεραληθήο ε έλλνηα ηεο κίαο θαη ζπγθεθξηκέλεο ηξνρηάο 

πνπ αθνινπζεί έλα θηλνύκελν ζσκάηην, δελ πθίζηαηαη. 

1.2 Ενδεσόμενα και παπαηήπηζη 

Εάλ, κέζσ θάπνηαο κέηξεζεο, πξνζδηνξίζνπκε πνηό από ηα δηαθνξεηηθά ελδερόκελα 

πξαγκαηνπνηείηαη (γηα παξάδεηγκα: ζην πείξακα ησλ δύν νπώλ κπνξνύκε λα πξνζδηνξίζνπκε, κε ηε 

βνήζεηα κηαο πεγήο θσηνλίσλ, ηελ νπή από ηελ νπνία πεξλάεη ην ζσκάηην) ηόηε ε ζπλνιηθή 

πηζαλόηεηα είλαη ην άζξνηζκα ησλ επηκέξνπο πηζαλνηήησλ: 

 
2 2 2

. 1 2
...      (2.8) 

Αλ δνύκε ηε ζρέζε απηή ζην πιαίζην ηνπ πεηξάκαηνο ησλ δύν νπώλ, ε εξκελεία ηεο είλαη απιή: Τν 

πνζνζηό ησλ ζσκαηηδίσλ πνπ θαηακεηξνύληαη ζε κηα ζπγθεθξηκέλε ζέζε ηνπ πεηάζκαηνο είλαη ην 

άζξνηζκα ηνπ πνζνζηνύ ησλ ζσκαηηδίσλ πνπ έθζαζαλ ζηε ζπγθεθξηκέλε ζέζε αθνύ πέξαζαλ από 

ηελ πξώηε νπή ηνπ θξάγκαηνο, ηνπ πνζνζηνύ ησλ ζσκαηηδίσλ ηα νπνία πέξαζαλ από ηε δεύηεξε 

νπή θιπ. Οη όξνη ζπκβνιήο πνπ ππάξρνπλ ζηε ζρέζε (2.6) έρνπλ εμαθαληζζεί! 

Τόζν ε ζρέζε (2.6) όζν θαη ε (2.8) έρνπλ πνιιαπιώο ειεγρζεί ζε απεηξία πεηξακάησλ. Η δηαθνξά 

ηνπο βξίζθεηαη ζηε κέηξεζε ε νπνία, ζηε δεύηεξε πεξίπησζε, πξνζδηόξηζε πνην από ηα 

αλεμάξηεηα ηπραία γεγνλόηα έρεη πξαγκαηνπνηεζεί θαη έρεη "ζβήζεη" ηνπο όξνπο "ζπκβνιήο" νη 

νπνίνη ήηαλ παξόληεο πξηλ απηή πξαγκαηνπνηεζεί. 

Τν γεγνλόο απηό έρεη πνιιέο θαη ζεκαληηθέο ζπλέπεηεο. Μία είλαη άκεζε: Αλ ζέινπκε λα 

πεξηγξάςνπκε ζσζηά ηελ θβαληηθή ζπκπεξηθνξά ηεο ύιεο, ζα πξέπεη λα δερζνύκε όηη ε πξνθαλήο, 

ζην πιαίζην ηεο θιαζηθήο θπζηθήο, δήισζε "ην ζσκάηην πέξαζε από ηελ πξώηε (ή ηε δεύηεξε) 

νπή" δελ έρεη ζέζε ζηελ θβαληηθή κεραληθή. Γηα λα θάλνπκε κηα ηέηνηα δήισζε ζα πξέπεη λα 

πξνεγεζεί κέηξεζε (δει. πξνζδηνξηζκόο κε θάπνην ηξόπν). Ακέζσο κεηά από απηή γλσξίδνπκε 

αθξηβώο ηελ θαηάζηαζε θάζε ζσκαηίνπ, (ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, ηελ νπή από ηελ νπνία 

πέξαζε) θαη ζε κηα ηέηνηα πεξίπησζε ε θβαληηθή "ζπκβνιή" ησλ δηαθόξσλ δπλαηνηήησλ 

εμαθαλίδεηαη. 

Η κέηξεζε είλαη κηα κε αληηζηξέςηκε δηαδηθαζία: Μεηά από απηήλ μεθηλά κηα λέα θπζηθή 

δηαδηθαζία ε νπνία πεξηγξάθεηαη από ην πιάηνο πηζαλόηεηαο έλα ζσκάηην ην νπνίν εθθηλεί από λέα 

ζέζε (ηε ζέζε ηεο νπήο από ηελ νπνία πέξαζε) λα θαηαγξαθεί ζε έλα ζπγθεθξηκέλν ζεκείν ηνπ 

πεηάζκαηνο. 

Η ππόζεζε ηεο θπκαηνζπλάξηεζεο θαη ηεο πξόζζεζεο ησλ επηκέξνπο πιαηώλ ζα πξέπεη λα 

ζεσξεζνύλ σο ζεκειηαθά αμηώκαηα ηεο θβαληηθήο κεραληθήο. Γηα ηελ ππόζεζε ηεο επίδξαζεο ηεο 

παξαηήξεζεο ζηελ θαηάζηαζε ελόο ζπζηήκαηνο, θαηαβάιιεηαη κεγάιε πξνζπάζεηα ηα ηειεπηαία 

ρξόληα λα γίλεη θαηαλνεηή κέζσ ηεο αιιειεπίδξαζεο ησλ θβαληηθώλ ζπζηεκάησλ κε ην 

πεξηβάιινλ ηνπο. Επεηδή ην δήηεκα δελ έρεη, σο ηώξα ηνπιάρηζηνλ, θνηλά απνδεθηή ιύζε ζα 

ζεσξήζνπκε θαη απηή ηελ ππόζεζε σο αμίσκα. 
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1.3 Εξίζυζη Schrödinger 

Πξνθεηκέλνπ λα κηιήζνπκε γηα θβαληηθή κεραληθή ρξεηαδόκαζηε κηα δηαθνξηθή εμίζσζε από ηελ 

νπνία λα πξνθύπηεη ε ρξνληθή εμέιημε ηεο θπκαηνζπλάξηεζεο. 

H εμίζσζε απηή δελ κπνξεί παξά λα αθνξά ζην ζεκέιην ιίζν ηεο θβαληηθήο κεραληθήο πνπ είλαη 

ην πιάηνο πηζαλόηεηαο: απηή είλαη ε κηγαδηθή ζπλάξηεζε κέζσ ηεο νπνίαο ππνινγίδνπκε ζύλζεηα 

ελδερόκελα (όπσο θαίλεηαη ζηε ζρέζε (2.6)) θαη όρη ε πηζαλόηεηα (όπσο ζπκβαίλεη ζηε ζηαηηζηηθή 

θπζηθή). 

Η ζρέζε (2.3) ππνδεηθλύεη όηη ε εμίζσζε απηή πξέπεη λα είλαη γξακκηθή θαη νκνγελήο έηζη ώζηε 

έλαο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ιύζεσλ λα είλαη επίζεο ιύζε ηεο. 

Η πξώηε από ηηο αξρέο καο βεβαηώλεη όηη ε θπκαηνζπλάξηεζε πεξηγξάθεη πιήξσο ηελ θαηάζηαζε 

ελόο ζπζηήκαηνο. Επνκέλσο, ζα πξέπεη λα ππάξρεη ε δπλαηόηεηα, μεθηλώληαο από απηήλ, λα 

βξνύκε ηελ θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζε θάπνηα άιιε ρξνληθή ζηηγκή. Απηό ζεκαίλεη όηη ε 

ρξνληθή παξάγσγνο, ε νπνία θαη' αλάγθε ππάξρεη ζηελ εμίζσζε πνπ ςάρλνπκε, δελ κπνξεί παξά 

λα είλαη πξώηεο ηάμεο: Αλ δελ ήηαλ έηζη ηόηε, γηα ηε ιύζε ηεο εμίζσζεο, ζα ρξεηαδόκαζηαλ 

παξαπάλσ από κηα πιεξνθνξίεο (αο πνύκε ηελ ηηκή ηεο θπκαηνζπλάξηεζεο θαη ηεο παξαγώγνπ ηεο 

ζε θάπνηα αξρηθή ρξνληθή ζηηγκή, εάλ ε παξάγσγνο ήηαλ δεύηεξεο ηάμεο). Με απηή ηε ινγηθή κηα 

εύινγε επηινγή γηα ηελ εμίζσζε πνπ ςάρλνπκε είλαη ε αθόινπζε: 

    ˆ, ,i x t x t
t
 


 


  (2.9) 

Τν ζύκβνιν ̂  ιέγεηαη ηειεζηήο θαη ν ζπκβνιηζκόο  ˆ ,x t  ζπλνςίδεη ηηο αιιαγέο πνπ κπνξνύλ 

λα γίλνπλ ζηε κηγαδηθή ζπλάξηεζε  ,x t  κεηαηξέπνληάο ηελ ζε θάπνηα άιιε κηγαδηθή 

ζπλάξηεζε  ,x t . Έλαο ηειεζηήο είλαη γλσζηόο εάλ είλαη γλσζηή ε δξάζε ηνπ ζε κηα ηπραία 

ζπλάξηεζε. 

Γηα λα είλαη γξακκηθή ε εμ. (2.9) ζα πξέπεη ν ηειεζηήο ̂  λα είλαη γξακκηθόο: 

  1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ         (2.10) 

Σην βαζκό πνπ δελ νξίδνπκε κε πεξηζζόηεξε ιεπηνκέξεηα ηε δξάζε ηνπ ηειεζηή ̂ , ε ύπαξμε ηεο 

ζηαζεξάο i  ζηελ εμίζσζε (2.9) είλαη ζέκα ζύκβαζεο. Σε θάζε πεξίπησζε όκσο, ν ηειεζηήο ̂  

παξάγεη ηε ρξνληθή εμέιημε ζην πιαίζην ηεο θβαληηθήο κεραληθήο θαη, κε ηελ έλλνηα απηή, παίδεη 

ξόιν αλάινγν κε ηελ ζπλάξηεζε ε νπνία είλαη γλσζηή σο Χακηιηνληαλή ζηελ θιαζηθή κεραληθή. 

Γηα ην ιόγν απηό ζα θξαηήζνπκε ηελ ίδηα νλνκαζία θαη ζηελ θβαληηθή κεραληθή. Η Χακηιηνληαλή 

έρεη (ζηελ θιαζηθή κεραληθή) δηαζηάζεηο ελέξγεηαο. Η ύπαξμε, ζηελ εμ. (2.9), ηεο ζηαζεξάο ηνπ 

Plank ηεο νπνίαο νη δηαζηάζεηο είλαη     Ενέργεια ρόνος  , εμαζθαιίδεη όηη θαη ε θβαληηθή 

εθδνρή ηεο Χακηιηνληαλήο έρεη δηαζηάζεηο ελέξγεηαο. 

Θα κπνξνύζε λα αλαξσηεζεί θαλείο γηα ην πνηνη ηειεζηέο επηηξέπνληαη ζηελ εμίζσζε (2.9). Έλαο 

βαζηθόο πεξηνξηζκόο (πέξαλ ηεο γξακκηθόηεηαο) πξνθύπηεη από ηελ απαίηεζή καο ε ιύζε ηεο εμ. 

(2.9) λα κπνξεί λα εξκελεπζεί σο πιάηνο πηζαλόηεηαο θαη επνκέλσο λα ηθαλνπνηεί ηελ εμ. (2.2). 

Απηό ζεκαίλεη όηη ε ζπλνιηθή πηζαλόηεηα δηαηεξείηαη (είλαη αλεμάξηεηε ηνπ ρξόλνπ): 
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  
2

, 0
d

x t dx dx
dt t t

    
 

 

 

     
      

     
   (2.11) 

Από ηελ εμ. (2.9) κπνξνύκε λα δνύκε όηη  
1 1ˆ ˆ,

t i t i
   


 

    
  

 θαη επνκέλσο ε (2.11) 

καο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα όηη 

    ˆ ˆdx dx   
 




 

     (2.12) 

Τν ηειεπηαίν απνηέιεζκα ζα πξέπεη λα ηζρύεη θαη γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ε θπκαηνζπλάξηεζε είλαη 

γξακκηθόο ζπλδπαζκόο άιισλ θπκαηνζπλαξηήζεσλ (όπσο ζηελ εμ. (2.3)). Απηό καο νδεγεί ζην 

ζπκπέξαζκα όηη ζα πξέπεη λα ηζρύεη όηη: 

    1 2 1 2
ˆ ˆdx dx   

 




 

     (2.13) 

Έλαο ηειεζηήο ν νπνίνο ηθαλνπνηεί ηελ ηειεπηαία δέζκεπζε ιέγεηαη απηνζπδπγήο ή εξκηηηαλόο. 

Σηα πξνβιήκαηα θαη ηηο αζθήζεηο πνπ αθνινπζνύλ ζα δνύκε παξαδείγκαηα ηέηνησλ ηειεζηώλ. 

Πξηλ θιείζνπκε ηελ παξάγξαθν απηή ζα πξέπεη λα πνύκε όηη εάλ ηα ζπζηήκαηα ηε ρξνληθή εμέιημε 

ησλ νπνίσλ ζέινπκε λα πεξηγξάςνπκε είλαη κε ζρεηηθηζηηθά, ε εμίζσζε (2.9) είλαη ε γλσζηή 

εμίζσζε Schrödinger. 

1.4 Μέηπηζη θέζηρ και αναλογία με Κλαζζική Μησανική 

Γηα λα πξνρσξήζνπκε, ζα πξέπεη λα ζηαζνύκε πεξηζζόηεξν ζ' απηό ην νπνίν ήδε από ηελ αξρή 

έρνπκε πεη: Τν λα βξεζεί έλα ζσκάηην ζε κηα ζπγθεθξηκέλε ζέζε ζε κηα ζπγθεθξηκέλε ζηηγκή είλαη 

έλα ηπραίν γεγνλόο θαη απηό πνπ κπνξνύκε λα μέξνπκε είλαη ην πιάηνο πηζαλόηεηαο πνπ ζπλδέεηαη 

κε ην ελ ιόγσ γεγνλόο. Πώο "γλσξίδνπκε" όκσο ην πιάηνο απηό; Κάλνληαο κεηξήζεηο! Μπνξνύκε, 

γηα παξάδεηγκα, έρνληαο ζηε δηάζεζή καο έλαλ κεγάιν αξηζκό παλνκνηόηππα πξνεηνηκαζκέλσλ 

ζπζηεκάησλ (παξάδεηγκα: ζην πείξακα ησλ δύν νπώλ, κπνξνύκε λα επαλαιάβνπκε πνιιέο θνξέο 

ην πείξακα θάησ από αθξηβώο ηηο ίδηεο ζπλζήθεο πξνεηνηκαζίαο) λα βξνύκε ηε κέζε ηηκή ηεο ζέζεο 

ηνπ ζσκαηίνπ: 

    
2

, ,
t

xp x t dx x x t dx
 

 
     (2.14) 

Είλαη ζύλεζεο, ζην πιαίζην ηεο θβαληηθήο κεραληθήο, λα πξνηηκάηαη ν όξνο "αλακελόκελε ηηκή" 

γηα ηελ κέζε ηηκή (2.14). Ο δείθηεο ζην ζύκβνιν ηεο κέζεο ηηκήο δειώλεη ηελ εμάξηεζε ηεο 

αλακελόκελεο ηηκήο από ην ρξόλν.  

Είλαη πξνθαλέο όηη ε ζέζε δελ είλαη ην κόλν θπζηθό κέγεζνο ην νπνίν κπνξνύκε ή πξέπεη λα 

κεηξήζνπκε. Γηα λα κπνξέζνπκε λα αλνίμνπκε ηε ζπδήηεζε πξνο ηελ θαηεύζπλζε απηή είλαη 

ρξήζηκν λα νξίζνπκε ηνλ ιεγόκελν ηειεζηή ηεο ζέζεο: 

    ˆ f x xf x   (2.15) 

Όπσο έρνπκε πεη, έλαλ ηειεζηή ηνλ νξίδνπκε κέζσ ηεο δξάζεο ηνπ επάλσ ζε κηα ηπραία (κηγαδηθή 

ελ γέλεη) ζπλάξηεζε. Σηε ζρέζε (2.15) ε ζπλάξηεζε f  είλαη κηα ηπραία ζπλάξηεζε ηεο ζέζεο θαη 
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ν ηειεζηήο ηεο ζέζεο νξίδεηαη σο ε εληνιή: ˆ  ,  ( )f f f xf x    . Μεηά απ’ απηόλ ηνλ νξηζκό 

κπνξνύκε λα γξάςνπκε ηελ (2.14) κε ηε κνξθή: 

    ˆ, ,
t

x t x t dx 






    (2.16) 

Μπνξνύκε εύθνια λα δηαπηζηώζνπκε όηη ν ηειεζηήο ηεο ζέζεο πξέπεη λα είλαη απηνζπδπγήο. Ο 

ιόγνο είλαη όηη ε κέζε ηηκή ηεο ζέζεο πξέπεη λα είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο: x x

 . Επνκέλσο 

    ˆ ˆ ˆdx dx dx     
  

 
 

  

        (2.17) 

Σπγθξίλνληαο κε ηελ ζρέζε (2.12) βιέπνπκε ακέζσο όηη ηειεζηήο ηεο ζέζεο είλαη εξκηηηαλόο 

ηειεζηήο. 

Μαδί κε ηε ζέζε, ε άιιε ζεκειηαθή έλλνηα ζην πιαίζην ηεο θιαζηθήο κεραληθήο είλαη ε νξκή. Γηα 

λα ηελ νξίζεη θαλείο ζα πξέπεη πξώηα λα έρεη ζηε δηάζεζή ηνπ ηελ έλλνηα ηεο ηαρύηεηαο ε oπνία, 

κε ηε ζεηξά ηεο, νξίδεηαη κέζσ ηεο ηξνρηάο  x t  πνπ αθνινπζεί ην ζσκάηην. Όπσο όκσο έρνπκε 

ήδε πεη ε έλλνηα ηεο ηξνρηάο, ζηηο κηθξνζθνπηθέο θιίκαθεο όπνπ ε θβαληηθή πεξηγξαθή είλαη 

απαξαίηεηε, δελ πθίζηαηαη! Η έλλνηα ηεο ηξνρηάο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηείηαη κόλν ζηηο θιίκαθεο 

όπνπ ε θιαζηθή πεξηγξαθή είλαη επαξθήο. Αθόκα θαη εάλ ήζειε θάπνηνο λα ρξεζηκνπνηήζεη ηηο 

ηξνρηέο πνπ ζπλδένληαη κε ην πιάηνο πηζαλόηεηαο, όπσο θαίλεηαη ζηελ εμ. (2.7), απηέο είλαη 

καζεκαηηθέο θακπύιεο, ζηελ ηεξάζηηα πιεηνςεθία ηνπο κε παξαγσγίζηκεο, θαη όρη δηαδξνκέο νη 

νπνίεο αθνινπζνύληαη από θάπνην νηνλεί ζσκαηίδην. 

1.5 Θεώπημα/Αξίυμα Μέζηρ Σιμήρ 

Παξά ηελ αδπλακία παξαηήξεζεο ηεο ηξνρηάο ελόο ζσκαηηδίνπ, ε νξκή, όπσο θαη άιιεο θπζηθέο 

πνζόηεηεο όπσο ε ελέξγεηα, γηα παξάδεηγκα, κπνξνύλ λα κεηξεζνύλ θαη κεηξώληαη. Είλαη ινγηθό 

λα ζθεθζνύκε όηη θαη απηέο νη πνζόηεηεο, όπσο θαη ε ζέζε, είλαη ηπραίεο κεηαβιεηέο ε θαηαλνκή 

ησλ νπνίσλ θαζνξίδεηαη από ηελ θπκαηνζπλάξηεζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζην νπνίν δηεμάγεηαη ε 

κέηξεζε. 

Οδεγνύκαζηε, έηζη, ζην εμήο αμίσκα: 

Κάζε θπζηθό (δειαδή, κεηξήζηκν) κέγεζνο   αληηπξνζσπεύεηαη από έλα ηειεζηή ̂  ηέηνηνλ 

ώζηε ε κέζε ηηκή επαλεηιεκκέλσλ κεηξήζεσλ ηνπ ελ ιόγσ κεγέζνπο λα δίλεηαη από ηελ 

έθθξαζε: 

    ˆ, ,
t

x t x t dx 






    (2.18) 

Είλαη θαλεξό όηη ε ηειεπηαία έθθξαζε είλαη ε γελίθεπζε ηεο αληίζηνηρεο ζρέζεο (2.16) πνπ αθνξά 

ζηε κέζε ηηκή ηεο ζέζεο. 

Όπσο ζέζακε σο αξρή ή αμίσκα, όηη ην θπζηθό κέγεζνο "ζέζε" είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή ηεο 

νπνίαο ε κέζε ηηκή δίλεηαη από ηελ (2.16), έηζη ζέηνπκε θαη σο αμίσκα όηη ην θπζηθό κέγεζνο   

είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή, ε επίηεπμε ηεο κηαο ή ηεο άιιεο ηηκήο ηνπ ηπραίν γεγνλόο, θαη όηη ε 
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κέζε ηηκή ησλ δπλαηώλ απνηειεζκάησλ ζε κεηξήζεηο ηνπ κεγέζνπο απηνύ, δίλεηαη από ηελ (2.18) 

κέζσ ηνπ ηειεζηή ̂ . Η ζρέζε (2.18) δελ κπνξεί λα απνδεηρζεί γη' απηό θαη ηίζεηαη σο αμίσκα. 

Τειηθόο θξηηήο, βέβαηα, κπνξεί λα είλαη κόλν ην πείξακα θαη ε δπλαηόηεηα καο λα πεξηγξάςνπκε 

θαη λα πξνβιέςνπκε. Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο ζέζεο, ε κέζε ηηκή (2.18), σο κεηξνύκελε 

πνζόηεηα, πξέπεη λα είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο θαη επνκέλσο ν ηειεζηήο ̂  πξέπεη λα είλαη 

απηνζπδπγήο, ή "εξκηηηαλόο": 

  ˆ ˆdx dx   
 




 

     (2.19) 

Σηεξηγκέλνη ζηελ ζρέζε (2.18) ζα ιέκε όηη ν εξκηηηαλόο ηειεζηήο ̂  αληηπξνζσπεύεη ην θπζηθό  

κέγεζνο  . 

Αθήλνληαο γηα αξγόηεξα ηηο καζεκαηηθέο ιεπηνκέξεηεο πνπ αθνξνύλ ζηνπο εξκηηηαλνύο ηειεζηέο, 

πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε, ζην ζεκείν απηό, όηη ν ιόγνο γηα ηνλ νπνίν εηζάγνληαη κε ηέηνηνλ 

αθεξεκέλν ηξόπν ηα θπζηθά κεγέζε ζηελ θβαληηθή κεραληθή είλαη, ζε ηειηθή αλάιπζε, ην 

γεγνλόο όηη δελ έρεη λόεκα λα απνδώζνπκε κηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή ζε έλα θπζηθό κέγεζνο (π.ρ. 

κηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή ζην κέγεζνο "ζέζε") αλ δελ θάλνπκε κέηξεζε. 

Απηή ε (επηβεβιεκέλε από ηε θύζε) δηαπίζησζε έξρεηαη ζε πιήξε αληίζεζε κε απηό πνπ ζπκβαίλεη 

όηαλ κπνξνύκε λα εμεηάζνπκε έλα ζύζηεκα θιαζηθά: Εδώ ηα κεγέζε (ε ζέζε, γηα παξάδεηγκα) 

έρνπλ κηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή είηε απηή κεηξεζεί είηε όρη (ε ηξνρηάο ζεσξνύκε όηη ππάξρεη αθόκα 

θαη αλ δελ ηελ έρνπκε πξνζδηνξίζεη). 

1.6 Οπμή και αναλογία με Κλαζζική Μησανική 

Μεηά ηα γεληθά ηεο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπ εμαθνινπζνύκε λα είκαζηε κπξνζηά ζην 

πξόβιεκα: Πώο κπνξνύκε λα νξίζνπκε ηελ νξκή ζην πιαίζην ηεο θβαληηθήο κεραληθήο αλ δελ 

έρνπκε ζηε δηάζεζή καο ηελ έλλνηα ηεο ηξνρηάο; 

Σύκθσλα κε απηά πνπ είπακε πξέπεη λα νξίζνπκε έλαλ εξκηηηαλό ηειεζηή ̂  ηέηνηνλ ώζηε: 

    ˆ, ,
t

x t x t dx 






    (2.20) 

Οη κέζεο ηηκέο είλαη αξηζκνί πνπ επηηπγράλνληαη ζε θάπνην εξγαζηήξην, είλαη, επνκέλσο, πνζόηεηεο 

νη νπνίεο ζα πξέπεη λα ζπκπεξηθέξνληαη θιαζηθά: 

Αλ κεηξήζνπκε ηε κέζε ζέζε ελόο (κε ζρεηηθηζηηθνύ) ζσκαηηδίνπ σο ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ, 
t

x , 

είλαη ινγηθό λα νξίζνπκε ηε αλακελόκελε ηηκή ηεο νξκήο σο: 

 
t t

d
m

dt
    (2.21) 

Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε ζρέζε (2.16) θαη ηελ εμίζσζε Schrödinger ηειεπηαία ζρέζε καο νδεγεί 

ζην ζπκπέξαζκα όηη: 

     ˆ ˆ ˆ ˆ
t

m
dx

i
   








       
 (2.22) 
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Επεηδή ν ηειεζηήο ̂  είλαη απηνζπδπγήο κπνξνύκε λα γξάςνπκε: 

    ˆ ˆ ˆ ˆdx   
 




 

       (2.23) 

Η παξέλζεζε ζην δεύηεξν ζθέινο ηεο εμίζσζεο είλαη γηα λα ππνγξακκίζεη όηη ν ηειεζηήο δξα ζε 

ό,ηη βξίζθεηαη δεμηά ηνπ. Έηζη: 

       ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
t

m m
dx dx

i i
     

 

  

 

             
 (2.24) 

Ο ζπλδπαζκόο πνπ εκθαλίζζεθε ζην ηειεπηαίν βήκα είλαη πνιύ ζπρλόο ζηελ θβαληηθή κεραληθή γη' 

απηό θαη ζα ρξεζηκνπνηνύκε ηελ αθόινπζε ζπληνκνγξαθία πνπ νλνκάδεηαη κεηαζέηεο ησλ δύν 

ηειεζηώλ: 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,    
 

 (2.25) 

Είλαη πξνθαλήο ε ζεκαζία πνπ έρεη ν κε κεδεληζκόο ηνπ κεηαζέηε: Αλ δελ ήηαλ έηζη, ε κέζε νξκή 

ζε θάζε ζύζηεκα ζα ήηαλ κεδέλ θαη ε κέζε ζέζε ελόο ζσκαηίνπ δελ ζα άιιαδε ζε θακία 

πεξίπησζε! Γεληθά, όηαλ ν κεηαζέηεο δύν ηειεζηώλ είλαη δηάθνξνο ηνπ κεδελόο, ˆ ˆ, 0   
 

, 

αιιάδνληαο ηε ζεηξά κε ηελ νπνία επηβάιινπκε ηηο αιιαγέο πνπ επηθέξνπλ νη ηειεζηέο ζε κηα 

ηπραία ζπλάξηεζε, παξάγνπκε δηαθνξεηηθό απνηέιεζκα: 

    ˆ ˆˆ ˆf f      (2.26) 

Αλ ζπγθξίλνπκε ηηο ζρέζεηο (2.20) θαη (2.24), θαη επεηδή ε ζπλάξηεζε   είλαη ηπραία, κπνξνύκε 

λα βγάινπκε ην ζπκπέξαζκα όηη ν ηειεζηήο ηεο νξκήο πξέπεη λα είλαη ηέηνηνο ώζηε: 

 ˆ ˆ ˆ,
m

i
    
 

 (2.27) 

Η ηειεπηαία εμίζσζε είλαη εμαηξεηηθά ζεκαληηθή γαηί είλαη απνιύησο γεληθή. Ιζρύεη, επνκέλσο, θαη 

ζηελ πεξίπησζε ελόο ειεπζέξνπ ζσκαηίνπ, ε ρξνληθή εμέιημε ηεο θαηάζηαζεο ηνπ νπνίνπ δελ 

κπνξεί λα εμαξηάηαη από ηε ζέζε ηνπ. Σηελ πεξίπησζε απηή ε Χακηιηνληαλή 
0̂  πνπ ππεηζέξρεηαη 

ζηελ εμίζσζε Schrödinger, δελ κπνξεί λα εμαξηάηαη από ηε ζέζε αιιά κόλν από ηελ νξκή όπσο 

θαη αλ νξίδεηαη απηή:  0 0
ˆ ˆH   . Επνκέλσο ζα πξέπεη: 

  0
ˆ ˆ ˆ,

m
H

i
    
 

 (2.28) 

Μηα πξώηε θαη ζεκαληηθή παξαηήξεζε ζην ζεκείν απηό, είλαη όηη νη ηειεζηέο ηεο ζέζεο θαη ηεο 

νξκήο δελ πξέπεη λα κεηαηίζεληαη: Αλ ν κεηαζέηεο ηνπο ήηαλ κεδέλ ην ίδην ζα ζπλέβαηλε θαη γηα 

ηνλ κεηαζέηε ζην δεύηεξν ζθέινο ηεο (2.28) θαη απηό ζα νδεγνύζε ζην παξάινγν ζπκπέξαζκα όηη 

ν ηειεζηήο ηεο νξκήο είλαη ηαπηνηηθά κεδέλ. Γηα λα πξνρσξήζνπκε κπνξνύκε λα παξαηεξήζνπκε 

όηη ε εμίζσζε (2.21) δελ αιιάδεη αλ θάλνπκε ηελ αιιαγή ˆ ˆ ˆ ˆ ,  t m         όπνπ   

θάπνηα ζηαζεξά. Επνκέλσο ην ίδην πξέπεη λα ζπκβαίλεη θαη κε ηελ εμίζσζε (2.28): 
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    0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

m m
m t H m H m

i i
                

    
 (2.29) 

Γηα ην ηειεπηαίν βήκα ρξεζηκνπνηήζακε ηελ ηδηόηεηα 

 ˆ ˆ ˆ ˆσταθερά,Β ,Β     
   

 

Μπνξεί θαλείο εύθνια λα δείμεη όηη ν κόλνο ηξόπνο λα ηθαλνπνηείηαη ε (2.29) είλαη λα ηζρύεη όηη 

   2

0
ˆ ˆ / 2H m    (2.30) 

  

θαη επίζεο 

 ˆ ˆ, i   
 

  (2.31) 

Μπνξεί θαλείο εύθνια λα ειέγμεη όηη 

 

 
2

2
2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, / 2 , / 2 , / 2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, / 2 , / 2 , ,

m m m m
m m m m

i i i

m m m m
m m

i i i i


  

 


                         

                      
       

  

   

 (2.32) 

θαη λα πηζηνπνηήζεη ακέζσο ηελ (2.31). Γηα λα θαηαιήμνπκε ζηελ ηειεπηαία ρξεζηκνπνηήζακε ηηο 

αθόινπζεο ηδηόηεηεο ησλ κεηαζεηώλ: 

    ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , σταθερά , σταθερά ,                     
         

 

Δελ είλαη θαζόινπ δύζθνιν λα πεηζζεί θάπνηνο όηη εθηόο από ηηο επηινγέο (2.30) θαη (2.31) δελ 

ππάξρεη θαλέλαο άιινο ηξόπνο λα ηθαλνπνηεζεί ε εμίζσζε (2.28). 

Ο θπζηθόο ιόγνο είλαη απιόο θαη ζεκαληηθόο: Η αιιαγή πνπ παξαηεξήζακε όηη αθήλεη αλαιινίσηε 

ηελ (θιαζηθή) εμίζσζε (2.21) δελ παξά νη κεηαζρεκαηηζκνί ηνπ Γαιηιαίνπ. 

Τν ζπκπέξαζκα (2.31) απνηειεί κηα από ηηο πιένλ εκβιεκαηηθέο ζρέζεηο ηεο θβαληηθήο κεραληθήο 

θαη έλαλ από ηνπο ζεκέιηνπο ιίζνπο ηεο: Ο ηειεζηήο ηεο ζέζεο θαη απηόο ηεο νξκήο δελ 

κεηαηίζεληαη. Από ηε ζρέζε (2.31) κπνξνύκε λα βξνύκε ηε δξάζε ηνπ ηειεζηή ηεο νξκήο ζε κηα 

ηπραία ζπλάξηεζε ηεο ζέζεο. 

Πξάγκαηη εάλ f  είλαη κηα ηπραία ζπλάξηεζε ζα έρνπκε: 

            ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, f x i f x f x f x i f x        
 

   (2.33) 

Τε δξάζε ηνπ ηειεζηή ηεο ζέζεο επάλσ ζε νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε ηεο ζέζεο ηελ έρνπκε νξίζεη 

ζηελ (2.15). Επνκέλσο: 

        ˆ ˆx f x xf x i f x     (2.34) 

Η πξνθαλήο ιύζε ηεο ηειεπηαίαο εμίζσζεο είλαη 
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    ˆ d
f x i f x

dx
     (2.35) 

Μηα κηθξή δηεξεύλεζε ηεο εμίζσζεο (2.34) καο πείζεη όηη ε δξάζε ηνπ ηειεζηή ηεο νξκήο πξέπεη 

νπσζδήπνηε λα πεξηέρεη παξάγσγν πξώηεο ηάμεο θαη όηη είλαη αδύλαηνλ λα ππάξρνπλ παξάγσγνη 

αλώηεξεο ηάμεο. Ελ ηνύηνηο νύηε ε εμίζσζε απηή νύηε ε ζρέζε κεηάζεζεο (2.31) απαγνξεύνπλ ηελ 

δπλαηόηεηα      ˆ d
f x i A x f x

dx

 
    

 
  όπνπ  A x  θάπνηα πξαγκαηηθή (ιόγσ ηεο απαίηεζεο ν 

ηειεζηήο λα είλαη εξκηηηαλόο) ζπλάξηεζε ηεο ζέζεο. Όηαλ αλαθεξόκαζηε ζηελ νξκή ελόο 

ειεύζεξνπ ζσκαηίνπ γηα ην νπνίν όια ηα ζεκεία ηνπ ρώξνπ είλαη ηζνδύλακα, κπνξνύκε λα 

απνθιείζνπκε νπνηαδήπνηε άιιε δπλαηόηεηα πέξαλ ηεο 0A  . Όπσο ζα δηαπηζηώζνπκε αξγόηεξα 

ε νξκή ελόο θνξηηζκέλνπ ζσκαηηδίνπ ην νπνίν θηλείηαη κέζα ζε ειεθηξνκαγλεηηθό πεδίν κπνξεί λα 

έρεη κηα ηέηνηα ζύλζεηε κνξθή. Σε απηά πνπ αθνινπζνύλ ζα ζπλδένπκε ηνλ ηειεζηή ̂  κε ηελ νξκή 

ηνπ ειεπζέξνπ ζσκαηίνπ. Αμίδεη, όκσο, λα ζεκεηώζνπκε όηη αθόκα θαη εάλ ην ζσκάηην δελ είλαη 

ειεύζεξν ε ζρέζε κεηάζεζεο (2.31) δελ αιιάδεη. 

1.7 Ενέπγεια και Χαμιληονιανή 

Εάλ θαλείο πξνζέμεη ηελ έθθξαζε (2.30) γηα ηε Χακηιηνληαλή ειεπζέξνπ ζσκαηηδίνπ ζα 

δηαπηζηώζεη όηη ζα κπνξνύζε λα ηελ είρε θαηαζθεπάζεη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ θιαζηθή 

Χακηιηνληαλή 
2

0
/ 2H p m  ηνπ ειεπζέξνπ ζσκαηίνπ (πνπ είλαη ε θηλεηηθή ηνπ ελέξγεηα) θαη 

αλαβαζκίδνληαο ηελ θιαζηθή νξκή ζηνλ ηειεζηή ηεο νξκήο. Τν γεγνλόο απηό δελ είλαη απιή 

"ζύκπησζε". Η κνξθή 
2

0
~H p  ππαγνξεύεηαη, όπσο είπακε, από ηελ απαίηεζε ηεο αλαιινηώηεηαο 

ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο ζε κεηαζρεκαηηζκνύο ηνπ Γαιηιαίνπ. Αλ ζθεθζεί θάπνηνο όηη ε θβαληηθή 

πεξηγξαθή ζα πξέπεη, ζε θάπνην όξην, λα αλαπαξάγεη ηα θιαζηθά απνηειέζκαηα είλαη εκθαλέο όηη 

ζα πξέπεη λα ζέβεηαη, θαη απηή, βαζηθέο ζπκκεηξίεο ηνπ ρώξνπ ζεβαζηέο θαη από ηελ θιαζηθή 

κεραληθή. Έηζη ε δνκή 2

0
ˆ ˆ~   είλαη, ζηελ πξαγκαηηθόηεηα, κνλόδξνκνο. 

Αλαπηύζζνληαο ηε ινγηθή απηή κπνξνύκε λα ζθεθζνύκε όηη ε Χακηιηνληαλή πνπ θαζνξίδεη ηε 

δπλακηθή ελόο ζσκαηηδίνπ ην νπνίν δελ είλαη ειεύζεξν, κπνξεί λα έρεη ηε δνκή: 

  
2ˆ

ˆˆ X
2

V
m


    (2.36) 

Πξνθεηκέλνπ λα είλαη εξκηηηαλόο ν ηειεζηήο ηεο Χακηιηνληαλήο είλαη απαξαίηεην ε ζπλάξηεζε V  

λα είλαη πξαγκαηηθή. 

Όπσο κπνξεί εύθνια λα δηαπηζησζεί (βι. άζθεζε) αλ αθνινπζήζνπκε ηε δηαδηθαζία πνπ καο 

νδήγεζε ζηελ (2.24) ηζρύεη ε αθόινπζε ζρέζε γηα ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο ηεο κέζεο νξκήο ελόο 

ζσκαηίνπ: 

 
t

t

d dV

dt dx
    (2.37) 

Τν γεγνλόο απηό, δηθαηνινγεί ηνλ όξν "δπλακηθό" γηα ηνλ δεύηεξν όξν ζηελ έθθξαζε (2.36). 

Μπνξνύκε, επνκέλσο, λα πνύκε όηη ν εξκηηηαλόο ηειεζηήο ̂  αληηπξνζσπεύεη ην θπζηθό κέγεζνο 

"νιηθή ελέξγεηα". 
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Θα θιείζνπκε ηε ζπδήηεζε γηα ηελ νξκή ζην πιαίζην ηεο θβαληηθήο κεραληθήο κε ηελ αθόινπζε 

παξαηήξεζε. H θπκαηνζπλάξηεζε είλαη κηα κηγαδηθή ζπλάξηεζε θαη επνκέλσο κπνξνύκε λα ηε 

γξάςνπκε κε ηε κνξθή: 

      ,
, ,   

i x t
x t x t e


   (2.38) 

Επνκέλσο: 

  
 2 ,

ˆ ,
t

x t
x t dx

x









 

  (2.39) 

Από ηε ζρέζε απηή βιέπνπκε όηη ε κε κεδεληθή αλακελόκελε ηηκή ηεο νξκήο νθείιεηαη 

απνθιεηζηηθά ζην γεγνλόο όηη ε θπκαηνζπλάξηεζε είλαη κηγαδηθή ζπλάξηεζε θαη κάιηζηα κε θάζε 

ε νπνία αιιάδεη από ζεκείν ζε ζεκείν ηνπ ρώξνπ. Απηή αθξηβώο ε κεηαβνιή είλαη πνπ παξάγεη 

ηελ εηθόλα ηεο "θίλεζεο" ζην θβαληηθό επίπεδν. 

2. Ρεύμα πιθανόηηηαρ 

Χξεζηκνπνηώληαο ηηο (2.35) θαη (2.36), ν ηειεζηήο ηεο Χακηιηνληαλήο γξάθεηαη σο 

  
2 2

2
Ĥ

2
V x

m x


  




 (2.40) 

θαη επνκέλσο, ε εμίζσζε Schrödinger, δει. ε (2.9), γηα έλα ζσκάηην κάδαο m  ζε δπλακηθό  V x  

γξάθεηαη σο 

  
2 2

2
2

V x i
m x t

 


 
  

 


  (2.41) 

Αλ ηώξα, ε ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο δίδεηαη σο  
2

x  , ζα πξέπεη λα ηζρύεη θάπνηα ζρέζε 

ζπλέρεηαο πνπ λα εθθξάδεη ηε δηαηήξεζε ηεο πηζαλόηεηαο. Σπγθεθξηκέλα, ζηελ (2.11) απαηηήζακε 

ε ζπλνιηθή πηζαλόηεηα εύξεζεο ηνπ ζσκαηηδίνπ θάπνπ ζην  ,   λα δηαηεξείηαη - θαη έηζη 

θηάζακε ζηελ απαίηεζε ηεο εξκηηηαλόηεηαο ηεο Χακηιηνληαλήο. Τη γίλεηαη όκσο αλ ζεσξήζνπκε 

ηελ πηζαλόηεηα εύξεζεο ηνπ ζσκαηηδίνπ ζε έλα πεπεξαζκέλν εύξνο ηνπ ρώξνπ, έζησ ζην  ,a b ; 

Πξνθαλώο, αλ ππάξρεη θίλεζε, κπνξεί απηή ε πηζαλόηεηα λα κελ είλαη ζηαζεξή ζην ρξόλν. Σε απηή 

ηελ πεξίπησζε, αλ ζην δηάζηεκα  ,a b  δελ ππάξρνπλ πεγέο λέσλ ζσκαηηδίσλ ή θαηαζηξνθείο 

ζσκαηηδίσλ, ε όπνηα αιιαγή ζηε ζπλνιηθή πηζαλόηεηα εύξεζεο ηνπ ζσκαηηδίνπ ζην  ,a b  ζα 

πξέπεη λα ηζνύηαη κε ην όπνην "ξεύκα" πηζαλόηεηαο ππάξρεη πξνο/από ην  ,a b . 

Γλσξίδνπκε όηη απηό εθθξάδεηαη σο "εμίζσζε ζπλέρεηαο". Ωο παξάδεηγκα, ζηνλ 

ειεθηξνκαγλεηηζκό, ε ππθλόηεηα θνξηίνπ  r


 θαη ε ππθλόηεηα ξεύκαηνο,  J r
 

, πιεξνύλ ηελ 

εμίζσζε 

 0J
t


  



 
 (2.42) 

Γξάθνληαο ηελ (2.42) ζε κηα δηάζηαζε, ζα πξέπεη λα ππάξρεη θάπνηα πνζόηεηα,  j x , γηα ηελ 

νπνία ζα ηζρύεη 
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 0
j

t x

 
 

 
 (2.43) 

όπνπ ηώξα   είλαη ε ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο θαη j  ην ξεύκα. Τν  j x  βξίζθεηαη από ηνλ 

ππνινγηζκό ηεο (2.43): 

  
*

2 * *

t t t t t

 
    

    
   

    
 (2.44) 

Χξεζηκνπνηώληαο ηελ (2.41), θαη αληηθαζηζηώληαο ηηο ρξνληθέο παξαγώγνπο ζηελ (2.44), 

παίξλνπκε: 

 

   

    

2 2 2 2 *
* * *

2 2

2 2 *
* * *

2 2

1 1

2 2

1

2

V x V x
t i m x i m x

V x V x
mi x x i

  
   

 
  

        
            

        

  
     

  

 

 





 

Αλ ην δπλακηθό είλαη πξαγκαηηθό, δει.    *
V x V x , έρνπκε 

 
2 2 * *

* *

2 2
2 2t mi x x mi x x x

    
   
        

       
        

 
 (2.45) 

Σπγθξίλνληαο κε ηελ (2.43), ζπκπεξαίλνπκε όηη 

  
*

*

2
j x

mi x x

 
 
  

  
  


 (2.46) 

Η πνζόηεηα  j x  είλαη ην ξεύκα. 

Παξάδεηγκα: έζησ    
,

i kx t
x t Ae





 . Τν ξεύκα δίδεηαη κε απιή αληηθαηάζηαζε ζηελ (2.46): 

 

            * *

2 2

2

2
2

i kx t i kx t i kx t i kx t
j x A e ikAe A ik e Ae

mi

k
ik A A

mi m

        
    

  



 
 

θαη δεδνκέλνπ όηη 
2*

A   , ελώ k   , βξίζθνπκε 

 
p

j u
m

      

δει. αλαθηνύκε ηελ θιαζζηθή κνξθή ηνπ ξεύκαηνο ελόο ζπλόινπ νληνηήησλ κε ππθλόηεηα   θαη 

ηαρύηεηα u . 

3. Πεπίλητη 

Η εξκελεία ηεο θπκαηνζπλάξηεζεο είλαη όηη κνπ δίλεη ηελ πηζαλόηεηα λα βξεζεί ην ζσκάηην ζην 

εύξνο  0 0
,x x dx  σο: 

    
2

0 0 0x dx dp x x x dx      (2.47) 
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Επνκέλσο, ε πνζόηεηα 

    
0

2

0 0

x x

dp
x x

dx
 



   (2.48) 

είλαη ε «ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο» ην ζσκάηην λα βξεζεί ζηε "γεηηνληά" ηνπ ζεκείνπ 0
x . 

Δεδνκέλεο ηεο (2.47), ε πηζαλόηεηα ην ζσκάηην λα βξίζθεηαη ζην εύξνο  ,a b  δίδεηαη σο 

    
b

a
P a x b x dx      

Γηα λα ηζρύεη ε εξκελεία ηεο  x  σο πιάηνο ηεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο, ζα πξέπεη ε 

πηζαλόηεηα ην ζσκάηην λα βξεζεί θάπνπ ζην ρώξν, δειαδή νπνπδήπνηε ζην  ,  , λα είλαη 

100% : 

  
2

1x dx



  (2.49) 

Η (2.49) νλνκάδεηαη ζρέζε θαλνληθνπνίεζεο ηεο  x . Η δε  x  πνπ πιεξνί ηελ (2.49) 

νλνκάδεηαη θαλνληθνπνηεκέλε. 

Έλα θαίξην εξώηεκα είλαη γηαηί παίξλνπκε ηελ  x  λα δίδεηαη από ηελ  
2

x  θαη όρη από 

θάπνηα άιιε δύλακε ηεο  x , έζησ ηελ  
n

x . Ο ιόγνο είλαη όηη ε  x  πξέπεη λα πιεξνί ηελ 

εμίζσζε δηαηήξεζεο ηνπ «ξεύκαηνο» ή εμίζσζε ζπλέρεηαο, δει. λα ππάξρεη πνζόηεηα  j x  ηέηνηα 

ώζηε 

 0
j

t x

 
 

 
 (2.50) 

θαη έρνπκε δείμεη όηη γηα ηελ  x  νξηδόκελε σο ε (2.48), ε  j x  δίδεηαη από ηελ (2.46). 

Τέινο, είλαη εύθνιν λα δνύκε όηη δελ κπνξνύκε λα βξνύκε  j x  πνπ λα πιεξνί ηελ (2.50) γηα 

n
   κε 2n  . 


