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PerÐlhyh

H enìthta pou akoloujeÐ dÐnei stoiqeÐa kbantomhqanik c poll¸n swm�twn ta opoÐa eÐnai
anagkaÐa sthn jewrhtik  empèdwsh thc klasik c purhnik c jewrÐac. H jewrÐa anaptÔssetai se
ìlh thc thn genikìthta, qwrÐc na exeidikeÔetai sthn perÐptwsh twn noukleonÐwn. To je¸rhma
spin kai statistik c ìpwc kai h prosèggish mèsou pedÐou paratÐjentai tìso gia mpozonik�
ìso kai gia fermionik� sust mata. DÐdontai paradeÐgmata tìso apo thn atomik  ìso kai thn
purhnik  fusik .



Kbantomhqanik  Poll¸n Swm�twn

Skopìc thc enìthtac aut c eÐnai na emped¸sei ta basik� stoiqeÐa thc kbantomhqanik c poll¸n
swm�twn, na eisag�gei mia seir� apo ènnoiec kai proseggÐseic kai genik� mia mejodologÐa gia thn
epÐlush problhm�twn pou aforoÔn poll� ( 2 < N ≤ ∞) allhlepidr¸nta s¸mata. Oi ènnoiec kai
h mejodologÐa pou ja anaptÔxoume brÐskei efarmog  se pollèc perioqèc thc fusik c ìpwc sthn
atomik  kai moriak  fusik , kat exoq n sthn fusik  thc sumpuknwmènhc Ôlhc kai bèbaia sthn
purhnik  fusik .

H mejodologÐa pou ja anaptÔxoume eÐnai austhr  kai pl rhc sto plaÐsio thc klasik c (m 
sqetikistik c) kbantomhqanik c jewrÐac. 'Opwc kai sthn klasik  kbantomhqanik  jewrÐa, h allh-
lepÐdrash perigr�fetai me thn qr sh dunamik¸n, Va,b,c...(~r1, ~r1...), majhmatikèc sunart seic pou
mporeÐ na eÐnai idiaÐtera perÐplokec, mporeÐ na exart¸ntai apo mia plhj¸ra kbantik¸n arijm¸n
a,b,c..., ìpwc to spÐn, thn gwniak  stroform  klp. all� ìqi apo ton qrìno. Autì dèn shmaÐnei
ìti den mporoÔme na eisag�goume kinhmatikèc sqetikistikèc diorj¸seic - antÐjeta. O basikìc pe-
riorismìc pou èqoume, eÐnai h dunamik  sqetikìthta: ìti o arijmìc twn swm�twn tou sust matoc
mac eÐnai stajerìc (N)- den èqoume dhlad  sthn poreÐa thc exèlixhc tou sust matoc dhmiourgÐa kai
katastrof  zeug¸n swmatÐwn kai antiswmatÐwn. Ex�itÐac tou periorismoÔ autoÔ to dunamikì autì
pl�isio dèn mporeÐ na efarmosteÐ se sust mata ìpou h proanaferjeÐsa sunj kh den isqÔei.

Klasik  Purhnik  JewrÐa

Sthn melèth twn purhnik¸n fainomènwn kata kanìna eÐmaste antimètwpoi me perÐploka sust mata
poll¸n swm�twn me isqurèc allhlepidr�seic an�mesa touc. EÐnai apo ta pio shmantik� epiteÔgmata
thc anjr¸pinhc gn¸shc ìti èqoume epitÔqei thn perigraf  twn pio sÔnjetwn kai entupwsiak¸n
gegonìtwn tou sÔmpantoc, twn purhnik¸n fainomènwn, me thn qartogr�fhsh ìlwn twn purhnik¸n
sustatik¸n ston q�rth nouklidÐwn. O q�rthc autìc mac taxinomeÐ ìlouc touc atomikoÔc pur nec
me mìno dÔo deÐktec: ton arijmì prwtonÐwn kai ton arijmì netronÐwn. Dedomènou m�lista, ìti tìso
to prwtìnio , ìso kai to netrìnio ta jewroÔme san to Ðdio swm�tio, to noukleìnio, to epÐteugma
autì gÐnetai akìmh pio shmantikì: sunjètoume ìlouc touc atomikoÔc pur nec apo èna kai mìno
swm�tio.

Sthn an�ptuxh thc purhnik c jewrÐac, èqoume ètsi na sunjèsoume touc atomikoÔc pur nec kai
genikìtera ìla ta purhnik� sust mata, apo èna swm�tio, to noukleìnio. H aplopoÐhsh aut  bohj�
me exairetikì trìpo to èrgo mac.

SÔsthma N Swm�twn

An to sÔsthma pou jèloume na melet soume apoteleÐtai apo N tautìshma swm�tia (p.q. o pur nac
molÔbdou 208Pb, apoteloÔmenoc apo 208 noukleìnia) tìte sÔmfwna me thn kbantomhqanik , ìlec
tou oi idiìthtec sunoyÐzontai apo thn kumatosun�rthsh Ψ(1, ..., N). Touc deÐktec i = 1..j..N touc
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katanooÔme na anaparastoÔn ta dianÔsmata ston q¸ro Hilbert j = ~rj , ~pj , ..., ~sj , .. pou antistoiqoÔn
gia k�je èna apo ta swm�tia kai perilamb�noun ìlouc touc kbantikoÔc arijmoÔc pou prosdiorÐzoun
tic idiìthtec k�je swmatÐou j.

To sÔsthma perigr�fetai apì kumatosun�rthsh Ψ(1, ..., N) kai èqei energeiakì f�sma En pou
dÐnetai apì thn exÐswsh Schrödinger

HΨ = EnΨ

h de qronik  exèlixh tou sust matoc dÐnetai apì

HΨ = ih̄
∂

∂t
Ψ

SpÐn kai Statistik 

Apo ta pio axioshmeÐwta kbantik� fainìmena eÐnai h entel¸c diaforetik  sumperifor� allhlepidr¸n-
twn swmatÐwn me akèraio (mpozìnia) h me hmiakèraio spin (fermiìnia). H diafor� aut  mporeÐ na
diakrijeÐ me thn sumperifor� tou sust matoc sthn antallag  twn (tautìshmwn) swm�twn pou to
sunjètoun.

Ac orÐsw touc telestèc met�jeshc M = M1,2,i..j,.N kai Mij san touc telestèc pou droun
sta swm�tia tou sust matoc mac kai ta enall�ssoun. O telest c Mij paÐrnei to swm�tio pou
qarakthrÐzetai apo to �nusma i ston q¸ro Hilbert kai tou dÐnei tic idiìthtec tou swmatÐou pou
qarakthrÐzetai apo to �nusma j kai antÐstrofa. O genikeumènoc telest c M epifèrei metajèseic
ìlwn twn swmatÐwn. Majhmatik�, oi telestèc autoÐ dr¸ntac sthn kumatosun�rthsh mac, mac
dÐnoun:

MijΨ(1, ..i, j., N) = Ψ(1, .j, i.., N)

kaÐ
MΨ(1, ..., N) = Ψ(M1,M2, ..Mj.., MN)

ìpou Mj eÐnai h nèa jèsh tou j. Lìgw thc tautìthtac twn swmatÐwn, prèpei na èqoume:

H[MΨ] = M [HΨ],

dhlad  h kumatosun�rthsh MΨ(1, ..., N) = Ψ(M1,M2, ..Mj..,MN) eÐnai kai aut  lÔsh thc exÐsw-
shc Schrödinger. Apl  aparÐjmhsh mac deÐqnei ìti èqoume N! tètoiec lÔseic.

Prèpei na parathr soume ìti an to sÔsthma mac brejeÐ se mi� apo autèc tic sugkekrimènec
pijanèc lÔseic, h sugkekrimènh kumatosun�rthsh ja suneqÐsei na to perigr�fei gia p�nta mi� kai

[H, M ] = 0 & HΨ = ih̄
∂

∂t
Ψ

kai epomènwc to sÔsthm� mac exelÐssetai suneq¸c kai se mikr� b mata.

H diat rhsh thc puknìthtac ΨΨ∗ = (MΨ)(MΨ∗) mac anagk�zei na deqtoÔme ìti prèpei na
isqÔei: MΨ = ±Ψ.
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MporoÔme na epilèxoume MijΨ = ±Ψ ìpou h epilog  ± na exart�tai apo tic sugkekrimènec
timèc twn deikt¸n ij. EÐnai ìmwc peiramatik� apodedeigmèno ìti h fÔsh epilègei p�nta mÐa apo
tic peript¸seic (+)   (-) anex�rthta apo touc deÐktec ij. EÐnai peiramatik� epibebaiwmèno me
ter�stia akrÐbeia ìti h fÔsh an�mesa se ìlec tic pijanèc epilogèc thc summetrÐac antallag c twn
kumatosunart sewn pou perigr�foun sust mata ta opoÐa apoteloÔntai apo diakrit� sustatik�
(swm�tia) deÐqnei thn akìloujh kajoristik  protÐmhsh:

• Gia swm�tia me akèraio spÐn h kumatosun�rthsh eÐnai pl rwc summetrik  λ = +1. Ta swm�tia
aut� apokaloÔntai mpozìnia kai upakoÔoun thn statistik  Bose - Einstein.

• Gia swm�tia me hmiakèraio spÐn h kumatosun�rthsh eÐnai pl rwc antisummetrik  λ = −1. Ta
swm�tia aut� apokaloÔntai fermiìnia kai upakoÔoun thn statistik  Fermi - Dirac.

O nìmoc autìc èqei epibebaiwjeÐ gia ìlec tic gnwstèc allhlepidr�seic (me exaÐresh thn kbantik 
barÔthta). Dedomènou ìti ta noukleìnia èqoun spin 1

2 , eÐnai dhlad  fermiìnia, ja prèpei na merim-
n soume ìti oi kumatosunart seic pou ja prokÔyoun, na eÐnai antisummetrikèc.

EÐnai profanèc ìti h antisummetrik  kumatosun�rthsh (gia fermiìnia), perikleÐei kai thn a-
pagoreutik  arq  tou Pauli: An,

MijΨ(1, ..i, j., N) = Ψ(1, .j, i.., N) = −Ψ(1, ..i, j., N)

tìte an i = j −→ Ψ(1, .i, j.., N) = −Ψ(1, ..i, j., N) kai anagkastik� tìte

Ψ(1, ..i, j., N) = 0

.

Kumatosunart seic koin¸n sthn fÔsh susthm�twn, kata kanìna anafèrontai se swm�tia di-
aforetik¸n tÔpwn tautìqrona pou sunjètoun to sÔsthma l.q. pionÐwn, prwtonÐwn kai netronÐwn.
Tìte h pio p�nw summetrÐa isqÔei xeqwrist� gia k�je tÔpo swmatÐou. Kammi� summetrÐa den isqÔei
gia antallagèc diaforetik¸n tÔpwn swmatÐwn.

Upologismìc Kumatosunart sewn

An èqoume N allhlepidr¸nta s¸mata tìte to sÔsthma mac èqei dunamik  sumperifor� pou dièpetai
apì thn Qamiltonian  H(1, 2, ..., N).

ìpou
H = Ho + HI

H0 =
−h̄2

2m

∑

i

∇2
i +

∑

i

Vi
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HI =
∑

i≤j

Vij +
∑

i≤j≤k

Vijk + ... +
∑

i≤j≤k...≤N

Vijk...N

To mèroc thc qamiltonian c HI pou perigr�fei thn allhlepÐdrash metaxÔ twn swmatÐwn, genik�
eÐnai exairetik� perÐploko. H taxinìmhsh twn ìrwn, ìpwc ègine sthn pio p�nw exÐswsh eÐnai pl rhc
all� kai mejodologik� polÔ shmantik . MporoÔme na diakrÐnoume thn allhlepÐdrash tou swmatÐou
me èna kentrikì   mèso pedÐo ston ìro Vi, thn allhlepÐdrash swmatÐou - swmatÐou ston ìro Vij ,
thn allhlepÐdrash tri¸n swm�twn ston ìro Vijk kok.

'Eqontac lÔsei thn exÐswsh Schrödinger kai èqontac brei thn kumatosun�rthsh Ψ(1, ..., N),
thn pl rh kumatosun�rthsh N swm�twn, èqoume ousiastik� epitÔqei ton stìqo mac. 'Opwc sthn
kbantomhqanik  tou enìc s¸matoc den èqoume par� na efarmìsoume touc anagkaÐouc telestèc gia
na upologÐsoume tic anamenomènec timèc (l.q. katanom c fortÐou) kai na tic sugkrÐnoume me tic
parathroÔmenec (peiramatikèc) timèc.

Parìlo pou to plaÐsio pou perigr�yame pio p�nw eÐnai aplì kai exairetik� komyì, eÐnai upolo-
gistik� efialtik� perÐploko. Akìmh kai me thn qr sh twn pio isqur¸n upologist¸n, ta sust mata
gia ta opoÐa mporeÐ na upologisteÐ h pl rhc kumatosun�rthsh eÐnai polÔ lÐga (gia N polÔ mikrì).
Bèbaia h poluplokìthta twn exis¸sewn pou prèpei na lujoÔn exart�tai �mesa apo thn polu-
plokìthta twn dunamik¸n ta opoÐa jèloume na axiopoi soume. Sthn atomik  kai moriak  fusik ,
ìpou ta dunamik� eÐnai apl� (l.q. dunamikì Coulomb   Lennard- Jones) o arijmìc twn susthm�twn
pou mporoÔn na upologisjoÔn eÐnai megalÔteroc apo ìti sthn purhnik  fusik  ìpou ta dunamik�
eÐnai exairetik� perÐploka (l.q. dunamikì ParisioÔ   dunamikì Argonne). Gia ton lìgo autì eÐnai
exairetik� shmantikì na anazht soume proseggistikèc lÔseic sto prìblhma mac ¸ste na mporè-
soume na èqoume èna dunamikì plaÐsio upologismoÔ susthm�twn kentrikoÔ endiafèrontoc ìpwc
autì ton barei¸n pur nwn   atìmwn.

Realistik� Dunamik�

'Ena apo ta meg�la kai anoikt� probl mata sthn purhnik  fusik  eÐnai o prosdiorismìc twn
dunamik¸n pou ja prèpei na qrhsimopoihjoÔn sthn epÐlush thc exÐswshc N swm�twn. S mera
adunatoÔme na prosdiorÐsoume ta dunamik� aut�, oÔte kan thn morf  touc, me afethrÐa to kajier-
wmèno prìtupo.

H jemeleiak  aut  an�gkh gn¸shc twn dunamik¸n aut¸n od ghse sthn an�ptuxh miac idiaÐtera
perÐplokhc fainomenologÐac h opoÐa k�nei qr sh twn summetri¸n pou mac eÐnai gnwstèc, orismènwn
pediojewrhtik¸n upologism¸n kai prosarmog  se peiramatik� dedomèna gia na prosdiorÐsei ta
dunamik� aut�.

AllhlepÐdrash NoukleonÐou - NoukleonÐou: NN potential

H melèth tou dèsmiou sust matoc tou DeuterÐou ìpwc kai twn allhlepidr�sewn m  dèsmiwn susth-
m�twn prwtonÐou - prwtonÐou, netronÐou - prwtonÐou kai netronÐou - netronÐou od ghse se mia
exairetik� kal  gn¸sh thc allhlepÐdrashc NoukleonÐou - NoukleonÐou ( NN).
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Ta dunamik� aut� pou prokÔptoun eÐnai perÐploka kai upologistik� dÔsqrhsta. DiakrÐnontai
apo to jewrhtikì plaÐsio sto opoÐo prosarmìsjhkan. Sun jwc onom�zontai apo to ìnoma thc
pìlhc   tou ergasthrÐou sthn opoÐa h jewrhtik  ìm�da h opoÐa ta epexerg�sthke edreÔei. 'Etsi
èqoume ta dunamik� thc Bìnnhc ( Bonn), tou ParisioÔ( Paris), tou Nijmegen kai tou Argonne.

SÔgqrona realistik� dunamik� NoukleonÐou - NoukleonÐou ( NN), eÐnai perÐploka ¸ste na
mporoÔn na perigr�youn ta akrib  peiramatik� dedomèna. Mia tupik  dìmhsh tètoiwn dunamik¸n
eÐnai kai h akìloujh:

Vij =
∑

p=1,n

up(rij)O
p
ij

ìpou rij = ~ri − ~rj eÐnai h apìstash an�mesa sta dÔo noukleìnia kai up(rij) h sun�rthsh pou
perigr�fei thn qwrik  sumperifor� thc allhlepidrashc touc. An aut  mporeÐ na apodojeÐ se
antallag  mpozonÐwn (l.q. pionÐwn ) ja anamènoume na èqei thn morf  Yukawa:

up(rij) = Y (rij) =
1

µrij
exp (−µrij)

n eÐnai o arijmìc twn telest¸n Op
ij pou apaitoÔntai gia thn ikanopoihtik  perigraf  twn dedomènwn.

Qrei�zontai toul�qiston okt¸ tètoioi telestèc gia na dojeÐ ikanopoihtik  perigraf  tou deuterÐou
kai twn elastik¸n NN dedomènwn skèdashc. H pio sÔnhjhc epilog  eÐnai h akìloujh:

Op=1.8
ij = 1, τi · τj , σi · σj , (σi · σj)(τi · τj), Sij , Sij(τi · τj),L · S,L · S(τi · τj)

AllhlepÐdrash tri¸n NoukleonÐwn: NNN potential

Realistik� dunamik� tri¸n swm�twn eÐnai aparaÐthta (pèran autoÔ twn dÔo swm�twn) gia thn peri-
graf  twn idiot twn susthm�twn tri¸n noukleonÐwn (l.q.3He   3H) kai barei¸n pur nwn. Prèpei na
tonÐsoume ìti to dunamikì tri¸n swm�twn den mporeÐ na antikatastajeÐ apo dunamik� dÔo swm�twn
pou diadoqik� droÔn se mia tri�da swm�twn. 'Eqoun ki aut� perÐplokh dom . Se sqetik� meg�lec
apost�seic proèrqontai apo thn antallag  pionÐwn an�mesa se trÐa noukleìnia, me thn endi�mesh
diègersh enìc apo ta noukleìnia.

To dunamikì tri¸n swm�twn pou apaiteÐtai gia thn perigraf  tìso twn elafri¸n ìso kai
twn barei¸n pur nwn èqei toul�qisto dÔo sunist¸sec. 'Eqei elktik  sumperifor� se meg�lèc
apost�seic kai apwstik  se mikrèc.

Prosèggish Mèsou PedÐou

H pio apl  kai idiaÐtera endiafèrousa prosèggish sthn pl rh Qamiltonian  H N swm�twn eÐnai:
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H ≈ Ho = Ho(1) + Ho(2) + ... + Ho(n) =
N∑

j

Ho(j)

Sthn prosèggish aut  jewroÔme ìti oi mìnoi ìroi pou eÐnai shmantikoÐ (kai �ra touc
diathroÔme) eÐnai h kinhtik  enèrgeia k�je s¸matoc kai h allhlepÐdrash tou me èna mèso pedÐo,
to opoÐo kajorÐzetai anex�rthta apo thn kinhtik  kai dunamik  kat�stash twn �llwn swmatÐwn
tou sust matoc.

Exairetikì par�deigma sust matoc sto opoÐo mporoÔme na efarmìsoume thn prosèggish mèsou
pedÐou eÐnai ta �toma. Sth prosèggish aut  jewroÔme ìti h dom  tou atìmou kajorÐzetai apo thn
elktik  dÔnamh pou exaskeÐ o jetik� fortismènoc pur nac sto k�je èna hlektrìnio xeqwrist�,
afoÔ l�boume up ìyh thn jwr�kish tou fortÐou tou pur na apo ta hlektrìnia pou paremb�llontai
an�mesa sto sugkekrimèno hlektrìnio kai sto pur na. To dunamikì autì, eÐnai èna dunamikì tou
tÔpou Coulomb

Vi(ri) = k
Z(r)e2

r2
i

,

ìpou to fortÐo eZ(r) tou pur na, to opoÐo blèpoun ta hlektrìnia, metab�lletai san sun�rthsh
thc aktÐnac lìgw tou fainomènou thc jwr�kishc. Profan¸c gia to Z(r) isqÔei:

Z(r) =
{

1 , r →∞
Z , r → 0

Tìte h qamiltonian  tou sust matoc autoÔ den eÐnai par� h:

H =
∑

Ho(j) =
−h̄2

2m

∑

i

(∇2
i + k

Z(r)e2

r2
i

)

H drastik  aut  prosèggish eÐnai profanèc ìti agnoeÐ opoiad pote allhlepÐdrash swmatÐou me
�llo swm�tio. Gia ton lìgo autì h pio p�nw prosèggish suqn� onom�zetai prosèggish anex�rthtou
swmatÐou

Sto par�deigm� mac, tou poluhlektronikoÔ atìmou, autì shmaÐnei ìti o ìroc sthn qamiltonian 

Vij = k
e2

r2
ij

pou dÐnei thn allhlepÐdrash hlektronÐou -hlektronÐou jewreÐtai amelhtèoc.

An ϕα, ϕβ, ... eÐnai oi kanonikopoihmènec lÔseic thc Ho dhl.

Ho(j)ϕλ(j) = ελϕλ(j)

tìte eÔkola mporoÔme na apodeÐxoume ìti sthn prosèggish aut  h lÔsh thc exÐswshc Schrödinger

HΨ = EnΨ
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gÐnetai idiaÐtera apl :
En =

∑

λ

ελ & Ψ =
∏

λ

ϕλ

Oi kumatosunart seic ϕλ(j) enìc s¸matoc lègontai troqiak�.

'Eqoume dhlad  sthn prosèggish aut  thn kumatosun�rthsh N swm�twn na suntÐjetai san
ginìmeno twn kumatosunart sewn pou perigr�foun thn sumperifor� swmatÐwn se èna mèso dunamikì
(pedÐo). Oi idioenèrgeiec tou sust matoc En den eÐnai tÐpota �llo par� to �jroisma twn idioen-
ergei¸n tou swmatÐou sto mèso dunamikì.

SummetrÐa Antallag c sthn Prosèggish Anex�rthtou SwmatÐou

Dedomènou ìti [H, M ] = 0 èpetai ìti opoiad pote lÔsh

MΨ =
∏

λ

Mϕλ

eÐnai apodekt . Up�rqoun N! tètoiec lÔseic an ta troqiak� ϕα(j), ...., ϕλ(j) eÐnai ìla diaforetik�
metaxÔ touc. 'Etsi sumperaÐnoume ìti gia N s¸mata kai gia dedomènh idioenèrgeia En h èxiswsh
Schrödinger sthn prosèggish mèsou pedÐou dÐnei pollèc pijanèc lÔseic.

Oi MΨ kumatosunasrt seic, afoÔ èqoun thn Ðdia enèrgeia, eÐnai ekfulismènec. O ekfulismìc
autìc onom�zetai ekfulismìc antallag c. Oi diaforetikèc autèc lÔseic èinai genik� asÔmmetrec,
all� mporoÔme na kataskeu�soume lÔseic dedomènhc summetrÐac san grammikì sunduasmì twn
pio p�nw lÔsewn. ( GnwrÐzoume apo thn kbantomhqanik  ìti to �jroisma lÔsewn thc exÐswshc
Schrödinger eÐnai kai aut  lÔsh). H epilog  thc lÔshc pou èqei thn armìzousa summetrÐa pou
sun�dei me thn fÔsh eÐnai kajoristik .

Apo tic pollèc lÔseic pou mporoÔn na prokÔyoun apo �jroisma ginomènwn troqiak¸n, ja prèpei
na epilèxoume thn pl rwc summetrik  gia mpozonik� sust mata kai thn pl rwc antisummetrik  gia
fermionik� sust mata.

Apo tic N! anex�rthtec lÔseic pou mporoÔn na prokÔyoun sthn idiaÐtera shmantik  perÐptwsh
ìpou ìla ta troqiak� ϕα(j), ...., ϕλ(j) eÐnai diaforetik� mìno mÐa lÔsh eÐnai pl rwc summetrik  kai
mìno mÐa èinai pl rwc antisummetrik . Oi upìloipec qarakthrÐzontai apo mikt  summetrÐa.

H pio apl  perÐptwsh afor� thn perÐptwsh dÔo swmatÐwn

Ψ1 = φα(1)φα(2)

pl rwc summetrikì an ta duo swm�tia eÐnai se diaforetikèc katast�seic

Ψ2 = φα(1)φβ(2)
Ψ3 = φα(2)φβ(1)

}
=⇒

{
Ψs = 1√

2
[Ψ2 + Ψ3]

ΨA = 1√
2
[Ψ2 −Ψ3]

8



Mìno sthn perÐptwsh tou N = 2, h pl rwc summetrik  kai h pl rwc antisummetrik  kumato-
sun�rthsh exantleÐ ìlec tic pijanìthtec.

PARADEIGMA: SummetrÐa Sust matoc Tri¸n Swm�twn

H perÐptwsh N = 3 deÐqnei  dh peript¸seic mikt c summetrÐac, mh apodektèc apì thn fÔsh. 'Etsi
ac exet�soume thn perÐptwsh ìpou dÔo apì ta trÐa swm�tia brÐskontai sto Ðdio troqiakì. Me b�sh
touc epitrepìmenouc sunduasmoÔc, anamènoume 3!/2! = 3 anex�rthtec lÔseic. Apl  aparÐjmhsh mac
dÐnei tic Ψ1,Ψ2,Ψ3. EÐnai eÔkolo na kataskeu�soume thn summetrik  kumatosun�rthsh Ψs. EÐnai
adÔnato na kataskeu�soume pl rwc antisummetrik  kumatosun�rthsh ΨA.

Ψ1 = φβ(1)φα(2)φα(3)
Ψ2 = φα(1)φβ(2)φα(3)
Ψ3 = φα(1)φα(2)φβ(3)



 =⇒

{
Ψs = 1√

3
[Ψ1 + Ψ2 + Ψ3]

MporoÔme ìmwc na orÐsoume dÔo �llec dunatèc kumatosunart seic oi opoÐec na eÐnai or-
jokanonikopoihmènec wc proc to Ψs tic:

Ψ4 =
1√
6
[2Ψ1 −Ψ2 −Ψ3]

Ψ5 =
1√
2
[Ψ2 −Ψ3]

oi opoÐec ìmwc èqoun mikt  summetrÐa.

AxÐzei na parathr soume ìti h Ψ4 eÐnai summetrik  kai h Ψ5 antisummetrik  sthn antallag 
twn swmatÐwn 2 kai 3. MporoÔme na gr�youme dhlad 

M23Ψ4 = +Ψ4

M23Ψ5 = −Ψ5

all� antallag  twn swmatÐwn 1 kai 2 ìpwc 1 kai 3 dÐnei

M12Ψ4 = −1
2Ψ4 +

√
3

2
Ψ5

profan¸c oi kumatosunart seic Ψ4 kai Ψ5 suggeneÔoun. MporoÔn na anaparastajoÔn san
metasqhmatismoÐ 2 × 2 ston upoq¸ro twn Ψ4 kai Ψ5. H perigraf  twn antallag¸n me pÐnakec
(grammikoÔc metasqhmatismoÔc) epitugq�netai kai kwdikopoieÐtai apo thn jewrÐa om�dwn.

Kataskeu  pl rwc summetrik¸n kai antisummetrik¸n lÔsewn

MporoÔme na kataskeu�soume summetrikèc kumatosunart seic gia N swm�tia apì mia dedomènh
lÔsh Ψ:
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ΨS =
∑

ρ

Ψ(M(1, 2, ..N))

kai

ΨA =
∑

ρ

EρΨ(M(1, 2, ..N))

ìpou Eρ = −1 gia monèc metajèseic kai Eρ = +1 gia zugèc metajèseic.

Sthn prosèggish anex�rthtou swmatÐou tìte h kumatosun�rthsh

Ψ =
∏

j

ϕ = ϕα(1)ϕβ(2)ϕγ(3)...ϕN (N)

apoteleÐ mia kal  arq . Oi pio p�nw exis¸seic mac deÐqnoun  dh tic lÔseic gia (pl rwc) summetrikèc
kai antisummetrikèc lÔseic.

H kanonikopoihmènh antisummetrik  lÔsh ΨA ìpou (< ΨA|ΨA >= 1 eÐnai h gnwst  orÐzousa
tou Slater:

ΨA =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕα(1) ϕα(2) . . . ϕα(N)
ϕβ(1) ϕβ(2) . . . ϕβ(N)

...
...

...
...

ϕλ(1) ϕλ(2) . . . ϕλ(N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Antallag  thc jèshc dÔo swmatÐwn antistoiqeÐ sthn antallag  dÔo kolìnwn sthn orÐzousa
kai sunep�getai allag  pros mou, dhlad  antisummetrÐa. Parìmoia, h antallag  troqiak¸n an-
tistoiqeÐ sthn antallag  dÔo seir¸n sthn orÐzousa kai p�li sunep�getai allag  pros mou kai
antisummetrÐa. H idiìthta aut  thc kumatosun�rthshc epib�llei thn apagoreutik  arq  tou Pauli.
An dÔo swm�tia katèqoun thn Ðdia jèsh   to Ðdio troqiakì tote h kumatosun�rthsh mhdenÐzetai.
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Ask seic

1.1 Poi� peiramatik  marturÐa mac deÐqnei ìti isqÔei h apagoreutik  arq  tou Pauli;

1.2 Poi� peiramatik  marturÐa mac deÐqnei ìti mpozonik� sust mata qarakthrÐzontai apo pl rwc
summetrikèc kumatosunart seic;

1.3 Ti peÐrama ja proteÐnate gia na diereun sete thn Ôparxh kumatosunart sewn me mikt  sum-
metrÐa;
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