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3.1 Δείξτε ότι οποιαδήποτε βαθµωτή συνάρτηση  µπορεί να εκφραστεί ως άθροισµα µιας ιδιοσυνάρτησης  της 
      οµοτιµίας µε ιδιοτιµή +1 και µιας ιδιοσυνάρτησης  της οµοτιµίας µε ιδιοτιµή -1. Βρείτε τις  και  συναρτήσει της .

f(x, y, z) f+(x, y, z)
f−(x, y, z) f+ f− f

Από την  και εφαρµόζοντας µόνο χωρική ανάκλαση, µπορούµε να φτιάξουµε µόνο δύο ανεξάρτητους γραµµικούς συνδυασµούς:f

1
2 [f ( ⃗r ) + f (− ⃗r )] = f+( ⃗r )

1
2 [f ( ⃗r ) − f (− ⃗r )] = f−( ⃗r )

όπου , οι οποίοι είναι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή οµοτιµίας  µε τις ζητούµενες ιδιοτιµές +1 και -1, αντίστοιχα:⃗r = (x, y, z) ̂P

̂Pf+( ⃗r ) =
1
2 [ ̂Pf ( ⃗r ) + ̂Pf (− ⃗r )] =

1
2 [f (− ⃗r ) + f ( ⃗r )] = f+( ⃗r )

̂Pf−( ⃗r ) =
1
2 [ ̂Pf ( ⃗r ) − ̂Pf (− ⃗r )] =

1
2 [f (− ⃗r ) − f ( ⃗r )] = − f−( ⃗r )

Η τυχαία βαθµωτή συνάρτηση  είναι πράγµατι το άθροισµα των  και  :f f+ f−

f+( ⃗r ) + f−( ⃗r ) =
1
2 [f ( ⃗r ) + f (− ⃗r ) + f ( ⃗r ) − f (− ⃗r )] = f ( ⃗r )
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3.2 Δείξτε ότι στην “πρωτογενή” β-διάσπαση  παραβιάζεται η διατήρηση της στροφορµής. Αν ήσαστε ο Pauli και 
      προτείνατε ως πραγµατική β-διάσπαση την αντίδραση  χωρίς να γνωρίζετε τίποτε για το νετρίνο, τι σπιν θα 
      του αποδίδατε;

n → p + e−

n → p + e− + ν̄e

Στο ΚΜ της διάσπασης  (πλαίσιο ηρεµίας του νετρονίου), η στροφορµή της αρχικής κατάστασης είναι  και 
της τελικής  µε , όπου  ή 1 είναι το άθροισµα των σπιν του πρωτονίου και του ηλεκτρονίου 
και  είναι η σχετική τροχιακή στροφορµή του ζεύγους. Άρα, η  µπορεί να πάρει µόνο ακέραιες τιµές από 0 µέχρι 

, δηλαδή δεν µπορεί να είναι ίση µε 1/2, οπότε η στροφορµή δεν διατηρείται.

n → p + e− Jn = 1/2
Jp+e− |L − S | ≤ Jp+e− ≤ L + S S = 0

L = 0,1,2,… Jp+e−

L + 1

Για να διατηρείται η στροφορµή θα πρέπει η στροφορµή της τελικής κατάστασης να παίρνει ηµιακέραιες τιµές, οπότε το άθροισµα  
των σπιν των τριών προϊόντων διάσπασης θα πρέπει να είναι ηµιακέραιο. Επειδή  και 

, το σπιν του νετρίνου θα πρέπει να είναι 1/2, δίνοντας  όταν  (ένα σωµατίδιο έχει σπιν 
αντιπαράλληλο µε τα άλλα δύο) και η συνολική τροχιακή στροφορµή είναι  ή όταν  (και τα τρία σωµατίδια έχουν 
παράλληλα σπιν) και  ή .

S
|Sp+e− − Sν̄e

| ≤ S ≤ Sp+e− + Sν̄e
Sp+e− = 0,1 Jp+e−+ν̄e

= 1/2 S = 1/2
L = 0 S = 3/2

L = 1 2

3.3 Στη διάσπαση , ποιες είναι οι δυνατές τιµές του κβαντικού αριθµού  της τροχιακής στροφορµής της τελικής 
      κατάστασης στο ΚΜ αν γνωρίζουµε ότι το σπιν του βαρυονίου  είναι 3/2;

Δ++ → p + π+ l
Δ++

Επειδή το πρωτόνιο έχει σπιν 1/2 και το πιόνιο έχει σπιν 0, το άθροισµα των δύο σπιν πρέπει να είναι 1/2. Από τη διατήρηση της 
στροφορµής, η στροφορµή στην τελική κατάσταση είναι , οπότε . Η συνθήκη αυτή 
ικανοποιείται από τις τιµές , που αντιστοιχεί σε , και , που αντιστοιχεί σε . Στη 
φασµατοσκοπία µιλάµε αντίστοιχα για -καταστάσεις και -καταστάσεις (ή -κύµατα και -κύµατα).

J = 3/2 | l − 1/2 | ≤ 3/2 ≤ l + 1/2
l = 1 J = l + 1/2 l = 2 J = l − 1/2

p d p d
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3.4 Είναι το νετρίνο ιδιοκατάσταση της οµοτιµίας; Αν ναι, ποια είναι η ιδιο-οµοτιµία του (intrinsic parity);

Η χωρική ανάκλαση µετασχηµατίζει ένα αριστερόστροφο σωµατίδιο σε δεξιόστροφο και αντίστροφα. Όµως, δεξιόστροφα νετρίνα 
δεν παρατηρούνται, συνεπώς το νετρίνο δεν είναι ιδιοκατάσταση της οµοτιµίας.

3.5 Για να µεταπίπτουν δύο αδρόνια το ένα στο άλλο, , είναι απαραίτητο να έχουν την ίδια µάζα (που στην πράξη 
      σηµαίνει ότι πρέπει να είναι αντισωµατίδια το ένα του άλλου), το ίδιο φορτίο και τον ίδιο βαρυονικό αριθµό. Δείξτε ότι, µε αυτές 
      τις συνθήκες, τα  και  πρέπει να είναι ουδέτερα µεσόνια και ταυτοποιήστε τα δυνατά ενδεχόµενα για το περιεχόµενό τους σε 
      κουάρκ. Ποια είναι αυτά τα µεσόνια; Γιατί το νετρόνιο δεν αναµιγνύεται µε το αντινετρόνιο, µε τον ίδιο τρόπο που τα µεσόνια  
       και  αναµιγνύονται για να δώσουν τις (προσεγγιστικές) ιδιοκαταστάσεις  και  του τελεστή ; Γιατί δεν βλέπουµε µίξη 
      των διανυσµατικών µεσονίων  και ;

A ⟷ B

A B
K0

K̄0 K1 K2 CP
K*0 K̄*0

Εφόσον τα δύο αδρόνια πρέπει να έχουν ακριβώς την ίδια µάζα, ώστε να επιτρέπεται ενεργειακά η αυθόρµητη µετάπτωσή τους, 
πρέπει να είναι αντισωµατίδια το ένα του άλλου. Δεν γνωρίζουµε κανένα είδος αδρονίων πλήρως εκφυλισµένων (δηλαδή µε ακριβώς 
την ίδια µάζα) µε κάποιο άλλο είδος.

Για να διατηρείται το φορτίο στη µετάπτωση, θα πρέπει τα δύο αδρόνια να έχουν το ίδιο φορτίο. Εφόσον όµως είναι αντισωµατίδια 
το ένα του άλλου, τα φορτία τους πρέπει να είναι αντίθετα. Συνεπώς, πρέπει και τα δύο να έχουν µηδενικό φορτίο, δηλαδή να είναι 
ηλεκτρικά ουδέτερα.

Για να διατηρείται ο βαρυονικός αριθµός στη µετάπτωση, θα πρέπει να είναι ο ίδιος και για τα δύο αδρόνια. Αλλά επειδή είναι και 
αντισωµατίδια το ένα του άλλου, θα πρέπει να είναι και αντίθετος για τα δύο αδρόνια. Εποµένως, πρέπει να είναι µηδέν, δηλαδή τα 
δύο αδρόνια να είναι µεσόνια.
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Τα ουδέτερα µεσόνια αποτελούνται από ένα ζεύγος κουάρκ-αντικουάρκ αντίθετου φορτίου, δηλαδή και τα δύο είναι ‘επάνω’ ή και τα 
δύο ‘κάτω’ γεύσεις. Για να είναι το µεσόνιο και το αντι-µεσόνιο διακριτές αδρονικές καταστάσεις, πρέπει οι δύο γεύσεις να είναι 
διαφορετικές. Με τις 6 διαθέσιµες γεύσεις του Καθιερωµένου Προτύπου, και δεδοµένου ότι η κορυφαία γεύση δεν αδρονοποιείται, οι 
δυνατοί συνδυασµοί είναι ,  και  ή .|ds̄⟩ = |K0⟩ |uc̄⟩ = |D0⟩ |db̄⟩ = |B0

d⟩ |sb̄⟩ = |B0
s ⟩

Το νετρόνιο έχει βαρυονικό αριθµό +1 και το αντινετρόνιο -1, άρα δεν µπορούν να αναµιχθούν.

Το διανυσµατικό µεσόνιο  µε µάζα 892 MeV/c2 έχει κβαντικούς αριθµούς  και , µε τα σπιν των δύο κουάρκ 
παράλληλα. Εποµένως, ,  και συνεπώς . 
Δηλαδή, οι δύο ιδιοκαταστάσεις  έχουν τις αντίθετες ιδιοτιµές από τις αντίστοιχες του :

K*0 L = 0 S = 1
P |K*0⟩ = − |K*0⟩ C |K*0⟩ = (−1)L+S | K̄*0⟩ = − | K̄*0⟩ CP |K*0⟩ = | K̄*0⟩

CP K0

|K*1 ⟩ =
1

2
( |K*0⟩ − | K̄*0⟩)

|K*2 ⟩ =
1

2
( |K*0⟩ + | K̄*0⟩)

⇒

CP |K*1 ⟩ = −
1

2
( |K*0⟩ − | K̄*0⟩) = − |K*1 ⟩

CP |K*2 ⟩ = +
1

2
( |K*0⟩ + | K̄*0⟩) = + |K*2 ⟩

⇒ {
K*1 → 3π
K*2 → 2π

Τώρα όµως ο διαθέσιµος φασικός χώρος είναι πολύ µεγάλος και για τους δύο τρόπους διάσπασης: ~620 MeV για 2 πιόνια και ~480 
MeV για 3 πιόνια. Και στους δύο τρόπους, η µέση κινητική ενέργεια ανά πιόνιο είναι µεγαλύτερη από τη µάζα του πιονίου. Άρα, και 
οι δύο ιδιοκαταστάσεις  έχουν πολύ µικρούς χρόνους ζωής, µικρότερους από τους χρόνους ζωής των , οπότε αυτή η µίξη δεν 
µπορεί να παρατηρηθεί.

CP KS
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3.6 Βρείτε τις ιδιοτιµές της οµοτιµίας  και της συζυγίας  για τη θεµελιώδη κατάσταση  του µεσονίου π και για την 
      πρώτη του διεγερµένη κατάσταση , το µεσόνιο ρ. Γιατί το π έχει µεγαλύτερο χρόνο ζωής από το ρ; Εξηγήστε 
      γιατί παρατηρείται η διάσπαση , ενώ δεν παρατηρείται η διάσπαση .

P C (L = 0, S = 0)
(L = 0, S = 1)

ρ0 → π+π− ρ0 → π0π0

Τα δύο µεσόνια, π και ρ, έχουν την ίδια δοµή κουάρκ στις τρεις καταστάσεις φορτίου τους:

(π+, π0, π−) ∼ (ρ+, ρ0, ρ−) ∼ ( |ud̄⟩, |uū − dd̄⟩/ 2, | ūd⟩)
Επίσης, έχουν και τα δύο µηδενική τροχιακή στροφορµή των κουάρκ . Η διαφορά τους οφείλεται στο γεγονός ότι το κουάρκ 
και το αντικουάρκ έχουν αντιπαράλληλα σπιν στο π , αλλά οµοπαράλληλα στο ρ . Εποµένως, 
και τα δύο µεσόνια έχουν οµοτιµία

(L = 0)
(S = 0 ⇒ J = 0) (S = 1 ⇒ J = 1)

P(q)P(q̄)(−1)L = (+1)(−1)(+1) = − 1

Η συζυγία των µεσονίων που περιέχουν γεύσεις πρώτης γενιάς δίνεται από τη σχέση

C |q1q̄2⟩ = (−1)I1+I2−I(−1)L+S | q̄1q2⟩

όπου  και  είναι τα ισοσπίν των δύο κουάρκ  και  και  το ισοσπίν του µεσονίου. Για τα µεσόνια π και ρ:I1 I2 q1 q2 I

C |π⟩ = (−1)1/2+1/2−1(−1)0+0 = |π⟩
C |ρ⟩ = (−1)1/2+1/2−1(−1)0+1 = − |ρ⟩
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Δηλαδή, τα δύο µεσόνια έχουν την ίδια οµοτιµία (αρνητική), αλλά αντίθετη συζυγία (θετική το π και αρνητική το ρ). Γράφουµε 
συµβολικά  και .JPC(π) = 0−+ JPC(ρ) = 1−−

Ο κυρίαρχος τρόπος διάσπασης του µεσονίου ρ είναι σε δύο πιόνια: . Αυτή η διάσπαση 
πραγµατοποιείται µε την ισχυρή αλληλεπίδραση. Αντίθετα, το ουδέτερο πιόνιο διασπάται κυρίως σε δύο φωτόνια, , που 
γίνεται µε την ηλεκτροµαγνητική αλληλεπίδραση, και το φορτισµένο πιόνιο διασπάται κυρίως σε µιόνιο και νετρίνο, , 
που γίνεται µε την ασθενή αλληλεπίδραση. Συνεπώς, το ρ διασπάται πολύ πιο γρήγορα από το πιόνιο.

ρ± → π±π0, ρ0 → π+π−

π0 → γγ
π± → μ±(−)ν μ

Από τη διατήρηση της στροφορµής στη διάσπαση του ρ συνεπάγεται ότι τα δύο πιόνια στην τελική κατάσταση πρέπει να έχουν 
σχετική τροχιακή στροφορµή , εφόσον έχουν µηδενικό σπιν το καθένα. Η γενική διάσπαση  διατηρεί και την 
οµοτιµία, εφόσον

L = 1 ρ → ππ

P(ππ) = P(π)P(π)(−1)1 = (−1)(−1)(−1) = − 1 = P(ρ)

Εντούτοις, η διάσπαση  απαγορεύεται, επειδή τα δύο πιόνια είναι µποζόνια και η κατάσταση του ζεύγους πρέπει να 
είναι συµµετρική κάτω από την ανταλλαγή τους, ενώ η κατάσταση ζεύγους ταυτοτικών σωµατιδίων µε  (γενικότερα, µε κάθε 
περιττό ) είναι αντισυµµετρική κάτω από την ανταλλαγή τους, που ισοδυναµεί µε χωρική ανάκλαση, επειδή έχει οµοτιµία -1.

ρ0 → π0π0

L = 1
L
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3.7 Θεωρήστε την αντίδραση , όπου το δευτέριο  είναι η δέσµια κατάσταση ενός πρωτονίου κι ενός νετρονίου µε 
      συνολικό σπιν  και σχετική τροχιακή στροφορµή . Υποθέτοντας πως το αρνητικό πιόνιο βρίσκεται σε ηρεµία ως 
      προς το δευτέριο, βρείτε την οµοτιµία του πιονίου.

π− + d → n + n d
S = 1 L = 0

Η οµοτιµία του δευτερίου είναι

P(d) = P(p)P(n)(−1)L = (+1)(+1)(−1)0 = + 1

Η αντίδραση γίνεται στο πλαίσιο κέντρου µάζας (ΚΜ), εφόσον το πιόνιο είναι ακίνητο ως προς το δευτέριο. Σε αυτό το πλαίσιο, τα 
δύο τελικά νετρόνια, ως ταυτοτικά φερµιόνια, δεν µπορούν να παράγονται µε παράλληλα σπιν, σύµφωνα µε την αρχή του Pauli. Άρα, 
µε αντιπαράλληλα σπιν, έχουν συνολικό σπιν 0. Από τη διατήρηση της συνολικής στροφορµής, θα πρέπει η σχετική τροχιακή 
στροφορµή τους να είναι . Συνεπώς, η οµοτιµία της τελικής κατάστασης είναιl = S = 1

P(nn) = P(n)P(n)(−1)l = (+1)(+1)(−1)1 = − 1

Εφόσον η ισχυρή αλληλεπίδραση µε την οποία πραγµατοποιείται η αντίδραση διατηρεί την οµοτιµία, έχουµε:

P(π−d) = P(π−)P(d) = P(nn) ⇒ P(π−)(+1) = − 1 ⇒ P(π−) = − 1
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3.8 Το µεσόνιο η είναι µια κατάσταση κουάρκ  µε ισοσπίν 0, σπιν 0 και οµοτιµία -1 (“ισοβαθµωτό- 
      ψευδοβαθµωτό” µεσόνιο). Οι κυρίαρχοι τρόποι διάσπασής του είναι 

                                                          
      Το η χαρακτηρίζεται “σταθερό” σωµατίδιο, εποµένως κανένας από αυτούς τους τρόπους διάσπασης δεν οφείλεται στην 
      ισχυρή αλληλεπίδραση. Εντούτοις, µε µάζα 549 MeV/c2, το η έχει αρκετή ενέργεια για να διασπαστεί µε ισχυρή αλληλεπίδραση 
      σε 2π ή σε 3π. (α) Εξηγήστε γιατί ο τρόπος διάσπασης  απαγορεύεται και στην ισχυρή και στην ηλεκτροµαγνητική 
      αλληλεπίδραση. (β) Εξηγήστε γιατί ο τρόπος διάσπασης  απαγορεύεται στην ισχυρή, αλλά επιτρέπεται στην 
      ηλεκτροµαγνητική αλληλεπίδραση.

(uū + dd̄ − 2ss̄)/ 6

η → 2γ (39%) η → 3π (55%) η → ππγ (5%)

η → 2π
η → 3π

(α) Στη διάσπαση , η αρχική κατάσταση έχει σπιν 0, εποµένως και η τελική κατάσταση πρέπει να έχει στροφορµή . 
Επειδή οι οµοτιµίες και του η και του πιονίου είναι -1, οι οµοτιµίες αρχικής και τελικής κατάστασης είναι αντίθετες:

η → 2π J = 0

P(η) = − 1 ≠ P(π)P(π)(−1)J = (−1)(−1)(−1)0 = + 1

Όµως και η ισχυρή και η ηλεκτροµαγνητική αλληλεπίδραση διατηρούν την οµοτιµία. Εποµένως, αυτός ο τρόπος διάσπασης 
απαγορεύεται και στις δύο αλληλεπιδράσεις.

(β) Στη διάσπαση , η αρχική κατάσταση είναι µια “ισοτοπική απλή” (έχει ισοσπίν 0). Ωστόσο, υπάρχουν δύο δυνατές 
τελικές καταστάσεις µε διαφορετικούς συνδυασµούς φορτίων,  και , εποµένως η τελική κατάσταση δεν µπορεί να 
είναι “ισο-απλή” (έχει ισοσπίν > 0). Δηλαδή, η αρχική και η τελική κατάσταση έχουν διαφορετικό ισοσπίν. Όµως, η ισχυρή 
αλληλεπίδραση διατηρεί το ισοσπίν, ενώ η ηλεκτροµαγνητική αλληλεπίδραση όχι. Άρα, αυτός ο τρόπος διάσπασης απαγορεύεται 
στην ισχυρή αλληλεπίδραση, αλλά επιτρέπεται στην ηλεκτροµαγνητική.

η → 3π
π+π−π0 π0π0π0
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3.9 Δείξτε ότι η αντίδραση  δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί “στο κατώφλι” (  σε ηρεµία στο πλαίσιο ΚΜ). 
      Δίνονται οι µάζες  MeV/c2,  MeV/c2,  MeV/c2 και  MeV/c2. 
      Υπενθυµίζεται ότι το σπιν του δευτερίου d είναι 1.

π− + d → n + n + π0 π−

mπ− = 139.6 md = 1875.6 mn = 939.6 mπ0 = 135.0

Η αντίδραση αυτή επιτρέπεται ενεργειακά στο κατώφλι, µε  MeV. Άρα, χρειάζεται να 
εξετάσουµε ποιες θεµελιώδεις συµµετρίες ενδεχοµένως παραβιάζει. Η αντίδραση περιλαµβάνει ένα πιόνιο κι ένα ζεύγος νουκλεονίων 
που στην αρχική κατάσταση είναι δέσµιο (δευτέριο) και στην τελική ελεύθερο (δύο ελεύθερα νετρόνια). Εξετάζουµε πρώτα το 
σύστηµα των δύο νουκλεονίων.

Q = (mπ− + md − 2mn − mπ0)c2 = + 1

Υποθέτοντας ισοτοπική συµµετρία, η οποία ισχύει για την ισχυρή αλληλεπίδραση µε την οποία πραγµατοποιείται η αντίδραση, η 
κυµατοσυνάρτηση του δευτερίου πρέπει να είναι συνολικά αντισυµµετρική κάτω από ανταλλαγή των δύο νουκλεονίων, 

, επειδή αυτά είναι δύο ταυτοτικά (για την ισχυρή αλληλεπίδραση) φερµιόνια. Γνωρίζοντας ότι δεν υπάρχουν 
δέσµιες καταστάσεις δύο πρωτονίων ή δύο νετρονίων, το δευτέριο πρέπει να είναι µια “ισο-απλή” µε . Εφόσον στον 
ισοτοπικό χώρο η κυµατοσυνάρτηση του δευτερίου είναι αντισυµµετρική, στο χώρο θέσης-σπιν πρέπει να είναι συµµετρική, δηλαδή 
η οµοτιµία της πρέπει να είναι

( |pn⟩ − |np⟩)/ 2
(I, I3) = (0,0)

P(d) = P(p)P(n)(−1)L = (+1)(+1)(−1)L = + 1

ώστε να παραµένει συνολικά αντισυµµετρική κάτω από χωρική ανάκλαση, η οποία εναλλάσσει τα δύο νουκλεόνια. Η συνθήκη αυτή 
επιβάλλει ο ακέραιος  να είναι άρτιος. Στη χαµηλότερη ενεργειακή στάθµη, που είναι η θεµελιώδης κατάσταση του δευτερίου, 

. Εφόσον το σπιν του δευτερίου είναι 1, τα δύο νουκλεόνια πρέπει να έχουν οµοπαράλληλα σπιν. Η κατάσταση µε 
οµοπαράλληλα σπιν είναι η ενεργειακά ευνοϊκότερη κατάσταση των δύο δέσµιων νουκλεονίων.

L
L = 0
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Στην τελική κατάσταση, το σύστηµα των δύο νουκλεονίων ανήκει σε µια συµµετρική “ισο-τριπλή”:

|pp⟩ = | I = 1, I3 = + 1⟩
1

2
( |pn⟩ + |np⟩)= | I = 1, I3 = 0⟩

|nn⟩ = | I = 1, I3 = − 1⟩

Άρα, η κυµατοσυνάρτηση του ζεύγους στην τελική κατάσταση πρέπει να είναι αντισυµµετρική στο χώρο θέσης-σπιν, ώστε να 
παραµένει συνολικά αντισυµµετρική κάτω από ανταλλαγή των δύο νουκλεονίων. Συνεπώς, η οµοτιµία της πρέπει να είναι

P(nn) = P(n)P(n)(−1)L = (+1)(+1)(−1)L = − 1

δηλαδή ο  πρέπει να είναι περιττός. Στη χαµηλότερη ενεργειακή κατάσταση, είναι  και, για να διατηρείται η συνολική 
στροφορµή των δύο νουκλεονίων, το συνολικό τους σπιν πρέπει να είναι µηδέν, δηλαδή τα δύο νουκλεόνια πρέπει να έχουν 
αντιπαράλληλα σπιν.

L L = 1

Στο κατώφλι της αντίδρασης, η συνολικά διαθέσιµη ενέργεια δεν επιτρέπει µη µηδενική σχετική τροχιακή στροφορµή  ανάµεσα στο 
πιόνιο και στο σύστηµα των δύο νουκλεονίων. Συνεπώς, η συνολική οµοτιµία της αρχικής κατάστασης είναι

l

P(π−)P(d)(−1)l = (−1)(+1)(−1)0 = − 1
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Από την άλλη µεριά, η οµοτιµία της τελικής κατάστασης είναι

P(nn)P(π0)(−1)l = (−1)(−1)(−1)0 = + 1

Άρα, στο κατώφλι, η οµοτιµία αναγκαστικά αλλάζει από την αρχική στην τελική κατάσταση. Αλλά η ισχυρή αλληλεπίδραση διατηρεί 
την οµοτιµία. Εποµένως, η αντίδραση δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί στο κατώφλι, όπου το πιόνιο είναι ακίνητο ως προς το 
δευτέριο. Χρειάζεται κάποια κινητική ενέργεια που θα επιτρέψει µη µηδενική σχετική τροχιακή στροφορµή πιονίου-δευτερίου, η 
οποία θα αλλάξει την οµοτιµία της αρχικής κατάστασης, ώστε να είναι η ίδια µε την οµοτιµία της τελικής κατάστασης. Στη 
φασµατοσκοπία λέµε ότι αυτή η αντίδραση δεν πραγµατοποιείται µε -κύµατα πιονίου , τα οποία είναι τα µόνα που µπορούν 
συνεισφέρουν στο κατώφλι (δηλαδή, χωρίς κινητική ενέργεια). Χρειάζονται -κύµατα .

s (l = 0)
p, d, … (l = 1,2,…)



5.1 Ένα σωµατίδιο  µάζας  και συνολικής ενέργειας  χτυπά σωµατίδιο µάζας  σε ηρεµία και παράγονται σωµατίδια 
       µάζας  , αντίστοιχα:  . Υπολογίστε το ενεργειακό 
      κατώφλι (δηλαδή την ελάχιστη τιµή της ) αυτής της αντίδρασης συναρτήσει των µαζών των σωµατιδίων.

A mA EA mB
C1 , C2 , … , Cn m1 , m2 , … , mn A + B → C1 + C2 + … + Cn

EA

Ο µετασχηµατισµός προώθησης της αντίδρασης από το εργαστήριο στο πλαίσιο κέντρου µάζας (ΚΜ) είναι:

E* = γ(E − βp)

p* = γ(p − βE) = 0 ⇒ β =
p
E

όπου  η συνολική ενέργεια στο εργαστήριοE = EA + mB

όπου  η συνολική ορµή στο εργαστήριοp = ⃗pA

Άρα: β =
⃗pA

EA + mB
=

E2
A − m2

A

EA + mB

1
γ2

= 1 − β2 = 1 −
E2

A − m2
A

(EA + mB)2 = (EA + mB)2 − E2
A + m2

A

(EA + mB)2 =
E2

A + 2EAmB + m2
B − E2

A + m2
A

(EA + mB)2 ⇒ γ =
EA + mB

m2
A + m2

B + 2EAmB

13
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Εποµένως: E* =
EA + mB

m2
A + m2

B + 2EAmB

EA + mB −
E2

A − m2
A

EA + mB
E2

A − m2
A

=
EA + mB

m2
A + m2

B + 2EAmB
(EA + mB −

E2
A − m2

A

EA + mB )

= (EA + mB)2 − (E2
A − m2

A)
m2

A + m2
B + 2EAmB

=
E2

A + 2EAmB + m2
B − E2

A + m2
A

m2
A + m2

B + 2EAmB

=
m2

A + m2
B + 2EAmB

m2
A + m2

B + 2EAmB

= m2
A + m2

B + 2EAmB

⇒ m2
A + m2

B + 2EAmB = E*2 ≥ (
n

∑
i=1

mi)
2

επειδή η ελάχιστη ενέργεια ΚΜ αντιστοιχεί στην παραγωγή όλων των προϊόντων χωρίς κινητική ενέργεια. Συνεπώς:

EA ≥
1

2mB (
n

∑
i=1

mi)
2

− m2
A − m2

B
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5.2 Η πρώτη παραγωγή του βαρυονίου  στο εργαστήριο πραγµατοποιήθηκε βοµβαρδίζοντας ένα σταθερό στόχο πρωτονίου 
      (υδρογόνου) µε πρωτόνια ψηλής ενέργειας και παράγοντας έτσι ένα ζεύγος : . Στη 
      συνέχεια το  χτυπούσε έναν άλλο στόχο πρωτονίου παράγοντας το : . Να υπολογιστεί η 
      ελάχιστη κινητική ενέργεια της δέσµης των αρχικών πρωτονίων, που απαιτείται ώστε να παραχθεί το , συναρτήσει των µαζών 
      όλων των εµπλεκόµενων σωµατιδίων: .

Ω−

K+/K− p + p → p + p + K+ + K−

K− Ω− K− + p → Ω− + K0 + K+

Ω−

mp = 938 MeV, mK0 = 498 MeV, mK± = 494 MeV, mΩ− = 1672 MeV

Εφόσον και τα δύο πρωτόνια-στόχοι στις δύο διαδοχικές αντιδράσεις βρίσκονται σε ηρεµία, µπορούµε να τα θεωρήσουµε σαν έναν 
ακίνητο στόχο µε µάζα διπλάσια του πρωτονίου και να προσθέσουµε τις δύο αντιδράσεις σε µία απαλείφοντας το ενδιάµεσο :K−

p + p → p + p + K+ + K−

K− + p → Ω− + K0 + K+ } ⇒ p + 2p → p + p + K+ + K0 + K+ + Ω0

Εφαρµόζουµε τώρα τη συνθήκη του προβλήµατος 5.1, µε µάζα σωµατιδίων δέσµης  και µάζα στόχου :mA = mp mB = 2mp

Ep ≥
(2mp + 2mK+ + mK0 + mΩ−)2 − m2

p − (2mp)2

2(2mp)

⇒ Tp + mp ≥ [2mK+ + mK0 + mΩ− +
(2mK+ + mK0 + mΩ−)2

4mp
−

mp

4 ]
⇒ Tp ≥

(2mK+ + mK0 + mΩ−)(4mp + 2mK+ + mK0 + mΩ−)
4mp

−
5
4

mp = T min
p

⇒ T min
p = 4.64 GeV
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5.3 Σωµατίδιο  σε ηρεµία διασπάται στα σωµατίδια  και : . Βρείτε (α) την ενέργεια και (β) το µέτρο της ορµής των 
      προϊόντων διάσπασης συναρτήσει των µαζών των σωµατιδίων.

A B C A → B + C

Διατήρηση ενέργειας:
Διατήρηση ορµής:

mA = EB + EC

0⃗ = ⃗pB + ⃗pC ⇒ ⃗pB = − ⃗pC ≡ ⃗p} ⇒

⇒ {
m2

A = E2
B + E2

C + 2EBEC

0 = ⃗p2
B + ⃗p2

C + 2 ⃗pB ⋅ ⃗pC ⇒ ⃗pB = − ⃗pC ≡ ⃗p} ⇒ E2
B − ⃗p2

B + E2
C − ⃗p2

C + 2 (EBEC − ⃗pB ⋅ ⃗pC) = m2
A

⇒ m2
B + m2

C + 2 ( ⃗p2 + ⃗p2 + m2
B ⃗p2 + m2

C) = m2
A

⇒ ⃗p2 + ⃗p2 + m2
B ⃗p2 + m2

C =
1
2 (m2

A − m2
B − m2

C) ≡ μ2

⇒ ( ⃗p2 + m2
B) ( ⃗p2 + m2

C) = (μ2 − ⃗p2)2

⇒ ⃗p4 + (m2
B + m2

C) ⃗p2 + (mBmC)2 = μ4 − 2μ2 ⃗p2 + ⃗p4

⇒ (2μ2 + m2
B + m2

C) ⃗p2 = μ4 − (mBmC)2

⇒ (m2
A − m2

B − m2
C + m2

B + m2
C) ⃗p2 = μ4 − (mBmC)2
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⇒ ⃗p2 =
μ4 − (mBmC)2

m2
A

= (m2
A − m2

B − m2
C)2 − (2mBmC)2

(2mA)2

= (m2
A − m2

B − m2
C − 2mBmC) (m2

A − m2
B − m2

C + 2mBmC)
(2mA)2

=
[m2

A − (mB + mC)2] [m2
A − (mB − mC)2]

(2mA)2

⇒ ⃗p =
[m2

A − (mB + mC)2] [m2
A − (mB − mC)2]

2mA
= ⃗pB = ⃗pC

E2
B = ⃗p2

B + m2
B

= (m2
A − m2

B − m2
C)2 − (2mBmC)2 + (2mAmB)2

(2mA)2

=
m4

A + m4
B + m4

C − 2m2
Am2

B − 2m2
Am2

C + 2m2
Bm2

C − 4m2
Bm2

C + 4m2
Am2

B

(2mA)2
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⇒ E2
B =

m4
A + m4

B + m4
C + 2m2

Am2
B − 2m2

Am2
C − 2m2

Bm2
C

(2mA)2 = ( m2
A + m2

B − m2
C

2mA )
2

⇒ EB =
m2

A + m2
B − m2

C

2mA

Το πρόβληµα είναι συµµετρικό σε εναλλαγή του  µε το , άρα:B C

EC =
m2

A + m2
C − m2

B

2mA
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5.4 Ένα πιόνιο σε ηρεµία διασπάται σε ένα µιόνιο και ένα νετρίνο: . Κατά µέσο όρο, πόσο µακριά θα ταξιδέψει το 
      µιόνιο πριν διασπαστεί, δεδοµένου ότι ο χρόνος ζωής του είναι 2.2 µs; Δίνονται οι µάζες του φορτισµένου πιονίου 
       MeV/c2 και του µιονίου  MeV/c2 και η ταχύτητα του φωτός στο κενό  m/s.

π− → μ− + ν̄μ

mπ = 139.57 mμ = 105.66 3 × 10−8

Από το πρόβληµα 5.3, βρίσκουµε την ορµή και την ενέργεια του µιονίου, θεωρώντας πάντα τη µάζα του νετρίνου αµελητέα:

pμ =
[m2

π − (mμ + mν)2] [m2
π − (mμ − mν)2]

2mπ
=

(m2
π − m2

μ)2

2mπ
=

m2
π − m2

μ

2mπ
Eμ =

m2
π + m2

μ − m2
ν

2mπ
=

m2
π + m2

μ

2mπ

Το µιόνιο ζει κατά µέσο όρο ένα χρόνο  µs στο πλαίσιο ηρεµίας του. Άρα, στο πλαίσιο ηρεµίας του πιονίου, όπου κινείται µε 
ταχύτητα , ζει κατά µέσο όρο ένα χρόνο:

τ = 2.2
βc

t = γτ =
Eμ

mμ
τ =

m2
π + m2

μ

2mπmμ
τ

διανύοντας έτσι µια µέση απόσταση:

l = βct =
pμ

mμ
ct =

m2
π − m2

μ

2mπmμ
ct =

(m2
π + m2

μ)(m2
π − m2

μ)
(2mπmμ)2

cτ =
m4

π − m4
μ

(2mπmμ)2
cτ ≃ 0.3 × 3 × 108 ms−1 × 2.2 × 10−6 s ≃ 193 m
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5.5 Σωµατίδιο  σε ηρεµία διασπάται σε τρία ή περισσότερα σωµατίδια: . (a) Υπολογίστε τη µέγιστη και 
      την ελάχιστη ενέργεια του  συναρτήσει των µαζών των σωµατιδίων. (b) Βρείτε τη µέγιστη και την ελάχιστη ενέργεια του 
      ηλεκτρονίου στη διάσπαση του µιονίου . Δίνονται οι µάζες του µιονίου  MeV/c2 και του 
      ηλεκτρονίου  MeV/c2.

A A → B + C + D + ⋯
B

μ− → e− + ν̄e + νμ mμ = 105.66
me = 0.51

(a) Χειριζόµαστε το πρόβληµα σαν ισοδύναµη διάσπαση σε δύο προϊόντα σωµατίδια:  ή , 
όπου το  διασπάται στη συνέχεια στα  :  . Άρα, από το πρόβληµα 5.3:

A → B + (C + D + ⋯) A → B + X
X C, D, … X → C + D + ⋯

⃗pB =
[m2

A − (mB + mX)2] [m2
A − (mB − mX)2]

2mA
EB =

m2
A + m2

B − m2
X

2mA
m2

X = (pC + pD + ⋯)2όπου

Το εύρος διακύµανσης της ενέργειας  προσδιορίζεται από το εύρος διακύµανσης της µεταβλητής µάζας  :EB mX

mC + mD + ⋯ ≤ mX ≤ mA − mB

όπου το κάτω όριο αντιστοιχεί στο κατώφλι παραγωγής των σωµατιδίων  (η ελάχιστη ενέργεια που απαιτεί η παραγωγή 
τους είναι το άθροισµα των µαζών τους) και το επάνω όριο αντιστοιχεί στο κατώφλι παραγωγής του σωµατιδίου  (η µέγιστη 
ενέργεια που αποµένει από την παραγωγή του  είναι η διαφορά της µάζας του από τη µάζα του µητρικού σωµατιδίου , όταν το  
δεν έχει καθόλου κινητική ενέργεια). Εποµένως:

C, D, …
B

B A B
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(mC + mD + ⋯)2 ≤ m2
X ≤ (mA − mB)2 ⇒ m2

A + m2
B − (mC + mD + ⋯)2 ≥ m2

A + m2
B − m2

X ≥ m2
A + m2

B − (mA − mB)2

⇒
m2

A + m2
B − (mC + mD + ⋯)2

2mA
≥ EB ≥

m2
A + m2

B − (mA − mB)2

2mA

=
m2

A + m2
B − m2

A − m2
B + 2mAmB

2mA

⇒
m2

A + m2
B − (mC + mD + ⋯)2

2mA
≥ EB ≥ mB

Στο κάτω όριο της  (επάνω όριο της ) το  και το  µηδενίζονται:EB mX ⃗pB ⃗pX

EB = mB ⇒ mX = mA − mB ⇒ mB + mX = mA ⇒ ⃗pB = ⃗pX = 0

Δηλαδή, υποθέτοντας τρία τελικά προϊόντα, τα σωµατίδια  και  παράγονται αντιγραµµικά:C D

⃗pX = ⃗pC + ⃗pD = 0⃗

⃗pA = ⃗pB + ⃗pX = 0⃗} ⇒ ⃗pB = 0⃗

A

BC D
EB = mB

Το επάνω όριο της  (κάτω όριο της ) αντιστοιχεί στην περίπτωση που τα σωµατίδια  παράγονται όλα συγγραµµικά. 
Αυτό µπορούµε να το αποδείξουµε εργαζόµενοι αντίστροφα µε τρία τελικά σωµατίδια, δηλαδή δείχνοντας ότι όταν τα σωµατίδια  
και  παράγονται συγγραµµικά, τότε ισχύει .

EB mX C, D, …
C

D mX = mC + mD

C

DB

A

EB =
m2

A + m2
B − (mC + mD)2

2mA
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βC = βD ⇒
1

γCβC
=

1
γDβD

⇒
mC

⃗pC

=
mD

⃗pD

⇒
mC

⃗pC

−
mD

⃗pD

2

= 0 ⇒
m2

C

⃗pC
2 +

m2
D

⃗pD
2 = 2

mC

⃗pC

mD

⃗pD

θCD = cos−1 ⃗pC ⋅ ⃗pD

⃗pC ⃗pD

= 0 ⇒ cos θCD = 1

⇒

⇒ 1 +
m2

C

⃗pC
2 +

m2
D

⃗pD
2 = cos2 θCD + 2

mC

⃗pC

mD

⃗pD

cos θCD

⇒ ⃗pC
2

⃗pD
2

+ ⃗pC
2

m2
D + m2

C ⃗pD
2

= ⃗pC
2

⃗pD
2

cos2 θCD + 2 ⃗pC ⃗pD mCmD cos θCD

⇒ ⃗pC
2

⃗pD
2

+ ⃗pC
2

m2
D + m2

C ⃗pD
2

+ m2
Cm2

D = ⃗pC
2

⃗pD
2

cos2 θCD + 2mCmD ⃗pC ⃗pD cos θCD + m2
Cm2

D

⇒ ( ⃗pC
2

+ m2
C) ( ⃗pD

2
+ m2

D) = ( ⃗pC ⋅ ⃗pD)2 + 2mCmD ⃗pC ⋅ ⃗pD + (mCmD)2

⇒ (ECED)2 = ( ⃗pC ⋅ ⃗pD + mCmD)2 ⇒ ECED = ⃗pC ⋅ ⃗pD + mCmD

⇒ ECED − ⃗pC ⋅ ⃗pD = pC ⋅ pD = mCmD

m2
X = p2

X = (pC + pD)2 = p2
C + p2

D + 2pC ⋅ pD = m2
C + m2

D + 2pC ⋅ pD} ⇒ m2
X = m2

C + m2
D + 2mCmD = (mC + mD)2 ⇒

⇒ mX = mC + mD
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Τα όρια διακύµανσης των κινηµατικών µεταβλητών σε διασπάσεις  σωµατιδίων παριστάνονται γραφικά µε τα διαγράµµατα 
Dalitz:

1 → 3

(pB + pC)2

(pC + pD)20
(mC + mD)2 (mA − mB)2

(mB + mC)2

(mA − mD)2
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(b) Για τη διάσπαση του µιονίου, έχουµε:

m2
μ + m2

e − (mνe
+ mνμ)

2

2mμ
≥ Ee ≥ me ⇒

m2
μ + m2

e

2mμ
≥ Ee ≥ me ⇒ 52.83 MeV

≃ 1
2 mμc2

≥ Ee ≥ 0.51 MeV

Ee = 0.51 MeV ⇒ pe = 0 ⇒ ⃗pν̄e
↑ ↓ ⃗pνμ

⇒ pν̄e
= pνμ

=
mμ − Ee

2
= 52.27 MeVΣτο κάτω όριο:

Ee = 52.83 MeV ⇒ ⃗pν̄e
↑ ↑ ⃗pνμ

⇒ pν̄e
= pνμ

=
mμ − Ee

2
= 26.41 MeVΣτο επάνω όριο:

Δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις τα νετρίνα µοιράζονται τη διαφορά µεταξύ της µάζας του µιονίου και της ενέργειας του ηλεκτρονίου, 
αλλά στο επάνω όριο εκπέµπονται συγγραµικά (έχουν οµόρροπες ορµές) ενώ στο κάτω όριο εκπέµπονται αντιγραµµικά (έχουν 
αντίρροπες ορµές).


