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5.1 Ένα σωµατίδιο  µάζας  και συνολικής ενέργειας  χτυπά σωµατίδιο µάζας  σε ηρεµία και παράγονται σωµατίδια 
       µάζας  , αντίστοιχα:  . Υπολογίστε το ενεργειακό 
      κατώφλι (δηλαδή την ελάχιστη τιµή της ) αυτής της αντίδρασης συναρτήσει των µαζών των σωµατιδίων.

A mA EA mB
C1 , C2 , … , Cn m1 , m2 , … , mn A + B → C1 + C2 + … + Cn

EA

Ο µετασχηµατισµός προώθησης της αντίδρασης από το εργαστήριο στο πλαίσιο κέντρου µάζας (ΚΜ) είναι:

E* = γ(E − βp)

p* = γ(p − βE) = 0 ⇒ β =
p
E

όπου  η συνολική ενέργεια στο εργαστήριοE = EA + mB

όπου  η συνολική ορµή στο εργαστήριοp = ⃗p A

Άρα: β =
⃗p A

EA + mB
=

E2
A − m2

A

EA + mB

1
γ2

= 1 − β2 = 1 −
E2

A − m2
A

(EA + mB)2 = (EA + mB)2 − E2
A + m2

A

(EA + mB)2 =
E2

A + 2EAmB + m2
B − E2

A + m2
A

(EA + mB)2 ⇒ γ =
EA + mB

m2
A + m2

B + 2EAmB

3
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Εποµένως: E* =
EA + mB

m2
A + m2

B + 2EAmB

EA + mB −
E2

A − m2
A

EA + mB
E2

A − m2
A

=
EA + mB

m2
A + m2

B + 2EAmB
(EA + mB −

E2
A − m2

A

EA + mB )

= (EA + mB)2 − (E2
A − m2

A)
m2

A + m2
B + 2EAmB

=
E2

A + 2EAmB + m2
B − E2

A + m2
A

m2
A + m2

B + 2EAmB

=
m2

A + m2
B + 2EAmB

m2
A + m2

B + 2EAmB

= m2
A + m2

B + 2EAmB

⇒ m2
A + m2

B + 2EAmB = E*2 ≥ (
n

∑
i=1

mi)
2

επειδή η ελάχιστη ενέργεια ΚΜ αντιστοιχεί στην παραγωγή όλων των προϊόντων χωρίς κινητική ενέργεια. Συνεπώς:

EA ≥
1

2mB (
n

∑
i=1

mi)
2

− m2
A − m2

B
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5.2 Σωµατίδιο  σε ηρεµία διασπάται στα σωµατίδια  και : . Βρείτε (α) την ενέργεια και (β) το µέτρο της ορµής των 
      προϊόντων διάσπασης συναρτήσει των µαζών των σωµατιδίων.

A B C A → B + C

Διατήρηση ενέργειας:
Διατήρηση ορµής:

mA = EB + EC

⃗0 = ⃗p B + ⃗p C ⇒ ⃗p B = − ⃗p C ≡ ⃗p } ⇒

⇒ {
m2

A = E2
B + E2

C + 2EBEC

0 = ⃗p 2
B + ⃗p 2

C + 2 ⃗p B ⋅ ⃗p C ⇒ ⃗p B = − ⃗p C ≡ ⃗p } ⇒ E2
B − ⃗p 2

B + E2
C − ⃗p 2

C + 2 (EBEC − ⃗p B ⋅ ⃗p C) = m2
A

⇒ m2
B + m2

C + 2 ( ⃗p 2 + ⃗p 2 + m2
B ⃗p 2 + m2

C) = m2
A

⇒ ⃗p 2 + ⃗p 2 + m2
B ⃗p 2 + m2

C =
1
2 (m2

A − m2
B − m2

C) ≡ μ2

⇒ ( ⃗p 2 + m2
B) ( ⃗p 2 + m2

C) = (μ2 − ⃗p 2)2

⇒ ⃗p 4 + (m2
B + m2

C) ⃗p 2 + (mBmC)2 = μ4 − 2μ2 ⃗p 2 + ⃗p 4

⇒ (2μ2 + m2
B + m2

C) ⃗p 2 = μ4 − (mBmC)2

⇒ (m2
A − m2

B − m2
C + m2

B + m2
C) ⃗p 2 = μ4 − (mBmC)2
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⇒ ⃗p 2 =
μ4 − (mBmC)2

m2
A

= (m2
A − m2

B − m2
C)2 − (2mBmC)2

(2mA)2

= (m2
A − m2

B − m2
C − 2mBmC) (m2

A − m2
B − m2

C + 2mBmC)
(2mA)2

=
[m2

A − (mB + mC)2] [m2
A − (mB − mC)2]

(2mA)2

⇒ ⃗p =
[m2

A − (mB + mC)2] [m2
A − (mB − mC)2]

2mA
= ⃗p B = ⃗p C

E2
B = ⃗p 2

B + m2
B

= (m2
A − m2

B − m2
C)2 − (2mBmC)2 + (2mAmB)2

(2mA)2

=
m4

A + m4
B + m4

C − 2m2
Am2

B − 2m2
Am2

C + 2m2
Bm2

C − 4m2
Bm2

C + 4m2
Am2

B

(2mA)2
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⇒ E2
B =

m4
A + m4

B + m4
C + 2m2

Am2
B − 2m2

Am2
C − 2m2

Bm2
C

(2mA)2 = ( m2
A + m2

B − m2
C

2mA )
2

⇒ EB =
m2

A + m2
B − m2

C

2mA

Το πρόβληµα είναι συµµετρικό σε εναλλαγή του  µε το , άρα:B C

EC =
m2

A + m2
C − m2

B

2mA
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5.3 Ένα πιόνιο σε ηρεµία διασπάται σε ένα µιόνιο και ένα νετρίνο: . Κατά µέσο όρο, πόσο µακριά θα ταξιδέψει το 
µιόνιο πριν διασπαστεί, δεδοµένου ότι ο χρόνος ζωής του είναι 2.2 µs; Δίνονται οι µάζες του φορτισµένου πιονίου  
MeV/c2 και του µιονίου  MeV/c2 και η ταχύτητα του φωτός στο κενό  m/s.

π− → μ− + ν̄μ
mπ = 139.57

mμ = 105.66 3 × 10−8

Από το πρόβληµα 5.2, βρίσκουµε την ορµή και την ενέργεια του µιονίου, θεωρώντας πάντα τη µάζα του νετρίνου αµελητέα:

pμ =
[m2

π − (mμ + mν)2] [m2
π − (mμ − mν)2]

2mπ
=

(m2
π − m2

μ)2

2mπ
=

m2
π − m2

μ

2mπ
Eμ =

m2
π + m2

μ − m2
ν

2mπ
=

m2
π + m2

μ

2mπ

Το µιόνιο ζει κατά µέσο όρο ένα χρόνο  µs στο πλαίσιο ηρεµίας του. Άρα, στο πλαίσιο ηρεµίας του πιονίου, όπου κινείται µε 
ταχύτητα , ζει κατά µέσο όρο ένα χρόνο:

τ = 2.2
βc

t = γτ =
Eμ

mμ
τ =

m2
π + m2

μ

2mπmμ
τ

διανύοντας έτσι µια µέση απόσταση:

l = βct =
pμ

mμ
ct =

m2
π − m2

μ

2mπmμ
ct =

(m2
π + m2

μ)(m2
π − m2

μ)
(2mπmμ)2

cτ =
m4

π − m4
μ

(2mπmμ)2
cτ ≃ 0.3 × 3 × 108 ms−1 × 2.2 × 10−6 s ≃ 193 m
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5.4 Σωµατίδιο  σε ηρεµία διασπάται σε τρία ή περισσότερα σωµατίδια: . (a) Υπολογίστε τη µέγιστη και 
      την ελάχιστη ενέργεια του  συναρτήσει των µαζών των σωµατιδίων. (b) Βρείτε τη µέγιστη και την ελάχιστη ενέργεια του 
      ηλεκτρονίου στη διάσπαση του µιονίου . Δίνονται οι µάζες του µιονίου  MeV/c2 και του 
      ηλεκτρονίου  MeV/c2.

A A → B + C + D + ⋯
B

μ− → e− + ν̄e + νμ mμ = 105.66
me = 0.51

(a) Χειριζόµαστε το πρόβληµα σαν ισοδύναµη διάσπαση σε δύο προϊόντα σωµατίδια:  ή , 
όπου το  διασπάται στη συνέχεια στα  :  . Άρα, από το πρόβληµα 5.2:

A → B + (C + D + ⋯) A → B + X
X C, D, … X → C + D + ⋯

⃗p B =
[m2

A − (mB + mX)2] [m2
A − (mB − mX)2]

2mA
EB =

m2
A + m2

B − m2
X

2mA
m2

X = (pC + pD + ⋯)2όπου

Το εύρος διακύµανσης της ενέργειας  προσδιορίζεται από το εύρος διακύµανσης της µεταβλητής µάζας  :EB mX

mC + mD + ⋯ ≤ mX ≤ mA − mB

όπου το κάτω όριο αντιστοιχεί στο κατώφλι παραγωγής των σωµατιδίων  (η ελάχιστη ενέργεια που απαιτεί η παραγωγή 
τους είναι το άθροισµα των µαζών τους) και το επάνω όριο αντιστοιχεί στο κατώφλι παραγωγής του σωµατιδίου  (η µέγιστη 
ενέργεια που αποµένει από την παραγωγή του  είναι η διαφορά της µάζας του από τη µάζα του µητρικού σωµατιδίου , όταν το  
δεν έχει καθόλου κινητική ενέργεια). Εποµένως:

C, D, …
B

B A B



10

(mC + mD + ⋯)2 ≤ m2
X ≤ (mA − mB)2 ⇒ m2

A + m2
B − (mC + mD + ⋯)2 ≥ m2

A + m2
B − m2

X ≥ m2
A + m2

B − (mA − mB)2

⇒
m2

A + m2
B − (mC + mD + ⋯)2

2mA
≥ EB ≥

m2
A + m2

B − (mA − mB)2

2mA

=
m2

A + m2
B − m2

A − m2
B + 2mAmB

2mA

⇒
m2

A + m2
B − (mC + mD + ⋯)2

2mA
≥ EB ≥ mB

Στο κάτω όριο της  (επάνω όριο της ) το  και το  µηδενίζονται:EB mX ⃗p B ⃗p X

EB = mB ⇒ mX = mA − mB ⇒ mB + mX = mA ⇒ ⃗p B = ⃗p X = 0

Δηλαδή, υποθέτοντας τρία τελικά προϊόντα, τα σωµατίδια  και  παράγονται αντιγραµµικά:C D

⃗p X = ⃗p C + ⃗p D = ⃗0

⃗p A = ⃗p B + ⃗p X = ⃗0 } ⇒ ⃗p B = ⃗0

Το επάνω όριο της  (κάτω όριο της ) αντιστοιχεί στην περίπτωση που τα σωµατίδια  παράγονται όλα συγγραµικά. 
Αυτό µπορούµε να το αποδείξουµε εργαζόµενοι αντίστροφα µε τρία τελικά σωµατίδια, δηλαδή δείχνοντας ότι όταν τα σωµατίδια  
και  παράγονται συγγραµικά, τότε ισχύει .

EB mX C, D, …
C

D mX = mC + mD

A

BC D
EB = mB

C

DB

A

EB =
m2

A + m2
B − (mC + mD)2

2mA
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βC = βD ⇒
1

γCβC
=

1
γDβD

⇒
mC

⃗p C

=
mD

⃗p D

⇒
mC

⃗p C

−
mD

⃗p D

2

= 0 ⇒
m2

C

⃗p C
2 +

m2
D

⃗p D
2 = 2

mC

⃗p C

mD

⃗p D

θCD = cos−1 ⃗p C ⋅ ⃗p D

⃗p C ⃗p D

= 0 ⇒ cos θCD = 1

⇒

⇒ 1 +
m2

C

⃗p C
2 +

m2
D

⃗p D
2 = cos2 θCD + 2

mC

⃗p C

mD

⃗p D

cos θCD

⇒ ⃗p C
2 ⃗p D

2
+ ⃗p C

2
m2

D + m2
C ⃗p D

2
= ⃗p C

2 ⃗p D
2

cos2 θCD + 2 ⃗p C ⃗p D mCmD cos θCD

⇒ ⃗p C
2 ⃗p D

2
+ ⃗p C

2
m2

D + m2
C ⃗p D

2
+ m2

Cm2
D = ⃗p C

2 ⃗p D
2

cos2 θCD + 2mCmD ⃗p C ⃗p D cos θCD + m2
Cm2

D

⇒ ( ⃗p C
2

+ m2
C) ( ⃗p D

2
+ m2

D) = ( ⃗p C ⋅ ⃗p D)2 + 2mCmD ⃗p C ⋅ ⃗p D + (mCmD)2

⇒ (ECED)2 = ( ⃗p C ⋅ ⃗p D + mCmD)2 ⇒ ECED = ⃗p C ⋅ ⃗p D + mCmD

⇒ ECED − ⃗p C ⋅ ⃗p D = pC ⋅ pD = mCmD

m2
X = p2

X = (pC + pD)2 = p2
C + p2

D + 2pC ⋅ pD = m2
C + m2

D + 2pC ⋅ pD} ⇒ m2
X = m2

C + m2
D + 2mCmD = (mC + mD)2 ⇒

⇒ mX = mC + mD
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Τα όρια διακύµανσης των κινηµατικών µεταβλητών σε διασπάσεις  σωµατιδίων παριστάνονται γραφικά µε τα διαγράµµατα 
Dalitz:

1 → 3

(pB + pC)2

(pC + pD)20
(mC + mD)2 (mA − mB)2

(mB + mC)2

(mA − mD)2
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(b) Για τη διάσπαση του µιονίου, έχουµε:

m2
μ + m2

e − (mνe
+ mνμ)

2

2mμ
≥ Ee ≥ me ⇒

m2
μ + m2

e

2mμ
≥ Ee ≥ me ⇒ 52.83 MeV

≃ 1
2 mμc2

≥ Ee ≥ 0.51 MeV

Ee = 0.51 MeV ⇒ pe = 0 ⇒ ⃗p ν̄e
↑ ↓ ⃗p νμ

⇒ pν̄e
= pνμ

=
mμ − Ee

2
= 52.27 MeVΣτο κάτω όριο:

Ee = 52.83 MeV ⇒ ⃗p ν̄e
↑ ↑ ⃗p νμ

⇒ pν̄e
= pνμ

=
mμ − Ee

2
= 26.41 MeVΣτο επάνω όριο:

Δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις τα νετρίνα µοιράζονται τη διαφορά µεταξύ της µάζας του µιονίου και της ενέργειας του ηλεκτρονίου, 
αλλά στο επάνω όριο εκπέµπονται συγγραµικά (έχουν οµόρροπες ορµές) ενώ στο κάτω όριο εκπέµπονται αντιγραµµικά (έχουν 
αντίρροπες ορµές).


