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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΙΣ ΗΛΕΚΤΡΟΝΙΩΝ ΣΕ ΚΡΥΣΤΑΛΛΟΥΣ 

 

1. Θεώρηµα Bloch 

Για να εκµεταλλευτούµε τη συµµετρία µετατόπισης των κρυστάλλων, 

χρησιµοποιούµε για την περιγραφή των ηλεκτρονικών καταστάσεων 

κυµατοσυναρτήσεις που µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε τις µη αναγωγίσιµες 

αναπαραστάσεις της οµάδας πλεγµατικών µετατοπίσεων. Αν ένας τελεστής 

πλεγµατικής µετατόπισης δράσει σε µια συνάρτηση βάσης κάποιας µη αναγωγίσιµης 

αναπαράστασης (ας τη χαρακτηρίσουµε µε ένα δείκτη k  που θα προσδιορίσουµε 

αργότερα), το αποτέλεσµα, σύµφωνα µε την Εξ.(2.17), είναι η αρχική συνάρτηση 

πολλαπλασιασµένη µε µια σταθερά 
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Επειδή η κυµατοσυνάρτηση δε µπορεί να αποκλίνει στο άπειρο καθώς 

µετατοπιζόµαστε µέσα στον κρύσταλλο, συµπεραίνουµε ότι η σταθερά )( nD Rk  

πρέπει να έχει µέτρο ίσο µε τη µονάδα. Επίσης, λόγω της Εξ.(2.48) ισχύει 
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οπότε γράφουµε 

 

.)exp()( nn iD RkRk ⋅−=            (3) 

Έτσι, η Εξ.(1) παίρνει τη µορφή 
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ή ισοδύναµα 
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που δεν είναι τίποτα άλλο από το θεώρηµα του Bloch. 

 Ένας µακροσκοπικός κρύσταλλος συνίσταται στην πράξη από έναν πολύ 

µεγάλο, αλλά πάντως πεπερασµένο, αριθµό ατόµων. Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα 

ένα παραλληλεπίπεδο κοµµάτι ιδανικού µονοκρυστάλλου, κοµµένο κατά τις 

κρυσταλλογραφικές διευθύνσεις που ορίζονται από τα θεµελιώδη διανύσµατα 

321 ,, aaa , όπως φαίνεται στο σχήµα 1. Προφανώς έχουµε συνολικά 321 NNNN =  

θεµελιώδεις µοναδιαίες κυψελίδες και ο όγκος V  του κρυστάλλου ισούται µε 

( )321 aaa ×⋅N . 
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Σχήµα 1. Σχηµατική παράσταση µακροσκοπικού µονοκρυστάλλου 

 

Προκειµένου να ορίσουµε τη δράση των στοιχείων συµµετρίας µετατόπισης στην 

κυµατοσυνάρτηση [Εξ.(1)] σ' όλο το χώρο, χρειαζόµαστε την )(rkΨ  τόσο µέσα όσο 

και έξω από τον κρύσταλλο. Είναι λογικό να υποθέσουµε ότι για ένα µακροσκοπικό 

κρύσταλλο δεν έχει και τόσο σηµασία ποια θα είναι η κυµατοσυνάρτηση έξω από 

αυτόν, προκειµένου να προσδιορίσουµε την κυµατοσυνάρτηση στο εσωτερικό του. 

Έτσι λοιπόν, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η κυµατοσυνάρτηση επεκτείνεται 

περιοδικά εκτός του κρυστάλλου ως εξής 

 

.3,2,1),()( =Ψ=+Ψ iN ii rar kk            (6) 

 

Η Εξ.(6) εκφράζει τις γνωστές ως κυκλικές περιοδικές συνθήκες Born-von Karmann. 

Οι συνθήκες αυτές µας επιτρέπουν να χρησιµοποιούµε τις ιδιότητες συµµετρίας ενός 

άπειρου πλέγµατος προκειµένου να µελετήσουµε µε καλή προσέγγιση τις ιδιότητες 

του εσωτερικού ενός πεπερασµένου κρυστάλλου. Η προσέγγιση αυτή ισχύει αν οι 
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διαστάσεις του κρυστάλλου υπερβαίνουν µερικές πλεγµατικές σταθερές και 

οπωσδήποτε αν είναι αρκετά µεγαλύτερες από τη µέση ελεύθερη διαδροµή των 

ηλεκτρονίων στο υλικό. Οι κυκλικές περιοδικές συνθήκες είναι εντελώς ακατάλληλες 

για τη µελέτη επιφανειακών φαινοµένων. 

 Ας εξετάσουµε τώρα όµως τις συνέπειες της επιβολής κυκλικών περιοδικών 

συνθηκών. Από τις Εξ.(4) και (6) έχουµε 

 

.3,2,1,1)exp( ==⋅ iNi iiak            (7) 

 

Το διάνυσµα k  στον αντίστροφο χώρο (κυµατάνυσµα) προσδιορίζεται από τις 

συνιστώσες του σ’ ένα οποιοδήποτε σύστηµα συντεταγµένων που ορίζεται από τρία 

γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα. Σαν τέτοια επιλέγουµε τα θεµελιώδη διανύσµατα 

του αντίστροφου πλέγµατος, 321 ,, bbb , που ορίζονται από τη σχέση 

 

3,2,1,,π2 ==⋅ jiijij δab            (8) 

 

και είναι γραµµικά ανεξάρτητα ως κάθετα στα (γραµµικά ανεξάρτητα) θεµελιώδη 

πλεγµατικά διανύσµατα 321 ,, aaa . Έτσι γράφουµε 

 

3bbbk rqp ++= 21             (9) 

 

όπου rqp ,,  είναι πραγµατικοί αριθµοί. Οι Εξ.(7), (8), (9) προσδιορίζουν τις δυνατές 

τιµές του κυµατανύσµατος 
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Βλέπουµε ότι τα κυµατανύσµατα ορίζουν ένα πολύ πυκνό πλέγµα σηµείων στον 

αντίστροφο χώρο, λόγω των µεγάλων αριθµών Ni . Ο όγκος ενός στοιχειώδους 

παραλληλεπιπέδου σ’ αυτό το πλέγµα είναι 
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Παρατηρούµε ότι σε κάθε θεµελιώδη µοναδιαία κυψελίδα του αντίστροφου 

πλέγµατος, όγκου 
G G G
b b b1 2 3⋅ ×( ) , υπάρχουν N  επιτρεπτές τιµές κυµατανύσµατος, 

όπου N N N N= 1 2 3  είναι ο συνολικός αριθµός των θεµελιωδών µοναδιαίων 

κυψελίδων του κρυστάλλου. Προφανώς, για µακροσκοπικούς κρυστάλλους το 

κυµατάνυσµα είναι πρακτικά συνεχής µεταβλητή. 

 

2. Συµµετρία των καταστάσεων Bloch-Ενεργειακές ζώνες 

 Αντικαθιστώντας τη µορφή (5) της κυµατοσυνάρτησης Bloch στην εξίσωση 

Schrödinger 
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καταλήγουµε στη εξίσωση 
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Θεωρούµε τώρα δυο κυµατοσυναρτήσεις Bloch που διαφέρουν κατά ένα διάνυσµα 

αντίστροφου πλέγµατος …,2,1,0,,, 321332211 ±±=++= mmmmmmm bbbK . 

Έχουµε 

 

.)()(,)()exp()()exp()exp()( rRrrrkrrKrk kkkKkKk w+wwiuii nm mm
=⋅≡⋅⋅=Ψ ++ r  

(14) 

Αντικαθιστώντας στην Εξ.(12), βρίσκουµε ότι οι συναρτήσεις )(rkw  και )(rku  

ικανοποιούν την ίδια διαφορική Εξ.(13) µε τις ίδιες περιοδικές συνοριακές συνθήκες. 

Πρόκειται συνεπώς για ταυτόσηµες λύσεις. Eποµένως, λύσεις οι οποίες 

χαρακτηρίζονται από κυµατανύσµατα που διαφέρουν κατά ένα διάνυσµα 

αντίστροφου πλέγµατος είναι ταυτόσηµες. Μπορούµε συνεπώς να περιοριστούµε 
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µόνο σε κυµατανύσµατα k  µέσα σε µια θεµελιώδη κυψελίδα του αντίστροφου 

πλέγµατος, και σαν τέτοια παίρνουµε συνήθως την πρώτη ζώνη Brillouin (1η ZB). 

Στην πραγµατικότητα, για κάθε τιµή του k  η Εξ.(13) έχει µια απειρία διακριτών 

λύσεων, τις οποίες χαρακτηρίζουµε µ' ένα δείκτη αρίθµησης ν . Έχουµε δηλαδή 
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Η αναγωγή του κυµατανύσµατος σε µια θεµελιώδη κυψελίδα σηµαίνει ότι έχουµε 

ουσιαστικά διαφορετικές καταστάσεις ηλεκτρονίων στον κρύσταλλο µόνο για N  

διαφορετικές τιµές του k . Οι τιµές αυτές δίδονται από την Εξ.(10), θέτοντας για 

παράδειγµα 

 

.3,2,1,)1(,...,2,1,0 =−= iNm ii        (16) 

 

Από την Εξ.(10) φαίνεται καθαρά ότι για τιµές των im  εκτός των ορίων της Εξ.(16) 

µπορούµε να οδηγηθούµε σε ανηγµένο κυµατάνυσµα µε πρόσθεση κατάλληλου 

διανύσµατος αντίστροφου πλέγµατος. Στο σηµείο αυτό ας θυµηθούµε ότι ο αριθµός 

των µη αναγωγίσιµων αναπαραστάσεων της οµάδας πλεγµατικών µετατοπίσεων του 

κρυστάλλου, τις οποίες χαρακτηρίσαµε µε δείκτη k , πρέπει να ισούται µε τον αριθµό 

των στοιχείων της οµάδας. Πολύ σωστά λοιπόν έχουµε συνολικά N  πλεγµατικές 

µετατοπίσεις και N  ουσιαστικά διαφορετικές τιµές του k .  

Η γραφική παράσταση της σχέσης διασποράς kνε  µέσα στην 1η ΖΒ (αναπαράσταση 

ανηγµένης ζώνης) παρουσιάζεται µε τη µορφή µιας πλειονότιµης σχέσης, η οποία 

εµφανίζει διάφορους κλάδους (ενεργειακές ζώνες) που συµβολίζονται µε το δείκτη ν . 

Μια άλλη ενδιαφέρουσα αναπαράσταση είναι αυτή της επεκταµένης ζώνης. Για να 

την κατασκευάσουµε θεωρούµε την πρώτη ενεργειακή ζώνη στην 1η ΖΒ, τη δεύτερη 

ενεργειακή ζώνη στη 2η ΖΒ, κοκ. Έτσι λαµβάνουµε µια µονότιµη συνάρτηση 

διασποράς, η οποία όµως έχει πεδίο ορισµού όλον τον αντίστροφο χώρο. Οι διάφορες 

αναπαραστάσεις των ενεργειακών ζωνών φαίνονται στο σχήµα 2. Τονίζουµε και πάλι 

ότι σε κάθε ενεργειακή ζώνη ν  υπάρχουν συνολικά N  καταστάσεις. Αυτό εξάλλου 

θα περίµενε κανείς στα πλαίσια µιας εικόνας ισχυρά δέσµιων ηλεκτρονίων για το 



 70

στερεό, όπου N  διακριτές ατοµικές στάθµες σχηµατίζουν µια ενεργειακή ζώνη µε 

N  συνολικά απεντοπισµένες καταστάσεις. 

 

 
Σχήµα 2. Αναπαραστάσεις ενεργειακών ζωνών σε µία διάσταση. 

 

 Αποµένει να εξετάσουµε πώς µετασχηµατίζονται οι ιδιοκαταστάσεις Bloch µε 

τους σηµειακούς µετασχηµατισµούς συµµετρίας της οµάδας χώρου του κρυστάλλου. 

Υπενθυµίζουµε ότι για µια σύµµορφη οµάδα αυτά τα στοιχεία συµµετρίας είναι τα 

στοιχεία µιας σηµειακής οµάδας, ενώ για µια µη σύµµορφη οµάδα έχουµε και µη 

θεµελιώδεις µετατοπίσεις συνυφασµένες µε τουλάχιστον µερικά από τα στοιχεία 

αυτά. Για απλότητα θα θεωρήσουµε την περίπτωση σύµµορφων οµάδων. Από την 

αντιµεταθετικότητα των στοιχείων της οµάδας συµµετρίας µε τη χαµιλτονιανή 

έχουµε 
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Αν δηλαδή η )(rkνΨ  είναι ιδιοσυνάρτηση της χαµιλτονιανής, τότε και η 

)(}|ˆ{ r0 kνΨP  είναι επίσης ιδιοσυνάρτηση µε την ίδια ιδιοτιµή. Έχουµε δηλαδή 

εκφυλισµό, όπως θα αναµέναµε ως επακόλουθο της συµµετρίας. Εξ άλλου 

 

.)()exp()()exp()}|ˆ({)(}|ˆ{ 111)5(1 rPrPkrPrPkr0r0 kkkk
−−−− ⋅=⋅⎯→⎯Ψ≡Ψ νννν uiuiPP   

(18) 

Aπό την Εξ.(13) όµως συνάγουµε ότι οι συναρτήσεις )( 1rPk
−

νu  είναι 

ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή 
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Έχουµε δηλαδή 

 

.)()(}|ˆ{)()( )18(1 rr0rrP PkkPkk νννν Ψ=Ψ⎯→⎯=− Puu    (20) 

 

Εποµένως καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι 

 

.Pkk νν εε =              (21) 

 

Αυτό σηµαίνει ότι δεν είναι ανάγκη να θεωρούµε ολόκληρη την 1η ΖΒ για την 

περιγραφή της σχέσης διασποράς. Αρκεί ένα ελάχιστο, µη περαιτέρω αναγωγίσιµο, 

τµήµα της. Στην περίπτωση του πλέγµατος fcc για παράδειγµα, το µη αναγωγίσιµο 

τµήµα της 1ης ΖΒ είναι το 1/48 της ζώνης, το οποίο µε τους 48 µετασχηµατισµούς 

συµµετρίας της hO  αναπαράγει πλήρως την 1η ΖΒ, όπως φαίνεται στο σχήµα 3. 

Τονίζουµε επίσης ότι τα συµπεράσµατά µας ισχύουν και για µη σύµµορφες οµάδες 

χώρου. 
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4π/a 

 
Σχήµα 3. Κορυφές συµµετρίας του µη αναγωγίσιµου πολύεδρου της 1ης ΖΒ, πλέγµατος 

fcc 

 

3. Μέθοδος επιπέδων κυµάτων 

Σ’ ένα κρυσταλλικό στερεό, η ηλεκτρονική πυκνότητα, το ηλεκτροστατικό δυναµικό, 

κλπ., είναι περιοδικές συναρτήσεις της θέσης, και έχουν την περιοδικότητα του 

πλέγµατος. Για παράδειγµα, η δυναµική ενέργεια ενός ηλεκτρονίου σε κρύσταλλο 

ικανοποιεί τη σχέση περιοδικότητας 

 

,)()( nVV Rrr +=      (22) 

 

όπου ,...2,1,0,,, 321332211 ±±=++= nnnnnnn aaaR  είναι ένα διάνυσµα πλέγµατος.  

Στη µία διάσταση είναι κανείς εξοικειωµένος µε την ανάλυση Fourier 

περιοδικών συναρτήσεων. Μια περιοδική συνάρτηση f x f x na( ) ( )= +  αναλύεται σε 

σειρά Fourier ως εξής 

,)(~)( ∑=
m

xiK
m

meKfxf     (23) 

 

όπου  

~( ) ( )f K
a

dx e f xm
iK xm= −∫

1

περιοδος

    (24) 

 



 73

και  K m
a

mm = = ± ±
2

0 1 2
π

, , , ,...  είναι ακέραια πολλαπλάσια µιας ποσότητας 

αντιστρόφως ανάλογης της περιόδου µεταβολής a  της συνάρτησης. 

Τα παραπάνω γενικεύονται εύκολα σε δυο και τρεις διαστάσεις. 

Αναπτύσσοντας για παράδειγµα τη δυναµική ενέργεια σε βάση επιπέδων κυµάτων 
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rKKr ieVV )(~)(      (25) 

 

και αντικαθιστώντας στην Εξ.(22), λαµβάνουµε 
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Τα διανύσµατα K  έχουν διάσταση αντίστροφου µήκους και είναι υπό προσδιορισµό.  

Γράφοντας 332211 bbbK AAA ++=  και αντικαθιστώντας στην Εξ.(26), καταλήγουµε 

τελικά στο συµπέρασµα ότι οι σταθερές A A A1 2 3, ,  είναι ακέραιοι αριθµοί, έστω 

m m m1 2 3, , . Αυτό σηµαίνει ότι, στην ανάλυση Fourier τρισδιάστατης περιοδικής 

συνάρτησης, υπεισέρχονται µόνον τα διανύσµατα του αντίστροφου πλέγµατος 

…,2,1,0,,, 321332211 ±±=++= mmmmmmm bbbK . Οι συντελεστές του 

αναπτύγµατος Fourier (25) δίνονται, κατ’ αναλογία µε την Εξ.(24), από ένα 

ολοκλήρωµα που εκτείνεται στην περίοδο µεταβολής της συνάρτησης (σε µια 

θεµελιώδη µοναδιαία κυψελίδα, όγκου υ ) 
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Εφαρµόζοντας τις συνοριακές συνθήκες Born-von Karmann (6) για την 

κυµατοσυνάρτηση, φαντάζεται κανείς ένα µακροσκοπικό πλέγµα που δηµιουργείται 

από την περιοδική επανάληψη ολόκληρου του κρυστάλλου. Τα διανύσµατα του 

αντίστροφου πλέγµατος αυτού του µακροπλέγµατος είναι τα κυµατανύσµατα που 
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δίνονται από την Εξ.(10). Εποµένως, η κυµατοσυνάρτηση αναπτύσσεται κατά Fourier 

ως εξής 
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Θα προβούµε στη συνέχεια στην επίλυση της εξίσωσης του Schrödinger  
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σ’ έναν κρύσταλλο, µε χρήση µετασχηµατισµών Fourier. Αντικαθιστώντας τα 

αναπτύγµατα (25) και (28) στην Εξ.(29) βρίσκουµε 
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Για να ισχύει η Εξ.(30) πρέπει η ποσότητα µέσα στο άγκιστρο να ισούται µε µηδέν 

για κάθε τιµή του κυµατανύσµατος k ′ . Αν χρησιµοποιήσουµε κυµατανύσµατα 

ανηγµένα µέσα σε µια θεµελιώδη µοναδιαία κυψελίδα του αντίστροφου πλέγµατος, 

m′+′= Kkk , η συνθήκη αυτή γράφεται 

 

.,,0)(~)()()(
2

0)(~)()()(
2

2
2

2
2

mVCC
m

VCC
m

m
mmmmm

m
mmmmm

′∀=−−+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⇒

=−−+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

∑

∑

′′
′′′′′′′

′′′

kKKKkKkKk

KKKkKkKk

ε

ε

=

=

(31) 

 

Η Εξ.(31) δεν είναι τίποτε άλλο παρά η αναπαράσταση της εξίσωσης του Schrödinger 

στον αντίστροφο χώρο. Αν στην πράξη περιοριστούµε σ’ έναν πεπερασµένο αριθµό 

M  διανυσµάτων αντίστροφου πλέγµατος, για καθεµιά από τις N  τιµές του 

ανηγµένου κυµατανύσµατος k , έχουµε ένα σύστηµα M  γραµµικών εξισώσεων 
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όπου για απλούστευση θεωρήσαµε το µηδέν των ενεργειών ίσο µε )(~ 0V . 

Καταλήξαµε δηλαδή ουσιαστικά σ’ ένα πρόβληµα ιδιοδιανυσµάτων-ιδιοτιµών ενός 

πίνακα ο οποίος είναι ερµιτιανός, διότι από την Εξ.(27) προκύπτει ότι για πραγµατικά 

δυναµικά )(~)(~
mm VV KK −= ∗ . Εποµένως ο πίνακας έχει πραγµατικές ιδιοτιµές. 

Αυτές χαρακτηρίζονται από το ανηγµένο κυµατάνυσµα k , καθώς και από ένα δείκτη 

M…,1=ν  που τις αριθµεί για ένα συγκεκριµένο k . Συµβολίζουµε λοιπόν τις 

ιδιοτιµές µε kνε . Από τους ίδιους κβαντικούς αριθµούς ( k,ν ) χαρακτηρίζονται και τα 

ιδιοδιανύσµατα του πίνακα. Έτσι, βάσει της Εξ.(28) µπορούµε να γράψουµε τις 

ιδιοσυναρτήσεις ενός ηλεκτρονίου σε περιοδικό δυναµικό στη µορφή 
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Εύκολα αποδεικνύεται ότι οι κυµατοσυναρτήσεις αυτές έχουν τη µορφή 

κυµατοσυναρτήσεων Bloch, όπως δίνονται από την Εξ.(5). 

 

4. Πυκνότητα ενεργειακών καταστάσεων 

Η πυκνότητα (ανά µονάδα όγκου) ενός συνόλου N  διακριτών σηµείων στις θέσεις ir  

δίδεται προφανώς από τη συνάρτηση ∑ =
−

N

i i1
)( rrδ . Πράγµατι, η συνάρτηση αυτή 

µηδενίζεται παντού, εκτός από τις θέσεις των σηµείων (εκεί απειρίζεται), και το 

ολοκλήρωµά της σ’ όλο το χώρο δίνει το συνολικό αριθµό των σηµείων, N . Κατ’ 

αναλογία, η πυκνότητα (ανά µονάδα ενέργειας) ενός συνόλου διακριτών 

ιδιοκαταστάσεων µε ιδιοτιµές ενέργειας kνε  δίνεται από τη σχέση 
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Στο όριο του µακροσκοπικού κρυστάλλου λαµβάνουµε 
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Θεωρώντας τις ιδιοτιµές της ενέργειας ως συναρτήσεις του κυµατανύσµατος, 

ορίζουµε µια επιφάνεια σταθερής ενέργειας E  στο χώρο των k  από την εξίσωση 

E=)(kνε . Η βαθµίδα της σχέσης διασποράς )(kk νε∇  είναι ένα διάνυσµα κάθετο 

στην επιφάνεια αυτή. Εποµένως 

 

[ ] ⊥∇=⋅∇= dkdd )()()( kkkk kk ννν εεε    (35) 

 

όπου dk⊥  είναι η συνιστώσα του kd  κάθετη στην επιφάνεια E=)(kνε . Αν 

εκφράζουµε το στοιχείο όγκου d k3  κάθε φορά σ’ ένα τοπικό σύστηµα 

συντεταγµένων µε συνιστώσες παράλληλες και κάθετες στην επιφάνεια 

( ⊥= dkSdkd k
23 ), η Εξ.(34) µε τη βοήθεια της Εξ.(35) παίρνει τη µορφή 
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Σηµειώνουµε ότι η Εξ.(36) δίνει την πυκνότητα ενεργειακών καταστάσεων των 

ηλεκτρονίων, ανά κατεύθυνση σπιν, αν είναι γνωστή η σχέση διασποράς. Στην 

περίπτωση εκφυλισµού των καταστάσεων σπιν (σε µη µαγνητικά υλικά) πρέπει να 

πολλαπλασιάσουµε το αποτέλεσµα και µε έναν παράγοντα δύο. Μια εναλλακτική 

µορφή της Εξ.(36) προκύπτει αν θεωρήσουµε τη σχέση διασποράς στην 

αναπαράσταση της επεκταµένης ζώνης, οπότε απουσιάζει ο δείκτης των ζωνών και η 

άθροιση σ’ αυτές, το δε ολοκλήρωµα στην 1η ΖΒ γίνεται σ’ όλο τον αντίστροφο 

χώρο. Ως εφαρµογή µπορούµε να υπολογίσουµε την πυκνότητα ενεργειακών 

καταστάσεων για παραβολική σχέση διασποράς E k k m( )
G

== 2 2 2 . Στην περίπτωση 
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αυτή οι επιφάνειες σταθερής ενέργειας είναι σφαίρες ακτίνας k mE= 2 =  και το 

ολοκλήρωµα στην Εξ.(36) υπολογίζεται αναλυτικά. Ύστερα από πράξεις βρίσκουµε  
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=π

    (37) 

 

για κάθε κατεύθυνση σπιν. 

Παρατηρούµε ότι, όταν το µέγεθος )(kk νε∇  µηδενίζεται, η υπό ολοκλήρωση 

συνάρτηση στην Εξ.(36) αποκλίνει. Εν τούτοις, στις τρεις διαστάσεις, τέτοια 

ιδιάζοντα σηµεία είναι ολοκληρώσιµα και δίνουν ως αποτέλεσµα µια συνεχή 

πυκνότητα καταστάσεων. Επιφέρουν όµως ασυνέχειες στην παράγωγο dn E dE( ) , 

και είναι γνωστά ως ιδιάζοντα σηµεία van Hove. Σε ρεαλιστικές περιπτώσεις, η 

πυκνότητα καταστάσεων υπολογίζεται αριθµητικά, µε βάση την Εξ.(36), από τα 

αποτελέσµατα που έχει κανείς στη διάθεσή του για τη σχέση διασποράς σ’ ένα 

πλέγµα σηµείων k  που επιλέγονται κατάλληλα µέσα στο µη αναγωγίσιµο πολύεδρο 

της 1ης ΖΒ. Υπάρχουν διάφορες αριθµητικές µέθοδοι για τον υπολογισµό τέτοιων 

ολοκληρωµάτων, όπως µέθοδοι ειδικών σηµείων, η γραµµική µέθοδος των 

τετραέδρων, κλπ. 
 

5. Σηµεία και γραµµές συµµετρίας στην πρώτη ζώνη Brillouin 

Η χαµιλτονιανή ενός περιοδικού κρυστάλλου παραµένει αναλλοίωτη υπό τους 

µετασχηµατισµούς συµµετρίας της οµάδας χώρου στην οποία αυτός ανήκει. 

Εποµένως, οι ενεργειακές στάθµες των ηλεκτρονίων και ο εκφυλισµός τους 

καθορίζονται από τις µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις της οµάδας χώρου και όχι της 

οµάδας µετατοπίσεων ή της σηµειακής οµάδας ξεχωριστά. Αποδεικνύεται ότι όλες οι 

µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις µιας οµάδας χώρου µπορούν να ληφθούν από 

αυτές των σηµειακών οµάδων συµµετρίας των κυµατανυσµάτων µέσα στην 1η ΖΒ. 

  

Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα το κέντρο της 1ης ΖΒ ενός πλέγµατος fcc 

(σχήµα 3), που σύµφωνα µε τους Bouckaert, Smoluchowski και Wigner (BSW) 

συµβολίζουµε µε Γ. Ο συµβολισµός BSW είναι και αυτός που θα ακολουθήσουµε. 

Προφανώς, το σηµείο Γ µετασχηµατίζεται στον εαυτό του κάτω από οποιονδήποτε 
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µετασχηµατισµό συµµετρίας της σηµειακής οµάδας hO . Εκµεταλλευόµαστε τη 

συµµετρία αναζητώντας ιδιοσυναρτήσεις της χαµιλτονιανής που µετασχηµατίζονται 

σύµφωνα µε τις µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις της hO . Η οµάδα αυτή έχει 4 

µονοδιάστατες, 2 δισδιάστατες και 4 τρισδιάστατες µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις 

(πίνακας 2.4). Μια ενεργειακή κατάσταση συγκεκριµένης συµµετρίας, για 0k = , 

µπορεί εποµένως να είναι µη εκφυλισµένη, διπλά ή το πολύ τριπλά εκφυλισµένη 

(εκτός από τον εκφυλισµό σπιν). 

 Ως παράδειγµα γραµµής συµµετρίας της 1ης ΖΒ θα συζητήσουµε εκείνη του 

άξονα xk . H γραµµή από το σηµείο Γ στο Χ ονοµάζεται ∆, σύµφωνα µε το 

συµβολισµό BSW. Ένα διάνυσµα k  κατά µήκος της γραµµής ∆ έχει µορφή )0,0,( xk . 

Από τους 48 µετασχηµατισµούς συµµετρίας της hO , οι 8 αφήνουν τη γραµµή ∆ 

αναλλοίωτη, όπως µπορεί κανείς να διαπιστώσει εύκολα. Οι 8 αυτοί µετασχηµατισµοί 

συνιστούν οµάδα (µια υποοµάδα της hO ), που είναι η vC4 .  

 

 E  2
4C  42C  2

42IC  22IC  

1∆   1  1  1  1  1 

2∆   1  1 -1  1 -1 

1′∆   1  1  1 -1 -1 

2′∆   1  1 -1 -1  1 

5∆   2 -2  0  0  0 

Πίνακας 1. Πίνακας χαρακτήρων της οµάδας vC4  

 

 Θα µελετήσουµε µε κάποια λεπτοµέρεια τις ενεργειακές ζώνες ελεύθερων 

ηλεκτρονίων σε πλέγµα fcc, στη διεύθυνση ∆. Γνωρίζουµε ότι τα θεµελιώδη 

πλεγµατικά διανύσµατα του fcc είναι  

)0,1,1(
2

),1,0,1(
2

),1,1,0(
2 321

aaa
=== aaa            (38) 

όπου a  είναι η πλεγµατική σταθερά, ενώ τα θεµελιώδη διανύσµατα του αντίστροφου 

πλέγµατος είναι τα  

.)1,1,1(π2),1,1,1(π2),1,1,1(π2
321 −=−=−=

aaa
bbb            (39) 
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Έτσι λοιπόν, τα διανύσµατα του αντίστροφου πλέγµατος παίρνουν τη µορφή 

 

.άρτιοι:,,,),,(π2
133221321332211 NNNNNNNNN

a
+++≡++ bbbK νννν =  

(40) 

 Η γραµµή ∆ καταλήγει στο σηµείο Χ: )0,0,1(π2
a

. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι 

από τους 48 µετασχηµατισµούς συµµετρίας της hO , οι 16 αφήνουν το σηµείο Χ 

αναλλοίωτο. Αρκεί να λάβουµε υπόψη ότι τα σηµεία )0,0,1(π2
a

 και )0,0,1(π2
−

a
 

είναι ισοδύναµα, διότι µπορεί κανείς να πάει από το ένα στο άλλο προσθέτοντας ένα 

διάνυσµα αντίστροφου πλέγµατος )0,0,2(π2
±

a
. Οι 16 αυτοί µετασχηµατισµοί 

συνιστούν οµάδα (µια υποοµάδα της hO ), που είναι η σηµειακή οµάδα hD4 .  

 

 E  
2
42C  2

4C  42C  22C  I  
2
42IC 2

4IC  42IC  22IC

1Χ   1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 

2Χ   1  1  1 -1 -1  1  1  1 -1 -1 

3Χ   1 -1  1 -1  1  1 -1  1 -1  1 

4Χ   1 -1  1  1 -1  1 -1  1  1 -1 

5Χ   2  0 -2  0  0  2  0 -2  0  0 

1Χ ′   1  1  1  1  1 -1 -1 -1 -1 -1 

2Χ ′   1  1  1 -1 -1 -1 -1 -1  1  1 

3Χ ′   1 -1  1 -1  1 -1  1 -1  1 -1 

4Χ ′   1 -1  1  1 -1 -1  1 -1 -1  1 

5Χ ′   2  0 -2  0  0 -2  0  2  0  0 

Πίνακας 2. Πίνακας χαρακτήρων της οµάδας hD4  

 
 Mια γενική παρατήρηση είναι ότι οι οµάδες των γραµµών συµµετρίας της 1ης 

ΖΒ είναι υποοµάδες των οµάδων των σηµείων συµµετρίας στα οποία αυτές 

καταλήγουν. Έτσι, παρατηρείται εν γένει µεγαλύτερος εκφυλισµός στα σηµεία 
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υψηλής συµµετρίας απ' ότι στις αντίστοιχες γραµµές υψηλής συµµετρίας. Αν µάλιστα 

θεωρήσουµε ένα τυχαίο σηµείο της 1ης ΖΒ, που η οµάδα συµµετρίας του συνίσταται 

µόνο από τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό, ο εκ συµµετρίας εκφυλισµός των 

ενεργειακών ζωνών αίρεται πλήρως. Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα το σηµείο Γ. Η 

σηµειακή οµάδα συµµετρίας του κυµατανύσµατος είναι η hO . Καθώς 

µετακινούµαστε από το σηµείο αυτό, κατά µήκος της κατεύθυνσης ∆, η οµάδα 

συµµετρίας συρρικνώνεται στη vC4 . Μια ιδιοτιµή kνε  δηλαδή στο σηµείο Γ, που 

αντιστοιχεί σε µια ιδιοσυνάρτηση που µετασχηµατίζεται σύµφωνα µε τη µη 

αναγωγίσιµη αναπαράσταση λΓ  έστω της hO , είναι πιθανό να διακλαδωθεί σε 

περισσότερες της µιας ενεργειακές ζώνες κατά µήκος της γραµµής ∆, εάν η λΓ  είναι 

το ευθύ άθροισµα περισσοτέρων της µιας αναπαραστάσεων της vC4 . Εποµένως, 

αναλύοντας µια µη αναγωγίσιµη αναπαράσταση µιας οµάδας σε βάση µη 

αναγωγίσιµων αναπαραστάσεων µιας υποοµάδας της, δεσµευόµαστε από τη 

συµβατότητα των αναπαραστάσεων. Για παράδειγµα, χρησιµοποιώντας την Εξ.(2.25) 

µπορούµε να καταστρώσουµε τους ακόλουθους πίνακες συµβατότητας: 

 

hO  1Γ  2Γ  12Γ  51 ′Γ  52 ′Γ  1′Γ  2′Γ  21 ′Γ  15Γ  25Γ  

vC4  1∆  2∆  21∆∆  51∆∆ ′ 52 ∆∆ ′ 1′∆  2′∆  21 ′′∆∆  51∆∆  52∆∆

Πίνακας 3α. Πίνακας συµβατότητας µεταξύ των οµάδων hO  και vC4  

 

hD4  1Χ  2Χ  3Χ  4Χ  5Χ  1′Χ  2′Χ  3′Χ  4′Χ  5′Χ  

vC4  1∆  2∆  2′∆  1′∆  5∆  1′∆  2′∆  2∆  1∆  5∆  

Πίνακας 3β. Πίνακας συµβατότητας µεταξύ των οµάδων hD4  και vC4  

 

Ας επανέλθουµε όµως στο αρχικό µας πρόβληµα: να βρούµε τις ενεργειακές ζώνες 

των ελεύθερων ηλεκτρονίων στην κατεύθυνση ∆. Οι ιδιοκαταστάσεις και οι ιδιοτιµές 

της ενέργειας για τα ελεύθερα ηλεκτρόνια γράφονται 
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Καλούµε ),,(2 ζηξπ
a

=k  οπότε έχουµε 
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Προφανώς, στη διεύθυνση ΓΧ, 0== ζη  και 10 <≤ ξ . Εξετάζοντας µεθοδικά τις 

δυνατές περιπτώσεις, βρίσκουµε τους διάφορους κλάδους της σχέσης διασποράς που 

δείχνουµε στο σχήµα 4. Τα διανύσµατα αντίστροφου πλέγµατος που αντιστοιχούν 

στις ενεργειακές ζώνες που φαίνονται σ' αυτό το σχήµα δίδονται από: 

)1,1,1(),0,0,2(),0,0,0(),,( 321 ±±±=NNN . Οι αριθµοί στις αγκύλες δηλώνουν την 

τάξη εκφυλισµού για κάθε περίπτωση. 
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Σχήµα 4. Ενεργειακές ζώνες ελεύθερων ηλεκτρονίων κατά µήκος της  γραµµής ∆ σε 

πλέγµα fcc. 

 



 82

6. Ονοµατολογία ενεργειακών ζωνών µε βάση τη θεωρία οµάδων 

Οι κυµατοσυναρτήσεις Bloch )(rkνΨ  µπορούν να αναλυθούν σε βάση 

ιδιοσυναρτήσεων )(rmpλϕ  που µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε την m -οστή γραµµή 

(στήλη) της µη αναγωγίσιµης αναπαράστασης λΓ  της οµάδας συµµετρίας του 

σηµείου ή της κατεύθυνσης k . O δείκτης p  απαριθµεί τις, ενδεχοµένως 

περισσότερες από µία, ιδιοσυναρτήσεις αυτές, οι οποίες βρίσκονται αν δράσουµε στις 

κυµατοσυναρτήσεις Bloch µε τον προβολικό τελεστή, όπως περιγράψαµε στο εδάφιο 

2.5. Αν για την αναπαράσταση λΓ  το αποτέλεσµα της δράσης του προβολικού 

τελεστή είναι µηδέν, σηµαίνει ότι η εν λόγω αναπαράσταση δεν υπεισέρχεται στην 

ανάλυση της )(rkνΨ . Ας δούµε όµως τα πράγµατα πιο συγκεκριµένα στο παράδειγµα 

που εξετάζουµε, δηλαδή τις ενεργειακές ζώνες ελεύθερων ηλεκτρονίων στην 

κατεύθυνση ∆, σε πλέγµα fcc. 

 Στο σηµείο Γ η οµάδα συµµετρίας είναι η hO . Η κυµατοσυνάρτηση Bloch 

που αντιστοιχεί στη χαµηλότερη ιδιοτιµή ανάγεται σε µια σταθερά. Αν δράσουµε µε 

τον προβολικό τελεστή για όλες τις µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις της hO  

βλέπουµε ότι µόνον η 1Γ  δίνει µη µηδενικό αποτέλεσµα. 

 Στη γραµµή ∆ η οµάδα συµµετρίας είναι η vC4 . Η κυµατοσυνάρτηση Bloch 

που αντιστοιχεί στo χαµηλότερο κλάδο ανάγεται στη συνάρτηση )/2exp( axiξπ . Αν 

δράσουµε µε τον προβολικό τελεστή για όλες τις µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις 

της vC4  βλέπουµε ότι µόνον η 1∆  δίνει µη µηδενικό αποτέλεσµα. Παρόµοια 

διαπιστώνουµε ότι και η κυµατοσυνάρτηση [ ]axi /)2(2exp −ξπ  που αντιστοιχεί στoν 

επόµενο κλάδο προβάλλεται επίσης εξ ολοκλήρου στη 1∆ . 

 Στο σηµείο Χ η οµάδα συµµετρίας είναι η hD4 . Στη χαµηλότερη ιδιοτιµή 

αντιστοιχούν οι κυµατοσυναρτήσεις )/2exp( aixπ± . Αν δράσουµε µε τον προβολικό 

τελεστή για όλες τις µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις της hD4  βλέπουµε ότι 

υπεισέρχονται µόνον οι αναπαραστάσεις 1Χ  και 4′Χ , που και οι δυο είναι συµβατές 

µε τη 1∆ , όπως φαίνεται από τον πίνακα 3β. 
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Σχήµα 5. Ονοµασία των ενεργειακών ζωνών ελεύθερων ηλεκτρονίων στην κατεύθυνση 

∆, για πλέγµα fcc, σύµφωνα µε τη θεωρία οµάδων. 

 

 Παρόµοια µπορούµε να εργαστούµε και για τις άλλες ενεργειακές ζώνες. Τα 

αποτελέσµατα που θα πάρουµε συνοψίζονται στο σχήµα 5. ∆ιαπιστώνουµε αµέσως 

ότι ικανοποιούνται οι σχέσεις συµβατότητας των αναπαραστάσεων (πίνακες 3) καθώς 

επίσης και ότι διατηρείται η τάξη εκφυλισµού σ' όλες τις περιπτώσεις. 

 Ένα τυπικό τµήµα διαγράµµατος ενεργειακών ζωνών φαίνεται στο σχήµα 6. 

Παρατηρούµε ότι, κατά µήκος ενός τµήµατος µιας ζώνης που δεν τέµνεται µε άλλη, η 

µη αναγωγίσιµη αναπαράσταση που το χαρακτηρίζει παραµένει η ίδια. Μπορούµε 

εποµένως να µιλάµε για συµµετρία µιας ενεργειακής ζώνης, ή ενός τµήµατός της, 

κατά µια κατεύθυνση. Το γεγονός αυτό οφείλεται στο ότι οι ιδιοτιµές της 

χαµιλτονιανής, που αντιστοιχούν σε µια συγκεκριµένη µη αναγωγίσιµη 

αναπαράσταση της οµάδας συµµετρίας της κατεύθυνσης αυτής, προκύπτουν από τις 

ιδιοτιµές ενός τµήµατος του χαµιλτονιανού πίνακα όπου δεν υπεισέρχονται άλλες 

αναπαραστάσεις (βλέπε εδάφιο 2.7.). 

 Ένα άλλο χαρακτηριστικό είναι ότι, απαριθµώντας τις ενεργειακές ζώνες µε 

αύξουσα τάξη, η συµµετρία των ζωνών αντιστρέφεται εκατέρωθεν του σηµείου 

τοµής. Για παράδειγµα, στο σχήµα 6 έχουµε τη σειρά 112 ,, ∆∆∆  αριστερά και 

121 ,, ∆∆∆  δεξιά του σηµείου τοµής. Αυτό οφείλεται στο ότι τα διάφορα τµήµατα του 
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διαγώνιου κατά τµήµατα χαµιλτονιανού πίνακα, που χαρακτηρίζονται από µια 

ορισµένη συµµετρία, δίνουν ιδιοτιµές που είναι αναλυτικές συναρτήσεις του k . Ο 

εκφυλισµός στο σηµείο τοµής δυο ζωνών διαφορετικής συµµετρίας είναι 

συµπτωµατικός και δεν αλλοιώνει την αναλυτική συµπεριφορά των ζωνών. ∆εν 

υπάρχει λόγος που να αποκλείει τη διασταύρωση δυο ζωνών διαφορετικής 

συµµετρίας, και αρκετοί τέτοιοι συµπτωµατικοί εκφυλισµοί εµφανίζονται σε 

ρεαλιστικά διαγράµµατα ενεργειακών ζωνών. Αντίθετα, εκφυλισµοί σε σηµεία τοµής 

ζωνών της ίδιας συµµετρίας, που παρατηρούνται π.χ. στην περίπτωση των ελεύθερων 

ηλεκτρονίων, αίρονται εν γένει µε την εισαγωγή ενός (έστω και ασθενούς) 

κρυσταλλικού δυναµικού. Αυτό άλλωστε θα ανέµενε κανείς από τη θεωρία 

διαταραχών για εκφυλισµένες καταστάσεις. Μια τέτοια περίπτωση φαίνεται 

χαρακτηριστικά στο σχήµα 6 µε τις διακεκοµµένες γραµµές. 
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Σχήµα 6. Σχηµατική παράσταση ενεργειακών ζωνών  


