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ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΑΛΛΗΛΕΠΙ∆ΡΩΝΤΩΝ ΗΛΕΚΤΡΟΝΙΩΝ ΣΤΑ ΣΤΕΡΕΑ 

 

1. Εισαγωγή 

Οι µαγνητικές, οπτικές, ηλεκτρικές ιδιότητες των υλικών, οι ιδιότητες µεταφοράς 

κλπ., µπορούν να ερµηνευθούν µε συνέπεια ξεκινώντας από την ηλεκτρονική δοµή 

τους, η οποία είναι δυνατόν, τουλάχιστον κατ' αρχή, να υπολογιστεί µε εφαρµογή των 

αρχών της κβαντικής µηχανικής. Έτσι, βρισκόµαστε ουσιαστικά αντιµέτωποι  µε το 

πρόβληµα της επίλυσης της εξίσωσης του Schrödinger (ή του Dirac στη σχετικιστική 

περίπτωση) για ένα δυναµικό που περιγράφει τις ηλεκτροστατικές αλληλεπιδράσεις 

ανάµεσα στα σωµατίδια (ηλεκτρόνια, πυρήνες ατόµων), τα οποία αποτελούν το 

υλικό. Συνεπώς, η πλήρης χαµιλτονιανή του συστήµατος θα περιέχει τις κινητικές και 

δυναµικές ενέργειες των ηλεκτρονίων και των πυρήνων, καθώς και την ενέργεια 

αλληλεπίδρασης µεταξύ τους. 

 Στο σηµείο αυτό πρέπει να σηµειώσουµε ότι τα πράγµατα απλοποιούνται 

σηµαντικά αν αγνοήσουµε την επίδραση της κίνησης των πυρήνων στην κίνηση των 

ηλεκτρονίων. Η προσέγγιση αυτή είναι γνωστή ως αδιαβατική προσέγγιση ή 

προσέγγιση Born-Oppenheimer και βασίζεται στο γεγονός ότι οι ταχύτητες των 

ηλεκτρονίων είναι πολύ µεγαλύτερες από τις ταχύτητες των πυρήνων σε ένα στερεό, 

λόγω της σχετικά πολύ µικρής µάζας τους. Έτσι λοιπόν µπορούµε να υποθέσουµε ότι, 

για µια δεδοµένη διάταξη των πυρήνων σε θέσεις nR , τα ηλεκτρόνια βρίσκονται στη 

θεµελιώδη κατάσταση και να υπολογίσουµε τις κυµατοσυναρτήσεις των ηλεκτρονίων 

για µια συγκεκριµένη διάταξη των πυρήνων. Με άλλα λόγια θεωρούµε την κίνηση 

των ηλεκτρονίων και την κίνηση των θετικών πυρήνων µε ατοµικούς αριθµούς nZ  

ανεξάρτητες µεταξύ τους. Οι υπολογισµοί ηλεκτρονικής δοµής των υλικών συνήθως 

αγνοούν κατ' αρχήν την αλληλεπίδραση ηλεκτρονίων-φωνονίων στα πλαίσια της 

αδιαβατικής προσέγγισης. 
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 Αν ξεκινούσε λοιπόν τώρα κάποιος να περιγράψει κβαντοµηχανικά το 

πρόβληµα, θα απογοητευόταν αµέσως, και δικαιολογηµένα. Η εξίσωση του 

Schrödinger που θα έπρεπε να λύσει (θέτουµε 14 0 =πε ) 
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εξαρτάται στην πιο αισιόδοξη περίπτωση από 2410~  µεταβλητές θέσης ir  και σπιν 

iσ , ενώ η µορφή του δυναµικού  που περιγράφει όλες τις δυνατές αλληλεπιδράσεις, 

δεν αφήνει περιθώρια για προφανείς απλοποιήσεις. Εποµένως είναι αναγκαίο να 

προσφύγουµε σε προσεγγιστική επίλυση της Εξ.(1). 

 

2. Αρχή µεταβολών των  Rayleigh-Ritz 

Θα περιγράψουµε µε συντοµία την τεχνική ελαχιστοποίησης µε τη µέθοδο των 

πολλαπλασιαστών Lagrange, σε συστήµατα που υπόκεινται σε περιοριστικούς 

συνδέσµους. Θεωρείστε για παράδειγµα µια συνάρτηση τριών µεταβλητών 

),,( zyxf . Για να έχει αυτή η συνάρτηση ακρότατο πρέπει 
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Συχνά όµως, σε φυσικά προβλήµατα, οι µεταβλητές zyx ,,  συνδέονται µεταξύ τους 

και δεν είναι ανεξάρτητες. Είναι τότε κατ' αρχή δυνατό να χρησιµοποιήσουµε τις 

εξισώσεις που περιγράφουν αυτούς τους περιοριστικούς συνδέσµους για να 

αναχθούµε σε µικρότερο αριθµό ανεξάρτητων µεταβλητών. Μια εναλλακτική 

τεχνική, που µπορεί να εφαρµοστεί όταν η µέθοδος περιορισµού του αριθµού των 

µεταβλητών είναι δύσκολη ή ανεπιθύµητη, είναι η χρήση πολλαπλασιαστών 
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Lagrange. Έστω 0),,( =zyxϕ  µια εξίσωση συνδέσµου. Προφανώς τότε µπορούµε να 

γράψουµε 
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Τώρα βέβαια δε συνεπάγεται αυτόµατα, όπως προηγούµενα, ότι και οι τρεις 

εκφράσεις µέσα στις παρενθέσεις µηδενίζονται, γιατί οι µεταβολές των zyx ,,  δεν 

είναι ανεξάρτητες. Αν όµως τουλάχιστον µια από τις παραγώγους της ),,( zyxϕ  

(έστω η z∂∂ϕ ) δε µηδενίζεται στο ακρότατο, µπορούµε να διαλέξουµε τον 

πολλαπλασιαστή Lagrange λ  έτσι ώστε 
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οπότε η Εξ.(3) γράφεται 
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Θεωρώντας τα yx,  ως τις δυο ανεξάρτητες µεταβλητές, έχουµε 
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Αν ικανοποιούνται οι Εξ.(4) και (6), τότε 0=fδ  και η ),,( zyxf  εµφανίζει 

ακρότατο. Σηµειώστε ότι τώρα έχουµε 4 αγνώστους, τους λ,,, zyx . Η τέταρτη 

εξίσωση είναι φυσικά η εξίσωση του συνδέσµου 0),,( =zyxϕ . Προφανώς η µέθοδος 

των πολλαπλασιαστών Lagrange δεν είναι εφαρµόσιµη αν στο ακρότατο ισχύει 

0=== zyx ∂∂ϕ∂∂ϕ∂∂ϕ . 

 Ένα απλό παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου που περιγράψαµε είναι στο 

κβαντικό πρόβληµα ενός σωµατιδίου µάζας m  σε παραλληλεπίπεδο απειρόβαθο 
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πηγάδι δυναµικού, διαστάσεων cba ,, . H ενέργεια της θεµελιώδους κατάστασης του 

σωµατιδίου δίδεται ως γνωστό από την έκφραση 
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Αναζητούµε τις διαστάσεις εκείνες του πηγαδιού για τις οποίες η ενέργεια 0E  γίνεται 

ελάχιστη, υπό τη συνθήκη ο όγκος του πηγαδιού να είναι σταθερός, ίσος µε V . Η 

εξίσωση του συνδέσµου λοιπόν γράφεται 0=−Vabc . Η συνθήκη στασιµότητας 

 

[ ] 0)(0 =−− VabcE λδ     (8) 

µας δίνει 
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 Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να προβούµε στην ελαχιστοποίηση 

συναρτησιακού µε τη µέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange. Ας θεωρήσουµε για 

παράδειγµα ένα συναρτησιακό της µορφής 
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όπου jx  συµβολίζει ένα σύνολο ανεξάρτητων µεταβλητών και iy  ένα σύνολο 

εξαρτηµένων µεταβλητών, συναρτήσεων των jx . Θα µας απασχολήσουν σύνδεσµοι 

που περιγράφονται από ολοκληρωτικές εξισώσεις της µορφής 

 
,),( kjikj cxydx∫ =ϕ      (11) 
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όπου kc  είναι σταθερές. Εισάγοντας σταθερούς πολλαπλασιαστές Lagrange kλ  

αναγόµαστε στην ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού 
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Έχουµε δηλαδή 
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Αν καλέσουµε  
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η Εξ.(13) µας οδηγεί στις γνωστές από την αναλυτική Μηχανική εξισώσεις του Euler 
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 Μια πολύ ενδιαφέρουσα εφαρµογή της µεθόδου που περιγράψαµε, είναι η 

ελαχιστοποίηση της αναµενόµενης τιµής της ενέργειας ενός κβαντικού σωµατιδίου 
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µε σύνδεσµο τη συνθήκη κανονικοποίησης της κυµατοσυνάρτησης 
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Στο πρόβληµα αυτό θεωρούµε την κυµατοσυνάρτηση και τη µιγαδική συζυγή της ως 

εξαρτηµένες µεταβλητές και τις συντεταγµένες θέσης ως ανεξάρτητες µεταβλητές. 

Με ολοκλήρωση κατά µέρη έχουµε 
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Αν υποθέσουµε κυκλικές περιοδικές συνθήκες Born-von Karman ή µηδενισµό της 

κυµατοσυνάρτησης στην εξωτερική επιφάνεια του συστήµατος, ο πρώτος όρος στο 

δεξί µέλος της παραπάνω εξίσωσης µηδενίζεται. Έτσι, µε χρήση ενός 

πολλαπλασιαστή Lagrange ε , οδηγούµαστε τελικά στις εξισώσεις Euler για τη 

συνάρτηση 
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από όπου καταλήγουµε στην εξίσωση του Schrödinger 
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και στη µιγαδική συζυγή της. Βλέπουµε ότι ο πολλαπλασιαστής Lagrange ε  

συµβολίζει εδώ τη µεταβλητή της ενέργειας. Η τεχνική αυτή, ελαχιστοποίησης της 

αναµενόµενης τιµής της ενέργειας ενός κβαντικού συστήµατος σε καταστάσεις που 

περιγράφονται από κανονικοποιηµένες κυµατοσυναρτήσεις, αποτελεί τη βάση της 

αρχής µεταβολών των Rayleigh-Ritz. Στα πλαίσια αυτής της µεθόδου, δεχόµαστε κατ' 

αρχή µια συγκεκριµένη µορφή για την κυµατοσυνάρτηση της θεµελιώδους 

κατάστασης του συστήµατος, την οποία προσδιορίζουµε στη συνέχεια λύνοντας τις 

εξισώσεις που προκύπτουν από τη συνθήκη ελαχιστοποίησης του συναρτησιακού της 

αναµενόµενης τιµής της ενέργειας. 
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3. Μέθοδοι των Hartree και Hartree-Fock 

Εάν η χαµιλτονιανή ενός συστήµατος αλληλεπιδρώντων ηλεκτρονίων µπορούσε να 

γραφεί ως άθροισµα χαµιλτονιανών ανεξάρτητων σωµατιδίων, θα είχε κανείς να 

λύσει µια διαφορική εξίσωση του Schrödinger χωριζόµενων µεταβλητών. Η 

απλούστερη µορφή λύσης σ' αυτή την περίπτωση είναι ένα γινόµενο 

κυµατοσυναρτήσεων ανεξάρτητων σωµατιδίων 
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όπου −+= ,, is s

i
χ , είναι διανύσµατα στήλης µε δύο συνιστώσες, βάσεις για την 

αναπαράσταση των κυµατοσυναρτήσεων σπιν (σπινόρων) του σωµατιδίου i . Για 

καταστάσεις µε σπιν παράλληλο και αντιπαράλληλο στον άξονα κβάντωσης του σπιν 

έχουµε 
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Προφανώς, κάθε βάση σπινορικής αναπαράστασης είναι ορθοκανονική 
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Οι  µεταβλητές iiσr  συµβολίζουν συντεταγµένες θέσης και σπιν του σωµατιδίου i , 

ενώ οι αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις χαρακτηρίζονται από το συλλογικό κβαντικό 

αριθµό iii sm=α . Η απαίτηση να βρούµε το σωµατίδιο i  κάπου στο χώρο του 

συστήµατος, σε κάποια κατάσταση σπιν, εκφράζεται από τη συνθήκη 

κανονικοποίησης 
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O Hartree χρησιµοποίησε τη µορφή (21) δοκιµαστικής κυµατοσυνάρτησης σ' ένα 
λογισµό µεταβολών Rayleigh-Ritz. Εισάγοντας πολλαπλασιαστές Lagrange 

iα
ε  για 

την περιγραφή των περιοριστικών συνδέσµων (24), η συνθήκη ελαχιστοποίησης της 

µέσης τιµής της χαµιλτονιανής (1) γράφεται 
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και, ακολουθώντας ανάλογη διαδικασία µε αυτή που αναπτύξαµε στο προηγούµενο 

εδάφιο, καταλήγουµε στο εξής σύστηµα διαφορικών εξισώσεων (εξισώσεις Hartree) 
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Προφανώς, άθροιση σε σωµατίδια (δείκτης j ) είναι ταυτόσηµη µε άθροιση σε 

αντίστοιχες καταστάσεις jα . Oι εξισώσεις Hartree αποδίδουν µια απλή φυσική 

εικόνα. Κάθε σωµατίδιο (εικονικό ηλεκτρόνιο) κινείται ανεξάρτητα σ’ ένα πεδίο 

δυναµικού Coulomb που δηµιουργούν τόσο το πλέγµα των θετικών πυρήνων, όσο και 

τα άλλα εικονικά ηλεκτρόνια. 

 Κυµατοσυναρτήσεις όµως της µορφής (21) δεν είναι συνεπείς µε την 

απαγορευτική αρχή του Pauli, αφού δεν είναι αντισυµµετρικές κατά την εναλλαγή 

δυο οποιωνδήποτε συντεταγµένων ji ↔ , δηλαδή δεν ισχύει 

 
.),...,,...,,...,(),...,,...,,...,( 1111 NNiijjNNjjii σσσσσσσσ rrrrrrrr Ψ−=Ψ       (27) 

 

Ένας τρόπος να εξασφαλιστεί η αντισυµµετρικότητα της Ψ  είναι να γραφεί ως µια 

ορίζουσα Slater κυµατοσυναρτήσεων ανεξάρτητων σωµατιδίων 
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Πρόκειται για ένα γραµµικό συνδυασµό γινοµένων της µορφής (21) που λαµβάνονται 

µε αµοιβαίες µεταθέσεις των συντεταγµένων, µε βάρη +1 ή 1− , έτσι ώστε να 

πληρείται η συνθήκη (27). Πράγµατι, για 2=N  εύκολα πείθεται κανείς ότι 

( ) [ ] ( ) .,)()()()(
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Ο υπολογισµός της αναµενόµενης τιµής της ενέργειας για κυµατοσυναρτήσεις της 
µορφής (28), λαµβάνοντας τις 

iα
ϕ  ορθοκανονικές, δίνει 
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 (29) 

Προφανώς µπορούµε να άρουµε την εξαίρεση ji ≠  στο δεύτερο άθροισµα της 

Εξ.(29) εφόσον οι δυο όροι για ji =  σ’ αυτό το άθροισµα αλληλοαναιρούνται. Σ' ένα 

στερεό βέβαια, η εξαίρεση ενός από τους ∞→N  όρους είναι, έτσι κι αλλιώς, χωρίς 

πρακτική σηµασία. Όπως βλέπουµε από την Εξ.(29) η ολική ενέργεια ενός 

συστήµατος N  ηλεκτρονίων προκύπτει από έναν όρο κινητικής ενέργειας και 

αλληλεπίδρασης µε τους πυρήνες, συν έναν όρο που περιγράφει τις αλληλεπιδράσεις 

µεταξύ ηλεκτρονίων. Έχουµε δηλαδή 
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όπου 
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Ελαχιστοποιώντας την Εξ.(29) στα πλαίσια της αρχής µεταβολών των Rayleigh-Ritz, 

καταλήγουµε στις εξής διαφορικές εξισώσεις που πρέπει να ικανοποιούν οι 

κυµατοσυναρτήσεις ανεξάρτητων σωµατιδίων 
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        (31) 

 

Προφανώς άθροιση σε σωµατίδια (δείκτης j ) είναι ταυτόσηµη µε άθροιση σε 

αντίστοιχες καταστάσεις jα . Βλέπουµε ότι οι εξισώσεις Hartree-Fock διαφέρουν από 

τις εξισώσεις Hartree ουσιαστικά κατά τον τελευταίο όρο της Εξ.(31), που είναι 

γνωστός ως όρος ανταλλαγής. Αυτός προέρχεται από την αλληλεπίδραση Coulomb 

και εµφανίζεται λόγω της αντισυµµετρικότητας της κυµατοσυνάρτησης. Πρέπει όµως 

να τονίσουµε ότι ακόµη και οι εξισώσεις Hartree-Fock αποτελούν µια προσεγγιστική 

λύση του προβλήµατος. Η ακριβής λύση θα απαιτούσε τη χρήση µιας άπειρης σειράς 

οριζουσών Slater. 

 Οι εξισώσεις των Hartree και Hartree-Fock εισάγουν ένα εννοιολογικό 

πλαίσιο αυτοσυνεπούς πεδίου, που µπορεί να προσδιοριστεί µε επαναληπτική 

µέθοδο. Ξεκινώντας από κάποια βάση κυµατοσυναρτήσεων ανεξάρτητων 

σωµατιδίων, µπορούµε να προσδιορίσουµε ένα σύνολο νέων τέτοιων, από την 

επίλυση των διαφορικών εξισώσεων (26) ή (31). Η διαδικασία επαναλαµβάνεται 

µέχρι οι κυµατοσυναρτήσεις εισόδου και εξόδου πρακτικά να ταυτίζονται. Συνήθως, 

για να επιτευχθεί σύγκλιση, χρησιµοποιούµε ως κυµατοσυναρτήσεις εισόδου ενός 

επαναληπτικού βήµατος µια µίξη των κυµατοσυναρτήσεων εισόδου και εξόδου του 



11 

προηγούµενου βήµατος. Φυσικά υπάρχουν και αποτελεσµατικότερα αλλά 

συνθετότερα σχήµατα σύγκλισης, όπως οι µέθοδοι Tchebychev, Broyden, κλπ. 

 

4. Θεώρηµα του Koopmans 
Όπως µπορούµε να διαπιστώσουµε, το άθροισµα των ιδιοτιµών ενέργειας 

iα
ε , που 

έχουν εισαχθεί ως πολλαπλασιαστές Lagrange στη µέθοδο Hartree-Fock, δε µας δίνει 

την ολική ενέργεια του συστήµατος. Εύκολα βλέπουµε από την Εξ.(31) ότι 
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οπότε, συνδυάζοντας τις Εξ.(30) και (32), λαµβάνουµε 
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Εύλογα λοιπόν τίθεται το ερώτηµα αν οι ιδιοτιµές 

iα
ε  έχουν κάποια φυσική σηµασία. 

Για να απαντήσουµε σ' αυτό το ερώτηµα ας θεωρήσουµε τη διαφορά ολικής 

ενέργειας ανάµεσα σ' ένα σύστηµα N  ηλεκτρονίων, που περιγράφεται από µια 

ορίζουσα Slater N  µονοσωµατιδιακών καταστάσεων, και σ' ένα σύστηµα 1−N  

ηλεκτρονίων, που περιγράφεται από µια ορίζουσα Slater µε 1−N  από τις N  

προηγούµενες µονοσωµατιδιακές καταστάσεις. Υποθέτουµε ότι η αφαίρεση ενός 

σωµατιδίου από µια κατάσταση, π.χ. την Nα , δεν τροποποιεί τις υπόλοιπες 

καταστάσεις. Από την Εξ.(30) έχουµε 

 

.)()()()()()(ˆ

ˆ

222
33

)1()()1()(

∑∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′′−′

′−
′+=

−+=−

∗∗

−−

j
ssNN

N
ee

N
eeNN

NN

jjNNjNjN

errddh

EEhEE

rrrrrr
rr αααααα ψψψψδψψαα

αα

 

Με τη βοήθεια της Εξ.(31) η παραπάνω σχέση µας δίνει 
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.)1()(
N

NN EE αε=− −     (34) 

 

Η Εξ.(34) είναι γνωστή ως θεώρηµα του Koopmans. Το θεώρηµα του Koopmans 

λοιπόν µας λέει ότι σ' ένα σύστηµα, κάθε ιδιοτιµή των εξισώσεων Hartree-Fock µας 

δίνει την ενέργεια ιονισµού της αντίστοιχης µονοσωµατιδιακής ιδιοκατάστασης, όπως 

υπολογίζεται στην προσέγγιση Hartree-Fock. Κατά συνέπεια, η διαφορά µεταξύ δυο 

τέτοιων ιδιοτιµών δίνει την αντίστοιχη ενέργεια διέγερσης από τη µια κατάσταση 

στην άλλη. Για την απόδειξη του θεωρήµατος αγνοήσαµε φαινόµενα αποκατάστασης 

των ηλεκτρονίων κατά την αφαίρεση ενός ηλεκτρονίου από το σύστηµα. Είναι 

αλήθεια ότι η αφαίρεση ενός από τα N  ηλεκτρόνια αλλάζει το δυναµικό σε τάξη 

N1 . Αυτό όµως σηµαίνει ότι όλες οι µονοηλεκτρονικές ιδιοσυναρτήσεις και 

ιδιοτιµές τροποποιούνται σε τάξη N1 , οπότε θα µπορούσε κανείς να σκεφθεί ότι η 

αλλαγή στην ολική ενέργεια προκύπτει ανεξάρτητη του N . Έτσι δε 

νοµιµοποιούµαστε να αγνοούµε φαινόµενα αποκατάστασης, έστω και στο όριο 

∞→N . Για να απαντήσουµε σ' αυτό το επιχείρηµα πρέπει να επιστρατεύσουµε το 

στάσιµο χαρακτήρα της ολικής ενέργειας στην προσέγγιση Hartree-Fock. Αυτό 

σηµαίνει ότι σφάλµατα τάξης N1  σε κάθε µονοηλεκτρονική κυµατοσυνάρτηση 

αλλάζουν την ολική ενέργεια σε τάξη 21 N , που µπορεί να αγνοηθεί για µεγάλο 

σύστηµα. 

 Tο θεώρηµα του Koopmans δίνει µια νέα διάσταση στην προσέγγιση Hartree-

Fock όταν αυτή εφαρµόζεται σε µεγάλα συστήµατα, διότι συνδέει τις παραµέτρους 

της προσέγγισης µε ενδιαφέροντα και χρήσιµα ενεργειακά µεγέθη του συστήµατος, 

όπως ενέργεια διέγερσης ή ενέργεια ιονισµού. Φυσικά για συστήµατα µε µικρό 

αριθµό ηλεκτρονίων, π.χ. άτοµα, η ισχύς του θεωρήµατος τίθεται σε αµφισβήτηση. 

 

5. Οπή ανταλλαγής 

Aν ορίσουµε την πυκνότητα ανταλλαγής 
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οι εξισώσεις Hartree-Fock (31) γράφονται 
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όπου 

∑∑ ≡=
s

s
ms

ms nn )()()( 2 rrr ψ            (37) 

 

είναι η πυκνότητα ηλεκτρονίων. Η Εξ.(37) ορίζει επίσης και την πυκνότητα 

ηλεκτρονίων, )(rsn , για κάθε κατεύθυνση σπιν s . 

 Η πυκνότητα ανταλλαγής εκφράζει την πιθανότητα κοντά σ' ένα ηλεκτρόνιο, 

που βρίσκεται στη θέση r , στην κατάσταση m , µε σπιν s , να λείπει ένα άλλο στη 

θέση r′ , µε το ίδιο σπιν. Η πυκνότητα ανταλλαγής για rr ′=  συµπίπτει µε την 

ηλεκτρονική πυκνότητα, )(rsn , όπως µπορούµε να δούµε αµέσως συγκρίνοντας τις 

σχέσεις (35) και (37). Επίσης εύκολα αποδεικνύεται ότι 

 
,1),(3 =′′∫ rrx

msnrd             (38) 

 

πράγµα που σηµαίνει ότι κοντά σ' ένα τυχαίο ηλεκτρόνιο λείπει ακριβώς ένα άλλο 

ηλεκτρόνιο. Την απουσία αυτού του ηλεκτρονίου ονοµάζουµε οπή ανταλλαγής ή οπή 

Fermi. Αυτό φυσικά αφορά ηλεκτρόνια του ίδιου σπιν. Τίποτα δεν εµποδίζει 

ηλεκτρόνια αντίθετου σπιν να πλησιάσουν το ένα το άλλο. 

 

6. Προσέγγιση Hartree-Fock για ελεύθερα ηλεκτρόνια 

Στα πλαίσια του προτύπου jellium, τα θετικά ιόντα του κρυστάλλου εξοµοιώνονται 

µε µια οµοιογενή κατανοµή θετικού φορτίου, στην οποία υπερτίθεται ένα νέφος 
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ελεύθερων ηλεκτρονίων, ίσης και αντίθετης πυκνότητας. Έτσι το ηλεκτροστατικό 

δυναµικό των ιόντων εξουδετερώνεται από αυτό των ηλεκτρονίων και επιβιώνει 

µόνον ο όρος ανταλλαγής µεταξύ ηλεκτρονίων. Στην περίπτωση των ελεύθερων 

ηλεκτρονίων, οι µονοσωµατιδιακές κυµατοσυναρτήσεις που χρησιµοποιούµε στην 

προσέγγιση Hartree-Fock είναι επίπεδα κύµατα 

 

)exp(1)( rkrk ⋅= i
Vsψ            (39) 

 

µε κυµατανύσµατα εντός της σφαίρας Fermi: Fkk <  (κατειληµµένες καταστάσεις). 

Αντικαθιστώντας την Εξ.(39) στην Εξ.(35) παίρνουµε την έκφραση της πυκνότητας 

ανταλλαγής για κάθε κατεύθυνση σπιν s  στην περίπτωση των ελεύθερων 

ηλεκτρονίων 
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όπου rrr −′=′′ . Στο όριο του άπειρου συστήµατος, το κυµατάνυσµα τείνει σε 

συνεχή µεταβλητή και το άθροισµα στην Εξ.(40) µετατρέπεται σε ολοκλήρωµα 
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. Έτσι έχουµε 
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όπου 
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x
xxxxj −
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είναι η σφαιρική συνάρτηση Bessel πρώτης τάξης. Όπως βλέπουµε από την Εξ.(41), 

η πυκνότητα ανταλλαγής εξαρτάται από το κυµατάνυσµα k του ηλεκτρονίου. 
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Μπορούµε να ορίσουµε µια µέση πυκνότητα ανταλλαγής, παίρνοντας το µέσο όρο σε 

όλες τις κατειληµµένες καταστάσεις 
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση nkF
23 3π= , όπου n  είναι η πυκνότητα των ελεύθερων 

ηλεκτρονίων, και περνώντας από άθροισµα σε ολοκλήρωµα, παίρνουµε 
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Έτσι, η µέση ηλεκτρονική πυκνότητα σε απόσταση r  από ένα ηλεκτρόνιο γράφεται 
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Η )(rg  ονοµάζεται συνάρτηση συσχέτισης ζεύγους, και εκφράζει την πιθανότητα να 

βρεθεί ένα ηλεκτρόνιο σε απόσταση r  από ένα άλλο. Η γραφική παράσταση της 

)(rg  φαίνεται στο σχήµα 1. 
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Σχήµα 1.  Συνάρτηση συσχέτισης ζεύγους ηλεκτρονίων στα πλαίσια της προσέγγισης 
Hartree-Fock για το πρότυπο jellium 
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Βλέπουµε ότι στη γειτονιά ενός ηλεκτρονίου, η συγκέντρωση ηλεκτρονίων του ίδιου 

σπιν είναι µειωµένη διότι, εξ αιτίας της απαγορευτικής αρχής του Pauli, ηλεκτρόνια 

µε το ίδιο σπιν συσχετίζονται. Συνηθίζεται να λέγεται ότι ένα ηλεκτρόνιο 

περιβάλλεται από µια οπή ανταλλαγής που έχει φορτίο e+ . Το ηλεκτρόνιο κατά την 

κίνησή του συνοδεύεται από την οπή ανταλλαγής, γεγονός που σηµαίνει συνεχή 

ανακατανοµή των ηλεκτρονίων που το περιβάλλουν. 

 Η ενέργεια ανταλλαγής δίδεται από τον τελευταίο όρο της Εξ.(29), που 

παίρνει τη µορφή 
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Στην περίπτωση των ελεύθερων ηλεκτρονίων, µε τη βοήθεια των Εξ.(39), (41), (45), 

λαµβάνουµε 
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Συνυπολογίζοντας και την κινητική ενέργεια των ελεύθερων ηλεκτρονίων, βρίσκουµε 

την ολική ενέργεια του συστήµατος 
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Σε ατοµικές µονάδες Rydberg ( 14,2,2/1,1 0
2 ==== πεem= ) η Εξ.(47) γράφεται 
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όπου ( ) 3/143 nrs π=  και 22
0 / mea ==  είναι η ακτίνα Bohr που ισούται µε τη µονάδα 

µήκους στο σύστηµα ατοµικών µονάδων Rydberg. Στα µέταλλα το 0ars  κυµαίνεται 
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µεταξύ 2 και 6, οπότε ο δεύτερος όρος στην Εξ.(48) είναι συγκρίσιµος του πρώτου, 

γεγονός που δείχνει ότι οι αλληλεπιδράσεις ανταλλαγής δεν µπορούν να αγνοηθούν 

στον υπολογισµό της ολικής ενέργειας ενός µετάλλου. Στο σηµείο αυτό αξίζει να 

τονισθεί ότι το ηλεκτρονικό αέριο τείνει προς το ιδανικό (ενέργεια αλληλεπιδράσεων 

αµελητέα σε σχέση µε την κινητική ενέργεια) για µεγάλες πυκνότητες (µικρό 0ars ), 

όπως φαίνεται και από την Εξ.(48), σε αντίθεση µ’ ένα κλασσικό αέριο. Στο όριο της 

µεγάλης πυκνότητας, η ενέργεια της θεµελιώδους κατάστασης στο πρότυπο jellium 

έχει υπολογιστεί ως 
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Όπως βλέπουµε, οι δύο πρώτοι όροι της Εξ.(49) µας δίνουν ακριβώς την ενέργεια 

Hartree-Fock. Οι υπόλοιποι όροι αναφέρονται ως ενέργεια συσχέτισης. Η ενέργεια 

αυτή δεν έχει συγκεκριµένη φυσική σηµασία. Ορίζεται συνήθως ως η διαφορά 

µεταξύ της πραγµατικής ενέργειας της θεµελιώδους κατάστασης και της ενέργειας 

που υπολογίζεται µε την προσέγγιση Hartree-Fock. Εµπεριέχει δηλαδή όλη τη 

συνθετότητα των αλληλεπιδράσεων πολλών ηλεκτρονίων, πέραν της αλληλεπίδρασης 

ανταλλαγής. Όµως στα µέταλλα, όπως προαναφέραµε, το 0ars  δεν είναι µικρό και 

συνεπώς η Εξ.(49) δεν είναι αξιόπιστη σ' αυτή την περίπτωση. 

Οι µονοηλεκτρονικές ιδιοτιµές της ενέργειας λαµβάνονται από την Εξ.(31) 

όπου, στα πλαίσια του προτύπου jellium, έχουµε µόνο τους όρους κινητικής 

ενέργειας και ανταλλαγής. Θέτοντας ως κυµατοσυναρτήσεις τα επίπεδα κύµατα της 

Εξ.(39), παρατηρούµε ότι εµφανίζεται ο µετασχηµατισµός Fourier του 
23 4])(exp[:/1 kkrkk ′−=′′′′⋅′−′′′′ ∫ πrirdr , οπότε βρίσκουµε  
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Σχήµα 2.  Σχέση διασποράς της ενέργειας ελεύθερων ηλεκτρονίων στην προσέγγιση 
Hartree-Fock. Ο υπολογισµός έγινε για Fk =0.91 -1Å , που αντιστοιχεί σε νάτριο. Η 

λεπτή γραµµή δείχνει την παραβολική σχέση διασποράς της κινητικής ενέργειας µόνο. 

 

Στο όριο του άπειρου συστήµατος, το κυµατάνυσµα τείνει σε συνεχή µεταβλητή και 

το άθροισµα στην Εξ.(50) µετατρέπεται σε ολοκλήρωµα το οποίο υπολογίζεται 

αναλυτικά, για να καταλήξουµε τελικά στην έκφραση 
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Παρατηρούµε δηλαδή ότι, µολονότι ξεκινήσαµε από ελεύθερα ηλεκτρόνια, η σχέση 

διασποράς της ενέργειας για τις µονοηλεκτρονικές καταστάσεις στην προσέγγιση 

Hartree-Fock περιέχει εκτός από τον όρο της κινητικής ενέργειας και έναν όρο 

ενέργειας ανταλλαγής. Ο όρος αυτός τροποποιεί δραστικά τη σχέση διασποράς και το 

εύρος της ζώνης των κατειληµµένων καταστάσεων, οι οποίες εκτείνονται από 

π
ε F

s
ke22

−=0  έως 
π

ε FF
s

ke
m
k

F

222

2
−=

=
k ,  όπως φαίνεται στο σχήµα 2. Mε την 

προσθήκη του όρου ανταλλαγής η ζώνη των κατειληµµένων καταστάσεων 

διευρύνεται υπερβολικά αν συγκρίνει κανείς µε το πείραµα, που συµφωνεί 
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περισσότερο µε ένα εύρος ζώνης 
m
kF

2

22=
≅ . Επιπλέον, η Εξ.(51) εµφανίζεται 

προβληµατική, διότι από αυτήν προκύπτει µια ταχύτητα οµάδας των ηλεκτρονίων 

που αποκλίνει στην επιφάνεια Fermi. Αυτά τα αποτελέσµατα της προσέγγισης 

Hartree-Fock αποδίδονται στη µακρινή εµβέλεια, r1 , του δυναµικού Coulomb. Μια 

ιδέα να διορθωθούν είναι, το δυναµικό που εµφανίζεται στον όρο ανταλλαγής, να 

τροποποιηθεί κατά τέτοιον τρόπο ώστε να συµπεριλάβει και τα πεδία των άλλων 

ηλεκτρονίων, εκτός των δυο υπό θεώρηση. Να λάβει δηλαδή κανείς υπόψη και τις 

συσχετίσεις µεταξύ των ηλεκτρονίων. Η ύπαρξη των άλλων ηλεκτρονίων εξασθενεί 

την αλληλεπίδραση ανάµεσα σε δυο δεδοµένα ηλεκτρόνια και το φαινόµενο αυτό 

είναι γνωστό ως θωράκιση. Η απλούστερη προσέγγιση που περιγράφει φαινόµενα 

ηλεκτροστατικής θωράκισης είναι αυτή των Thomas-Fermi, σύµφωνα µε την οποία 

το δυναµικό αλληλεπίδρασης παίρνει µορφή )exp()( 0
2 rkre − . Όπως µπορεί να 

δειχθεί, αυτή η µορφή αλληλεπίδρασης στον όρο ανταλλαγής αίρει σε µεγάλο βαθµό 

τα προβληµατικά αποτελέσµατα που ανέκυψαν. 

 

7. ∆υναµικό Xα  

Από την Εξ.(36) φαίνεται ότι το δυναµικό ανταλλαγής δίδεται από την έκφραση 
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Για να κατασκευάσουµε ένα δυναµικό ανταλλαγής ανεξάρτητο από την κατάσταση 

sk , µπορούµε να αντικαταστήσουµε στη θέση της πυκνότητας ανταλλαγής τη µέση 

τιµή της σ' όλες τις κατειληµµένες  καταστάσεις ελευθέρων ηλεκτρονίων, όπως αυτή 

δίνεται από την Εξ.(45). Έτσι καταλήγουµε στη σχέση 
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Υπήρξαν αντικρουόµενες απόψεις κατά πόσο είναι σωστότερο να χρησιµοποιηθεί για 

την πυκνότητα ανταλλαγής ο µέσος όρος σ' όλες τις κατειληµµένες καταστάσεις ή να 

θεωρηθεί η τιµή της για Fkk = . Στη δεύτερη περίπτωση έχουµε 
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οπότε η Εξ.(52) δίνει1 
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 Η µέθοδος αX  προσπαθεί να κατασκευάσει ένα τοπικό δυναµικό ανταλλαγής 

και συσχέτισης, βασισµένη στα αποτελέσµατα για το οµοιογενές ηλεκτρονικό αέριο. 

Έτσι, υποθέτοντας ότι σ’ ένα σύστηµα η ηλεκτρονική πυκνότητα, )(rn , 

µεταβάλλεται αργά στο χώρο, το δυναµικό αυτό γράφεται 
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όπου το α  εισάγεται ως εµπειρική παράµετρος που στην πράξη µεταβάλλεται από 

2/3 έως 1. Στην περίπτωση που έχουµε πόλωση σπιν λαµβάνουµε αντίστοιχα 
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8. Οµοιογενές αέριο ηλεκτρονίων µε πόλωση σπιν 

Πρώτος ο Bloch έδειξε ότι η προσέγγιση Hartree-Fock µπορεί να οδηγήσει σε 

µαγνητική κατάσταση το οµοιογενές ηλεκτρονικό αέριο. Η ολική ενέργεια ενός 

παραµαγνητικού συστήµατος N  ελευθέρων ηλεκτρονίων δίνεται από την Εξ.(47). 

Στην περίπτωση που έχουµε άρση του εκφυλισµού των δυο κατευθύνσεων σπιν, 

                                              

1 Χρησιµοποιούµε το ολοκλήρωµα: 
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πρέπει να θεωρήσουµε καταστάσεις ελεύθερων ηλεκτρονίων µε κυµατάνυσµα 

µικρότερο από κάποιο +Fk  για την κατεύθυνση σπιν πλειονότητας και µε 

κυµατάνυσµα µικρότερο από κάποιο −Fk  για την κατεύθυνση σπιν µειονότητας. Έτσι 

έχουµε  

( ) V
kN F

3

3

2
34

π
π +

+ =     (57) 

 

ηλεκτρόνια µε σπιν πάνω και 
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ηλεκτρόνια µε σπιν κάτω. Η διατήρηση του συνολικού αριθµού των ηλεκτρονίων 

επιβάλλει 
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Για να βρούµε την ολική ενέργεια στην περίπτωση που έχουµε πόλωση σπιν, θα 

πρέπει να αθροίσουµε τις κινητικές ενέργειες των ηλεκτρονίων καθώς και τις 

αντίστοιχες ενέργειες ανταλλαγής και για τις δυο κατευθύνσεις σπιν. Σύµφωνα µε την 

Εξ.(47) έχουµε 

 

.
4
3

25
3

4
3

25
3 222222

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= −−

−
++

+ ππ
FFFF ke

m
k

N
ke

m
k

NE
==   (60) 

 

Ορίζοντας την πόλωση 
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−
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µπορούµε να εκφράσουµε την ολική ενέργεια από την Εξ.(60) συναρτήσει της 

πόλωσης. Με τη βοήθεια των Εξ.(57), (58), (59) και (61), λαµβάνουµε 
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Σχήµα 3. Ενέργεια ελεύθερου ηλεκτρονικού αερίου µε πόλωση σπιν P  σε σχέση µε την 
παραµαγνητική κατάσταση, όπως υπολογίζεται µε την προσέγγιση Hartree-Fock. 

 

Ο όρος ανταλλαγής ελαττώνει την ενέργεια όταν αυξάνονται τα ηλεκτρόνια του ίδιου 

σπιν, δηλαδή όταν αυξάνεται η πόλωση. Αυτό συµβαίνει διότι όταν τα ηλεκτρόνια 

έχουν ίδιο σπιν αλληλοαπωθούνται λόγω της απαγορευτικής αρχής του Pauli και 

συνεπώς µειώνεται η (θετική) ενέργεια αλληλεπίδρασης Coulomb. Αντίθετα η 

κινητική ενέργεια αυξάνεται όταν αυξάνονται τα ηλεκτρόνια του ίδιου σπιν. Η 

εµφάνιση µαγνητικής λύσης ή όχι εξαρτάται από το ποια από τις δυο αυτές 

ανταγωνιστικές αλληλεπιδράσεις κυριαρχεί. Προφανώς, µια µαγνητική κατάσταση 

δεδοµένης πόλωσης P  είναι ενεργειακά προτιµητέα από την παραµαγνητική 

κατάσταση αν 0)0()()( <−≡∆ EPEPE  (σχήµα 3). Αναπτύσσοντας το δεξί µέλος 

της Εξ.(62) κατά Taylor γύρω από το σηµείο 0=P  βρίσκουµε 
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( ) .1
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0 PCEEPEPE P −⎯⎯ →⎯−≡∆ → κιν   (63) 

 

Αυτό σηµαίνει ότι η παραµαγνητική κατάσταση είναι σηµείο ευσταθούς ισορροπίας 

(ελάχιστο) όταν 1<C  και σηµείο ασταθούς ισορροπίας (µέγιστο) όταν 1>C . 

 Όπως βλέπουµε από την Εξ.(62), η E∆  συναρτήσει της παραµέτρου C  είναι 

γραµµικά φθίνουσα για δεδοµένη πόλωση (εκτός όταν 0=P ). Εποµένως, αν για 

κάποια τιµή της παραµέτρου C  έχουµε 0)( =∆ PE , τότε για µεγαλύτερες τιµές της 

παραµέτρου C  θα είναι 0)( <∆ PE  και η µαγνητική κατάσταση µε πόλωση P  θα 

προτιµηθεί ενεργειακά από την παραµαγνητική κατάσταση. Εφαρµόζοντας τη 

συνθήκη 0)( =∆ PE , από την Εξ.(62) βρίσκουµε 

 
( ) ( )
( ) ( )

.
211
211

5
2)( 3/43/4

3/53/5

−++−
−++−

=
PP
PPPC     (64) 

 
 

 

0 1-1 
0.90 

0.94 

0.98 

P

C(P) 

 
Σχήµα 4. Τιµές της παραµέτρου C για τις οποίες η ενέργεια ελεύθερου ηλεκτρονικού 
αερίου µε πόλωση σπιν P  ισούται µε αυτήν της παραµαγνητικής κατάστασης. 
 

Η γραφική παράσταση αυτής της συνάρτησης φαίνεται στο σχήµα 4. Όπως βλέπουµε, 

παίρνει τη µικρότερη τιµή της, 904.05)12(2 3/1 =+=C , για 1±=P , και τη 

µεγαλύτερη, 1=C , για 0=P . Για 904.0<C , ενεργειακά προτιµητέα είναι πάντα η 
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παραµαγνητική λύση. Για 1>C , οποιαδήποτε κατάσταση πόλωσης είναι ενεργειακά 

προτιµητέα από την παραµαγνητική, και µεταξύ των διαφορετικών µαγνητικών 

λύσεων, αυτή µε 1±=P  έχει τη µικρότερη ενέργεια (βλέπε σχήµα 3). Για ενδιάµεσες 

τιµές της παραµέτρου C  ( 1904.0 << C ) η παραµαγνητική κατάσταση προτιµάται 

ενεργειακά από όλες τις καταστάσεις µε πόλωση µικρότερη αυτής που αντιστοιχεί 

[από την καµπύλη )(PC ] στη δεδοµένη τιµή της παραµέτρου C , ενώ καταστάσεις µε 

µεγαλύτερη πόλωση ευνοούνται έναντι της παραµαγνητικής. Μεταξύ των 

διαφορετικών µαγνητικών λύσεων, ενεργειακά προτιµητέα είναι πάντα αυτή που 

αντιστοιχεί σε κατάσταση πλήρους πόλωσης ( )1±=P . 

 Η κρίσιµη τιµή C =0.904 αντιστοιχεί σε 045.5 ars = . Το µεταλλικό καίσιο 

είναι το µόνο στοιχείο που έχει τόσο µικρή πυκνότητα ηλεκτρονίων ώστε να 

αντιστοιχεί σε 045.5 ars > . Υπάρχουν όµως και αµίνες µετάλλων όπου 045.5 ars > . 

Εν τούτοις, κανένα από αυτά τα υλικά δεν είναι µαγνητικά, παρά το γεγονός ότι η 

ενεργειακές τους ζώνες περιγράφονται ικανοποιητικά από το πρότυπο των ελεύθερων 

ηλεκτρονίων. Υπολογισµοί Monte Carlo δείχνουν ότι το αποτέλεσµα Hartree-Fock 

είναι ποιοτικά σωστό αλλά υπερεκτιµά την τάση για µαγνητισµό αποκλίνοντας 

ποσοτικά κατά µια περίπου τάξη µεγέθους από την πρόβλεψη Monte Carlo: 

( ) 0179 ars ±= . 

 

9. Η θεωρία του συναρτησιακού της πυκνότητας 

Μια εναλλακτική πρόταση στο πρόβληµα των πολλών αλληλεπιδρώντων 

ηλεκτρονίων είναι να θεωρήσουµε ως κεντρική ποσότητα την ηλεκτρονική 

πυκνότητα αντί της κυµατοσυνάρτησης. Η επιλογή της πυκνότητας ως βασικής 

µεταβλητής δικαιολογείται δεδοµένου ότι οι φυσικές ιδιότητες της θεµελιώδους 

κατάστασης ενός συστήµατος αλληλεπιδρώντων ηλεκτρονίων εξαρτώνται κατά βάση 

από την πυκνότητα. Η θεωρία του συναρτησιακού της πυκνότητας θεµελιώθηκε από 

τους Hohenberg και Kohn, οι οποίοι απέδειξαν ότι: α) Η ολική ενέργεια ενός µη 

οµοιογενούς συστήµατος αλληλεπιδρώντων ηλεκτρονίων στη θεµελιώδη κατάσταση 

είναι µοναδικό οικουµενικό συναρτησιακό της πυκνότητας. β) Το συναρτησιακό αυτό 
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παίρνει την ελάχιστη τιµή του, που αντιστοιχεί στην ενέργεια της θεµελιώδους 

κατάστασης, για την πραγµατική πυκνότητα της θεµελιώδους κατάστασης. Οι 

Hohenberg και Kohn απέδειξαν το (α) µε εις άτοπο απαγωγή και έδωσαν επίσης µια 

έµµεση απόδειξη του (β). Μια πιο γενική και απλή απόδειξη δόθηκε από τον Levy 

χρησιµοποιώντας την αρχή των µεταβολών. Ο Levy όρισε το ενεργειακό 

συναρτησιακό ως εξής 

 

∫+Ψ+Ψ=
→Ψ

)()(ˆˆmin][ 3 rr nrVdVΤnE exteen
         (65) 

 

όπου T̂  είναι ο τελεστής κινητικής ενέργειας, extV̂  ο τελεστής δυναµικής ενέργειας 

αλληλεπίδρασης ηλεκτρονίων-σηµειακών πυρήνων [δεύτερος όρος της Εξ.(1)] και 

eeV̂  ο τελεστής δυναµικής ενέργειας αλληλεπίδρασης µεταξύ ηλεκτρονίων [τρίτος 

όρος της Εξ.(1)]. Η ελαχιστοποίηση γίνεται στο χώρο των καταστάσεων που 

αναπαράγουν την πυκνότητα ηλεκτρονίων του συστήµατος 

      
.)()( ∑ Ψ−Ψ=

i
in rrr δ     (66) 

 

Ο πρώτος όρος της Εξ.(65) αν και δεν έχει µια αναλυτική έκφραση ως συναρτησιακό 

της πυκνότητας, είναι ένα οικουµενικό συναρτησιακό της )(rn , υπό την έννοια ότι 

δεν αναφέρεται σε κάποιο συγκεκριµένο σύστηµα και δεν εξαρτάται από το )(rextV . 

Έτσι λοιπόν, η ][nE  όπως ορίστηκε από την Εξ.(65) είναι ένα µοναδικό 

συναρτησιακό της πυκνότητας. Προφανώς, από τον ορισµό της θεµελιώδους 

κατάστασης (που συµβολίζουµε µε κάτω δείκτη 0) ως την κατάσταση της ελάχιστης 

ενέργειας ισχύει 

 [ ] .0EnE ≥      (67) 

Επίσης έχουµε 
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Από την άλλη µεριά όµως, µία από τις Ψ  που αναπαράγουν την 0n  είναι και η 0Ψ . 

Εποµένως, ο ορισµός του Ψ+Ψ
→Ψ een

VT ˆˆmin
0

 επιβάλλει η ανισότητα (68) να ισχύει 

και κατά την αντίστροφη φορά. Άρα πρέπει 
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Έχουµε λοιπόν  
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και από την Εξ.(69) 
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οπότε λόγω της Εξ.(63), τελικά δείξαµε 

 

 [ ] .00 nEE =      (70γ) 

 

Σηµειώνουµε ότι, αν και σύµφωνα µε τα θεωρήµατα των Hohenberg και Kohn 

η ενέργεια υπάρχει ως συναρτησιακό της πυκνότητας, η µορφή αυτού του 

συναρτησιακού δεν είναι γνωστή. 

 

10. Εξισώσεις Kohn-Sham 

Σε µια προσπάθεια να περιγράψουν ένα σύστηµα N  αλληλεπιδρώντων ηλεκτρονίων 

µε εξισώσεις ανεξάρτητων ηλεκτρονίων οι Kohn και Sham πρότειναν το χωρισµό του 

ενεργειακού συναρτησιακού ως εξής: 
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 [ ] [ ] [ ] [ ] ,nEnUnTnE xc++= α    (71) 

 

όπου [ ]nTα  είναι η κινητική ενέργεια ενός συστήµατος N  ανεξάρτητων ηλεκτρονίων 

σε καταστάσεις )(riψ , το  οποίο έχει πυκνότητα ∑
=

=
N

i
in

1

2)()( rr ψ  ίδια µε αυτή του 

συστήµατος των αλληλεπιδρώντων ηλεκτρονίων. 
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είναι η ηλεκτροστατική δυναµική ενέργεια µιας κατανοµής ηλεκτρονίων πυκνότητας 

)(rn  που βρίσκεται παράλληλα και εντός εξωτερικού δυναµικού πεδίου (π.χ. αυτό 

που οφείλεται στους ακίνητους θετικούς πυρήνες). Όλες οι διορθώσεις που 

οφείλονται στον πολυηλεκτρονικό χαρακτήρα του συστήµατος, καθώς και οι 

διορθώσεις στην κινητική ενέργεια, περιλαµβάνονται στον όρο ανταλλαγής και 

συσχέτισης [ ]nExc .  

 Η ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού [ ]nE  πρέπει να γίνει µε την απαίτηση 

να διατηρείται ο αριθµός των σωµατιδίων του συστήµατος, πράγµα που µπορούµε να 

εξασφαλίσουµε εισάγοντας πολλαπλασιαστές Langrange iε . Aκολουθώντας το 

λογισµό µεταβολών Rayleigh-Ritz έχουµε 
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και τελικά καταλήγουµε στις εξισώσεις Kohn- Sham 
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όπου  
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 Ο λογισµός των µεταβολών γίνεται µε µεγαλύτερη ευχέρεια αν 

χρησιµοποιήσουµε την έννοια της συναρτησιακής παραγώγου, [ ] )(rnnE δδ , που 

είναι ανάλογη µε εκείνη της συνηθισµένης µερικής παραγώγου. Όταν έχουµε µια 

συνάρτηση ενός αριθµήσιµου πλήθους µεταβλητών, για την εύρεση της µερικής 

παραγώγου ως προς κάποια µεταβλητή µεταβάλλουµε τη συγκεκριµένη µεταβλητή 

κατά µια µικρή ποσότητα. Επεκτείνοντας σε συνεχές πλήθος µεταβλητών (δηλαδή 

όταν το όρισµα είναι µια συνάρτηση), για να πάρουµε τη συναρτησιακή παράγωγο, 

µεταβάλλουµε λίγο τη συνάρτηση-όρισµα 
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Η επέκταση της θεωρίας του συναρτησιακού της πυκνότητας στην περίπτωση 

πολυηλεκτρονικού συστήµατος µε πόλωση σπιν είναι απλή, αρκεί να 

χρησιµοποιήσουµε, αντί για την πυκνότητα )(rn , τις πυκνότητες ανά σπιν )(rsn . 

Προχωρώντας όπως προηγούµενα καταλήγουµε τελικά στο εξής σύστηµα εξισώσεων 

ανεξάρτητων ηλεκτρονίων  
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 Τέλος πρέπει να επισηµάνουµε ότι στις προσεγγίσεις Hartree και Hartree-

Fock, η κυµατοσυνάρτηση προσεγγίζεται από γινόµενα κυµατοσυναρτήσεων 

ανεξάρτητων ηλεκτρονίων. Αντίθετα, οι µονοηλεκτρονικές κυµατοσυναρτήσεις που 

χρησιµοποιούµε στα πλαίσια της θεωρίας του συναρτησιακού της πυκνότητας δεν 
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απαιτούµε να µας δίνουν τη σωστή κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος, αλλά µόνο να 

αναπαράγουν τη σωστή πυκνότητα. 

 
11. Προσέγγιση τοπικής πυκνότητας 

Η επιτυχία της θεωρίας του συναρτησιακού της πυκνότητας κρίνεται από τη 

δυνατότητα να βρούµε µια καλή προσέγγιση για τον όρο ανταλλαγής-συσχέτισης. Το 

έναυσµα για µια τέτοια προσέγγιση δίνεται από το οµοιογενές αέριο ηλεκτρονίων, 

στην περίπτωση του οποίου µπορούµε να υπολογίσουµε την ενέργεια ανταλλαγής-

συσχέτισης [ ] )()( 3 nnrdnNnE h
xc

h
xcxc εε ∫=≡ , όπου )(nh

xcε  η ενέργεια ανταλλαγής-

συσχέτισης ανά σωµατίδιο, µε αρκετά µεγάλη ακρίβεια. Έτσι λοιπόν γράφουµε την 

ενέργεια ανταλλαγής-συσχέτισης ενός ανοµοιογενούς ηλεκτρονικού αερίου 

πυκνότητας )(rn  θεωρώντας τη συνεισφορά από κάθε σηµείο r  σαν αυτή να 

προέρχεται από ένα οµοιογενές ηλεκτρονικό αέριο που έχει παντού σταθερή 

πυκνότητα, ίση µε την τοπική πυκνότητα )(rn  

  
 [ ] ( ) .)()(3 rr nnrdnE h

xcxc ε∫≅    (77) 

 

Αν και αυτή η προσέγγιση τοπικής πυκνότητας αναµένεται να ισχύει µόνο για 

συστήµατα µε αργά µεταβαλλόµενη πυκνότητα, στην πράξη αποδείχτηκε ότι δίνει 

αξιόπιστα αποτελέσµατα ακόµη και σε συστήµατα µε απότοµες µεταβολές στην 

πυκνότητα. Το ενεργό δυναµικό ανταλλαγής-συσχέτισης δίνεται από τη σχέση 
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 Για ένα παραµαγνητικό οµοιογενές αέριο ηλεκτρονίων πυκνότητας n , η 

ενέργεια ανταλλαγής ανά ηλεκτρόνιο στην προσέγγιση Hartree-Fock δίνεται βάσει 

της Εξ.(46) από τη σχέση 

 

    .)3(
4
3)( 3/12

2

nenh
x π

π
ε −=     (79) 



30 

 

Έτσι, στην προσέγγιση της τοπικής πυκνότητας, από την Εξ.(78) λαµβάνουµε 

 
3/12

2

)3( neVx π
π

−=     (80) 

 

για κάθε κατεύθυνση σπιν, δηλαδή το ίδιο αποτέλεσµα µε την Εξ.(54). 

 ∆ιάφορoι ερευνητές έδωσαν παραµετροποιηµένες σχέσεις για τον όρο 

συσχέτισης και µε προσαρµογή σε αριθµητικά αποτελέσµατα για το οµοιογενές αέριο 

ηλεκτρονίων προσδιόρισαν τις παραµέτρους. Έτσι έχουµε στη διάθεσή µας 

προσεγγιστικές εκφράσεις του δυναµικού ανταλλαγής-συσχέτισης για την 

παραµαγνητική περίπτωση, για την περίπτωση που έχουµε πόλωση σπιν, για τη 

σχετικιστική θεώρηση κλπ.. Η προσέγγιση της τοπικής πυκνότητας, παρά την 

απλότητά της, εφαρµόζεται µε εντυπωσιακή επιτυχία σε υπολογισµούς ηλεκτρονικής 

δοµής της ύλης, ακόµη και σε περιπτώσεις που δεν µπορεί να αιτιολογηθεί η ισχύς 

της. Υπάρχουν όµως και περιπτώσεις όπου αποτυγχάνει, όπως σε συστήµατα µε 

ισχυρές συσχετίσεις ή έντονες ανοµοιογένειες. Υποεκτιµά το εύρος του ενεργειακού 

χάσµατος ηµιαγωγών, αποτυγχάνει να λογοδοτήσει για την άρση του εκφυλισµού των 

ιδιοκαταστάσεων τροχιακής στροφορµής, κ.α.. 

 

12. Η σηµασία των µονοηλεκτρονικών ιδιοτιµών 

Θα αναζητήσουµε τώρα τη φυσική σηµασία των µονοηλεκτρονικών ιδιοτιµών της 

ενέργειας που υπεισέρχονται ως πολλαπλασιαστές Lagrange στη θεωρία του 

συναρτησιακού της πυκνότητας. ∆ηλαδή κάτι αντίστοιχο του θεωρήµατος του 

Koopmans στην προσέγγιση Hartree-Fock. Για το σκοπό αυτό θα αποδειχθεί χρήσιµο 

να γενικεύσουµε τη θεωρία επιτρέποντας µη ακέραιους αριθµούς κατάληψης, in , των 

µονοηλεκτρονικών καταστάσεων. Εκφράζουµε τους περιοριστικούς συνδέσµους να 

έχουµε in  ηλεκτρόνια στην κατάσταση i  χρησιµοποιώντας πολλαπλασιαστές 



31 

Lagrange, iε
~ . Έτσι το πρόβληµα ανάγεται στην αναζήτηση ελάχιστου του 

γενικευµένου ενεργειακού συναρτησιακού 

 
[ ] [ ]∑ ∫ −−

i
iii nrdnE 23 )(~ rψε    (81) 

 
που µας δίνει την ολική ενέργεια στη βασική κατάσταση. Αν θεωρήσουµε το 

ελάχιστο του παραπάνω συναρτησιακού, ),,,(~
21 NnnnE … , συναρτήσει του συνόλου 

των αριθµών κατάληψης που επιβάλαµε, έχουµε προφανώς 
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    (82) 

όπου η περισπωµένη χαρακτηρίζει µεγέθη που αφορούν το γενικευµένο σύστηµα µε 

µη ακέραιους αριθµούς κατάληψης. Οι πολλαπλασιαστές Lagrange, iε
~ , 

υπολογίζονται στην πράξη ως ιδιοτιµές εξισώσεων Kohn-Sham και, προφανώς, 

εξαρτώνται από το σύνολο των αριθµών κατάληψης που επιβάλαµε να έχουν οι 

διάφορες µονοηλεκτρονικές καταστάσεις. Η διαφορά στην ολική ενέργεια ανάµεσα 

στο αρχικό σύστηµα των N  ηλεκτρονίων και σ' ένα σύστηµα όπου ένα ηλεκτρόνιο 

έχει φύγει, π.χ. από την κατάσταση N , γράφεται 
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(83) 

 
Ουσιαστικά δηλαδή, προκειµένου να πάµε από το σύστηµα των 1−N  ηλεκτρονίων 

στο σύστηµα των N  ηλεκτρονίων, χρειάζεται να θεωρήσουµε συνεχή µεταβολή του 

αριθµού κατάληψης της κατάστασης που πήγε το ηλεκτρόνιο, από 0 έως 1. Η ιδέα 

αυτή της µεταβατικής κατάστασης, που διατυπώθηκε από τον Slater, παρότι δεν 

ανταποκρίνεται σε φυσικά πραγµατοποιήσιµες καταστάσεις του συστήµατος, 

αποδεικνύεται εξαιρετικά χρήσιµη. Μπορούµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα της 

Εξ.(83) προσεγγίζοντας την ),,1,1(~
NN n…ε  µε ανάπτυγµα Taylor 
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οπότε λαµβάνουµε 
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Ο πρώτος όρος της Εξ.(85) είναι η N -οστή ιδιοτιµή των εξισώσεων Kohn-Sham για 

ένα σύστηµα µε τις προηγούµενες 1−N  καταστάσεις κατειληµµένες, χωρίς να 

ληφθούν υπόψη φαινόµενα αποκατάστασης. Ο δεύτερος όρος περιγράφει την αλλαγή 

αυτής της ιδιοτιµής λόγω κατάληψης της αντίστοιχης κατάστασης. Επειδή ο όρος 

αυτός προέρχεται από την αποκατάσταση των ηλεκτρονίων, ονοµάζεται ενέργεια 

αποκατάστασης. Και οι δύο όροι συνοψίζονται στην ιδιοτιµή Nε
~  µε υποθετική 

κατάληψη 1/2. Η Εξ.(85) είναι πολύ χρήσιµη για τον υπολογισµό ενέργειας ιονισµού 

ή ενέργειας διέγερσης, διότι απαιτεί µόνο τη γνώση µονοηλεκτρονικών ιδιοτιµών που 

µπορούν να υπολογιστούν µε ακρίβεια, αντί της διαφοράς ολικών ενεργειών που είναι 

πολύ µεγάλες και επισύρουν αριθµητικές αστάθειες. 

 

13. Χρόνος ζωής διηγερµένων καταστάσεων 

Είδαµε ότι τόσο οι εξισώσεις Hartree και Hartree-Fock όσο και οι εξισώσεις Kohn-

Sham περιγράφουν ένα σύστηµα πολλών αλληλεπιδρώντων ηλεκτρονίων µε 

καταστάσεις ανεξάρτητων ηλεκτρονίων. Στο γεγονός αυτό άλλωστε έγκειται, ως ένα 

βαθµό, η ευελιξία στη χρήση των µεθόδων αυτών. Με αυτόν τον τρόπο περιγραφής 

θεωρούµε ουσιαστικά ότι κάθε ηλεκτρόνιο κινείται ανεξάρτητα από όλα τα άλλα σε 

κάποιο µέσο δυναµικό πεδίο. Στο πεδίο αυτό αντιστοιχεί ένα σύνολο 

µονοηλεκτρονικών ιδιοκαταστάσεων, ένα µέρος των οποίων (αυτές µε ενέργεια 

µικρότερη της FE  σε 0=T Κ) είναι κατειληµµένο και  οι υπόλοιπες κενές. Οι 

µονοηλεκτρονικές αυτές κυµατοσυναρτήσεις είναι στάσιµες λύσεις της αντίστοιχης 

εξίσωσης Schrödinger και, εποµένως, έχουν άπειρο χρόνο ζωής. Εξυπακούεται ότι αν 
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θέλει κανείς να περιγράψει µε τέτοιες κυµατοσυναρτήσεις ανεξάρτητων σωµατιδίων 

τις ιδιοκαταστάσεις του συστήµατος των αλληλεπιδρώντων ηλεκτρονίων, πρέπει να 

αποδόσει σε  κάθε  µονοηλεκτρονική  ιδιοκατάσταση  έναν πεπερασµένο  χρόνο   

ζωής.   Στο σηµείο αυτό όµως, η απαγορευτική αρχή του Pauli υπεισέρχεται για να 

αυξήσει δραµατικά το χρόνο ζωής κατειληµµένων τέτοιων καταστάσεων 

ανεξάρτητων σωµατιδίων, έτσι ώστε σε πολλές εφαρµογές στην πράξη να µπορούν 

να θεωρηθούν ως ιδιοκαταστάσεις µε άπειρο χρόνο ζωής. 

 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα σύστηµα N  ανεξάρτητων, ελεύθερων 

ηλεκτρονίων, που περιγράφεται από µια πλήρη σφαίρα Fermi σε θερµοδυναµική 

ισορροπία σε 0=T Κ, και ένα διηγερµένο ηλεκτρόνιο σε µια ενεργειακή στάθµη 

FE>
1kε , µε ορµή 1k= . Κατά µια διαδικασία ανελαστικής σκέδασης, λόγω του 

υπόλοιπου της αλληλεπίδρασης συσχέτισης µε τα άλλα ηλεκτρόνια που δεν έχει 

ληφθεί υπόψη, το διηγερµένο ηλεκτρόνιο πρέπει να αλληλεπιδράσει µε ένα άλλο, 
ορµής 2k=  και ενέργειας FE<

2kε , εφόσον µόνο καταστάσεις µε ενέργειες 

µικρότερες της FE  είναι κατειληµµένες. Η απαγορευτική αρχή απαιτεί τα δύο αυτά 

ηλεκτρόνια να σκεδαστούν σε µη κατειληµµένες καταστάσεις, έστω 43 , kk . 

Θεωρώντας τις αρχές διατήρησης ορµής και ενέργειας, η συνολική πιθανότητα ανά 

µονάδα χρόνου να συµβεί µια τέτοια διαδικασία είναι ανάλογη της ποσότητας 
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Εξ άλλου, από τη σχέση διασποράς των ελεύθερων ηλεκτρονίων έχουµε 
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Οι γωνιακές ολοκληρώσεις στην Εξ.(86) απαλείφουν τη συνάρτηση δ . Πράγµατι, 

δεδοµένων των µέτρων των κυµατανυσµάτων 321 ,, kkk , για εκείνους τους 

συνδυασµούς των γωνιών τους που ισχύει: 2331 kkkk −⊥− , το όρισµα της 

συνάρτησης δ  µηδενίζεται. Έτσι ο ρυθµός σκέδασης προκύπτει ουσιαστικά 
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 Όταν η 

1kε  ισούται ακριβώς µε FE , η αρχή διατήρησης της ενέργειας 

επιβάλλει όλες οι άλλες ενέργειες να ισούνται ακριβώς µε FE . Έτσι τα επιτρεπτά 

κυµατανύσµατα των καταστάσεων σκέδασης καταλαµβάνουν χώρο µηδενικού όγκου 

(βρίσκονται επί της επιφάνειας Fermi) και συνεπώς δίνουν µηδενική συνεισφορά στο 

ολοκλήρωµα που προσδιορίζει το ρυθµό σκέδασης. Εποµένως, ο χρόνος ζωής µιας  

µονοηλεκτρονικής κατάστασης επί της επιφάνειας Fermi σε 0=T Κ είναι άπειρος. 

 Όταν η 
1kε  διαφέρει λίγο από την FE , εµφανίζεται κάποιος φασικός χώρος 

διαθέσιµος για τη διαδικασία σκέδασης. Εφόσον FE>
1kε , FE<

2kε  και 

FE>
43

, kk εε , η αρχή διατήρησης της ενέργειας επιβάλλει: FF EE <<−
21

2 kk εε  και 

13 kk εε <<FE . Έτσι, από την Εξ.(87) λαµβάνουµε 
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 Αν το διηγερµένο ηλεκτρόνιο υπερτίθεται όχι σε µια πλήρη σφαίρα Fermi 

αλλά σε µια κατανοµή ηλεκτρονίων σε θερµοδυναµική ισορροπία σε 0≠T Κ, τότε 

θα υπάρχουν µερικώς κατειληµµένες µονοηλεκτρονικές καταστάσεις εντός ενός 

ενεργειακού φλοιού τάξης TkB  περί την FE . Το γεγονός αυτό διευρύνει τη 

δυνατότητα επιτρεπτών µονοηλεκτρονικών σταθµών που ικανοποιούν την αρχή 

διατήρησης της ενέργειας κατά TkB , και εποµένως µας δίνει ένα µη µηδενικό ρυθµό 

σκέδασης, τάξης ( )2TkB , όταν FE=
1kε . Συνδυάζοντας τα παραπάνω, 

συµπεραίνουµε ότι σε θερµοκρασία Τ ένα ηλεκτρόνιο σε µια µονοηλεκτρονική 
στάθµη 

1kε  κοντά στην επιφάνεια Fermi σκεδάζεται µε ρυθµό 
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Εποµένως, ο χρόνος ζωής των µονοηλεκτρονικών καταστάσεων λόγω σκεδάσεων 

µεταξύ ηλεκτρονίων µπορεί να γίνει όσο µεγάλος θέλουµε πηγαίνοντας σε επαρκώς 

χαµηλές θερµοκρασίες και θεωρώντας διηγερµένες καταστάσεις αρκετά κοντά στην 

επιφάνεια Fermi. Πεπερασµένος χρόνος ζωής συνεπάγεται αβεβαιότητα στην 

ενέργεια της ηλεκτρονικής κατάστασης, γεγονός που µεταφράζεται σε διεύρυνση των 

µονοηλεκτρονικών ενεργειακών σταθµών σε Λορεντζιανές εύρους Γ αντιστρόφως 

ανάλογο του χρόνου ζωής. Έτσι για παράδειγµα, σε ενεργειακές περιοχές όπου το Γ 

είναι σηµαντικό, η λεπτή υφή στην πυκνότητα ενεργειακών καταστάσεων 

εξοµαλύνεται, στενά ενεργειακά χάσµατα είναι δυνατόν να εξαφανιστούν, κλπ. Στις 

περισσότερες φυσικές διαδικασίες υπεισέρχονται ηλεκτρόνια εντός ενός ενεργειακού 

φλοιού τάξης TkB  περί την FE  και έτσι ο χρόνος ζωής τους είναι τάξης 21 T . Ένας 

πρόχειρος υπολογισµός δείχνει ότι σε θερµοκρασία δωµατίου αυτός ο χρόνος ζωής 

είναι της τάξης των sec10 10− , δηλαδή περίπου 4 τάξεις µεγέθους µεγαλύτερος από το 

χρόνο αποκατάστασης σε συνηθισµένες διαδικασίες σκέδασης. Συνεπώς, 

τουλάχιστον για καταστάσεις κοντά στην επιφάνεια Fermi, οι σκεδάσεις µεταξύ 

ηλεκτρονίων φαίνεται πως δεν καταρρίπτουν την εικόνα των ιδιοκαταστάσεων 

ανεξάρτητων ηλεκτρονίων. 


