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6. Ο πίνακας πυκνότητας 
 

τα προηγούµενα κεφάλαια η πιθανότητα να βρεθεί δισταθµικό 

άτοµο µε χαρακτηριστική κυµατοσυνάρτηση  

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rutcrutctr 2211, +=Ψ                        (6.1) 

στη θεµελιώδη ή διεγερµένη κατάσταση εκφράσθηκε µέσα από τα πλάτη 

*
22

2
2

*
11

2
1 & cccccc == , αντίστοιχα.  Στους υπολογισµούς όµως της 

διπολικής ροπής <e r> έκαναν την εµφάνισή τους και συνδυασµένες 

εκφράσεις πιθανότητας: *
12

*
21 & cccc  

                                
( ) ( )

rdureuccrdurecc

rdtrretrre

3
2

*
1

*
12

3
1

*
2

*
21

3* ,,

∫∫

∫
+=

=ΨΨ=
           (6.2) 

ή                               

                                      [ ]12
*
1221

*
21 rccrccere +=                                  (6.3) 

Εάν οι u1 και u2 είναι πραγµατικές συναρτήσεις τότε 

Prerere === *
122112 .  Η µέση τιµή της διπολικής ροπής είναι 

πραγµατικός αριθµός γιατί υπολογίζεται από το άθροισµα δύο συζυγών, των 

γινοµένων των πλατών πιθανότητας.   Γινόµενα όπως τα 

                                         *
22

*
12

*
21

*
11 cccccccc                                (6.4) 

ΣΣ  
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χρησιµοποιούνται συχνά και προκειµένου να διευκολυνθούν οι υπολογισµοί 

ταυτίζονται µε τα στοιχεία ενός πίνακα, του πίνακα πυκνότητας.   Ορίζεται 

έτσι ο πίνακας πυκνότητας ρ (η έννοια έχει εισαχθεί από τον von Neumann)  

                                  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

2221

1211
*
22

*
12

*
21

*
11

ρρ
ρρ

ρ
cccc
cccc                       (6.5) 

Το στοιχείο του πίνακα πυκνότητας είναι το 

                                                         *
mnnm cc=ρ                                   (6.6) 

µε διαγώνια στοιχεία τις γνωστές πιθανότητες εύρεσης ενός δισταθµικού 

ατόµου στη θεµελιώδη και διεγερµένη κατάσταση 

                                            2
222

2
111 & cc == ρρ                        (6.7) 

Ο πίνακας γράφεται επίσης σαν το γινόµενο 

                              ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=ΨΨ= *

22
*
12

*
21

*
11*

2
*
1

2

1*

cccc
cccccc

c
c

ρ             (6.8) 

και είναι µία αναπαράσταση του τελεστή της πυκνότητας πιθανότητας14 ρ, 

                                                      ΨΨ=ρ                                      (6.9) 

ώστε το στοιχείο πίνακα ρ12 να είναι 

                              *
21212112 ccuuuu =ΨΨ== ρρ             (6.10) 

όταν η κυµατοσυνάρτηση είναι η 6-1.  Η (6-9) αποτελεί και το γενικό ορισµό 

του τελεστή του πίνακα πυκνότητας όταν η κυµατοσυνάρτηση Ψ  είναι 

γνωστή.   

Οι διαστάσεις του πίνακα πυκνότητας για το δισταθµικό άτοµο 

είναι 2x2, εάν κανείς όµως µελετά προβλήµατα µε περισσότερες από δύο 

                                                           
14 όταν πρόκειται για ένα σύστηµα σε συγκεκριµµένη γνωστή κατάσταση 
Ψ , κοίτα επίσης και την σχέση 6-28. 
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ιδιοκαταστάσεις οι διαστάσεις αυξάνονται ανάλογα.  Ο πίνακας 

πυκνότητας έχει την ιδιότητα το άθροισµα των διαγώνιων στοιχείων του να 

ισούται µε τη µονάδα, ανεξάρτητα από τη βάση ως προς την οποία 

αναπτύσσεται, δεδοµένου ότι αντιπροσωπεύει το άθροισµα όλων των 

πιθανοτήτων.  Το άθροισµα των διαγώνιων στοιχείων ενός πίνακα, που είναι 

και το άθροισµα των ιδιοκαταστάσεων του, ονοµάζεται ίχνος του πίνακα 

(trace) και συµβολίζεται µε το Tr, εποµένως: 

                                         1
2
=== ∑∑

m
m

m
mm cTr ρρ                   (6.11) 

 

 

6.1  Η αναµενόµενη τιµή ενός τελεστή Α µε τη 

βοήθεια του πίνακα πυκνότητας 

 

Η αναµενόµενη τιµή ενός τελεστή Α ορίζεται ως 

                                    ( ) ( ) rdtrAtrA 3* ,, ΨΨ= ∫                     (6.12) 

εάν η κυµατοσυνάρτηση Ψ(r,t) ως προς κάποια βάση un στην εικόνα 

αλληλεπίδρασης είναι 

                                           ( ) ( ) ( )∑=Ψ
n

nn rutctr,                          (6.13) 

η <Α> µπορεί να υπολογισθεί µε τη βοήθεια του πίνακα πυκνότητας.   

Αποδεικνύεται (άσκηση 6-1) ότι η αναµενόµενη τιµή ενός τελεστή Α που 

γράφεται υπό µορφή πίνακα µε στοιχεία Αnm, είναι το άθροισµα των 

διαγώνιων στοιχείων του τελεστή που προκύπτει αν πολλαπλασιασθεί ο 

πίνακας πυκνότητας ρ µε τον Α,  
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                                                    ( )
mmm

AA ∑= ρ                                (6.14) 

Εάν χρειάζεται να υπολογισθεί η µέση τιµή της <Α> ως προς κάποια 

παράµετρο ξ του τελεστή Α (π.χ. το Α είναι ο τελεστής της κινητικής 

ενέργειας που εξαρτάται από τις διάφορες δυνάµεις  ξ ενός συστήµατος 

µορίων αερίου) τότε η µέση τιµή της <Α> ως προς ξ θα υπολογίζεται όπως 

και στην (6-14) αλλά χρησιµοποιώντας τώρα τη µέση τιµή του πίνακα 

πυκνότητας (άσκηση 6-1) 

       ( )∑=
m

mmAA ρ         &         ( ) ( )∑=
m

mmAtA
dt
d

ρ&                   (6.15) 

 

 

6.2  Εξίσωση του πίνακα πυκνότητας 

6.2.1 Χωρίς µηχανισµούς αποδιέγερσης 

 

Ο ρυθµός µεταβολής ενός στοιχείου του πίνακα θα είναι 

                                         **
mnmnnm cciccii &h&h&h +=ρ                         (6.16) 

Ισχύει όµως για την εξίσωση του Shrödinger 

                             ∑∑ =−=
k

km
k

knkn cHcicHci
mk

***και &h&h        (6.17) 

όπου15                                     

                                              rduHu knnk ∫=Η 3*                       (6.18) 

                                                           
15 µε Η = Η0+V 
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[ ]ρρ ,Hi
h

& −=

τότε η εξίσωση του στοιχείου ρnm του πίνακα θα είναι 

                              

∑

∑

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

k
kmnkkmnk

k
mkknmknknm

HH

HccccHi

ρρ

ρ ***&h

              (6.19) 

Η γενική εξίσωση του πίνακα πυκνότητας υπολογίζεται από την (6-9)16 

             

( )

( ) ( ) [ ]ρρρρρ

ρ

,*

*

HiHHiHHi

HiHi
t

hhh

hh
&&

&

−=−−=−−=

=ΨΨ+ΨΨ−=ΨΨ+ΨΨ=

=ΨΨ
∂
∂

=

          (6.20) 

                                                                                                              

                                                                                                             (6.21) 

 

                                                                                        

Η εξίσωση αυτή αποτελεί την εξίσωση κίνησης του πίνακα πυκνότητας    

Το στοιχείο πίνακα της εξίσωσης κίνησης (6-19) προκύπτει εξ` άλλου και 

από την (6-21) ως εξής          

  
( )

{ } ( )∑∑ −=−=

=−=

k
kmnkkmnk

k

nm

HHmHkknmkkHn

mHHni

ρρρρ

ρρρ&h
 (6.22) 

 

6.2.2   Με µηχανισµούς αποδιέγερσης 

 

H εξίσωση της κίνησης 6-21 υπολογίσθηκε χωρίς να ληφθούν  υπόψη 

µηχανισµοί αποδιέγερσης των δύο σταθµών.  Οι µηχανισµοί αποδιέγερσης 

                                                           
16 Οι τετραγωνικές αγκύλες συµβολίζουν το µεταθέτη [ ] BAABBA −=,  



             124                                Κβαντική Οπτική & lasers 

που συµβαίνουν όχι µόνο από αυθόρµητη µετάπτωση αλλά και από άλλους 

µηχανισµούς όπως συγκρούσεις στα αέρια, είναι απαραίτητοι για τη 

λειτουργία του laser.  Η ταχεία αποδιέγερση της κατώτερης στάθµης Ε1 

συµβάλλει στην επίτευξη της συνθήκης αναστροφής πληθυσµού όπως 

συζητήθηκε στο κεφάλαιο 5.   Ο χρόνος ζωής της στάθµης αυτής πρέπει να 

είναι µικρός, µικρότερος από αυτόν της διεγερµένης στάθµης Ε2.  Στο 

εδάφιο αυτό θα υπολογισθεί η εξίσωση κίνησης (6-21) αυτή τη φορά 

λαµβάνοντας υπόψη τους µηχανισµούς αποδιέγερσης των δύο σταθµών. 

 Ο νέος αυτός περιορισµός περιγράφεται αρκετά καλά µε προσθήκη 

δύο προσθετέων στις εξισώσεις των συντελεστών c1 & c2 (6-17) 

 

                                   

22112212

11212111

2
1
2
1

ccVicEic

ccVicEic

γ

γ

−−−=

−−−=

hh
&

hh
&

                      (6.23) 

   

Τα γ1, γ2 είναι οι σταθερές απόσβεσης των πιθανοτήτων 2
2

2
1 & cc .   Από 

την (6-8)  

                                 ( ) ( )*
2

*
1

2

1*
2

*
1

2

1 cc
c
c

icc
c
c

ii &&h
&

&
h&h ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=ρ                (6.24) 

Οι παράγωγοι των c1 & c2 είναι γνωστοί από τις 6-23 και αντικαθιστώντας 

στην 6-24 προκύπτει  

 [ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2

1
*
22

*
12

*
21

*
11

*
22

*
12

*
21

*
11

2

1

0
0

20
0

2
,

γ
γ

γ
γ

ρρ
cccc
cccci

cccc
cccciHi hh

&h   

                                                                                                                (6.25) 

Θέτοντας 

                                              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Γ

2

1

0
0
γ

γ
                                          (6.26) 
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προκύπτει η νέα εξίσωση κίνησης του πίνακα πυκνότητας17 µε 

µηχανισµούς αποδιέγερσης των δύο σταθµών 

 

                                         [ ] { }ρρρ ,
2

, Γ−=
h

&h
iHi                          (6.27) 

 

6.3 Μέθοδος αποθήκης.   Εξίσωση πίνακα 

πυκνότητας 

 

Έως τώρα ασχοληθήκαµε µε συστήµατα που αποτελούνται από το άτοµο 

συν το πεδίο για τη µελέτη ανταλλαγής φωτονίων.  Πολλές φορές όµως µας 

ενδιαφέρει µόνο η εξέλιξη του Η/Μ πεδίου στο laser ανεξάρτητα από το τι 

κάνουν τα άτοµα στο υλικό laser µέσα στο συντονιστή.  Στη περίπτωση αυτή 

εφαρµόζουµε τον ανηγµένο πίνακα πυκνότητας του Η/Μ πεδίου (που παίζει 

το ρόλο ενός αρµονικού ταλαντωτή), θεωρώντας το υλικό laser σαν µία 

αποθήκη δισταθµικών ατόµων.  Θεωρούµε επίσης ότι το πεδίο µεταβάλλεται 

ελάχιστα κατά την διεργασία ανταλλαγής φωτονίου ώστε να είναι δυνατός ο 

υπολογισµός µίας αδροµερούς εξίσωσης του πίνακα πυκνότητας ως προς το 

πεδίο µονάχα.  Για τον υπολογισµό της εξίσωσης του πίνακα πυκνότητας, 

θεωρείται αρχικά ότι το πεδίο αλληλεπιδρά µε τα δισταθµικά άτοµα, 

υπολογίζεται στη συνέχεια ο συνδυασµένος πίνακας πυκνότητας πεδίου-

ατόµου  και τελικά λαµβάνεται από αυτόν ο ανηγµένος πίνακας πυκνότητας 

βρίσκοντας το ίχνος του ως προς τις ατοµικές συντεταγµένες.   

 Συνήθως σε ένα σύστηµα που αποτελείται από πολλά σώµατα δεν 

γνωρίζουµε ακριβώς το συγκεκριµένη τους κατάσταση |Ψ> αλλά το κλάσµα  

τους18 PΨ που έχει κυµατάνυσµα |Ψ>.  Ο πίνακας πυκνότητας του πεδίου την 

χρονική στιγµή t θα γράφεται 

                                                           
17 Η αγκύλη Poisson ορίζεται ως  { } BAABBA +=,  
18 Στην  (6-9) το σύστηµα βρίσκεται σε µία µόνο συγκεκριµένη κατάσταση |Ψ> 



             126                                Κβαντική Οπτική & lasers 

                                           ( ) ΨΨ=∑ ΨPtρ                            (6.28) 

Έστω ότι µέσα στο συντονιστή εισέρχονται άτοµα στη κάτω στάθµη µε 

ρυθµό r1 και στη πάνω στάθµη µε ρυθµό r2, όπως ακριβώς στη περίπτωση 

του maser (εδάφιο 5-3), βλέπε σχήµα 6.1.  Τα άτοµα αυτά, που βρίσκονται 

στη θερµοκρασία Τ, θα έχουν κατανοµή Boltzmann στις ενέργειες τους 

                                  ( )[ ] ( )kTkTEE
r
r ωh−=−−= expexp 12

1

2         (6.29) 

Αν εµφανισθεί αδιέγερτο άτοµο η πυκνότητα ρ(t) θα µεταβληθεί µέσα σε 

µικρό χρονικό διάστηµα τ κατά δρ(t) 

                                                   ( ) ( ) ( )ttt ρτρδρ −+=                        (6.30) 

 

Μας ενδιαφέρει να υπολογίσουµε τη µεταβολή του πίνακα πυκνότητας .  Αν 

µέσα σε χρόνο τ εισάγονται αδιέγερτα άτοµα στη στάθµη ↓  µε ρυθµό r1 

και διεγερµένα άτοµα στη στάθµη ↑  µε ρυθµό r2 η µεταβολή του ρ(t) θα 

είναι, επειδή για µικρούς χρόνους τ στην πράξη είναι  

                                                     ( ) ( )tdtdt ρδρτ ≡≡ ,                      (6.31) 

                      
( ) ( ) ( )( ) ( )( )2211 trtr

tt
t

dt
td

δρδρ
τ

δρρ
+=

−+
≈                      (6.32) 

Συνολικά εποµένως εισάγονται στο µικρό χρόνο τ, r2τ διεγερµένα και r1τ 

αδιέγερτα άτοµα ενώ η µεταβολή του πίνακα πυκνότητας είναι (δρ2) και 

(δρ1), αντίστοιχα.  Αρχικά θα υπολογισθεί η µεταβολή του πίνακα 

πυκνότητας του συστήµατος άτοµο-πεδίο για ένα µόνο (διεγερµένο ή 

αδιέγερτο) άτοµο υπολογίζοντας πρώτα το ρ(t+τ) και αφαιρώντας του το 

ρ(t), σχέση 6-30.   
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Μετά είναι εύκολο να θεωρηθεί η µεταβολή του ρ για όλα τα εισαγόµενα 

άτοµα ανάγοντας τον µόνο ως προς τις συντεταγµένες του πεδίου.     

Σύµφωνα µε τη (6-28) και επειδή το κυµατάνυσµα |Ψ> είναι η 

υπέρθεση ιδιοκαταστάσεων |n> µε πλάτος πιθανότητας cn,  

                                   ( ) ( ) mtcntc
m

m
n

n ∑∑ =Ψ=Ψ *,                (6.33) 

ο πίνακας πυκνότητας παίρνει τη µορφή 

            ( ) ( ) ( )∑ ∑ ∑
Ψ

ΨΨ
Ψ ==

mn mn
mnmn mnmntctcPt

, ,
,

* ρρ             (6.34) 

όπου 

                                         ( ) ( )∑
Ψ

Ψ
Ψ

Ψ
= tctcP mnnm

*ρ                             (6.35) 

Έστω ότι τη χρονική στιγµή t ένα αδιέγερτο άτοµο ↓  διέρχεται µέσα στο 

συντονιστή και η διαδροµή του διαρκεί χρόνο τ.  Στο χρόνο αυτό η 

Σχήµα 6-1.  Η διαδροµή 

δισταθµικών ατόµων µέσα 

στο συντονιστή.  Αρχικά 

στη στάθµη 1 ή 2 µετά από 

χρόνο τ µεταβαίνουν στη 

άλλη στάθµη προς τα 

πάνω ή κάτω 

αλληλεπιδρώντας µε 

ηλεκτρικό πεδίο µιας 

συχνότητας. 

2 
1 

2 
1 

2 
1 

2 
1 

xρόνος= t 

χρόνος=t+Τ 

Αρµονικός ταλαντωτής/πεδίο 
µίας συχνότητας
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πυκνότητα θα γίνει ρ(t+τ).  Η εξέλιξη της ρ(t) σε ρ(t+τ) υπολογίζεται από 

την αρχική της τιµή µε την επίδραση του εξελικτικού τελεστή  

                      ( ) ( ) ( ) ( )ttHittHi
ίά etet −+

−
−+−

− =+
τ

πα
τ

οπεδτοµο ρτρ hh        (6.36α) 

που στην εικόνα της αλληλεπίδρασης γίνεται 

                       ( ) ( ) τ
πα

τ
οπεδτοµο ρτρ 11 HiHi
ίά etet hh

−
−

− =+                   (6.36β) 

όπου 

                                     ( ) ( )∑ ↓↓=−
mn

nm mntt
,

ρρ πα                       (6.37) 

Η Χαµιλτονιανή, Η, γράφεται στη προσέγγιση Rabi όπως στην (4-70).  

Όπως συζητήθηκε όµως στο εδάφιο 4-7 η επίδραση του εξελικτικού τελεστή 

στην αρχική κατάσταση σύµφωνα µε τη (4-85) στη προκειµένη περίπτωση, 

(Ω=ω) είναι 

                   ( ) ( ) 1sincos1 −↑−↓=↓
− nnginngne Hi τττ

h           (6.38) 

επειδή  

( )
aaSSg

naaSSg
SaaSginaaSSg

ne Hi

++

++

++++

−

+

↓⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

+−↓⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

=↓

h
h

h

,sin
,cos

1

τ
τ

τ

 

(6.39) 

Οµοίως 

         ( ) ( ) ↑−+↓=↓ ,1sincos, 1 mmgimmgem Hi τττh      (6.40) 

και από την (6-36) προκύπτει 
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( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
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⎪
⎪
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,1,cossin
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,,coscos

ττ
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ττ

ττ

ρτρ π  

(6.41) 

Το ίχνος της (6-41) ως προς τις ατοµικές µεταβλητές ↑↓ , δίνει τον 

ανηγµένο πίνακα πυκνότητας του πεδίου τη χρονική στιγµή t+τ, δηλαδή   

                ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )∑

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−

+
=+

mn
nm

mnmgng

mnmgng
tt

, 11sinsin

coscos

ττ

ττ
ρτρ    (6.42) 

Οι τριγωνοµετρικές εκφράσεις µπορούν να απλοποιηθούν µέσα από τις 

σχέσεις 

                                
( ) ( ) ( )

( ) ( ) nmgmgng

mngmgng

22

22

sinsin
2
11coscos

τττ

τττ

≈

+−≈
           (6.43) 

Από την (6-32) τότε υπολογίζεται η µεταβολή στον πίνακα πυκνότητας του 

πεδίου µέσα σε χρόνο τ από την είσοδο αδιέγερτων ατόµων 

         ( ) ( )( ) ( )∑ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−++−=

nm
nm mnnmmnmngtt 11

2
12

1 τρδρ  (6.44) 

του οποίου το kl στοιχείο πίνακα είναι19  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++++−== ++ 11

2
1

1,1
211 lktlktgltkt lkklkl ρρτδρδρ

                                                                                                                  (6.45) 

εφόσον µόνο για k=n, l=m στον πρώτο προσθεταίο και k=n-1, l=m-1 στο 

δεύτερο προσθεταίο  της (6.44) τα γινόµενα ανυσµάτων κατάστασης δεν 

                                                           
19 ∆εδοµένου ότι η βάση mn ,  είναι ορθοκανονική 



             130                                Κβαντική Οπτική & lasers 

είναι µηδέν.  Από αυτήν υπολογίζεται η µεταβολή του πίνακα πυκνότητας 

για συγκεκριµένο αριθµό k φωτονίων µέσα στο συντονιστή, όταν διέρχεται 

από αυτόν ένα αδιέγερτο άτοµο: 

                            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tktkgktk kkkk 1,1
2

1 1 ++++−= ρρτδρ        (6.46) 

και όταν διέρχονται Ν αδιέγερτα άτοµα 

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tktkgNktkN kkkk 1,1
2

1 1 ++++−= ρρτδρ    (6.47) 

Ανάλογα, υπολογίζεται και η µεταβολή του πίνακα πυκνότητας δρ2(t) όταν 

διέρχεται ένα διεγερµένο άτοµο στον συντονιστή 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++++++−=

nm
nm mnmnmnmntgt 11112

2
12

2 ρτδρ

                                                                                                                 (6.48) 

Εποµένως συνολικά υπολογίζεται από τις (6-30), (6-45) , (6-48) η µεταβολή 

του πίνακα πυκνότητας σε 

               ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( )( ) ( ) ( )tnmRtmnR

tmnRmnRtmtn

mnmn

nmnm

1,121,11

21

11

2
2
1

−−++ ++++

+++++−==

ρρ

ρρρ &&     (6.49) 

 όπου οι συντελεστές ρυθµού, Ri, είναι  

                                                ( ) ,..2,12 == igrR ii τ                            (6.50) 

Μπορεί τώρα να υπολογισθεί από την (6-49) η εξίσωση ρυθµού της 

πιθανότητας φωτονίων που συµβολίζεται ρnn 

     ( )[ ] ( ) 1,121,1121 11 −−++ +++++−= nnnnnnnn nRnRnRnR ρρρρ&  (6.51) 

 

 

       ( ) nnnR ρ12 +                 ( ) 1,11 1 +++ nnnR ρ   
n+1 
 
n 
 
n-1 

Σχήµα 6-2.   

∆ιάγραµµα ροής 

πιθανότητας  

φωτονικών  

αριθµών.   

1,12 −− nnnR ρ nnnR ,1 ρ
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Το σχήµα (6-2) δείχνει το διάγραµµα καταστάσεων των φωτονικών 

αριθµών.  Οι όροι µε το R2 αντιστοιχούν σε  εισαγωγή διεγερµένων ατόµων 

που προσφέρουν ένα φωτόνιο στο πεδίο, άρα τα αντίστοιχα βέλη κοιτούν 

προς τα πάνω, ενώ όταν εισέρχεται αδιέγερτο άτοµο τα βέλη κοιτούν προς 

τα κάτω.  Έστω ότι το πεδίο έχει n  φωτόνια και υφίσταται µόνο µικρές 

µεταβολές γύρω από κατάσταση n φωτονίων.  Ο όρος 

( ) ( )( ) nnnn gnrnR ρτρ ⋅+⋅=+ 2
22 11  αναφέρεται (α) στο αριθµό 

διεγερµένων ατόµων που εισάγονται σε χρόνο τ,  r2, (β) στην πιθανότητα 

αλληλεπίδρασης (εξαναγκασµένης εκποµπής) από πεδίο n φωτονίων µέσα 

στο χρόνο αυτό, g2(n+1)τ2 (το αντίστροφο της συχνότητας Rabi), ενώ το 

πεδίο πηγαίνει από κατάσταση 1+→ nn , (γ)  και την πιθανότητα το πεδίο 

να έχει n φωτόνια, ρnn.  Όσον αφορά την εισαγωγή αδιέγερτων ατόµων ο 

αντίστοιχος όρος στο ρυθµό πίνακα πιθανότητας είναι ο 

( ) nngnr ρτ ⋅⋅ 2
1 , έχοντας οµαδοποιήσει πάλι τους επί µέρους 

παράγοντες για ευκολία στη συζήτηση.  Ο όρος αυτός προκύπτει από (α) τη 

συνεισφορά του αριθµού αδιέγερτων ατόµων που εισέρχονται σε χρόνο τ, 

τr1, (β) τη πιθανότητα αλληλεπίδρασης τους (απορρόφησης) µε τα n φωτόνια 

του πεδίου στο χρόνο αυτό που είναι αντίστροφο της συχνότητας Rabi g2nτ2  

(το πεδίο πάει από 1−→ nn φωτόνια) και (γ) τη πιθανότητα το πεδίο να έχει 

n φωτόνια, ρnn.  Εφόσον εποµένως υπάρχουν πιθανότητες το πεδίο να έχει 

είτε n+1 είτε n-1 φωτόνια θα πρέπει και αυτές οι περιπτώσεις να υπάρχουν 

µέσα στο ρυθµό του πίνακα πυκνότητας όταν θεωρείται η κατάσταση 

ισορροπίας.  Αν λοιπόν το πεδίο έχει n-1 φωτόνια, αλληλεπιδρά µε τα 

διεγερµένα άτοµα και πηγαίνει από nn →−1 φωτόνια µε διεργασία 

διεγερµένης και αυθόρµητης εκποµπής, ενώ αν είχε n+1 φωτόνια 
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αλληλεπιδρά (απορρόφηση) µε αδιέγερτα άτοµα και πηγαίνει από 

nn →+1 .  Έτσι εισάγονται οι δύο επί πλέον προσθεταίοι στην εξίσωση 

ρυθµού. 

Ισορροπία επιτυγχάνεται όταν εξισώνονται οι συνεισφορές 

ανάµεσα από δύο επίπεδα φωτονικών καταστάσεων, όπως π.χ.  

                                         ( ) ( ) nnnn gnrgnr ρτρτ 2
11,1

2
2 =−−                    (6.52) 

Η σχέση (6-52) γράφεται επίσης 

                                                    1,1
1

2
−−= nnnn r

r
ρρ                                (6.53) 

Ο λόγος των ρυθµών εισαγωγής ατόµων όµως ακολουθεί τη κατανοµή 

Boltzmann (6-29)  και από τη (6-53) προκύπτει 

                                                  1,1 −−

−
= nn

kT
nn e ρρ

ωh

                            (6.54) 

 

6.4 Υπολογισµός της κατανοµής µέλανος σώµατος 

(Planck)  

Αντικαθιστώντας µε επανάληψη την (6-54) στο τον εαυτό της,  για n = 1, 2, 

3… προκύπτει 

                                                       kT
n

nn e
ω

ρρ
h

−
= 00                               (6.55) 

Το ρ00 προσδιορίζεται από τη συνθήκη ότι το άθροισµα όλων των 

πιθανοτήτων ιδιοκαταστάσεων n του πεδίου πρέπει να είναι ίσο προς 1, 

1=nnTrρ , δηλαδή 
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                           100 =∑
−

n

kT
n

e
ω

ρ
h

                                            (6.56) 

H έκφραση kT
n

e
ωh

−
αποτελεί µία φθίνουσα γεωµετρική πρόοδο και από το 

άθροισµα των άπειρων όρων της20 η (6-56) γίνεται 

                                                           kTe
ω

ρ
h

−
−=100                          (6.57) 

ώστε  

                                                        
kT
n

kT

nn

e

e
ω

ω

ρ
h

h
−

−
=

1
                           (6.58) 

Η (6-58) είναι µια µορφή της κατανοµής ακτινοβολίας µέλανος σώµατος του 

Planck, ενός πεδίου µε <n> φωτόνια κατά µέσον όρο σε θερµοδυναµική 

ισορροπία.   Από αυτήν υπολογίζεται το <n>:  Ο πίνακας πυκνότητας (6-58)  

πολλαπλασιάζεται µε τον αριθµό των φωτονίων, n, και υπολογίζεται το ίχνος 

του πίνακα που προκύπτει σύµφωνα µε την (6-14)  

                                                      ( ) ( )∑
∞

=

=
0n

nn tntn ρ                          (6.59) 

ώστε τελικά να βρεθεί το  <n(t)> 21 

                                                    ( )
1

1

−

=
kTe

tn
ωh

                                (6.60) 

                                                           

20 
λ

λ
−

∞

=

−

−
=∑ e

e
n

n

1
1

0

, πρώτος όρος =1 και ο λόγος = kTe
ωh

−
  

21 ( ) ∑
∞

=

−

−

−
=

− 0
2

1 n

nne
e

e λ
λ

λ
 µε παραγώγιση του αθροίσµατος άπειρων όρων 

φθίνουσας γεωµετρικής προόδου 
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η κατανοµή Bose-Einstein όπως είχε αναφερθεί στη σχέση 2-27. 

 

6.5  Ασκήσεις 

Άσκηση 6-1 

Χρησιµοποιώντας ένα πλήρες σύστηµα κυµατικών συναρτήσεων {u(r)} ως 

βάση, δείξετε ότι η αναµενόµενη τιµή ενός τελεστή Α, όταν το σύστηµα 

εκτυλίσσεται σύµφωνα µε τη κυµατική συνάρτηση (6-13) παίρνει τη µορφή        

                                                ( ) ( ) mnm
mn

n AtctcA *

,
∑=  

όπου το στοιχείο του πίνακα Amn δίνεται από την  

                                               ( ) ( ) rdrAuruA nmmn
3*∫= .   

∆είξτε ότι ο πίνακας πυκνότητας ρ(t) στη βάση {un} µε στοιχεία    

                                                     ( ) ( ) ( )tctct mn
*=ρ  

έχει ως εξίσωση για τη κίνηση του την (6-21) (ανάλογο της κλασικής 

εξίσωσης του Liouville) όπου η Η είναι η Χαµιλτονιανή του συστήµατος και 

δίνεται µέσω στοιχείων πίνακα της µορφής (6-18).  Αν έχουµε συλλογή από 

πανοµοιότυπα συστήµατα που να περιγράφεται µε κατανοµή τυχαίων 

µεγεθών, δείξετε ότι η µέση τιµή της αναµενόµενης τιµής του τελεστή Α 

δίνεται από την (6-15), όπου ρ  είναι η µέση τιµή του πίνακα πυκνότητας η 

οποία υπακούει τη κβαντική εξίσωση Liouville.  

 

Ασκηση 6-2 

(α) Βρείτε τις εξισώσεις που κυβερνούν τη κίνηση των στοιχείων πίνακα 

δισταθµικού ατόµου (στάθµες Ε1, Ε2) υπό την επίδραση εξωτερικού 

κλασικού ηλεκτρικού πεδίου iEx ˆ .  Στη περίπτωση αυτή η βάση αποτελείται 

από τις ↑=↓= 21 , uu .  
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 (β) Βρείτε ακόµη τις εξισώσεις του πίνακα πυκνότητας για το 

δισταθµικό άτοµο σε πολωµένο κβαντισµένο Η/Μ πεδίο λαµβάνοντας 

υπόψη και τη δυναµική Η/Μ πεδίου.  Η βάση τώρα αποτελείται από τις 

συναρτήσεις mn ,,, ↑↓ , n, m= 0, 1, 2…  Ερµηνέψατε και στις δύο 

περιπτώσεις τα στοιχεία του πίνακα πυκνότητας.  

 

Ασκηση 6-3 

Υποθέστε ότι οι πιθανότητες  κατάληψης των σταθµών 1 και 2 σε ένα 

δισταθµικό άτοµο φθίνουν µε σταθερές απόσβεσης γ1, γ2.  ∆είξτε ότι η  

εξίσωση κίνησης του πίνακα πυκνότητας παίρνει τη µορφή (6-27).   

 

Άσκηση 6-4 

Υπολογίσατε τη πιθανότητα απορρόφησης ρ22(t) φωτονίου από την εξίσωση 

του πίνακα πυκνότητας (6-21) όταν αδιέγερτο δισταθµικό άτοµο 

αλληλεπιδρά µε το ηλεκτρικό πεδίο της άσκησης 4-1.                    

   

 

                               


