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4. ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 
ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑΣ-ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ 
ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΜΕΤΑΒΑΣΗΣ  
 

έχρι τώρα θεωρούσαµε ότι κατά την αλληλεπίδραση 

του ατόµου µε την Η/Μ ακτινοβολία η ένταση της 

ακτινοβολίας παρέµενε σταθερή.  Χωρίς αµφιβολία, το 

άτοµο απορροφά ενέργεια (υπό µορφή φωτονίων) από 

το πεδίο καθώς επίσης του προσφέρει ενέργεια.  Εάν το 

πεδίο είναι εξαιρετικά πυκνό (πολύ µεγάλος αριθµός φωτονίων στη µονάδα 

του όγκου) η αυξοµείωση της έντασης του κατά τις ατοµικές µεταπτώσεις θα 

µεταβάλλει ελάχιστα την ένταση του, ώστε αυτή να µπορεί να θεωρηθεί 

σταθερή.  Σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση όµως, όπως στην περίπτωση 

στάσιµου Η/Μ κύµατος σε κοιλότητα, θα πρέπει να µελετηθεί συγχρόνως µε 

την κατάσταση του ατόµου και η κατάσταση του πεδίου κατά την 

αλληλεπίδραση.  ∆ιευκολύνει στην περίπτωση αυτή να εκφράζεται η 

κατάσταση του πεδίου µε τη γλώσσα των φωτονίων.  Το πρώτο βήµα για να 

επιτευχθεί αυτό είναι να βρεθεί µια έκφραση της Χαµιλτονιανής του πεδίου 

που να επιτρέπει το µετασχηµατισµό της στη γλώσσα του αριθµού 

φωτονίων, αντί της γλώσσας που χρησιµοποιεί τα ανυσµατικά µεγέθη της 

έντασης του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου. 

 Έστω η κοιλότητα του σχήµατος 7-1 & 7-2 µέσα στην οποία η Η/Μ 

ακτινοβολία, που διαδίδεται κατά τον άξονα της κοιλότητας (άξων z), 

προσκρούει και ανακλάται στα δύο κάτοπτρα (στις θέσεις Lzz == &0 ) 

δηµιουργώντας έτσι ένα στάσιµο κύµα.  Η διάταξη των κατόπτρων επιτρέπει 

σε ορισµένα µόνο µήκη κύµατος να αναπτυχθούν στην κοιλότητα που 

υπακούουν στη σχέση 5-21.   Προκειµένου να εκφράσουµε τη Χαµιλτονιανή 

του πεδίου στην µορφή αρµονικού ταλαντωτή, λύνουµε τις εξισώσεις του 

ΜΜ  
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Maxwell που διέπουν την διάδοση της Η/Μ ακτινοβολίας.  Από κει και πέρα 

θα είναι εύκολη η µετατροπή της στην γλώσσα των φωτονίων. 

 Αν εκφρασθεί η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου και η µαγνητική 

µετατόπιση σαν Ε και Β, αντίστοιχα, οι εξισώσεις Maxwell, όταν δεν 

υπάρχουν φορτία στο χώρο, γράφονται 
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                                            (4.1) 

Η Η/Μ ακτινοβολία είναι πολωµένη και το ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο 

γράφεται 
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EiE
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                                               (4.2)  

ενώ οι συνοριακές συνθήκες επάνω στα κάτοπτρα επιβάλλουν στη 

συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου τους περιορισµούς  

                                           0),(),0( == tLEtE xx                                     (4.3) 

Η Εx παράλληλα στην επιφάνεια του κατόπτρου είναι µηδέν διότι το υλικό 

του κατόπτρου είναι τέλειος αγωγός.  Αν γινόταν κάποια στιγµή η 

συνιστώσα να µην είναι µηδέν, τότε η διαφορά δυναµικού που θα 

εµφανιζόταν στην επιφάνεια θα ανάγκαζε τα φορτία να µετακινηθούν.  Αυτό 

όµως θα είχε σαν αποτέλεσµα να µηδενιστεί η διαφορά δυναµικού, δηλαδή η 

παράλληλη συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου θα έπρεπε να ήταν µηδέν.  Το 

µαγνητικό πεδίο εξάλλου,  ανταλλάσσει την ενέργεια του µε το ηλεκτρικό 

πεδίο όπως ένας ταλαντωτής ανταλλάσσει την ενέργεια του από κινητική σε 

δυναµική και το αντίθετο και παίρνει τη µέγιστη τιµή όπου η ηλεκτρική 
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συνιστώσα γίνεται ελάχιστη.  Σύµφωνα µε τα πιο πάνω οι εξισώσεις 

του Maxwell (4-1) γράφονται 
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                                     (4.4) 

επειδή τα ανύσµατα του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου είναι πολωµένα2, 

                                               
0ˆˆ0ˆ
0ˆ0ˆˆ

kBjiB

kjEiE
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                                       (4.5) 

ενώ ισχύουν από τα εσωτερικά ανυσµατικά γινόµενα 
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λαµβάνοντας υπόψη ότι oι συνιστώσες εκείνες του ηλεκτρικού και 

µαγνητικού πεδίου που επιζούν είναι συναρτήσεις των z και t, δηλαδή: 

                                ),(,&0,,, tzfBEBBEE zxzxzy ==                   (4.6) 

Από τις εξισώσεις (4-4), απαλείφοντας διαδοχικά τις συνιστώσες, 

yx BE &  προκύπτουν οι σχέσεις3 

                                                           
2 και επειδή τα ανυσµατικά εξωτερικά γινόµενα δίνονται από εκφράσεις της 
µορφής 
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, διότι οι Ε x & Βy είναι συνεχείς 

συναρτήσεις           
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  Οι (4-7) έχουν την µορφή εξίσωσης χορδής.  Η λύση των εξισώσεων αυτών 

ακολουθεί τη µέθοδο των χωριζόµενων µεταβλητών.  Έστω ότι η συνιστώσα 

του ηλεκτρικού πεδίου µπορεί να χωριστεί σε γινόµενο δύο άλλων 

συναρτήσεων κάθε µίας από τις δύο µεταβλητές  )()(),( tGzZtzEx =  ώστε 

η (4-7) να δίνει 

                                          ό
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                (4.8) 

ή   
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κ
&&

&&
                                         (4.9) 

Οι (4-9) είναι εξισώσεις αρµονικού ταλαντωτή.  Ας πάρουµε την πρώτη.  Θα 

έχει λύση4 

                                               ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= z
L
lzZ πsin2)(                                  (4.10) 

κάνοντας χρήση της συνθήκης ορθοκανονικότητας    

                                               '
*1

llV ll dVZZ
V

δ=∫ ′                                  (4.11) 

Ο παράγων που αφορά την χρονική µεταβολή του ηλεκτρικού πεδίου, G(t), 

µπορεί να θεωρηθεί σαν ένας αρµονικός ταλαντωτής ιδιοσυχνότητας ω.  

Σύµφωνα µε το µηχανικό µοντέλο µπορούµε να θεωρήσουµε µία υποθετική 

                                                           
4 εφόσον οι συνοριακές συνθήκες (4-3) οδηγούν στην ...3,2,1, == l

L
lπ

κ . 
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µάζα Μl  σε µία θέση ql(t) η οποία εκτελεί αυτή την αρµονική 

ταλάντωση και που να αντιστοιχεί στην l τροπή ακτινοβολίας η οποία µπορεί 

να υποστηριχθεί στην κοιλότητα.  Η δυναµική της ενέργεια αυτής της 

υποθετικής µάζας θα είναι   
2

22
lll qM ω

.  Θεωρώντας ότι η πυκνότητα 

ενέργειας που αντιστοιχεί στο ηλεκτρικό πεδίο 2)(2
0 tGε της Η/Μ 

ακτινοβολίας (όπου ε0 η διηλεκτρική σταθερά του κενού) ταυτίζεται µε την 

πυκνότητα ενέργειας αυτής της υποθετικής µάζας (θα µπορούσαµε να την 

είχαµε ταυτίσει µε την πυκνότητα ενέργειας του µαγνητικού πεδίου),  

καταλήγουµε στις εκφράσεις 
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και                         
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Η συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου Βy υπολογίζεται από την Εx(z,t) µέσα 

από την σχέση (4-4) και δεδοµένου ότι το µαγνητικό πεδίο είναι µέγιστο 

όπου το ηλεκτρικό είναι ελάχιστο  
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Η Χαµιλτονιανή Ηl της µιάς από τις δυνατές τροπές του Η/Μ πεδίου, και το 

αθροίσµατος τους, Η,  θα είναι εποµένως: 
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       (4.15) 

Η (4-15) είναι η χαρακτηριστική Χαµιλτονιανή ενός συστήµατος αρµονικών 

ταλαντωτών µε ιδιοτιµές 

                                             ll
l
n nE ωh⎟
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2
1                                       (4.16) 

που είναι ανεξάρτητη της αρχικά υποθετικής µάζας.  Ο πρώτος προσθετέος 

στο δεξί µέλος της (4-15) αντιπροσωπεύει την κινητική ενέργεια του 

ταλαντωτή και αντιστοιχεί στο µαγνητικό πεδίο (γιατί έχει αρχικά υποτεθεί 

ότι προέρχεται από αυτό).  Ο δεύτερος προσθετέος αντιπροσωπεύει τη 

δυναµική ενέργεια του ταλαντωτή και αντιστοιχεί στο ηλεκτρικό πεδίο.  Θα 

µπορούσε η αντιστοιχία αυτή να ήταν αντίστροφη, αν είχαµε κάνει αρχικά 

αυτή την υπόθεση.   

 

 

4.1  Τελεστές καταστροφής και δηµιουργίας, α και α+  

 

Είναι τώρα εύκολο να κβαντωθεί η Χαµιλτονιανή που περιγράφει το πεδίο 

αρκεί να εφαρµοστεί η αντιστοιχία τελεστών 
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Το επόµενο βήµα είναι να εισαχθούν οι τελεστές α και α+.  Για λόγους 

ευκολίας αναφερόµαστε σε µία µόνο τροπή οπότε παραλείπεται ο δείκτης l.  

Οι τελεστές ορίζονται µε τις εκφράσεις 
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και κάνουµε χρήση των αντιµεταθετικών ιδιοτήτων 

 

                                          [ ]
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1, αααααα                                (4.19) 

 

Από τις σχέσεις (4-18) υπολογίζονται οι τελεστές θέσης και ορµής µέσα από 

τους τελεστές α και α+ 
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                                (4.20)   

Με αντικατάσταση των (4-20) στην (4-15)  για µία τροπή ακτινοβολίας, την 

οποία παραλείπουµε, η Χαµιλτονιανή του ελεύθερου πεδίου παίρνει τη 

κβαντισµένη της έκφραση 
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Οι τελεστές α και α+ έχουν τις πιο κάτω ιδιότητες 
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                         (4.22) 

Οι ιδιοτιµές τις Χαµιλτονιανής δίνονται από την σχέση (4-16) 

                                      nnnH ⎟
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όπου  n  παριστά την κατάσταση του Η/Μ πεδίου µε n αριθµό φωτονίων.   

Την ονοµάζουµε κατάσταση φωτονικών αριθµών.  Τα n  αποτελούν ένα 

πλήρες σύστηµα βάσεων, nmmn δ= .   

Με βάση τις (4-13) & (4-20) το ηλεκτρικό πεδίο γράφεται 
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Μπορεί να δειχθεί ότι η αναµενόµενη τιµή του τελεστή του ηλεκτρικού 

πεδίου ως προς τις καταστάσεις n  είναι µηδέν 

                                              ( ) 0, =ntzEn x                                        (4.25) 

ενώ η αναµενόµενη τιµή του τελεστή της έντασης θα είναι διάφορος του 

µηδενός 

                                              ( ) 0,2 ≠ntzEn x                                      (4.26)  

Η (4-26) υποδηλώνει ότι υπάρχουν διαταραχές του ηλεκτρικού πεδίου.  Οι 

διαταραχές αυτές που αντιστοιχούν στην ενέργεια µηδενικού σηµείου 
2
ωh  

της σχέσης  (4-23),  θεωρούνται η αιτία που προκαλεί την αυθόρµητη 

εκποµπή στο διεγερµένο άτοµο, όπως θα αναφερθεί στο εδάφιο 4.6.   
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4.2. Υπολογισµός της Χαµιλτονιανής δισταθµικού 

ατόµου µέσα από σπινοριακούς αναστροφείς S και S+ 

 

Σε ένα δισταθµικό ατοµικό σύστηµα οι καταστάσεις µε µικρότερη και 

µεγαλύτερη ενέργεια, αντίστοιχα, παρίστανται µε τα δυδιάστατα ανύσµατα5         
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Οι σπινοριακοί τελεστές6 
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έχουν την ιδιότητα να ανυψώνουν και κατεβάζουν τις καταστάσεις του 

δισταθµικού ατόµου 

                                  ↓=↑S      και    ↑=↓+S                (4.29)  

ενώ 

                                               00 =↑=↓ +SS                                 (4.30) 

µε  άθροισµα                                
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και γινόµενο                                  

                                                           
5 Είτε και αντίστροφα όπως αναφέρεται στην [2].    
6 Από συνδυασµούς των σπινοριακών πινάκων του Pauli, σx,, σy  και 
υπακούουν την αγκύλη Poisson : { } 1, =+= +++ SSSSSS  
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Τα ιδιοανύσµατα του τελεστή S+ S είναι τα ↑↓ &  µε ιδιοτιµές 0 και 1 
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Το δισταθµικό άτοµο έχει ιδιοκαταστάσεις µε ενέργεια Ε1 και Ε2, µε Ε1 < Ε2 

και ο πίνακας που παριστά την Χαµιλτονιανή γράφεται  
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επειδή Ω=− h12 EE  

Αν µετράµε την Ε2 µε αναφορά την Ε1 µπορούµε να θέσουµε Ε1=0 και η (4-

34) γίνεται 
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ή λόγω της (4-32) 

                                                  SSH +Ω= hατοµ                                  (4.36) 

 

4.3. Η Χαµιλτονιανή της αλληλεπίδρασης ατόµου και 

πεδίου 

 

Θεωρούµε ότι η αλληλεπίδραση ανάµεσα στο πεδίο και το δισταθµικό άτοµο 

γίνεται µε µηχανισµό ηλεκτρικού δίπολου.  Άλλοι µηχανισµοί 
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αλληλεπίδρασης είναι δυνατόν να συµβούν (ηλεκτρικού τετραπόλου ή 

µαγνητικού δίπολου) αλλά έχουν µικρότερες πιθανότητες.   

Η ενέργεια του ατοµικού ηλεκτρικού δίπολου P µέσα σε ηλεκτρικό 

πεδίο  Ε είναι EP ⋅− και εποµένως η Χαµιλτονιανή της αλληλεπίδρασης 

ακτινοβολίας µε δισταθµικό άτοµο στη µορφή πίνακα (δες αντίστοιχες 

εκφράσεις στις 3-9, 3-18 και 5-11) στο µοντέλο ηλεκτρικού δίπολου θα είναι 

για πολωµένο πεδίο µέσα από την 4-13             

( )kz
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MtqexxtzeEH x sin2)(
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),(
21

0

2
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ε
ω

αλλ     (4.37) 

Αντικαθιστώντας το q της  (4-20) στην (4-37) 

                     ( ) ( )kz
V

exH sin
01
10 21

0
12 ⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= +

ε
ωαααλλ
h                (4.38) 

ή από την 4-31 

        ( )( )αααλλ ++= ++ SSgH h                              (4.39) 

µε  

                   ( )kz
V

exg sin
21

0
12 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ε
ωh

h                                      (4.40) 

Η συνολική Χαµιλτονιανή, εποµένως, του ατοµικού συστήµατος και πεδίου 

θα είναι από τον συνδυασµό των (4-39), (4-36) και (4-21) παραλείποντας 

την ενέργεια µηδενικού πεδίου 

         ( )( )αααωα +++Ω+= ++++ SSgSSH hhh                (4.41) 
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4.4. Προσέγγιση Rabi 

 

Η Χαµιλτονιανή (4-41) µπορεί να απλοποιηθεί µε τη βοήθεια της 

προσέγγισης Rabi7.  Ο τελευταίος της προσθετέος αναλύεται στους όρους 

                          ( )( ) SaSaaSaSaaSS +++=++ ++++++                   (4.42) 

Από τους τέσσερις προσθετέους του δεύτερου µέλους της (4-42) είναι 

δυνατόν να παραληφθούν ο πρώτος και ο τελευταίος διότι δεν έχουν φυσική 

σηµασία στο συγκεκριµένο πρόβληµα της αλληλεπίδρασης δισταθµικού 

ατόµου µε Η/Μ ακτινοβολία.  Έστω ότι αρχικά το σύστηµα βρίσκεται στη 

θεµελιώδη κατάσταση n,↓  (ή τη διεγερµένη n,↑  ) και το πεδίο έχει n 

φωτόνια.  Αν επιδράσουν επάνω τους οι δύο τελεστές αυτοί θα προκύψουν 

νέες καταστάσεις χωρίς λογική υπόσταση, δηλαδή 

                                   
)(1,,

)(1,1,

BnnnSa

AnnnaS

−↓=↑

+↑+=↓++                       (4.43)     

δηλαδή στην (Α) το σύστηµα απορροφά ένα φωτόνιο από το πεδίο και 

διεγείρεται ενώ ο αριθµός των φωτονίων αυξάνεται κατά ένα!  Στην (Β) 

περίπτωση  ενώ το σύστηµα αποδιεγείρεται εκπέµποντας ένα φωτόνιο το 

πεδίο συγχρόνως χάνει ένα φωτόνιο!  Τα άλλα δύο αποµένοντα γινόµενα 

τελεστών δίνουν συµβατά αποτελέσµατα 

                                           
1,,

1,1,

−↑=↓

+↓+=↑

+

+

nnnaS

nnnSa
                          (4.44) 

Η Χαµιλτονιανή µε τη προσέγγιση Rabi θα είναι εποµένως 

                                                           
7 Isidor Isaac Rabi 1898-1988.  Γεννηθείς στην Αυστρία, εργάσθηκε στο 
Columbia University, HΠΑ  και επίσης συνεργάσθηκε στην Ευρώπη µε τους 
Sommerfeld, Bohr, Pauli, Stern, Heisenberg. 
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        ( )++++ +++Ω= SaaSgaaSSHR hhh ω                 (4.45) 

 
Με τη προσέγγιση Rabi απλοποιούνται τα βήµατα για τον υπολογισµό των 

πιθανοτήτων ατοµικής µετάβασης που αποτελεί τον σκοπό αυτού του 

κεφαλαίου.  Τώρα η Χαµιλτονιανή θα εκφράζεται µέσα από σπινοριακούς 

τελεστές και τελεστές δηµιουργίας και καταστροφής µετά από την κβάντωση 

του πεδίου που εισαγάγαµε στο κεφάλαιο αυτό.  Με αυτό το µοντέλο 

δισταθµικού ατόµου δεν γίνεται αναφορά σε µεταπτώσεις προς άλλες 

καταστάσεις.  Σε αυτή τη περίπτωση θα αναφερθούµε στο κεφάλαιο 6. 

 
 
 

4.5. Υπολογισµός της πιθανότητας 

απορρόφησης φωτονίου 

 

Το σύστηµα βρίσκεται αρχικά στη θεµελιώδη κατάσταση n,↓  και 

αλληλεπιδρά µε πεδίο n φωτονίων.  Οι δυνατές καταστάσεις ατόµου – 

πεδίου είναι δύο: είτε αδιέγερτο άτοµο – αριθµός φωτονίων n, είτε 

διεγερµένο άτοµο – αριθµός φωτονίων (n – 1) 

                                      ( ) ( ) ( ) 1,, 21 −↑+↓=Ψ ntCntCt                   (4.46) 

µε αρχικές συνθήκες  

                                           ( ) ( ) 00&10 21 == CC                            (4.47) 

Μας ενδιαφέρει να υπολογίσουµε, τους συντελεστές ( ) ( )tCtC 2& ,  την 

αναµενόµενη τιµή των τελεστών που προσδιορίζουν τον φωτονικό αριθµό, 
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aa +  και τις ατοµικές µεταπτώσεις, +SS .   Οι εκφράσεις των aa +  και 

+SS  υπολογίζονται ως εξής, βλέπε άσκηση 4-2 

                                                  ( ) ( )taataa ΨΨ= ++  

                                                  ( ) ( )tSStSS ΨΨ= ++                      (4.48) 

       και                                    

                                                  
2

2

2
2

CSS

Cnaa

=

−=

+

+

                                   (4.49) 

Όπως δείχνει η 4-49, επαληθεύεται η αρχή της διατήρησης της ενέργειας  

                                                 nSSaa =+ ++                                  (4.50)  

Η πιθανότητα απορρόφησης 2
2C υπολογίζεται από την λύση της 

εξίσωσης του Schrödinger (3-10) µε βάση τις αρχικές συνθήκες (4-47) και 

εφαρµογή της Χαµιλτονιανής Rabi (4-45).  Προκύπτει το σύστηµα δύο 

διαφορικών εξισώσεων 
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ωω
ω                    (4.51) 

Ορίζεται ως  συχνότητα Rabi  Ωn  

                                            ngn
2

2

2
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

=Ω
ω                              (4.52) 

Η συχνότητα Rabi δίνει ένα µέτρο της έντασης αλληλεπίδρασης ανάµεσα 

στο ηλεκτρικό πεδίο και στην ατοµική µετάπτωση.  Ακολουθώντας τα 

βήµατα που αναφέρονται στο παράρτηµα (7-1) και µε εφαρµογή των 

αρχικών συνθηκών  η λύση των εξισώσεων αυτών βρίσκεται να είναι 
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        (4.53) 

Από την (4-53) η πιθανότητα απορρόφησης υπολογίζεται ίση µε 

 

                                            ( )tng
C n

n

Ω
Ω

= 2
2

2
2

2 sin                                (4.54) 

 

Συνεπώς οι αναµενόµενες τιµές των τελεστών θα είναι 

                              ( )t
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ng
naa nt

Ω
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                 (4.55) 

                               ( )t
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ngSS nt
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2
sin
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                     (4.56) 

Η χρονική εξέλιξη των αναµενόµενων τιµών των φωτονικών αριθµών και 

ατοµικών µεταπτώσεων παριστάνεται γραφικά στο σχήµα 4-1.  Μέσα σε 

χρόνο Τ/2 (=π/2Ωn) η πιθανότητα να απορροφηθεί το φωτόνιο γίνεται 

µέγιστη.  Εάν το σύστηµα είναι µακριά από τον συντονισµό, ω≠Ω , η 

µέγιστη τιµή της πιθανότητας είναι 2

2

n

ng
Ω

,  µικρότερη της µονάδας.   Στο 

συντονισµό , Ω = ω, η µέγιστη τιµή της πιθανότητας απορρόφησης γίνεται 

ίση µε τη µονάδα, η αναµενόµενη τιµή των φωτονικών αριθµών είναι n-1 

ενώ το ατοµικό σύστηµα µεταβαίνει από τη κατάσταση 0 στη 1.  Είναι 

εποµένως φανερό ότι η συχνότητα Rabi προσδιορίζει τον χρόνο µέσα στον 
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οποίο θα πραγµατοποιηθεί εξαναγκασµένη µετάπτωση και τη πιθανότητα να 

συµβεί αυτό. Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως δίνει ένα µέτρο της έντασης 

αλληλεπίδρασης ανάµεσα στο ηλεκτρικό πεδίο και στην ατοµική 

µετάπτωση. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.6  Υπολογισµός της πιθανότητας εκποµπής 

φωτονίου 

 

Η διαδικασία ακολουθεί ανάλογα βήµατα όπως και στον υπολογισµό της 

απορρόφησης φωτονίου.  Στην αρχική κατάσταση το άτοµο είναι διεγερµένο 

και ο αριθµός των φωτονίων στο πεδίο είναι n 

                                                      ( ) n,02 ↑=Ψ                                   (4.57) 

Σε µια µετέπειτα χρονική στιγµή t η κατάσταση του συστήµατος θα 

περιγράφεται από την  

                                          ( ) nCnCt ,1, 21 ↑++↓=Ψ                       (4.58) 

aa+  

t 

      
 n   
 

2

2

n

ngn
Ω

−

 
 Τ = 

π/Ωn

SS +

2

2

n

ng

Ω

   0 
Τ = π/Ωn 

Σχήµα 4-1  Xρονική εξέλιξη των αναµενόµενων των φωτονικών 
αριθµών και ατοµικών µεταπτώσεων περίπτωση απορρόφησης 
φωτονίου 
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όπου οι αρχικές συνθήκες επιβάλουν 

                                             ( ) ( ) 10&00 21 == CC                              (4.59) 

Η µέση τιµή του αριθµού φωτονίων και ατοµικών µεταπτώσεων 

υπολογίζεται ανάλογα σε 

                                                  
2
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2
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+

                                  (4.60) 

και εποµένως8 

                                                 1+=+ ++ naaSS
tt

                         (4.61) 

δηλαδή µετά από την εκποµπή θα προστεθεί στα αρχικά n φωτόνια και άλλο 

ένα.  Οι συντελεστές C1 και C2 υπολογίζονται να είναι 
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            (4.62) 

και 
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όπου 
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2
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⎞
⎜
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⎛ −Ω
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8 Επειδή 12

2
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1 =+ CC  
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Όταν ο αριθµός των φωτονίων είναι µηδέν, (n=0), η πιθανότητα 

αποδιέγερσης,  έτσι όπως υπολογίσθηκε στην (4-63), γίνεται  

                                         ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛Ω

Ω
= tgC 1

2
2
1

22
1 sin                                 (4.65) 

Απουσία Η/Μ πεδίου, (n=0), όπως αναφέρθηκε στο εδάφιο 4.1, σαν 

παράγων αλληλεπίδρασης, g, θεωρείται η αλληλεπίδραση  µε το ηλεκτρικό 

πεδίο που αντιστοιχεί στην ενέργεια µηδενικού πεδίου. 

 Στην επόµενη παράγραφο θα περιγραφεί µία τεχνική υπολογισµού 

πιθανοτήτων µε τη βοήθεια του εξελικτικού τελεστή για τη Χαµιλτονιανή 

Rabi. 

 

 

4.7    O εξελικτικός τελεστής για τη Χαµιλτονιανή 

Rabi 

 

H εξέλιξη της κυµατικής συνάρτησης, ),,( txΨ  συστήµατος µε 

Χαµιλτονιανή H , όταν αυτή τη στιγµή 0=t  είναι  

                                                )()0,( xx Φ=Ψ                                          (4.66) 

ευρίσκεται από την επίλυση της εξισώσεως του Schrödinger 

                                                 Ψ=Ψ H
t

i
∂
∂

h                                          (4.67) 

υπό την συνθήκη (4-66). Αυτό είναι το λεγόµενο πρόβληµα των αρχικών 

τιµών.  Όταν η Χαµιλτονιανή είναι ανεξάρτητη του χρόνου (όταν δηλαδή το 

σύστηµα είναι διατηρητικό) η ζητούµενη λύση παίρνει τη µορφή: 
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                           )()exp(),( xHtitx Φ−=Ψ
h

                             (4.68) 

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η (4-68) υπακούει τη δυναµική εξίσωση (4-

67) του συστήµατος και ότι κατά την αρχική στιγµή ταυτίζεται µε τη 

δεδοµένη κυµατική συνάρτηση (4-66). 

Ο εκθετικός τελεστής που προηγείται της αρχικής καταστάσεως, 

)(xΦ , στην (4-68) έχει πάρει το όνοµα εξελικτικός τελεστής. Με την 

επίδραση του στην αρχική κατάσταση οδηγούµαστε στην εξέλιξη της στο 

χρόνο.  Η (4-68) µας παρέχει µία συνταγή για την εύρεση της ζητούµενης 

κυµατικής συνάρτησης, όπως αυτή εξελίσσεται στο χρόνο. Αυτό γίνεται µε 

χρήση, του αναπτύγµατος του εξελικτικού τελεστή, δηλαδή 

                            
} )()(

!4
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1
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11{),(

4433

22

xHtiHti

HtiHtitx

Φ+−+−+

+−+−+=Ψ

L
hh

hh                   (4.69) 

Για την εφαρµογής της (4-69) έχουµε µπροστά µας ένα φοβερά επίπονο 

έργο. Μας χρειάζονται τα αποτελέσµατα των διαφόρων δυνάµεων του 

τελεστή H  απάνω στην Φ . Για µικρούς χρόνους µπορούµε 

χρησιµοποιήσουµε προσεγγιστικά τους πρώτους όρους του αναπτύγµατος. 

Για µεγαλύτερους χρόνους θα πρέπει να πάµε βαθύτερα στο ανάπτυγµα και 

τα πράγµατα δυσκολεύουν, διότι γενικά εµπλεκόµαστε σε απροσµέτρητη 

πολυπλοκότητα. Τα µαθηµατικά, όµως, φτιάχτηκαν για την εξαγωγή 

πληροφορίας από τα πολύπλοκα.  Αν έχουµε κάτι πολύπλοκο, ψάχνουµε για 

κανονικότητες τις οποίες εκµεταλλευόµενοι µπορούµε να καταλήξουµε σε 

κάτι χρησιµοποιήσιµο.  Μια τέτοια απλοποίηση θα δούµε αµέσως παρακάτω 

µε την Χαµιλτονιανή Rabi. 

Η Χαµιλτονιανή Rabi έχει τη µορφή 

                               )( ++++ +++Ω= SaaSgaaSSHR hhh ω                (4.70) 
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Ως γνωστόν κατάλληλη βάση για έκφραση της (4-70) σε στοιχεία πίνακα 

είναι οι ατοµικές-φωτονικές καταστάσεις 

                            nsns =,     ),2,1,0;,( L=↑=↓ ns                   (4.71) 

Η γενική κυµατική κατάσταση είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των (4-71) 

                                            ns
ns

sn ,
,
∑=Φ ϕ                                        (4.72) 

Προκειµένου να βρούµε την εξέλιξη της κατάστασης του συστήµατος µε 

Χαµιλτονιανή (4-70) αρκεί να γνωρίζουµε την εξέλιξη των διαφόρων 

καταστάσεων της βάσης, ns, .  Για το σκοπό αυτό παρατηρούµε ότι η (4-

70) µπορεί να γραφτεί ως 

                                                 10 HHHR +=                                        (4.73) 

όπου 

                                     )(
2

)(0 ωω −Ω++= ++ h
h aaSSH                      (4.74) 

 

                          )()
2
1)((1

+++ ++−−Ω= SaaSgSSH hh ω              (4.75) 

 

Oυσιαστικά για να σπάσουµε την (4-70) στα δύο συνθετικά της 0H  και 1H   

προσθαφαιρούµε στη Χαµιλτονιανή Rabi τον τελεστή  

)
2
1)(( −−Ω +SSωh .  Το   ξεχώρισµα της (4-70) σε 0H  και 1H  έγινε από 

τον D. F. Walls [5] και έχει το πλεονέκτηµα ότι τα δύο κοµµάτια της 

Χαµιλτονιανής αντιµετατίθενται , (4-76), και επιπλέον ότι η Ηο είναι 

διαγώνια έναντι της βάσεως { ns, }. 

Από το ότι 
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                                                    0],[ 10 =HH                                         

(4.76) 

έπεται ότι ο εξελικτικός τελεστής  )exp()( tHitU R
h

−=  µπορεί να πάρει τις 

µορφές 

                                                 )()()( 10 tUtUtU =                                    (4.77) 

όπου  

                             )exp()(,)exp()( 1100 tHitUtHitU
hh

−=−=          (4.78) 

 

Για το τµήµα της Χαµιλτονιανής 0H  οι συναρτήσεις βάσεως είναι 

ιδιοκαταστάσεις, δηλαδή 
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             (4.79) 

Λαµβάνοντας υπόψη ότι 
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Έχουµε 
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Έτσι, λοιπόν, µας µένει να βρούµε την επίδραση του τελεστή )(1 tU  στις 

καταστάσεις ns,  προκειµένου να έχουµε το πλήρες αποτέλεσµα του 

εξελικτικού τελεστή. 

Το τµήµα της Χαµιλτονιανής 1H  δυστυχώς δεν είναι διαγώνιο, 

αλλά ευτυχώς το τετράγωνο του είναι και ισούται µε 

                        ( ) GaaSSgH 22
2

22
1 2

hh =
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⎛ −Ω

= ++ω               (4.82) 

Παροτρύνεστε κάνοντας χρήση των µεταθετικών ιδιοτήτων των 

σπινοριακών τελεστών S+,S και φωτονικών τελεστών α+,α να δείξετε την (4-

82).  Με βάση την (4-82) δίνουµε µία εύχρηστη έκφραση για τον εξελικτικό 

τελεστή [1] µε Χαµιλτονιανή 1H . 

Έχουµε, τροποποιώντας το ανάπτυγµα του τελεστή )/exp[ 1 htiH−  

ως 
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Η σειρά την τελεστών 1H  και δυνάµεων του G  δεν έχει σηµασία 

δεδοµένου ότι 22
1 / hHG = .  Μαζεύοντας του άρτιους και περιττούς όρους 

ως προς G  στην (4-83) λαµβάνουµε 

                               ( ) ( )tG
G

iHtGtU sincos)( 1
1

h
−=                             (4.84) 

Η µορφή (4-84) επιτρέπει  τώρα εύκολα την εύρεση του αποτελέσµατος του 

τελεστή )(1 tU  στις καταστάσεις ns, .    Ως παράδειγµα θεωρούµε την 

περίπτωση ntU ,)(1 ↓  και παίρνουµ 
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όπου 
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είναι η γνώριµη µας συχνότητα Rabi.  Aφήνουµε τώρα ως άσκηση να 

δείξετε το αποτέλεσµα. 
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Με τη βοήθεια του τύπου (4-87) σε συνδυασµό µε τις (4-79) και (4-81) 

είµαστε τώρα σε θέση να γράψουµε το αποτέλεσµα του εξελικτικού τελεστή 

επί της καταστάσεως n,↓ .  Έχουµε 
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και η εξέλιξη της κατάστασης δισταθµικού ατόµου όταν αρχικά είναι 

διεγερµένο θα είναι 
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Από τις 4-88 και 4-89 υπολογίζονται οι πιθανότητες απορρόφησης και 

εκποµπής φωτονίου, όπως προηγουµένως στις 4-53, 4-54, 4-62, 4-63 αυτή τη 

φορά όµως χωρίς τη λύση διαφορικών εξισώσεων.   Η πιο πάνω τεχνική, 

όπως βλέπετε, παρακάµπτει το πρόβληµα των ιδιοτιµών και παρέχει την 

εξέλιξη οπουδήποτε γραµµικού συνδυασµού καταστάσεων της µορφής 

ns,  που συνιστά και τη πιο γενική µορφή αρχικών καταστάσεων.  Στην 

πράξη η κατάσταση ατόµου-φωτονίων είναι µείγµα καταστάσεων ., ns  

 

 

4.6. Aσκήσεις 

Άσκηση 4-1 

Θεωρείστε δισταθµικό άτοµο σε κοιλότητα συντονισµού.  Υποθέστε ότι το 

άτοµο δέχεται την επίδραση ηλεκτρικού πεδίου ( ) tzEiE ωcosˆ
0= .   

(α)  Βρείτε την εξίσωση που διέπει τη κίνηση των πλατών C1, C2, στη 

κυµατική συνάρτηση του ατόµου  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rutCrutCtr 2211, +=Ψ  στη 
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Πάρτε Ε1=0 και x12 πραγµατικό και εκφράστε την πιο πάνω 

Χαµιλτονιανή χρησιµοποιώντας σπινοριακούς αναστροφείς S+, S.   

(β)  Για τη πιο πάνω περίπτωση βρείτε τη Χαµιλτονιανή του συστήµατος 

άτοµο-µονοχρωµατική ακτινοβολία συχνότητας ω, στη µορφή   

                        ( )( )++++ +++Ω+= αααωα SSgSSH hhh  

 

Ασκηση 4-2 

Χρησιµοποιώντας ως βάση τις καταστάσεις ατόµου-φωτονίων 

nn ,,, ↑↓ , n=0, 1, 2…, βρείτε τη κυµατική συνάρτηση του 

κβαντισµένου συστήµατος ‘άτοµο-µονοχρωµατική ακτινοβολία’ (στη 

προσέγγιση Rabi) υπό τις εξής αρχικές συνθήκες 

( ) ( ) nn ,0,,0 21 ↑=Ψ↓=Ψ .  Υπολογίστε για τις περιπτώσεις αυτές 

την εξέλιξη των αναµενόµενων τιµών των φωτονικών αριθµών και των 

ατοµικών ταλαντώσεων.  Βρείτε τις αντίστοιχες πιθανότητες απορρόφησης 

και εκποµπής ενός φωτονίου.   

 

Άσκηση 4-3 

Θεωρείστε δισταθµικό άτοµο σε κοιλότητα συντονισµού το οποίο δέχεται 

την επίδραση πολωµένου Η/Μ κύµατος σε κατεύθυνση κάθετη στον άξονα 

της κοιλότητας.  Χειριστείτε την επίδραση του Η/Μ κύµατος ως διαταραχή 

στη δυναµική του ατόµου και δείξτε ότι η κβαντική πραγµάτευση 

αναδεικνύει αυτόµατα την ύπαρξη αυθόρµητης εκποµπής.  Υπολογίστε µε 

βάση τα δεδοµένα της συσκευής, τη θέση του ατόµου και πυκνότητα 

ακτινοβολίας, την πιθανότητα της προκαλούµενης και αυθόρµητης 

αποδιέγερσης του ατόµου.   
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Άσκηση 4-4 

Η κυµατική συνάρτηση του αρµονικού ταλαντωτή στη θεµελιώδη του 

κατάσταση είναι η (7-12).  Βρείτε τη τιµή της έκφρασης αΦ0 καθώς και την 

ενέργεια που αντιστοιχεί στη κυµατική συνάρτηση α+ Φ0 και ερµηνέψετε τα 

αποτελέσµατα σας κάνοντας χρήση της γλώσσας µε αριθµούς φωτονίων.  

Επαναλάβατε το ίδιο για την έκφραση  0
!2

2

Φ
+α . 

 

 

 


