
Τι ειναι η Κβαντικη Λογικη;

ΧΡΥΣΟΒΑΛΑΝΤΗΣ ΣΤΕΡΓΙΟΥ

(Βασvισvμένο σvε σvημειώσvεις του D. Malament)

0.1. Εισvαγωγή. Στην κβαντική λογική, οι προβολικοί τελεσvτές σvε ένα χώροHilbert

H ή οι κλεισvτοί υπόχωροι σvτους οποίους αυτοί προβάλλουν θεωρούνται ως οι μαθη-
ματικές αναπαρασvτάσvεις των προτάσvεων που περιγράφουν τα γεγονότα του κβαντικού

κόσvμου:

”Αν μετρηθεί η τιμή του παρατηρήσvιμου Α, το αποτέλεσvμα της μέτρησvης βρίσvκεται

αναγκαία (ή με πιθανότητα ίσvη με 1) σvτο υποσvύνολο Δ των πραγματικών αριθμών.”

Οι ιδιοτιμές 0 και 1 ενός προβολικού τελεσvτή αναπαρισvτούν τις δυνατές αληθοτιμές

της πρότασvης που αυτός αναπαρισvτά. Αν ένα κβαντικό σvύσvτημα βρίσvκεται σvε κάποια

κατάσvτασvη ψ ∈ H τότε μπορούμε να γράψουμε

ψ = ψ1 + ψ2

όπου ψ1 ∈ F και ψ2 ∈ F⊥
με F οποιονδήποτε κλεισvτό υπόχωρο του H και H =

F ⊕ F⊥
. Η πρότασvη που αναπαρίσvταται από τον προβολικό τελεσvτή που προβάλλει

σvτον υπόχωρο F είναι αληθής όταν το σvύσvτημα βρίσvκεται σvε κάποια κατάσvτασvη ψ ∈ F .

Αντίσvτοιχα, αν το σvύσvτημα βρίσvκεται σvε κάποια κατάσvτασvη ψ ∈ F⊥
τότε η πρότασvη

είναι ψευδής. Σε κάθε άλλη περίπτωσvη η πρότασvη δεν έχει αληθοτιμή. Στη σvυνέχεια θα

παρουσvιάσvουμε τη σvύνταξη και τη σvημασvιολογία της γλώσvσvας της προτασvιακής

κβαντικής λογικής.

0.2. Σύνταξη. ΄Εσvτω μία τυπική γλώσvσvα L η οποία περιλαμβάνει τα ακόλουθα σvύμ-

βολα:

(1) ΄Απειρο πλήθος προτασvιακών σvυμβόλων: A1, A2, ...

(2) Τους προτασvιακούς σvυνδέσvμους: ∼ ∧ ∨
(3) Αρισvτερή και δεξιά παρένθεσvη: ( )

Το σvύνολο των προτάσvεων της L, Sent(L) ορίζεται επαγωγικά:

(1) Κάθε προτασvιακό σvύμβολο Ai είναι μια πρότασvη της L

(2) Αν φ,ψ είναι προτάσvεις της L, τότε οι ακόλουθες εκφράσvεις είναι επίσvης

προτάσvεις:

(∼ φ)

(φ ∧ ψ)

(φ ∨ ψ)
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0.3. Σημασvιολογία. Η σvημασvιολογία της κβαντικής λογικής ορίζεται με βάσvη την

αποτίμησvη-ΚΛ, ένα ζεύγος (H, v) που αποτελείται από ένα χώρο Hilbert H και
v μία απεικόνισvη από το σvύνολο των προτάσvεων της L, Sent(L), σvτο σvύνολο των

κλεισvτών υπόχωρων του H, L(H), τέτοια ώσvτε

(1) v(∼ φ) = v(φ)⊥,

(2) v(φ ∧ ψ) = v(φ) ∩ v(ψ)
(3) v(φ∨ψ) = v(φ) + v(ψ) , όπου v(φ) + v(ψ) είναι η κλεισvτότητα του σvυνόλου

των γραμμικών σvυνδυασvμών των διανυσvμάτων των υποχώρων v(φ) και v(ψ).

για όλες τις προτάσvεις φ,ψ ∈ Sent(L).

Για ένα υποσvύνολο Γ του Sent(L) θα λέμε ότι το Γ έπεται-ΚΛ ψ, Γ |=ΚΛ ψ, αν
και μόνο αν, για όλες τις αποτιμήσvεις-ΚΛ (H, v)

∩{v(φ) : φ ∈ Γ} ⊆ v(ψ).

Με βάσvη αυτόν τον ορισvμό, |=ΚΛ ψ αν και μόνο αν για όλες τις αποτιμήσvεις-ΚΛ (H, v),
v(ψ) = H.

0.4. ΄Εγκυρες μορφές σvυλλογισvμού.

(1) φ |=ΚΛ (φ ∨ ψ) και ψ |=ΚΛ (φ ∨ ψ)
(2) Αν φ |=ΚΛ θ και ψ |=ΚΛ θ τότε (φ ∨ ψ) |=ΚΛ θ
(3) {φ,ψ} |=ΚΛ φ ∧ ψ
(4) φ ∧ ψ |=ΚΛ φ και φ ∧ ψ |=ΚΛ ψ
(5) |=ΚΛ∼ (φ∧ ∼ φ)

(6) |=ΚΛ (φ∨ ∼ φ)

(7) φ |=ΚΛ∼ (∼ φ) και ∼ (∼ φ) |=ΚΛ φ
(8) ((φ ∧ ψ) ∨ (φ ∧ θ)) |=ΚΛ (φ ∧ (ψ ∨ θ)) (μονόδρομος επιμερισvτικός νόμος)
(9) ∼ (φ ∧ ψ) |=ΚΛ (∼ φ∨ ∼ ψ) και (∼ φ∨ ∼ ψ) |=ΚΛ∼ (φ ∧ ψ)
(10) ∼ (φ ∨ ψ) |=ΚΛ (∼ φ∧ ∼ ψ) και (∼ φ∧ ∼ ψ) |=ΚΛ∼ (φ ∨ ψ)
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΄Ασκηση 1. Να δείξετε ότι

(1) Η άλλη κατεύθυνσvη του επιμερισvτικού νόμου δεν είναι έγκυρος κανόνας:

(φ ∧ (ψ ∨ θ)) ⊭ΚΛ ((φ ∧ ψ) ∨ (φ ∧ θ))
(2) Η εις άτοπον απαγωγή δεν αποτελεί έγκυρο κανόνα: Αν Γ∪{φ} |=ΚΛ (ψ∧ ∼

ψ), τότε δεν ισvχύει Γ |=ΚΛ∼ φ.

Λύση. Για την απόδειξη θα χρησvιμοποιήσvουμε τη μέθοδο του αντιπαραδείγματος.

΄Εσvτω ο χώρος Hilbert H = C2
και οι προτάσvεις A1, A2, A3 οι οποίοι αντισvτοιχούν

βάσvει της αποτίμησvης-ΚΛ σvτους υποχώρους v(A1), v(A2), v(A3) που παράγονται

από τα διανύσvματα,έχει (
1

i

)
,

(
i

0

)
,

(
1

−i

)
αντίσvτοιχα. Παρατηρείσvτε ότι τα διανύσvματα αυτά είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, άρα

οι αντίσvτοιχοι υπόχωροι έχουν το μηδενικό διάνυσvμα ως κοινό σvτοιχείο και δεν είναι

ορθογώνια.

1. Θα δείξουμε ότι (A1 ∧ (A2 ∨A3)) ⊭ΚΛ ((A1 ∧A2) ∨ (A1 ∧A3)). Ισvχύει ότι,

v(A1 ∧ (A2 ∨A3)) = v(A1) ∩ v(A2 ∨A3) = v(A1) ∩H = v(A1)

v((A1 ∧A2) ∨ (A1 ∧A3)) = v(A1 ∧A2) + v(A1 ∧A3) = 0.

΄Ομως v(A1) δεν είναι υποσvύνολο του μηδενικού υπόχωρου, άρα (A1∧(A2∨A3)) ⊭ΚΛ
((A1 ∧A2) ∨ (A1 ∧A3)).

2. Καταρχάς παρατηρείσvτε ότι για κάθε πρότασvη φ,ψ ισvχύει το εξής: Αν φ |=ΚΛ
(ψ∧ ∼ ψ) τότε |=ΚΛ∼ φ. Ωσvτόσvο, ενώ με βάσvη τους κανόνες (4) και (9) αποδει-

κνύεται εύκολα ότι

{A1, (∼ A1∨ ∼ A2), A2} ⊭ΚΛ ((A1 ∧A2)∧ ∼ (A1 ∧A2)) ,

δεν ισvχύει ότι

{A1, (∼ A1∨ ∼ A2)} ⊭ΚΛ∼ A2.

Πράγματι,

v(∼ A1∨ ∼ A2) = v(A1)⊥ + v(A2)⊥ = H,

άρα

v(A1) ∩ v(∼ A1∨ ∼ A2) = v(A1).

Αλλά ο v(A1) δεν είναι υπόχωρος του v(A2)
⊥
, επειδή v(A2) δεν είναι ορθογώνιος

σvτο v(A1). Επομένως,

v(A1) ∩ v(∼ A1∨ ∼ A2) ⊈ v(A2).

.

0.5. Η σvυνεπαγωγή. Υπάρχουν διαφορετικοί τρόποι να ορίσvουμε τη σvυνεπαγωγή:

• Η σvυνεπαγωγή φ→1 ψ είναι σvυντομογραφία του (∼ φ ∨ ψ)
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• Η σvυνεπαγωγή φ→2 ψ είναι σvυντομογραφία του ∼ (φ∧ ∼ ψ)

• Η σvυνεπαγωγή φ→3 ψ είναι σvυντομογραφία του (∼ φ ∨ (φ ∧ ψ)).

Οι προτάσvεις της δεξιάς σvτήλης είναι ισvοδύναμες σvτην κλασvική λογική. Στην κβαντική

λογική, οι δύο πρώτοι ορισvμοί της σvυνεπαγωγής, ” →1 ” και ” →2 ”, είναι ισvοδύναμοι

μεταξύ τους αλλά δεν είναι ισvοδύναμοι με τον τρίτο ορισvμό, ” →3 ”. Ωσvτόσvο, ο τρίτος

ορισvμός αποτελεί την καλύτερη επιλογή για τη διατύπωσvη υποθετικών προτάσvεων σvτην

κβαντική λογική διότι προσvομοιάζει με τις υλικές υποθετικές προτάσvεις της κλασvικής

λογικής.

Για να γίνουν κατανοητοί αυτοί οι ισvχυρισvμοί, μπορείτε να εξετάσvετε τους βασvικούς

σvυλλογισvτικούς κανόνες που ικανοποιούνται από την υλική σvυνεπαγωγή σvτην κλασvική

λογική:

Μοdus-Ponens (MP): Γ1 |=ΚΛ φ, Γ2 |=ΚΛ φ→ ψ / τότε / Γ1 ∪ Γ2 |=ΚΛ ψ
Μοdus-Τollens (MT): Γ1 |=ΚΛ∼ ψ, Γ2 |=ΚΛ φ→ ψ / τότε / Γ1 ∪ Γ2 |=ΚΛ∼ φ

Υπό-Συνθήκη-Απόδειξη (ΣΑ): Γ ∪ {φ} |=ΚΛ ψ / τότε / Γ |=ΚΛ (φ→ ψ).

Το καθεσvτώς των παραπάνω κανόνων σvυλλογισvμού σvτην κβαντική λογική ανάλογα

με το αν υιοθετούμε τη σvυνεπαγωγή →1, →2 και →3 περιγράφεται σvτον ακόλουθο

πίνακα:

MP MT ΣΑ

→1 ΄Οχι ΄Οχι ΄Οχι

Ισvχύουν οι σvυλλογισvτικοί κανόνες σvτην ΚΛ; →2 ΄Οχι ΄Οχι ΄Οχι

→3 Ναι Ναι ΄Οχι

έχει

΄Ασκηση 2. Δείξτε με τη χρήσvη αντιπαραδειγμάτων την ισvχύ των αρνητικών εγ-

γραφών του παραπάνω πίνακα.

Λύση. 1. MP→1 : το αντιπαράδειγμα προκύπτει αν δείξουμε ότι

{(∼ A1 ∨A2), A1} ⊭ΚΛ A2 χρησvιμοποιώντας τα διανύσvματαA1, A2 της προη-

γούμενης άσvκησvης, όποτε {(∼ φ ∨ ψ), φ} ⊭ΚΛ ψ. Ομοίως και για τις υπόλοιπες

περιπτώσvεις.

0.6. Η ερμηνεία της κβαντικής λογικής από τον Putnam. Η γενική άπο-

ψη του Putnam (1969) είναι ότι η λογική είναι μια επισvτήμη της φύσvης και ότι ορισvμένες

«αναγκαίες αλήθειες» της ενδέχεται να απορριφθούν για εμπειρικούς λόγους. Μεταξύ

άλλων υποσvτηρίζει ότι ζούμε σvε έναν κόσvμο που διέπεται από μη-κλασvική λογική ενώ

η κλασvική λογική, με την οποία περιγράφουμε γεγονότα σvε μεσvοσvκοπική κλίμακα,

αποτελεί ειδική περίπτωσvη της μη-κλασvικής λογικής – ισvχύει όταν οι υπόχωροι του

χώρου Hilbert σvυγκροτούν άλγεβρα Boole. Επιπλέον, οτιδήποτε θα χαρακτηρίζαμε

άνωμαλία΄ της κβαντικής μηχανικής ανάγεται σvτον ασvυνήθη χαρακτήρα της λογικής

και γι αυτό κάθε άνωμαλία΄ εξαφανίζεται εφόσvον υιοθετήσvουμε μη-κλασvική λογική.

Για τον Putnam (1969) η ερμηνεία της ΚΛ έχει ως εξής:
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(1) ΄Ολες οι προτάσvεις της ΚΛ έχουν αληθοτιμές σvε κάθε χρονική σvτιγμή.

(2) Οι προτασvιακοί σvύνδεσvμοι έχουν την ίδια σvημασvία όπως και σvτην κλασvική

λογική.

(3) Η σvημασvία της έκφρασvης Γ |=ΚΛ ψ της μεταγλώσvσvας είναι η εξής: για κάθε
κατάσvτασvη του υπό εξέτασvη σvυσvτήματος, αν όλες οι προτάσvεις φ ∈ Γ είναι

αληθείς, η ψ είναι αληθής.

Η σvημασvία της μη αμφίδρομης εγκυρότητας του επιμερισvτικού νόμου:

΄Εσvτω δύο παρατηρήσvιμαA,B ενός φυσvικού σvυσvτήματος με ιδιοτιμές a1, a2, a3, b1, b2, b3,

τα οποία δεν μετατίθενται, είναι ασvύμβατα. ΄Εσvτω οι προτάσvεις,

Ai : ¨Το παρατηρήσvιμο Α έχει τιμή ai’

Bi : ¨Το παρατηρήσvιμο Β έχει τιμή bi’

με i = 1, 2, 3. ΄Ολες οι προτάσvεις έχουν αληθοτιμή ταυτοχρόνως. Υποθέσvτε ότι η

B1είναι αληθής. Τότε, λόγω της ασvυμβατότητας των A,B ισvχύει ότι οι Ai είναι όλες

ψευδείς· άρα, και οι προτάσvεις B1∧Ai είναι ψευδείς, για i = 1, 2, 3. Κατά σvυνέπεια η

πρότασvη (B1 ∧A1) ∨ (B1 ∧A2) ∨ (B1 ∧A3)) είναι επίσvης ψευδής, δηλαδή,

B1 |=ΚΛ∼ ((B1 ∧A1) ∨ (B1 ∧A2) ∨ (B1 ∧A3))) .

΄Ομως, επειδή οι δυνατές τιμές του παρατηρήσvιμου A είναι οι a1, a2, a3, η πρότασvη

A1 ∨ A2 ∨ A3 αποτελεί λογική αλήθεια, |=ΚΛ A1 ∨ A2 ∨ A3. Καθώς B1 |=ΚΛ B1, εξ

υποθέσvεως, σvυμπεραίνουμε ότι

B1 |=ΚΛ B1 ∧ (A1 ∨A2 ∨A3)

Αν ίσvχυε η αμφίδρομη επιμερισvτική ιδιότητα τότε θα σvυμπεραίναμε ότι

B1 |=ΚΛ∼ ((B1 ∧A1) ∨ (B1 ∧A2) ∨ (B1 ∧A3)))∧((B1 ∧A1) ∨ (B1 ∧A2) ∨ (B1 ∧A3)))

άρα,

|=ΚΛ∼ B1

Επειδή όμως η επιμερισvτική ιδιότητα δεν ισvχύει αμφίδρομα, μπορούμε να σvυμπεράνουμε

ότι

B1 |=ΚΛ∼ ((B1 ∧A1) ∨ (B1 ∧A2) ∨ (B1 ∧A3))) ∧ (B1 ∧ (A1 ∨A2 ∨A3)) .

Δηλαδή, από το γεγονός ότι το παρατηρήσvιμο B έχει ορισvμένη τιμή έπεται ότι το

παρατηρήσvιμο A λαμβάνει σvυγκεκριμένες τιμές, ταυτόχρονα με το B , χωρίς να έχει

οποιαδήποτε από τις τιμές αυτές.

Κριτική: Η κριτική που μπορεί να εγερθεί κατά του δεύτερου ισvχυρισvμού του Put-

nam είναι ότι η σvχέσvη |=ΚΛ δεν σvέβεται τους κλασvικούς αληθοπίνακες για την άρνησvη,
τη σvύζευξη και τη διάζευξη. Ωσvτόσvο, ο Malament αποδεικνύει μια ισvχυρότερη θέσvη:

η σvχέσvη |=ΚΛ δεν σvέβεται οποιονδήποτε αληθοπίνακα γι αυτούς τους σvυνδέσvμους.
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0.7. Μια δυνατή εναλλακτική ερμηνεία (Malament).

(1) Οι προτάσvεις που εξετάζουμε σvτην ΚΜ έχουν αληθοτιμές μόνο υπό ορισvμένες

σvυνθήκες πραγμάτωσvης (οι οποίες ενδέχεται να είναι σvυνθήκες που αφορούν

τη μέτρησvη, χωρίς αυτό να είναι αναγκαίο). Γι αυτό και ο όρος ΄πρότασvη΄ δεν

είναι ο κατάλληλος. Θα μπορούσvε να χρησvιμοποιηθεί σvτη θέσvη του ο όρος

ένδεχομενικότητα΄.

(2) Οι σvύνδεσvμΓια την απόδειξη θα χρησvιμοποιήσvουμε τη μέθοδο του αντιπα-

ραδείγματος. ΄Εσvτω ο χώρος Hilbert H = C2
και οι προτάσvεις A1, A2, A3

οι οποίοι αντισvτοιχούν βάσvει της αποτίμησvης-ΚΛ σvτους υποχώρους v(A1),

v(A2), v(A3) που παράγονται από τα διανύσvματα,έχει(
1

i

)
,

(
i

0

)
,

(
1

−i

)
Λύση. αντίσvτοιχα. Παρατηρείσvτε ότι τα διανύσvματα αυτά είναι γραμμικώς ανεξάρτη-

τα, άρα οι αντίσvτοιχοι υπόχωροι έχουν το μηδενικό διάνυσvμα ως κοινό σvτοιχείο και

δεν είναι ορθογώνια.

1. Θα δείξουμε ότι (A1 ∧ (A2 ∨A3)) ⊭ΚΛ ((A1 ∧A2) ∨ (A1 ∧A3)). Ισvχύει ότι,

v(A1 ∧ (A2 ∨A3)) = v(A1) ∩ v(A2 ∨A3) = v(A1) ∩H = v(A1)

v((A1 ∧A2) ∨ (A1 ∧A3)) = v(A1 ∧A2) + v(A1 ∧A3) = 0.

΄Ομως v(A1) δεν είναι υποσvύνολο του μηδενικού υπόχωρου, άρα (A1∧(A2∨A3)) ⊭ΚΛ
((A1 ∧A2) ∨ (A1 ∧A3)).

2. Καταρχάς παρατηρείσvτε ότι για κάθε πρότασvη φ,ψ ισvχύει το εξής: Αν φ |=ΚΛ
(ψ∧ ∼ ψ) τότε |=ΚΛ∼ φ. Ωσvτόσvο, ενώ με βάσvη τους κανόνες (4) και (9) αποδεικνύε-

ται εύκολα ότι

{A1, (∼ A1∨ ∼ A2), A2} ⊭ΚΛ ((A1 ∧A2)∧ ∼ (A1 ∧A2)) ,

δεν ισvχύει ότι

{A1, (∼ A1∨ ∼ A2)} ⊭ΚΛ∼ A2.

Πράγματι,

v(∼ A1∨ ∼ A2) = v(A1)⊥ + v(A2)⊥ = H,

άρα

v(A1) ∩ v(∼ A1∨ ∼ A2) = v(A1).

Αλλά ο v(A1) δεν είναι υπόχωρος του v(A2)
⊥
, επειδή v(A2) δεν είναι ορθογώνιος σvτο

v(A1). Επομένως,

v(A1) ∩ v(∼ A1∨ ∼ A2) ⊈ v(A2).

(1) οι σvτην ΚΛ δεν έχουν την ίδα σvυμασvία όπως σvτην κλασvική λογική. Η ΄φ∧ψ΄
δηλώνει ότι οι φ και ψ πραγματώνονται μαζί και είναι αληθείς ως προς κάποιες

σvυνθήκες πραγμάτωσvης.
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(2) Η σvημασvία της έκφρασvης Γ |=ΚΛ ψ της μεταγλώσvσvας είναι η εξής: κάθε

πραγμάτωσvη όλων ενδεχομενικοτήτων σvτο Γ αποτελεί πραγμάτωσvη της ψ, και

για κάθε κατάσvτασvη του εξεταζόμενου σvυσvτήματος και για κάθε πραγμάτωσvη

του Γ, αν κάθε γ ∈ Γ είναι αληθής τότε είναι αληθής και η ψ.


