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0.1. Εισvαγωγή. Σε αυτό το πλαίσvιο η κβαντική θεωρία αντιμετωπίζεται ως ένα

σvχήμα με τη βοήθεια του οποίου κάνουμε προβλέψεις για τις κατανομές πιθανοτήτων

αποτελεσvμάτων μετρήσvεων οι οποίες εκτελούνται σvε κατάλληλα προετοιμασvμένα α-

ντίγραφα ενός σvυσvτήματος. Γι αυτό αντί του όρου «φυσvικό μέγεθος» χρησvιμοποιούμε

τον όρο «παρατηρήσvιμο». Χωρίς να δεσvμευόμασvτε σvε οποιαδήποτε ερμηνεία της θεω-

ρίας των πιθανοτήτων, οι πιθανότητες κατανοούνται ως σvχετικές σvυχνότητες εμφάνι-

σvης αποτελεσvμάτων μετρήσvεων, για μετρήσvεις που επαναλαμβάνονται επαρκώς πολλές

φορές.

0.2. Τα βασvικά αιτήματα.

• 1ο Αίτημα: Οι προβλέψεις των αποτελεσvμάτων μετρήσvεων οι οποίες μπο-
ρούν να διεξαχθούν σvε ένα απομονωμένο σvύσvτημα είναι πιθανοκρατικές. ΄Οταν

είναι διαθέσvιμη η μέγισvτη ποσvότητα πληροφορίας, η πιθανοκρατική πληροφο-

ρία κωδικοποιείται μαθηματικά από ένα διάνυσvμα σvε κάποιο μιγαδικό χώρο

Hilbert H ο οποίος αποτελεί τον χώρο των κατασvτάσvεων σvτην κβα-
ντική θεωρία. Το διάνυσvμα αυτό αναπαρισvτά την φυσvική έννοια «κατάσvτασvη»

του σvυσvτήματος εφόσvον δίνει τις ακριβέσvτερες δυνατές προβλέψεις.

• 2ο Αίτημα: Τα είδη των μετρήσvεων που μπορούν να διεξαχθούν σvε ένα
απομονωμένο σvύσvτημα ονομάζονται παρατηρήσvιμα του σvυσvτήματος και

αναπαρίσvτανται μαθηματικά από αυτοσvυζυγείς τελεσvτές που δρουν σvτο χώρο

Hilbert H. Σε κάθε παρατηρήσvιμο του σvυσvτήματος αντισvτοιχεί ακριβώς ένας
αυτοσvυζυγής τελεσvτής.

• 3ο Αίτημα (Κανόνας του Born) : Οι μόνες τιμές που μπορούν να

προκύψουν από τη μέτρησvη ενός παρατηρήσvιμου είναι ιδιοτιμές του τελεσvτή

που το αναπαρισvτά. Για ένα σvύσvτημα που βρίσvκεται σvε κατάσvτασvη που αναπα-

ρίσvταται από ένα διάνυσvμα |ψ⟩ και για τη μέτρησvη ενός παρατηρήσvιμου A, η
πιθανότητα το αποτέλεσvμα να είναι μια σvυγκεκριμένη ιδιοτιμή an είναι

Prob(A = an; |ψ⟩) = ⟨ψ| P̂n |ψ⟩

όπου P̂n :=
∑d(n)
j=1 |an, j⟩ ⟨an, j| είναι ο προβολικός τελεσvτή σvτον υπόχωρο

του H που αντισvτοιχεί σvτην ιδιοτιμή an.
• 4ο Αίτημα (Η εξίσvωσvη Schrödinger): Σε απουσvία εξωτερικών επι-

δράσvεων (δηλαδή, για ένα κλεισvτό σvύσvτημα), το διάνυσvμα κατάσvτασvης |ψ⟩
μεταβάλλεται ομαλά με το χρόνο t σvύμφωνα μέ τη χρονοεξαρτημένη εξίσvωσvη

Schrödinger

iℏ
d |ψ⟩
dt

= Ĥ |ψ⟩

όπου Ĥ ο χαμιλτονιανός τελεσvτής του σvυσvτήματος.
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0.3. Παρατηρήσvεις.

0.3.1. Παρατηρήσvιμα και κατασvτάσvεις. Ας υποθέσvουμε ότι διαθέτουμε μια σvυλλογή

πανομοιότυπων απομονωμένων φυσvικών σvυσvτημάτων – τα σvυσvτήματα αυτά είναι πα-

νομοιότυπα διότι έχουν προετοιμασvτεί με την ίδια πειραματική μεθοδολογία. Τα σvυ-

σvτήματα της σvυλλογής μπορούν να αλληλεπιδράσvουν με διαφορετικές μετρητικές δια-

τάξεις· κάθε τέτοια μετρητική αλληλεπίδρασvη των σvυσvτημάτων μιας σvυλλογής αντι-

σvτοιχεί σvε ένα παρατηρήσvιμο, το οποίο σvύμφωνα με το αίτημα (2) αναπαρίσvταται

μαθηματικά από κάποιον αυτοσvυζυγή τελεσvτή που δρα σvε ένα χώρο Hilbert H. Κατά
τη μέτρησvη ενός παρατηρήσvιμου λαμβάνουμε διαφορετικά μετρητικά αποτελέσvματα. Η

πληροφορία που έχουμε για το σvύσvτημα ή τη σvυλλογή προκύπτει από τη σvτατισvτική

επί των μετρητικών αποτελεσvμάτων, δηλαδή, από τις σvχετικές σvυχνότητες εμφάνισvης

του κάθε αποτελέσvματος μέτρησvης του σvυγκεκριμένου παρατηρήσvιμου ή από τις ανα-

μενόμενες τιμές των αποτελεσvμάτων μέτρησvης του σvυγκεκριμένου παρατηρήσvιμου. Η

μέγισvτη δυνατή πληροφορία για το σvύσvτημα προκύπτει από το σvύνολο των σvχετικών

σvυχνοτήτων ή των αναμενόμενων τιμών που διαθέτουμε για κάθε παρατηρήσvιμο, για

το σvύνολο των δυνατών παρατηρήσvιμων εφόσvον ικανοποιείται η εξής σvυνθήκη:

(Σ) Δεν γνωρίζουμε οιονδήποτε τρόπο (ή/και δεν υπάρχει τέτοιος

τρόπος) να διαμερίσvουμε τη σvυλλογή σvε δύο ή περισvσvότερες υπο-

σvυλλογές έτσvι ώσvτε οι σvχετικές σvυχνότητες των αποτελεσvμάτων για

κάθε παρατηρήσvιμο σvτην αρχική σvυλλογή να μπορεί να γραφεί ως

κυρτό άθροισvμα των αντίσvτοιχων σvχετικών σvυχνοτήτων που υπολο-

γίζονται σvτις υποσvυλλογές οι οποίες προκύπτουν από τη διαμέρισvη.

(Αντίσvτοιχα, θα μπορούσvαμε να διατυπώσvουμε τη (Σ) για τις αναμε-

νόμενες τιμές.)

Αν η σvυνθήκη (Σ) δεν ικανοποιείται, τότε η μέγισvτη πληροφορία που διαθέτουμε

για ένα σvύσvτημα της σvυλλογής προκύπτει από τις σvχετικές σvυχνότητες εμφάνισvης

των αποτελεσvμάτων μέτρησvης των παρατηρήσvιμων ή από τις αναμενόμενες τιμές των

παρατηρήσvιμων όπως αυτές υπολογίζονται σvτην υποσvυλλογή της διαμέρισvης που ανήκει

το σvύσvτημα εφόσvον, πλέον, η (Σ) για ικανοποιείται για τη σvυγκεκριμένη υποσvυλλογή.

Η μέγισvτη πληροφορία που διαθέτουμε για ένα σvύσvτημα αποτελεί την κατάσvτασvη

του σvυσvτήματος, η οποία σvύμφωνα με το αίτημα (1) αναπαρίσvταται μαθηματικά από

ένα διάνυσvμα σvε κάποιο χώρο Hilbert H.

0.3.2. Ο κανόνας του Born. Μια ισvοδύναμη διατύπωσvη του κανόνα του Born είναι η

εξής:

Αν ένα παρατηρήσvιμο A και η κατάσvτασvη του σvυσvτήματος αναπα-

ρίσvτανται, αντίσvτοιχα από τον αυτοσvυζυγή τελεσvτή Â και το κανονι-

κοποιημένο διάνυσvμα |ψ⟩ ∈ H, τότε η αναμενόμενη τιμή ⟨A⟩ ψ των
αποτελεσvμάτων των μετρήσvεων του παρατηρήσvιμου A, είναι

⟨A⟩ ψ = ⟨ψ| Â |ψ⟩
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Ο κανόνας του Born σvυνδέει τη μαθηματική περιγραφή της κατάσvτασvης του σvυσvτήμα-

τος από το διάνυσvμα |ψ⟩ ∈ H και του παρατηρήσvιμου από τον αυτοσvυζυγή τελεσvτή Â
με πιθανότητες αποτελεσvμάτων και με αναμενόμενες τιμές παρατηρήσvιμων οι οποίες

μπορούν να σvυγκριθούν με τις πειραματικές σvχετικές σvυχνότητες των αποτελεσvμάτων

μετρήσvεων και με τις αναμενόμενες τιμές παρατηρήσvιμων.

Αν υποθέσvουμε ότι το διάνυσvμα κατάσvτασvης είναι ένα ιδιοδιάνυσvμα |am⟩ του τελεσvτή
Â και μετράμε το παρατηρήσvιμο A. Τότε, επειδή ⟨an| am⟩ = δnm, έπεται ότι η πιθα-

νότητα να λάβουμε το αποτέλεσvμα am είναι 1 ενώ η πιθανότητα οποιουδήποτε άλλου

αποτελέσvματος είναι 0.

0.3.3. Η εξίσvωσvη Schrödinger. Το αίτημα (4) περιγράφει πώς μια κβαντική κατάσvτασvη

εξελίσvσvεται με το χρόνο.

(1) Η σvημασvία της διανυσvματικής διαφορικής εξίσvωσvης είναι η εξής:

Για κάθε t ∈ R και για κάθε ϕ ∈ H,ικανοποιείται η σvυνήθης διαφορική
εξίσvωσvη,

iℏ
d

dt
⟨ϕ|ψ⟩ =

〈
ϕ|Ĥ|ψ

〉
Αν θεωρήσvουμε ότι ο χαμιλτονιανός τελεσvτής Ĥ έχει διακριτό φάσvμα ι-

διοτιμών {E1, E2, ..., EM} και με φασvματική ανάλυσvη Ĥ =
M∑
m=1

EmP̂m , για

τυχόν διανυσvμα χ ∈ H, αποδεικνύεται ότι

⟨χ|ψt⟩ =
M∑
m=1

e−
i
ℏEm(t−t0)

〈
χ|P̂m|ψt0

〉
ή σvε διανυσvματική μορφή,

|ψt⟩ =
M∑
m=1

e−
i
ℏEm(t−t0)P̂m |ψt0⟩

Ο τελεσvτής

M∑
m=1

e−
i
ℏEm(t−t0)P̂m είναι μοναδιακός τελεσvτής,

Û(t, t0) = e−
i
ℏ Ĥ(t−t0) =

M∑
m=1

e−
i
ℏEm(t−t0)P̂m.

Η εξίσvωσvη Schrödinger ορίζει μία μοναδιακή εξέλιξη της κατάσvτασvης

του φυσvικού σvυσvτήματος.

(2) Η εξίσvωσvη Schrödinger είναι γραμμική. ΄Αρα, αν η ψt0 και η ϕt0 εξελίσvο-

νται σvτις ψt και σvτις ϕt, αντίσvτοιοχα, σvτο χρονικό διάσvτημα t − t0, τότε η

κατάσvτασvη λψt0 + µϕt0 εξελίσvεται σvτην λψt + µϕt , για κάθε λ, µ ∈ C.
(3) Η εξίσvωσvη Schrödinger είναι διαφορική εξίσvωσvη πρώτης τάξης ως προς το

χρόνο. ΄Αρα, ο καθορισvμός της κατάσvτασvης του σvυσvτήματος σvε μία χρονική

σvτιγμή t0 αποτελεί επαρκή αρχική σvυνθήκη για την εύρεσvη της γενικής λύσvης

της εξίσvωσvης για κάθε t ∈ R. Υπό αυτήν τη σvημασvία, η κβαντική μηχανική
είναι ντετερμινισvτική θεωρία.
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(4) Η εξίσvωσvη Schrödinger περιγράφει μια χρονικά αντισvτρεπτή δυναμική

εξέλιξη.


