
Τι ειναι οι Χωροι Hilbert;

Τα Μαθηματικα Εργαλεια τησv Κβαντικησv Μηχανικησv

ΧΡΥΣΟΒΑΛΑΝΤΗΣ ΣΤΕΡΓΙΟΥ1

0.1. Μιγαδικός γραμμικός διανυσvματικός χώρος. ΄Ενα σvύνολο Ε ονο-

μάζεται μιγαδικός γραμμικός διανυσvματικός χώρος τότε και μόνο τότε αν

ορίζονται σvε αυτόν δύο απεικονίσvεις ”+” : E×E → E και ” · ” : C×E → E τέτοιες

ώσvτε για κάθε x, y, z ∈ E και λ, µ ∈ C να ισvχύουν οι εξής ιδιότητες:

(1) x+ y = y + x

(2) x+ (y + z) = (x+ y) + z

(3) Υπάρχει σvτοιχείο 0 ∈ E τέτοιο ώσvτε για κάθε x ∈ E, x+ 0 = x

(4) Για κάθε x ∈ E, υπάρχει σvτοιχείο x′ ∈ E τέτοιο ώσvτε, x+ x′ = 0.

(5) (λ+ µ)x = λx+ µx

(6) λ(x+ y) = λx+ λy

(7) λ(µx) = (λµ)x

(8) 1x = x

Παράδειγμα 1. Μιγαδικό διανυσvματικό χώρο αποτελεί το σvύνολο των μιγαδικών

σvυναρτήσvεων ψ : R2 → C :(x, t) 7→ ψ(x, t) με εσvωτερική πράξη την πρόσvθεσvη ” + ”

(ψ + ϕ)(x, t) := ψ(x, t) + φ(x, t)

και εξωτερική πράξη τον πολλαπλασvιασvμό με μιγαδικό αριθμό λ ∈ C,

(λψ)(x, t) := λ(ψ(x, t))

Γενικότερα, μιγαδικό διανυσvματικό χώρο αποτελείτο σvύνολο των μιγαδικών σvυναρ-

τήσvεων ψ : RΝ → C με τις αντίσvτοιχες πράξεις.

Παράδειγμα 2. Μιγαδικό διανυσvματικό χώρο αποτελεί το σvύνολο CN των μιγαδι-

κών πινάκων-σvτήλη (N × 1) ως προς τις εξής πράξεις:


c1
.
.
.

cN

+


d1
.
.
.

dN

 :=


c1 + d1

.

.

.

cN + dN


και

λ


c1
.
.
.

cN

 :=


λc1
.
.
.

λcN

 , λ ∈ C.

1
Ευχαρισvτώ θερμά το Γιάννη Ντάγκα για την επιμέλεια των σvημειώσvεων

1



2

Παράδειγμα 3. Μιγαδικό διανυσvματικό χώρο αποτελεί το σvύνολο M(N,C) των

μιγαδικών πινάκων (N ×N) ως προς τις εξής πράξεις:
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0.2. Γραμμικός Υπόχωρος διανυσvματικού χώρου. ΄Ενα υποσvύνολο G ε-

νός διανυσvματικού χώρου E ονομάζεται γραμμικός υπόχωρος του Ε αν και μόνο

αν για κάθε x, y ∈ G ισvχύει ότι x+ y ∈ G και λx ∈ G, για λ ∈ C.

Αν G1, G2 γραμμικοί υπόχωροι του E τότε το G1 ∩ G2 είναι και αυτό γραμμικός

υπόχωρος, ενώ το G1 ∪G2 δεν αποτελεί εν γένει γραμμικό υπόχωρο. Ο μικρότερος

υπόχωρος που περιλαμβάνει και τους δύο υποχώρους G1, G2 ονομάζεται γραμμική

θήκη του G1 ∪ G2 και ορίζεται ως το σvύνολο των γραμμικών σvυνδυασvμών των

διανυσvμάτων των G1 και G2,

G1+G2 := {z : z = λ1x1 + ...+ λnxn, x1...xn ∈ G1 ∪G2 και λ1, ..., λn ∈ C, n ∈ N}

0.3. Γραμμική Εξάρτησvη, Βάσvη και Διάσvτασvη διανυσvματικού χώρου.

Τα σvτοιχεία x1, x2, ..., xn ενός διανυσvματικού χώρου E ονομάζονται γραμμικώς α-

νεξάρτητα αν και μόνο αν για κάθε λ1, ..., λn ∈ C,

λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn = 0 =⇒ λ1 = λ2 = ...λn = 0

Τα σvτοιχεία x1, x2, ..., xn ενός διανυσvματικού χώρου E ονομάζονται γραμμικώς

εξαρτημένα αν και μόνο αν δεν είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Σε αυτήν την πε-

ρίπτωσvη, υπάρχει xk ∈ {x1, x2, ..., xn} τέτοιο ώσvτε,

xk = x1 + x2 + ...+ xk−1 + xk+1...+ xn
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Απείρου πλήθους σvτοιχεία xn, n ∈ N του E ονομάζονται γραμμικώς ανε-

ξάρτητα αν τα σvτοιχεία παντός πεπερασvμένου υποσvυνόλου των xn είναι γραμμικώς

ανεξάρτητα, υπό την παραπάνω έννοια.

΄Ενας διανυσvματικός χώρος θα είναι Ν διασvτάσvεων (όπου N < ∞) αν περι-

έχει ένα υποσvύνολο N γραμμικώς ανεξάρτητων διανυσvμάτων και δεν περιέχει κανένα

υποσvύνολο N + 1 γραμμικώς ανεξαρτήτως διανυσvμάτων.

΄Ενας διανυσvματικός χώρος ονομάζεται απειροδιάσvτατος αν περιέχειN γραμμικώς

ανεξάρτητα διανύσvματα, για κάθε N ∈ N.

΄Ενα πεπερασvμένο σvύνολο N γραμμικώς ανεξάρτητων διανυσvμάτων σvε ένα γραμμικό

διανυσvματικό χώρο E, N διασvτάσvεων, ονομάζεται βάσvη του χώρου. (Για τον ορισvμό

της βάσvης σvε χώρους με άπειρη διάσvτασvη θα χρειασvτεί να περιμένουμε λίγο)

0.4. Ανάπτυγμα σvε βάσvη σvε χώρους πεπερασvμένης διάσvτασvης. Η

γραμμική θήκη μιας βάσvης S = {e1, e2, ..., eN} ενός διανυσvματικού χώρου Ν δια-

σvτάσvεων E είναι ίσvη με τον χώρο E. Δηλαδή, για κάθε x ∈ E,

x =

N∑
i=1

xiei,

όπου οι μοναδικοί μιγαδικοί αριθμοί xi ∈ Cονομάζονται σvυντελεσvτές αναπτύγ-

ματος του x ως προς την βάσvη S.

0.5. Ισvομορφισvμοί διανυσvματικών χώρων. ΄Εσvτω δύο μιγαδικοί διανυσvματι-

κοί χώροι E1, E2. Οι χώροι αυτοί θα καλούνται ισvόμορφοι, αν και μόνο αν υπάρχει

μία απεικόνισvη i : E1 → E2 που ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:

(1) Για κάθε x1, x2 ∈ E1, αν i(x1) = i(x2) τότε x1 = x2.

(2) i(E1) = E2

(3) Για κάθε λ, µ ∈ C και x, y ∈ E, i(λx+ µy) = λi(x) + µi(y).

Οι (1) και (2) μας λένε ότι η απεικόνισvη i είναι αμφιμονοσvήμαντη και η (3) ότι

είναι γραμμική.

΄Ολοι οι διανυσvματικοί χώροι Ν διασvτάσvεων είναι ισvόμορφοι. Επομένως, όποια ιδιότητα

αποδείξουμε για έναν εξ αυτών, π.χ. για τον CN , αυτή θα ισvχύει για οποιονδήποτε

χώρο Ν διασvτάσvεων.

0.6. Εσvωτερικό (Βαθμωτό) Γινόμενο. ΄Εσvτω ένας μιγαδικός διανυσvματικός

χώρος E, ονομάζουμε εσvωτερικό γινόμενο (προ-Hilbert) μια απεικόνισvη (·, ·) :
E×E → C που απεικονίζει σvε κάθε ζεύγος διανυσvμάτων x, y έναν μοναδικό μιγαδικό

αριθμό (x, y), η οποία ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες, για x, y1, y2 ∈ E και λ, µ ∈ C,

(1) (x, (λy1 + µy2)) = λ(x, y1) + µ(x, y2)

(2) (x, y)∗ = (y, x)

(3) (x, x) ≥ 0 και (x, x) = 0⇒ x = 0
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Από τις ιδιότητες (1) και (2) σvυνάγουμε ότι

((λx1 + µx2), y) = λ∗(x1, y) + µ∗(x2, y)

0.7. Ο σvυμβολισvμός Dirac. ΄Εσvτω Ε ένας μιγαδικός γραμμικός διανυσvματικός

χώρος. Ο Dirac σvυμβόλισvε το διάνυμα x του διανυσvματικού χώρου, |x > ,και το

ονόμασvε «ket», ενώ το εσvωτερικό γινόμενο δύο διανυσvμάτων x, y , < x|y >, και

το ονόμασvε «bracket», ορίζοντας το «bra» , < x| ως το γραμμικό σvυναρτη-

σvοειδές,

< x| := L|x> : E → C

το οποίο απεικονίζει κάθε διάνυσvμα του διανυσvματικού χώρου σvτο εσvωτερικό γινόμενο

με το |x >,

|y > 7−→< x|y >

Μία απεικόνισvη ω : E→ C ονομάζεται γραμμικό σvυναρτησvοειδές επί του E,

αν για κάθε x, y ∈ E και λ, µ ∈ C να ισvχύει:

ω(λx+ µy) = λω(x) + µω(y).

Το σvύνολο των γραμμικών σvυναρτησvοειδών E∗ εφοδιασvμένο με τις πράξεις: ” + ” :

E∗ × E∗ → E∗ και ” · ” : C× E∗ → E∗ :

(ω + φ)(x) = ω(x) + φ(x)

(λω)(x) = λω(x)

είναι μιγαδικός γραμμικός διανυσvματικός χώρος και ονομάζεται δυϊκός χώρος του

E.

• Για ένα διανυσvματικό χώρο πεπερασvμένης διάσvτασvης κάθε σvτοιχείο του δυϊκού

χώρου έχει τη μορφή < x|, δηλαδή αντισvτοιχεί σvε κάποιο διάνυσvμα του χώρου.

• Σε απειροδιάσvτατους διανυσvματικούς χώρους με γινόμενο υπάρχουν πολλά

σvτοιχεία του δυϊκού χώρου E∗που δεν έχουν τη μορφή < x|. (δείτε το θε-

ώρημα Riesz για την περίπτωσvη των χώρων Hilbert όπου αυτό δεν ισvχύει).

0.8. Νορμαρισvμένοι διανυσvματικοί χώροι. ΄Ενας μιγαδικός γραμμικός δια-

νυσvματικός χώρος E ονομάζεται νορμαρισvμένος, όταν είναι δυνατόν σvε κάθε

σvτοιχείο x ∈ E να αντισvτοιχήσvουμε έναν πραγματικό αριθμό ‖x‖ τη νόρμα του x

(‖•‖ : E → R), έτσvι ώσvτε για κάθε x, y,∈ E και λ ∈ C να ισvχύουν οι ακόλουθες

ιδιότητες:

(1) ‖x‖ ≥ 0 και αν ‖x‖ = 0 τότε x = 0.

(2) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖
(3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖
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Σε έναν χώρο με εσvωτερικό γινόμενο, η επαγόμενη (από το εσvωτερικό γινόμενο)

νόρμα ενός διανύσvματος ορίζεται από τη σvχέσvη,

‖x‖ = (x, x)1/2

0.9. Ορθογωνιότηταγια κάθε ϕ ∈ M . ΄Εσvτω E ένας μιγαδικός γραμμικός δια-

νυσvματικός χώρος με εσvωτερικό γινόμενο. Δύο διανύσvματα x, y ∈ E ονομάζονται

ορθογώνια αν και μόνο αν (x, y) = 0. ΄Ενα υποσvύνολο M του E ονομάζεται ορ-

θογώνιο σvύνολο αν και μόνο αν για κάθε x, y ∈ E ισvχύει (x, y) = 0 ενώ αν

επιπλέον για κάθε x ∈ E ισvχύει ‖x‖ = 1 το σvύνολο M θα ονομάζεται ορθοκανο-

νικό.

Θεώρημα. Κάθε ορθοκανονικό σvύνολο σvε ένα διανυσvματικό χώρο με εσvωτερικό

γινόμενο είναι ένα σvύνολο γραμμικώς ανεξάρτητων διανυσvμάτων.

Πόρισμα. Κάθε διανυσvματικός χώρος πεπερασvμένης διάσvτασvης N έχει μία ορθο-

κανονική βάσvη, δηλαδή μία βάσvη που αποτελείται από N ορθοκανονικά διανύσvματα.

0.10. Ισvχυρή σvύγκλισvη διανυσvμάτων και ακολουθίες Cauchy. ΄Εσvτω E

ένας μιγαδικός διανυσvματικός χώρος με νόρμα. Λέμε ότι μια ακολουθία {x1, x2, ..., xn, ...} ⊆
E, σvυγκλίνει ισvχυρά σvε ένα διάνυσvμα x ∈ E, xn → x, αν και μόνο αν lim

n→∞
‖xn − x‖ =

0.

Για μια ακολουθία {x1, x2, ..., xn, ...} ⊆ E, σvε ένα μιγαδικό διανυσvματικό χώρο E,

ορίζουμε την ακολουθία των μερικών αθροισvμάτων, {sn}n∈N, sn =
n∑
k=1

xk. Αν sn →

ψ, τότε λέμε ότι η σvειρά

∞∑
k=1

xk σvυγκλίνει σvτο διάνυσvμα ψ και γράφουμε

ψ =
∞∑
k=1

xk.

Μία ακολουθία {xn}n∈N σvτοιχείων ενός νορμαρισvμένου χώρου E ονομάζεται ακο-

λουθία Cauchy αν και μόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώσvτε για

κάθε n,m ∈ N, αν n,m > n0 τότε ‖xn − xm‖ < ε.

0.11. Χώροι Hilbert. ΄Ενας διανυσvματικός χώρος με εσvωτερικό γινόμενο λέγεται

πλήρης αν και μόνο αν κάθε ακολουθία Cauchy σvτο χώρο αυτό σvυγκλίνει ισvχυρά

σvε κάποιο διάνυσvμα του χώρου. ΄Ενας πλήρης μιγαδικός διανυσvματικός χώρος με

εσvωτερικό γινόμενο ονομάζεται μιγαδικός χώρος Hilbert.

Θεώρημα. Κάθε πεπερασvμένης διάσvτασvης διανυσvματικός χώρος με εσvωτερικό γι-

νόμενο είναι πλήρης.

0.12. Βάσvη διανυσvματικού χώρου άπειρης διάσvτασvης. Αν S είναι ένα

ορθοκανονικό υποσvύνολο ενός χώρου Hilbert H και δεν υπάρχει άλλο ορθοκανονικό

υποσvύνολο του H που να είναι γνήσvιο υπερσvύνολο του S, τότε το S αποτελεί μια

ορθοκανονική βάσvη.

Θεώρημα. Κάθε χώρος Hilbert Hέχει μια ορθοκανονική βάσvη.
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Θεώρημα. ΄Εσvτω S = {ej}j∈J μια ορθοκανονική βάσvη ενός μιγαδικού χώρου
HilbertH. Για κάθε x ∈ H υπάρχει μοναδική οικογένεια μιγαδικών αριθμών {xj = (ej , x)}j∈J
τέτοιων ώσvτε

x =
∑
j∈J

(ej , x)ek

(x, y) =
∑
j∈J

(x, ej)(ej , y), y ∈ H

‖x‖2 = (x, x) = ‖x‖ =
∑
j∈J
|(ej , x)|2

0.13. Διαχωρίσvιμοι χώροι Hilbert. ΄Ενας χώρος Hilbert H που επιδέχεται μια

αριθμήσvιμη ορθοκανονική βάσvη λέγεται διαχωρίσvιμος.

Θεώρημα. ΄Ολοι οι απειροδιάσvτατοι διαχωρίσvιμοι χώροι Hilbert είναι ισvόμορφοι.

0.14. Γραμμικοί τελεσvτές σvε χώρους Hilbert. ΄Ενας γραμμικός τελε-

σvτής Â σvε ένα χώρο Hilbert H απεικονίζει κάθε διάνυσvμα ψ ∈ H σvε κάποιο άλλο

διάνυσvμα Âψ ∈ H κατά τρόπον ώσvτε

Â(λψ + µφ) = λÂψ + µÂφ

για κάθε λ, µ ∈ C και ψ, φ ∈ H.

Το άθροισvμα και το γινόμενο δύο γραμμικών τελεσvτών και το γινόμενο επί

μιγαδικό αριθμό ενός τελεσvτή ορίζονται, αντίσvτοιχα, από τις εξής σvχέσvεις:

(Â+ B̂)ψ = Âψ + B̂ψ

(ÂB̂)ψ = Â(B̂ψ)

(λÂ)ψ = λ(Âψ)

για κάθε ψ ∈ H.

0.15. Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσvματα. ΄Εσvτω Â ένας τελεσvτής πάνω σvε ένα χώρο

Hilbert H. ΄Ενα διάνυσvμα 0 6= ψ ∈ H ονομάζεται ιδιοδιάνυσvμα του Â με ιδιο-

τιμή a αν και μόνο αν Âψ = aψ, ή σvε σvυμβολισvμό Dirac Â|a >= a|a > .

Παρατήρηση. Είναι δυνατό ένας τελεσvτής να μην έχει ιδιοδιανύσvματα. Επίσvης είναι

δυνατό ένας τελεσvτής να έχει περισvσvότερα από ένα γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδια-

νύσvματα με την ίδια ιδιοτιμή. Λέμε ότι μια ιδιοτιμή an ενός τελεσvτή Â παρουσvιάζει

πολλαπλότητα εκφυλισvμού d(n) αν και μόνο αν αντισvτοιχούν d(n) το πλήθος

ανεξάρτητα διανύσvματα ψn1 , ψn2 , ..., ψnd(n)
σvτην an. Τα γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιο-

διανύσvματα ενός τελεσvτή Â που αντισvτοιχούν σvτην ίδια ιδιοτιμή an παράγουν έναν

υπόχωρο του H με διάσvτασvη ίσvη με την πολλαπλότητα εκφυλισvμού d(n) ο οποίος
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ονομάζεται ιδιόχωρος που αντισvτοιχεί σvτη σvυγκεκριμένη ιδιοτιμή. ΄Ε-

νας τελεσvτής ονομάζεται μη-εκφυλισvμένος ή μεγισvτικός αν και μόνο αν κάθε

ιδιοτιμή του έχει πολλαπλότητα ίσvη με τη μονάδα.

0.16. Στοιχεία πίνακα τελεσvτή. Τα σvτοιχεία πίνακα ενός τελεσvτή Â σvε

ένα χώρο Hilbert H είναι οι αριθμοί (ψ, Âϕ) για ψ,ϕ ∈ H. Σε σvυμβολισvμό Dirac
γράφουμε, < ψ|Â|ϕ > .

Παρατήρηση. ΄Εσvτω B = {e1, e2, ..., en}n∈N μια ορθοκανονική βάσvη ενός n-διάσvτατου

χώρου Hilbert H. Επειδή ψ =
n∑
j=1

(ej , ψ)ej ορίζουμε την απεικόνισvη από το H σvτο

Cn

ψ 7−→


ψ1

ψ2

.

.

.

ψn

 =


(e1, ψ)

(e2, ψ)
.
.
.

(en, ψ)


που αντισvτοιχεί σvτο διάνυσvμα ψ ένα n×1 διάνυσvμα σvτήλη. Αντίσvτοιχα, σvτον τελεσvτή

Â αντισvτοιχεί ο n× n πίνακας,

Â 7−→


A11 A12 ... A1n

A21 A22 ... A2n

· · · · · · · · · · · ·
An1 An2 ... Ann

 =


(e1, Âe1) (e1, Âe2) ... (e1, Âen)

(e2, Âe1) (e2, Âe2) ... (e2, Âen)

· · · · · · · · · · · ·
(en, Âe1) (en, Âe2) ... (en, Âen)


Ως προς αυτή την αναπαράσvτασvη διανυσvμάτων και τελεσvτών αποδεικνύεται ότι \.

Θεώρημα. Κάθε πεπερασvμένης διάσvτασvης διανυσvματικός χώρος με εσvωτερικό γι-

νόμενο είναι πλήρης.

Παρατήρηση.

(ψ, Âϕ) = (ψ∗1ψ
∗
2 · · ·ψ∗n)


A11 A12 ... A1n

A21 A22 ... A2n

· · · · · · · · · · · ·
An1 An2 ... Ann




ϕ1

ϕ2

.

.

.

ϕn


0.17. Συζυγείς και Αυτοσvυζυγείς (Ερμιτιανοί) τελεσvτές. Ο σvυζυγής

τελεσvτής Â+ ενός τελεσvτή Â επί ενός χώρου Hilbert H ορίζεται από την ακόλουθη

σvυνθήκη για τα σvτοιχεία πίνακα:

(ψ, Â+ϕ) = (Âψ, ϕ), ∀ψ,ϕ ∈ H.

Σε σvυμβολισvμό Dirac , < ψ|Â+|ϕ >=< ψ|Â|ϕ >∗ .

Θεώρημα. Η απεικόνισvη Â 7→ Â+ ορίζει μια μονομελή πράξη σvτο σvύνολο των

τελεσvτών επί ενός χώρου Hilbert H που σvυνδυάζεται με τις υπόλοπες πράξεις ως εξής:(
Â+ B̂

)+
= Â+ + B̂+
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λÂ
)+

= λ∗Â+(
ÂB̂
)+

=
ˆˆ A+B+(

Â+
)+

= Â

΄Ενας τελεσvτής Â επί ενός χώρου Hilbert H ονομάζεται αυτοσvυζυγής ή Ερμι-

τιανός αν και μόνο αν Â+ = Â.

0.18. Ανάλυσvη της ταυτότητας. Κάθε ζεύγος διανυσvμάτων ϕ, χ ∈ H ορίζει

ένα γραμμικό τελεσvτή πάνω σvτον H σvύμφωνα με τον κανόνα:

T̂ϕ,χ : H −→ H : ψ 7→ T̂ϕ,χ(ψ) = 〈χ, ψ〉ϕ

Από γεωμετρική σvκοπιά ο τελεσvτής σvτρέφει ένα διάνυσvμα ψ σvτην κατεύθυνσvη του

ϕ και του αποδίδει μήκος ίσvο με εκείνο του ϕ πολλαπλασvιασvμένο επί το μέτρο της

προβολής του ψ επί του χ.

Σε σvυμβολισvμό Dirac ο τελεσvτής T̂ϕ,χ ορίζεται ως εξής:

ψ 7→ T̂ϕ,χ(ψ) = 〈χ, ψ〉ϕ : |ψ >7→ T̂ϕ,χ(|ψ >) = |ϕ >< χ|ψ >

Αν {|e1 >, |e2 >,1 , ..., |en >} είναι μια ορθοκανονική βάσvη του H γράφουμε

|ψ >=
n∑
j=1

|ej >< ej |ψ >=

 n∑
j=1

|ej >< ej |

 |ψ >
οπότε θα λέμε ότι ο τελεσvτής

n∑
j=1

|ej >< ej | είναι ο ταυτοτικός τελεσvτής 1̂

n∑
j=1

|ej >< ej | = 1̂ : |ψ >7→ |ψ >=

 n∑
j=1

|ej >< ej |

 |ψ >
και η εξίσvωσvη

n∑
j=1

|ej >< ej | = 1̂

καλείται ανάλυσvη της ταυτότητας.

0.19. Κλεισvτός υπόχωρος. ΄Ενας γραμμικός υπόχωρος M ενός χώρου Hilbert
H ονομάζεται τοπολογικά κλεισvτός αν και μόνο αν το όριο κάθε ισvχυρώς (ως προς

τη νόρμα) σvυγκλίνουσvας ακολουθίας διανυσvμάτων του M ανήκει σvτο M .

Θεώρημα. ΄Ενας γραμμικός υπόχωρος M ενός χώρου Hilbert H είναι κλεισvτός αν
και μόνο αν ο M είναι πλήρης ως διανυσvματικός χώρος με εσvωτερικός γινόμενο,

δηλαδή είναι χώρος Hilbert . Ο M είναι διαχωρίσvιμος χώρος Hilbert αν ο H είναι
διαχωρίσvιμος.
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Θεώρημα. Κάθε γραμμικός υπόχωρος ενός πεπερασvμένης διάσvτασvης χώρου Hilbert
H είναι κλεισvτός.

0.20. Ορθογωνιότητα-Ευθύ άθροισvμα υποχώρων. Δυο υπόχωροι M1 και

M2 ενός χώρου Hilbert λέγονται ορθογώνιοι αν και μόνο αν κάθε ψ1 ∈ M1 είναι

ορθογώνιο σvε κάθε ψ2 ∈M2.

Το ορθογώνιο σvυμπλήρωμα M⊥ ενός γραμμικού υπόχωρου M ενός χώρου

Hilbert H είναι το σvύνολο

M⊥ = {ψ ∈ H : (ϕ,ψ) = 0 για κάθε ϕ ∈M}για κάθε ϕ ∈M

Θεώρημα. Το ορθογώνιο σvυμπλήρωμα κάθε γραμμικού υπόχωρου H αποτελεί ένα
κλεισvτό γραμμικό υπόχωρο του H.

΄Ενας διανυσvματικός χώρος M είναι το ευθύ άθροισvμα δυο γραμμικών υποχώρων

του M1 και M2,

M =M1 ⊕M2

αν και μόνο αν κάθε διάνυσvμα ψ ∈M μπορεί να γραφεί μονοσvήμαντα σvτη μορφή,

ψ = ψ1 + ψ2

όπου ψ1 ∈M1 και ψ2 ∈M2.

Θεώρημα. ΑνM είναι ένας κλεισvτός υπόχωρος τουH, τότεH =M⊕M⊥. Δηλαδή,

κάθε ψ ∈ H μπορεί να αναλυθεί μονοσvήμαντα ως άθροισvμα,

ψ = ψM + ψM⊥ ,

δύο διανυσvμάτων ψM ∈M και ψM⊥ ∈M⊥, αντίσvτοιχα.

0.21. Προβολικοί τελεσvτές 1για κάθε ϕ ∈M . Η απεικόνισvη

P̂M : H −→M : ψ 7→ P̂Mψ = ψM

είναι γραμμική και ορίζει έναν γραμμικό τελεσvτή σvτον H. Ο τελεσvτής P̂M λέγεται

τελεσvτής προβολής πάνω σvτον υπόχωρο M του H. Ο τελεσvτής προβολής πάνω

σvτο ορθογώνιο σvυμπλήρωμα M⊥ του M είναι P̂M⊥ = 1̂− P̂M .

Ο τελεσvτής |ϕ >< ϕ| για < ϕ|ϕ >= 1, είναι ο τελεσvτής προβολής πάνω σvτον

μοναδιάσvτατο υπόχωρο που αποτελείται από διανύσvματα της μορφής a|ϕ >, a ∈ C.

Θεώρημα. Αν P̂M είναι ο τελεσvτής προβολής πάνω σvε ένα κλεισvτό υπόχωρο M 6=
{0} ενός χώρου Hilbert H, τότε για κάθε ψ ∈ H,

P̂Mψ = ψ ⇐⇒ ψ ∈M

P̂Mψ = 0⇐⇒ ψ ∈M⊥
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Ο τελεσvτής προβολής πάνω σvε οποιοδήποτε κλεισvτό υπόχωρο M 6= {0} ενός χώρου

Hilbert Hέχει δυο ιδιοτιμές, 1 και 0. Οι πολλαπλότητες εκφυλισvμού των ιδιοτιμών
αυτών είναι ίσvες με τις διασvτάσvεις των M και M⊥, αντίσvτοιχα.

0.22. Φραγμένοι τελεσvτές. ΄Ενας γραμμικός τελεσvτής Â σvε έναν χώρο Hilbert
H καλείται φραγμένος αν και μόνο αν υπάρχει θετικός αριθμός b > 0 τέτοιος ώσvτε∥∥∥Âψ∥∥∥ ≤ b ‖ψ‖.
Θεώρημα. ΄Ενας γραμμικός τελεσvτής είναι φραγμένος αν και μόνο αν είναι σvυνεχής,

δηλαδή, Âψn → Âψ για κάθε οικογένεια {ψn}∞n=1 τέτοια ώσvτε ψn → ψ.

0.23. Προβολικοί Τελεσvτές.

Θεώρημα. ΄Ενας φραγμένος τελεσvτής P̂ σvε ένα χώρο Hilbert H είναι τελεσvτής
προβολής αν και μόνο αν P̂ 2 = P̂ = P̂+

. Ο κλεισvτός υπόχωρος του H πάνω σvτον
οποίο προβάλλει ο P̂ είναι ο Hp =

{
ψ ∈ H : P̂ψ = ψ

}
.

Δύο τελεσvτές προβολής P̂1 και P̂2 σvε ένα χώρο Hilbert H λέγονται ορθογώνιοι

αν και μόνο αν P̂1P̂2 = 0 = P̂2P̂1.

Θεώρημα. Δυο τελεσvτές προβολής σvε ένα χώρο Hilbert είναι ορθογώνιοι αν και
μόνο αν οι υπόχωροι σvτους οποίους προβάλλουν είναι ορθογώνιοι.

Η ανάλυσvη ενός χώρου Hilbert σvε ευθύ άθροισvμα αμοιβαίων ορθογώνιων κλεισvτών

υποχώρων μπορεί να γενικευθεί ως εξής:

΄Εσvτω {M1,M2, ...,Mn} μια σvυλλογή κλεισvτών υποχώρων ενός χώρου Hilbert H
τέτοια ώσvτε δύο οποιοιδήποτε, διαφορετικοί μεταξύ τους, υπόχωροι να είναι ορθο-

γώνιοι και για κάθε ψ ∈ H να έχουμε

ψ = P̂M1
ψ + P̂M2

ψ + ....+ P̂Mn
ψ

Τότε H = M1 ⊕M2 ⊕ ... ⊕Mn =
n
⊕
j=1

Mj και P̂Mj P̂Mk
= δjkP̂Mj . Επομένως, η

ανάλυσvη της ταυτότητας μπορεί να λάβει την ακόλουθη μορφή:

P̂M1
+ P̂M2

+ ....+ P̂Mn
= 1̂

0.24. Μοναδιακοί τελεσvτές. ΄Ενας γραμμικός τελεσvτής Ûσvε ένα χώρο Hilbert
H καλείται μοναδιακός αν και μόνο αν Û+Û = Û Û+ = 1̂.

Θεώρημα. Κάθε μοναδιακός τελεσvτής Ûσvε ένα χώρο Hilbert H είναι αντισvτρέψι-
μος Û−1 = Û+

και αφήνει αναλλοίωτο το εσvωτερικό γινόμενο μεταξύ διανυσvμάτων,(
Ûϕ, Ûψ

)
= (ϕ,ψ), για κάθε ϕ,ψ ∈ H καθώς και τα μήκη διανυσvμάτων,

∥∥∥Ûψ∥∥∥ =

‖ψ‖ , ψ ∈ H.
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0.25. Ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσvματα αυτοσvυζυγών και μοναδιακών τε-

λεσvτών. Οι ιδιοτιμές ενός αυτοσvυζυγούς τελεσvτή είναι πραγματικοί αριθμοί.

Τα ιδιοδιανύσvματα ενός αυτοσvυζυγούς τελεσvτή που αντισvτοιχούν σvε διαφορετικές ι-

διοτιμές είναι ορθογώνια.

Οι ιδιοτιμές ενός μοναδιακού τελεσvτή είναι μιγαδικοί αριθμοί μέτρου ίσvου με τη

μονάδα. Τα ιδιοδιανύσvματα ενός μοναδιακού τελεσvτή που αντισvτοιχούν σvε διαφορετι-

κές ιδιοτιμές είναι ορθογώνια.

Η κλεισvτότητα του σvυνόλου των γραμμικών σvυνδυασvμών (η γραμμική θήκη) των ιδιο-

διανυσvμάτων ενός αυτοσvυζυγή, καθώς και ενός μοναδιακού τελεσvτή, σvε ένα μιγαδικό

χώρο Hilbert, H πεπερασvμένης διάσvτασvης, είναι ο ίδιος ο χώρος H.

0.26. Φασvματική αναπαράσvτασvη ή ανάλυσvη αυτοσvυζυγούς τελεσvτή

– Φασvματικό θεώρημα σvε χώρους πεπερασvμένης διάσvτασvης. ΄Εσvτω

Â ένας αυτοσvυζυγής τελεσvτής σvε ένα N -διάσvτατο (N < ∞) μιγαδικό χώρο Hilbert,
H του οποίου οι ιδιοτιμές a1, a2, ..., aM (M ≤ N) παρουσvιάζουν πολλαπλότητες εκ-

φυλισvμού d(1), d(2), ..., d(M), αντίσvτοιχα. Για κάθε n ∈ {1, 2, ..,M} επιλέγουμε μια

ορθοκανονική βάσvη
{
un1

, un2
, ..., und(n)

}
του ιδιόχωρου του Â που αντισvτοιχεί σvτην

ιδιοτιμή an. Τότε το σvύνολο των unj
με n = 1, 2, ..,M και j = 1, 2, ..., d(n) αποτελεί

ορθοκανονική βάσvη του H. Συγκεκριμένα,(
umi

, unj

)
= δmnδij ,

ενώ κάθε ψ ∈ H γράφεται

ψ =

M∑
n=1

d(n)∑
j=1

(
unj

, ψ
)
unj

.

Σε σvυμβολισvμό Dirac, το ιδιοδιάνυσvμα unj
γράφεται |an, j >, οπότε έχουμε

< am, i|an, j >= δmnδij

και

|ψ >=
M∑
n=1

d(n)∑
j=1

|an, j >< an, j|ψ > .

Η ανάλυσvη τη ταυτότητας ως προς τα ιδιοδιανύσvματα του τελεσvτή Â λαμβάνει

τη μορφή

M∑
n=1

d(n)∑
j=1

|an, j >< an, j| = 1̂

και η φασvματική αναπαράσvτασvη ή ανάλυσvη του Â τη μορφή,

Â =

M∑
n=1

d(n)∑
j=1

an|an, j >< an, j|
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Ο τελεσvτής προβολής πάνω σvτον ιδιόχωρο του Â που αντισvτοιχεί σvτην ιδιοτιμή an

είναι

P̂n =

d(n)∑
j=1

|an, j >< an, j|

και ονομάζεται φασvματικός τελεσvτή προβολής. Συνεπώς

Â =

M∑
n=1

anP̂n.

Ως προς την ορθοκανονική βάσvη που αποτελείται από τα ιδιοδιανύσvματά του, ένας

αυτοσvυζυγής τελεσvτής αντισvτοιχεί σvε ένα διαγώνιο πίνακα – διαγωνιοποίησvη τε-

λεσvτή.

0.27. Φασvματική αναπαράσvτασvη ή ανάλυσvη μοναδιακού τελεσvτή σvε

χώρους πεπερασvμένης διάσvτασvης. ΄Εσvτω Û ένας μοναδιακός τελεσvτής σvε ένα

N -διάσvτατο (N <∞) μιγαδικό χώρο Hilbert H του οποίου οι ιδιοτιμές eiθ1 , eiθ2 , ..., eiθM

(M ≤ N) παρουσvιάζουν πολλαπλότητες εκφυλισvμού d(1), d(2), ..., d(M), αντίσvτοιχα.

Για κάθε n ∈ {1, 2, ..,M} επιλέγουμε μια ορθοκανονική βάσvη
{
|eiθn , j >

}d(n)
j=1

του ιδι-

όχωρου του Û που αντισvτοιχεί σvτην ιδιοτιμή eiθn . Τότε το σvύνολο
{
|eiθn , j > :n = 1, ...,M και j = 1, ..., d(n)

}
αποτελεί ορθοκανονική βάσvη του H. Συγκεκριμένα,

< eiθm , k|eiθn , j >= δmnδkj

και κάθε διάνυσvμα |ψ > γράφεται

|ψ >=
M∑
n=1

d(n)∑
j=1

|eiθn , j >< eiθn , j|ψ >,

με ανάλυσvη της ταυτότητας,

M∑
n=1

d(n)∑
j=1

|eiθn , j >< eiθn , j| = 1̂

και φασvματική αναπαράσvτασvη του Û

Û =

M∑
n=1

d(n)∑
j=1

eiθn |eiθn , j >< eiθn , j| =
M∑
n=1

eiθn P̂n,

όπου ο P̂n =
d(n)∑
j=1

|eiθn , j >< eiθn , j| είναι ο φασvματικός τελεσvτής προβολής πάνω σvτον

ιδιόχωρο του Û με ιδιοτιμή eiθn .

Ως προς την ορθοκανονική βάσvη που αποτελείται από τα ιδιοδιανύσvματά του, ένας

μοναδιακός τελεσvτής αντισvτοιχεί σvε ένα διαγώνιο πίνακα – διαγωνιοποίησvη τε-

λεσvτή.


