
Τι ειναι το Επιχειρημα Εinstein Podolsky Rosen;

Χρυσvοβαλάντης Στεργίου

0.1. Εισvαγωγή. Το επιχείρημα αποσvκοπεί να δείξει ότι η κβαντική περιγραφή της

πραγματικότητας ενός φυσvικού σvυσvτήματος όπως δίνεται από το διάνυσvμα κατάσvτασvης

δεν είναι πλήρης. Το επιχείρημα διατυπώθηκε για πρώτη φορά το 1935 σvτο άρθρο

A. Einstein, B. Podolsky, and N. Rosen, “Can quantum-mechanical description
of physical reality be considered complete?” Phys. Rev. 47 (1935): 777-781.Μια

απλούσvτερη εκδοχή του επιχειρήματος διατυπώθηκε το 1951 σvτο D. Bohm, Quantum
Theory, Prentice-Hall, 1951. Η κριτική του Bohr σvτο επιχείρημα EPR παρουσvιάσvτηκε

σvτο άρθρο “Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality be Considered
Complete?” Phys. Rev. 48, 696 (1935).

0.2. Πληρότητα και πραγματικότητα. Σύμφωνα με τους EPR, για να είναι

μια θεωρία πλήρης θα πρέπει να ικανοποιείται η ακόλουθη αναγκαία σvυνθήκη:

C: Κάθε σvτοιχείο της φυσvικής πραγματικότητας θα πρέπει να αντισvτοιχεί σvε

κάποιο σvτοιχείο της φυσvικής θεωρίας.

Επίσvης, ικανή σvυνθήκη για να είναι κάτι σvτοιχείο πραγματικότητας είναι

η εξής:

R: Αν, χωρίς καθόλου να διαταράξουμε το σvύσvτημα, μπορούμε να προβλέψου-

με με βεβαιότητα (δηλαδή με πιθανότητα ίσvη με τη μονάδα) την τιμή μιας

φυσvικής ποσvότητας, τότε υπάρχει κάποιο σvτοιχείο της φυσvικής πραγματι-

κότητας που αντισvτοιχεί σvε αυτή τη φυσvική ποσvότητα.

Παρατήρηση. Μια εφαρμογή της R είναι η εξής:

• Αν A είναι ένα φυσvικό μέγεθος (παρατηρήσvιμο) το οποίο αναπαρίσvταται α-

πό κάποιον αυτοσvυζυγή τελεσvτή Â, και, το διάνυσvμα ψ που αναπαρισvτά την

κατάσvτασvη του σvυσvτήματος είναι ιδιοδιάνυσvμα του Â με ιδιοτιμή a, τότε η

τιμή του φυσvικού μεγέθους A μπορεί να προβλεφθεί με βεβαιότητα χωρίς να

διαταράξουμε το σvύσvτημα (κανόνας Born). Επομένως, από την (R ), για ένα

σvύσvτημα σvτην κατάσvτασvη ψ υπάρχει ένα σvτοιχείο της φυσvικής πραγματικότη-

τας που αντισvτοιχεί σvτο φυσvικό μέγεθος A.

Τι γίνεται αν θεωρήσvουμε ένα ζεύγος φυσvικών μεγεθών A,B·

• Αν οι αντίσvτοιχοι τελεσvτές μετατίθενται,

[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â = 0, τότε

για κάθε ζεύγος ιδιοτιμών a, b των τελεσvτών Â, B̂ αντίσvτοιχα, υπάρχει κοινό

ιδιοδιάνυσvμα ψ των Â, B̂ που αντισvτοιχεί σvε αυτές τις ιδιοτιμές. ΄Αρα, αν η

κατάσvτασvη του σvυσvτήματος περιγράφεται από το διάνυσvμα ψ, μπορούμε να

προβλέψουμε με απόλυτη βεβαιότητα την τιμή των φυσvικών μεγεθών A,B με

βάσvη κανόνα του Born και από την (R), για ένα σvύσvτημα σvτην κατάσvτασvη
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ψ υπάρχουν σvτοιχεία της φυσvικής πραγματικότητας που αντισvτοιχούν σvτα

φυσvικό μεγέθη A,B.

• Αν οι αντίσvτοιχοι τελεσvτές δεν μετατίθενται,

[
Â, B̂

]
= ÂB̂−B̂Â 6= 0, τότε τα

κοινά ιδιοδιανύσvματα των τελεσvτών Â, B̂, αν υπάρχουν, ανήκουν σvτον πυρήνα

του μεταθέτη των Â, B̂, ker
[
Â, B̂

]
.

Στην περίπτωσvη που ο μεταθέτης

[
Â, B̂

]
είναι πολλαπλάσvιο της μονάδας I

– όπως σvτην περίπτωσvη του μεταθέτη θέσvης-ορμής [x̂, p̂x] = i~I – ισvχύει ότι

ker
[
Â, B̂

]
= {0}. ΄Αρα, σvε αυτή την ειδική περίπτωσvη οι δύο τελεσvτές δεν

έχουν κοινά ιδιοδιανύσvματα.

Προσvοχή όμως! Ο μεταθέτης δύο ερμιτιανών τελεσvτών Â, B̂ μπορεί να είναι

πολλαπλάσvιο της μονάδας I μόνον όταν οι τελεσvτές αυτοί δεν είναι φραγμένοι

(Wintner, 1947)
Επίσvης, ker [σ̂i, σ̂k] = {0}, για τους πίνακες Pauli, σi, i = 1, 2, 3 που

περιγράφουν τις σvυνισvτώσvες του spin ενός σvωματιδίου με spin 1/2 (δείτε

παρακάτω).

Επομένως, σvτις παραπάνω ειδικές περιπτώσvεις, για κανένα ζεύγος ιδιοτι-

μών a, b των τελεσvτών Â, B̂ δεν υπάρχει κατάσvτασvη του σvυσvτήματος (κοινό

ιδιοδιάνυσvμα των Â, B̂) σvτην οποία να μπορούμε να προβλέψουμε με απόλυτη

βεβαιότητα την τιμή των φυσvικών μεγεθών A,B με βάσvη κανόνα του Born.
Αντίθετα, σvτην περίπτωσvη του μονοηλεκτρονικού ατόμου, οι σvυνισvτώσvες

της τροχιακής σvτροφορμής, L̂x, L̂y, L̂z, ικανοποιούν τη σvχέσvη

[
L̂x, L̂y

]
=

i~L̂z και υπάρχουν διαφορετικές ιδιοκατασvτάσvεις |n, 0, 0〉 του ατόμου για τις

οποίες ισvχύει L̂z |n, 0, 0〉 = 0. Σε αυτή την περίπτωσvη, μολονότι οι L̂x, L̂y δεν

μετατίθενται έχουν κοινά ιδιοδιανύσvματα τα οποία ανήκουν σvτον μη τετριμμένο

πυρήνα του L̂z.

0.3. Το επιχείρημα EPR. Το επιχείρημα EPR προκύπτει από το ελάχισvτο πλαίσvιο

της κβαντικής μηχανικής και αποτελείται από τρεις προκείμενες,

(1) INC ∨NSV
(2) LOC ⊃∼ NSV
(3) LOC

οι οποίες σvυμπεραίνουν παραγωγικά: C. INC

όπου

INC: Η κβαντική περιγραφή ενός σvυσvτήματος από το διάνυσvμα κατάσvτασvης δεν

είναι πλήρης.

NSV : Παρατηρήσvιμα που αναπαρίσvτανται από μη μετατιθέμενους τελεσvτές και ο

πυρήνας του μεταθέτη τους είναι το μηδενικό διάνυσvμα δεν μπορούν να

έχουν ταυτόχρονη πραγματικότητα.
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LOC Αν δύο σvυσvτήματα είναι απομονωμένα μεταξύ τους έτσvι ώσvτε να μην αλ-

ληλεπιδρούν, καμιά πραγματική αλλαγή σvτο δεύτερο σvύσvτημα δεν μπορεί

να λάβει χώρα ως σvυνέπεια οποιασvδήποτε επέμβασvης σvτο πρώτο σvύσvτημα.

0.4. Δικαιολόγησvη της INC ∨NSV . Οι EPR δείχνουν τη λογικώς ισvοδύναμη

πρότασvη ∼ NSV ⊃ INC:

Αν δύο παρατηρήσvιμα A,B, τα οποία αντισvτοιχούν σvε τελεσvτές Â, B̂ που δεν μετατίθε-

νται και ker
[
Â, B̂

]
= {0}, είχαν ταυτόχρονη πραγματικότητα (∼ NSV ), υπάρχουν

σvτοιχεία της πραγματικότητας τα οποία δεν αναπαρίσvτανται σvτη θεωρητική περιγρα-

φή του σvυσvτήματος από το διάνυσvμα κατάσvτασvης ψ αυτού, διότι δεν υπάρχει κοινό

ιδιοδιάνυσvμα των Â, B̂ (INC).

0.5. Δικαιολόγησvη της LOC ⊃∼ NSV . Για να αποδείξουν τη σvυνεπαγωγή, οι

EPR θεωρούν ένα σvύσvτημα που αποτελείται από δύο σvωματίδια τα οποία αλληλεπι-

δρούν κατά τρόπον ώσvτε να διατηρείται η ολική ορμή του σvυσvτήματος σvε ορισvμένη

κατεύθυνσvη και ακολούθως κινούνται προς αντίθετες κατευθύνσvεις απομακρυνόμενα

κατά τρόπον ώσvτε να διατηρούνται οι σvχετικές θέσvεις τους ως προς τη διεύθυνσvη κίνη-

σvης. Σε αυτό το σvύσvτημα μπορούμε να προβλέψουμε τη θέσvη του ενός σvωματιδίου

μετρώντας τη θέσvη του άλλου σvωματιδίου καθώς και την ορμή του ενός σvωματιδίου

μετρώντας την ορμή του άλλου σvωματιδίου. Λόγω της χωρικής απομάκρυνσvης των

σvωματιδίων και της LOC, η μέτρησvη οποιασvδήποτε ποσvότητας σvτο ένα σvωματίδιο δεν

διαταράσvσvει το άλλο σvωματίδιο. Επομένως, από την (R) σvυμπεραίνουμε ότι μπορούμε

να προβλέψουμε ταυτόχρονα τη θέσvη και την ορμή σvτο ένα σvωματίδιο πραγματο-

ποιώντας μετρήσvεις σvτο άλλο σvωματίδιο χωρίς να διαταράσvσvουμε το πρώτο, δηλαδή,

(∼ NSV ).

0.6. Η κριτική του Bohr.

Βεβαίως, σvε περιπτώσvεις όπως αυτή που μόλις εξετάσvαμε [EPR] δεν

υπάρχει κανένα ζήτημα μηχανικής διαταραχής του υπό εξέτασvη σvυ-

σvτήματος κατά τη διάρκεια του τελευταίου κρίσvιμου σvταδίου της με-

τρητικής διαδικασvίας. Αλλά ακόμα και σvε αυτό το σvτάδιο υπάρχει

ουσvιωδώς το ζήτημα κάποιας επίδρασvης σvτις ιδιαίτερες σvυνθήκες που

ορίζουν τους δυνατούς τύπους προβλέψεων που αφορούν τη μελλοντι-

κή σvυμπεριφορά του σvυσvτήματος. Επειδή οι σvυνθήκες αυτές σvυνισvτο-

ύν ένα ενδογενές σvτοιχείο της περιγραφής οποιουδήποτε φαινομένου

σvτο οποίο ο όρος «φυσvική πραγματικότητα» μπορεί ορθά να αποδοθε-

ί, βλέπουμε ότι η επιχειρηματολογία των αναφερθέντων σvυγγραφέων

δεν δικαιολογεί το σvυμπέρασvμα ότι η κβαντομηχανική περιγραφή είναι

ουσvιωδώς μη πλήρης. (Bohr 1935)

Η κριτική του Bohr εσvτιάζεται σvτο κριτήριο της πραγματικότητας (R) και σvτο κατά

πόσvο ικανοποιείται η σvυνθήκη της μη διαταραχής σvτο σvύσvτημα των δύο σvωματιδίων

που χρησvιμοποιείται σvτο επιχείρημα των EPR. Καταρχάς, ο Bohr αποδέχεται ότι δεν
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υπάρχει μηχανική επίδρασvη ανάμεσvα σvε χωρικώς απομακρυσvμένα φυσvικά σvυσvτήματα.

Ωσvτόσvο, διαπισvτώνει ένα άλλο είδος διαταραχής το οποίο σvχετίζεται με την επιλογή του

παρατηρήσvιμου που μετράμε κάθε φορά και τις αντίσvτοιχες προβλέψεις που μπορούμε

να κάνουμε.

Πράγματι, η απόρριψη σvε κάθε πειραματική διάταξη της μιας ή της

άλλης από τις δύο όψεις της περιγραφής των φυσvικών φαινομένων ,

– ο σvυνδυασvμός των οποίων χαρακτηρίζει τη μέθοδο της κλασvικής

φυσvικής και οι οποίες, άρα, μπορούν να θεωρηθούν σvυμπληρωματι-

κές μεταξύ τους – εξαρτάται ουσvιωδώς από την αδυναμία, σvτο πεδίο

της κβαντικής θεωρίας, να ελέγξουμε με ακρίβεια την αντίδρασvη του

αντικειμένου σvτα όργανα μέτρησvης, δηλαδή τη μεταφορά ορμής σvτην

περίπτωσvη της μέτρησvης της θέσvης, και της μετατόπισvης σvτην πε-

ρίπτωσvη της μέτρησvης της ορμής. (Bohr 1935)

Γι αυτό, έχοντας μετρήσvει πρώτα τη θέσvη του ενός σvωματιδίου, οι EPR μπορούν

να προβλέψουν τη θέσvη του άλλου σvωματιδίου, αλλά όχι την ορμή του, ενώ όταν

ακολούθως μετρούν την ορμή του πρώτου σvωματιδίου και προβλέπουν την ορμή του

άλλου, διαταράσvσvουν την προηγούμενη μέτρησvης της θέσvης του και σvυνακόλουθα,

την αντίσvτοιχη πρόβλεψη της θέσvης του άλλου σvωματιδίου. Γι αυτό ο Bohr αναφέρει

ότι «υπάρχει ουσvιωδώς το ζήτημα κάποιας επίδρασvης σvτις ιδιαίτερες σvυνθήκες που

ορίζουν τους δυνατούς τύπους προβλέψεων που αφορούν τη μελλοντική σvυμπεριφορά

του σvυσvτήματος.»

Επειδή οι περιορισvμοί αυτοί αποτελούν «ενδογενές σvτοιχείο της περιγραφής οποιου-

δήποτε φαινομένου», όπως επισvημαίνει ο Bohr, η σvημασvία του όρου «φυσvική πραγμα-

τικότητα» δεν εννοείται ορθά από τους EPR εφόσvον αποδίδεται σvτο φυσvικό σvύσvτημα

και μόνο, χωρίς να λαμβάνεται υπόψη η πράξη της παρατήρησvης. ΄Οπως χαρακτηρισvτι-

κά αναφέρει σvτο άρθρο του ΄The Quantum Postulate and the Recent Development
of Atomic Theory.’ (1928)

... το κβαντικό αίτημα σvυνεπάγεται ότι κάθε παρατήρησvη των ατομι-

κών φαινομένων θα περιλαμβάνει κάποια αλληλεπίδρασvη με τον ενερ-

γούντα την παρατήρησvη την οποία δεν μπορούμε να παραγνωρίσvουμε.

Αντίσvτοιχα, κάποια ανεξάρτητη πραγματικότητα με τη σvυνήθη φυσvι-

κή σvημασvία δεν μπορεί να αποδοθεί ούτε σvτα φαινόμενα ούτε σvτον

ενεργούντα την παρατήρησvη.

Επομένως, το σvυμπέρασvμα των EPR για τη μη πληρότητα της κβαντικής περιγραφής

εδράζεται σvε μια εσvφαλμένη θεώρησvη της φυσvικής πραγματικότητας η οποία αποκόπτει

το φυσvικό σvύσvτημα που εξετάζουμε από τις σvυνθήκες παρατήρησvής του και οδηγεί σvτη

μη σvυμπερίληψη της διαταραχής που προκύπτει από την αλληλεπίδρασvη του σvυσvτήματος

με τη μετρητική σvυσvκευή κατά την εξέτασvη του κατά πόσvο ικανοποιείται το κριτήριο

της πραγματικότητας (R).
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0.7. Η εκδοχή του Bohm για το επιχείρημα EPR. Ο Bohm διατύπωσvε το

επιχείρημα EPR εξετάζοντας τη διάσvπασvη ενός διατομικού μορίου με spin 0 σvε δύο

άτομα με spin ~/2. Το spin είναι ένα μέγεθος της κβαντικής φυσvικής. Το εισvήγαγε

για πρώτη φορά ο W. Pauli το 1925 για να περιγράψει ένα εσvωτερικό βαθμό ελευθερίας

χαρακτηρίζοντάς το ως «κλασvικά μη περιγράψιμη διτιμία». Η κλασvική ερμηνεία του

spin ως μέγεθος που περιγράφει την ιδιοπερισvτροφή του ηλεκτρονίου, σvε αντιδιασvτολή

με την τροχιακή σvτροφορμή που περιγράφει την κίνησvη του ηλεκτρονίου γύρω από τον

πυρήνα του ατόμου, ήταν μια ερμηνευτική πρότασvη του R. Kronig και, ανεξάρτητα,

των S. Goudsmit και G. Uhlenbeck την οποία δεν αποδέχονταν ο Pauli, ο οποίος

θεωρούσvε το spin γνήσvια κβαντικό μέγεθος. Σωματίδια όπως το ηλεκτρόνιο και το

νετρίνο λέμε ότι έχουν spin 1/2 ή ~/2. Σε αυτή την περίπτωσvη, οι σvυντεταγμένες του

spin του σvωματιδίου σvε καρτεσvιανές σvυντεταγμένες, αναπαρίσvτανται μαθηματικά από

τους τελεσvτές Ŝx, Ŝy, Ŝz

Ŝx =
~
2
σ̂x, Ŝy =

~
2
σ̂y, Ŝz =

~
2
σ̂z

όπου σ̂x, σ̂y, σ̂z οι πίνακες του Pauli.

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0

0 −1

)

Για τους τελεσvτές του spin ισvχύουν οι ακόλουθες μεταθετικές σvχέσvεις:[
Ŝx, Ŝy

]
= i~Ŝz

[
Ŝy, Ŝz

]
= i~Ŝx

[
Ŝz, Ŝx

]
= i~Ŝy

και για τους πίνακες του Pauli,

[σ̂x, σ̂y] = 2iσ̂z

[σ̂y, σ̂z] = 2iσ̂x

[σ̂z, σ̂x] = 2iσ̂y

Οι τελεσvτές των σvυνισvτωσvών του spin είναι αυτοσvυζυγείς τελεσvτές με δύο ιδιοτιμές,

±~
2 , οι οποίες αντισvτοιχούν σvτις δύο προβολές του spin σvε κάποιον επιλεγμένο άξονα

(x ή y ή z). Τα ιδιοδιανύσvματα που αντισvτοιχούν σvε αυτές τις ιδιοτιμές είναι,

|+〉 = |up〉 =

(
1

0

)
, και |−〉 = |down〉 =

(
0

1

)

Το σvύσvτημα των δύο σvωματιδίων που χρησvιμοποιείται σvτο επιχείρημα EPR, προκύπτει
από τη διάσvπασvη ενός διεγερμένου μορίου υδρογόνου σvε ένα ζεύγος ατόμων υδρογόνου

μέσvω μια διαδικασvίας κατά την οποία διατηρείται η ολική σvτροφορμή (J = L+S). Τα
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δύο ατομικά μέρη διαχωρίζονται μετά την αλληλεπίδρασvη (διάσvπασvη) και απομακρύνο-

νται κινούμενα προς διαφορετικές κατευθύνσvεις. Στη σvυνέχεια, σvε κάθε πτέρυγα

(σvωματίδιο) μετρούνται δύο από τις σvυνισvτώσvες του spin σvε κάθετες χωρικές κατευ-

θύνσvεις, π.χ.Sx, Sy. Οι μετρήσvεις των σvυνισvτωσvών του spin παίζουν το ρόλο της

θέσvης και της ορμής σvτην αυθεντική εκδοχή του επιχειρήματος.

Λόγω του τρόπου προετοιμασvίας της κατάσvτασvης του σvυσvτήματος, για σvυγκεκριμένη

κατεύθυνσvη (π.χ. τη x-σvυνισvτώσvα), τα δύο σvωματίδια εκδηλώνουν αντίθετα spin έτσvι

ώσvτε το σvυνολικό spin του σvυσvτήματος σvτην κατεύθυνσvη αυτή να είναι μηδέν. Ε-

πομένως, με δεδομένο ότι τα χωρικώς απομακρυσvμένα σvυσvτήματα δεν αλληλεπιδρούν

(LOC), είναι δυνατόν να προβλέψουμε την τιμή του spin ενός σvωματιδίου του σvυ-

σvτήματος, σvε ορισvμένη κατεύθυνσvη, μετρώντας την αντίσvτοιχη σvυνισvτώσvα σvτο δεύτερο

σvωματίδιο. Με αυτόν τον τρόπο διατυπώνεται η εκδοχή του Bohm για το επιχείρημα

EPR.


