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Σ το κλασικό αυτό σύγγραµµα, οι συγγραφείς παρουσιάζουν µια σύγχρονη 
όψη του απειροστικού λογισµού µε την υποστήριξη της τεχνολογίας 
των υπολογιστών, παραµένοντας ωστόσο πιστοί στην παραδοσιακή 

«συνταγή» της διεθνούς επιτυχίας του βιβλίου: µαθηµατικά σωστά ζυγισµένα 
ανάµεσα στην αυστηρότητα και την ποιοτική κατανόηση των εννοιών, σε συνδυ-
ασµό µε εφαρµογές που ενδιαφέρουν τον γενικό επιστήµονα και τον µηχανικό, 
αλλά και άριστη επιλογή ασκήσεων.

Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται στην κατασκευή µαθηµατικών µοντέλων, καθώς και 
στη γραφική και υπολογιστική τους διερεύνηση για την ανάπτυξη δεξιοτήτων 
και την εµπέδωση των εννοιών. Στον δικτυότοπο του βιβλίου (www.cup.gr) δια-
τίθεται ηλεκτρονικό συµπλήρωµα µε εφαρµογές Mathematica και Maple, πλήθος 
ιστορικών και βιογραφικών στοιχείων, πλήρεις ηλεκτρονικές διαφάνειες κ.λπ.

Από τα σοβαρότερα πλεονεκτήµατα του βιβλίου είναι οι εφαρµογές από τον 
πραγµατικό κόσµο, οι οποίες συνεχώς αναθεωρούνται και εµπλουτίζονται κατά 
τις τελευταίες εκδόσεις, αντλώντας θέµατα από τη φυσική και τις επιστήµες 
µηχανικού, από τη χηµεία και τη βιολογία, από τις οικονοµικές και τις κοινωνικές 
επιστήµες.

Με τον πλούτο της ύλης και την ευελιξία που παρέχει η διάρθρωσή της, ο Απει-
ροστικός Λογισµός µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε µια πληθώρα διαφορετικών 
πανεπιστηµιακών µαθηµάτων, από τα πιο θεωρητικά µέχρι τα πιο εφαρµοσµένα. 
Ο διδάσκων µπορεί να επιλέξει σε ποιο βαθµό θα ενσωµατώσει τις προαι-
ρετικές –αλλά ουσιαστικές– υπολογιστικές εφαρµογές στο µάθηµα. Σε κάθε 
περίπτωση, ο αναγνώστης δεν µπορεί παρά να εκτιµήσει τον λογισµό ως ένα 
αξιοθαύµαστο διανοητικό εργαλείο ερµηνείας, κατανόησης και διαχείρισης του 
κόσµου που µας περιβάλλει.
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[...] Λέγεται ότι τα Mαθηματικά – το αποκορύφωμα αυτό του καθαρού λόγου –
έχουν αποτελέσει όχι μόνο την κύρια οδό, την άγουσα σε όλους σχεδόν τους
τομείς της επιστήμης και της τεχνολογίας, αλλά και τη σαφέστερη γλώσσα της
διεπιστημονικής επικοινωνίας. Γι’ αυτό και η εισαγωγή στη Mαθηματική Aνά-
λυση αποτελεί τον ακρογωνιαίο λίθο της σύγχρονης διδασκαλίας τους, και
ίσως το αλφαβητάρι της ανώτερης εκπαίδευσης στις βασικές και τις εφαρμο-
σμένες επιστήμες. Όμως, ενώ η ελληνική βιβλιογραφία δεν υστερεί σε εισαγω-
γικά συγγράμματα Aπειροστικού Λογισμού, με δυσκολία θα ανακάλυπτε κανείς
κάποιο βοήθημα που να εκπληρώνει δύο βασικές προϋποθέσεις: να είναι προσι-
τό όχι μόνον στον φοιτητή των Mαθηματικών αλλά και στον φοιτητή άλλων
επιστημών, και να έχει ευρύτητα παραδειγμάτων και εφαρμογών του Λογισμού
από όλους τους κλάδους της σύγχρονης επιστήμης.

Tο κλασικό σύγγραμμα των Thomas και Finney εκπληρώνει ακριβώς αυτές
τις προϋποθέσεις. Mε μια παρουσίαση του Aπειροστικού Λογισμού προσεκτι-
κά ζυγισμένη ανάμεσα στην απαραίτητη μαθηματική αυστηρότητα και την ανά-
γκη να γίνει κατανοητό από κάποιον αμύητο, καταφέρνει χωρίς σημαντικούς
συμβιβασμούς να εστιάσει στη χρυσή τομή της βασικής μαθηματικής παιδείας
φοιτητών των Mαθηματικών και της Φυσικής, της επιστήμης των Yπολογιστών
και του Πολυτεχνείου, της Xημείας και της Bιολογίας, καθώς επίσης και σπου-
δαστών των Oικονομικών και Kοινωνικών επιστημών με ευρύτερα ενδιαφέρο-
ντα. Mε έναν πραγματικά εντυπωσιακό αριθμό παραδειγμάτων και προβλημά-
των, επιλεγμένων από κάθε εφαρμογή της επιστήμης – από την εξερεύνηση του
μακρινού διαστήματος και τα περιβαλλοντικά προβλήματα των ηπερηχητικών
πτήσεων έως τη δυναμική των χημικών αντιδράσεων, την απορρόφηση του
σακχάρου από το αίμα και τους νόμους αύξησης πληθυσμών και βιολογικών μι-
κροοργανισμών, καθώς και θέματα διαχείρισης επιχειρήσεων και ανατοκισμού
κεφαλαίων – και εμπλουτισμένο με εκπαιδευτικά προγράμματα για προσωπι-
κούς υπολογιστές που συνοδεύουν σχεδόν κάθε παράγραφο, το βιβλίο επιτυγ-
χάνει να δώσει στον μελετητή του κλασικού αυτού θέματος των Mαθηματικών
τον ενθουσιασμό που πηγάζει από τη συνειδητοποίηση της ενότητας της επι-
στήμης, που τελευταία ολοένα και περισσότερο αναδεικνύεται. Aυτά τα δύο
βασικά προσόντα έχουν καθιερώσει τα τελευταία 40 χρόνια το βιβλίο των
Thomas και Finney  σαν το απαραίτητο βοήθημα που διδάσκεται στα καλύτερα
Πανεπιστήμια και Πολυτεχνεία των H.Π.A. – όπως το Harvard και το MIT. [...]

Hράκλειο, Iανουάριος 1993 Kανάρης Tσίγκανος

Από τον Πρόλογο 
της 1ης ελληνικής έκδοσης





H επιτυχία που γνώρισε η πρώτη έκδοση του Aπειροστικού Λογισμού των Thomas
και Finney στην Eλλάδα από τις Πανεπιστημιακές Eκδόσεις Kρήτης το 1992 (με-
τάφραση της 6ης αμερικανικής έκδοσης του 1986), μας έπεισε ότι η επανέκδοση
αυτού του κλασικού πλέον συγγράμματος ήταν επιβεβλημένη. Στα δώδεκα χρόνια
που μεσολάβησαν, το αμερικανικό πρωτότυπο σημείωσε άλλες τέσσερις εκδόσεις,
κατά τις οποίες μεταμορφώθηκε και μετεξελίχθηκε σε τέτοιο βαθμό, ώστε να μιλά-
με σήμερα για ένα ριζικά διαφορετικό βιβλίο, με εντελώς διαφορετική διάρθρωση
της ύλης, με προσθαφαιρέσεις ολόκληρων ενοτήτων και κεφαλαίων, και με μια
γενναία πλέον εισαγωγή στην υπολογιστική τεχνολογία ως απαραίτητο εργαλείο
για την κατανόηση του απειροστικού λογισμού.

Aπό την άλλη, κοινό και θεμελιακό γνώρισμα όλων των εκδόσεων που έχει
γνωρίσει το πρωτότυπο είναι η αίσθηση ότι το βιβλίο αυτό αποτελεί βασικό εργα-
λείο κατανόησης του απειροστικού λογισμού για φοιτητές από ολόκληρο το φάσμα
των εφαρμοσμένων επιστημών. Yπερβαίνει, δηλαδή, τα παραδοσιακά στεγανά που
ήθελαν να διδάσκονται άλλο είδος λογισμού οι μαθηματικοί, άλλο οι φυσικοί, άλ-
λο οι μηχανικοί, άλλο οι βιολόγοι, άλλο οι χημικοί, άλλο οι οικονομολόγοι κ.ο.κ.
Oι συγγραφείς το επιτυγχάνουν αυτό αφ’ ενός τηρώντας μια σχετική οικονομία
στην παράθεση αποδείξεων θεωρημάτων (κάποιες παρατίθενται στο κυρίως κείμε-
νο, άλλες στα παραρτήματα, και για πολλές άλλες ο αναγνώστης παραπέμπεται σε
πιο προχωρημένα συγγράμματα)Ø αλλά κυρίως παραθέτοντας μια πολύ πλούσια επι-
λογή εφαρμογών, λυμένων παραδειγμάτων και ασκήσεων που αντλούν τη θεματο-
λογία τους από τον πραγματικό κόσμο και από το σύνολο των εφαρμοσμένων επι-
στημών. Πρόκειται για την «υπογραφή» των Thomas και Finney και τη συνταγή
επιτυχίας ενός βιβλίου που εξακολουθεί να μορφώνει γενεές επιστημόνων και μη-
χανικών σε δεκάδες χώρες εδώ και δεκαετίες.

H παρούσα έκδοση εμβαθύνει στην κύρια κατεύθυνση της πρώτης ελληνικής
έκδοσης —διακλαδικότητα του Λογισμού και πληθώρα εφαρμογών—, ενώ ταυτό-
χρονα περιλαμβάνει προσθήκες και βελτιώσεις επί της ουσίας, όπως:

• Η ύλη παρουσιάζεται τώρα σε 14 κεφάλαια, έναντι 18 κεφαλαίων της 1ης έκδο-
σης. Oι συγγραφείς έχουν προβεί σε τέτοιο βαθμό ανακατάταξης της ύλης,
προσθήκης νέων ενοτήτων και αφαίρεσης άλλων, ώστε να είναι αδύνατη η
αντιστοίχιση των δύο εκδόσεων για περισσότερες από μερικές, το πολύ, σελί-
δες: έχει αλλάξει ριζικά η ροή παρουσίασης των εννοιών.

• O ίδιος βαθμός «μεταμόρφωσης» εμφανίζεται στις λυμένες εφαρμογές, στα πα-
ραδείγματα και στις ασκήσεις στο τέλος κάθε ενότητας.

• H παρούσα έκδοση περιέχει έναν μεγάλο αριθμό υπολογιστικών εφαρμογών
που λύνονται με τη χρήση κάποιου συστήματος υπολογιστικής άλγεβρας (π.χ.
Mathematica ή Maple) οι οποίες απουσιάζουν από την προγενέστερη έκδοση.
Mε την έλευση της τεχνολογίας των υπολογιστών στην εκπαίδευση (τώρα πλέ-
ον σχεδόν κάθε φοιτητής διαθέτει πρόσβαση στο Διαδίκτυο και σε κάποιο σύ-
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στημα τύπου Mathematica ή Maple, ή τουλάχιστον σε υπολογιστή γραφικών),
οι εφαρμογές αυτές μπορούν να αποτελέσουν ένα εξαιρετικά χρήσιμο εργαλείο
για τη βαθύτερη κατανόηση των εννοιών και την όξυνση της αντίληψης του
αναγνώστη.

• Tέλος,  στο ηλεκτρονικό συμπλήρωμα που είναι διαθέσιμο από την ιστοσελίδα
του βιβλίου στο www.cup.gr περιέχονται βιογραφικά και ιστορικά στοιχεία για
μεγάλες μορφές των Μαθηματικών.

Όλα τα παραπάνω σκιαγραφούν σε αδρές γραμμές τις διαφορές μεταξύ των δύο εκ-
δόσεων του πρωτοτύπου –της 6ης από την 10η– οι οποίες επιβάλλουν μια νέα ελλη-
νική του έκδοση και, βεβαίως, μια αντίστοιχη νέα μετάφραση από μηδενική βάση.

Ξεκινώντας, λοιπόν, τον Σεπτέμβριο του 2001 την απόδοση στα ελληνικά της
10ης αμερικανικής έκδοσης του Απειροστικού Λογισμού, θέσαμε ως στόχο να παρα-
χθεί μια ελληνική έκδοση η οποία (α) δεν θα είχε πολλά να ζηλέψει από την πρω-
τότυπη έκδοση, και (β) θα στεκόταν στο ύψος των προτύπων ποιότητας που έχουν
πλέον καθιερώσει οι Πανεπιστημιακές Eκδόσεις Kρήτης στον χώρο του πανεπι-
στημιακού συγγράμματος στην Eλλάδα.

Mετά από τρία χρόνια προσπάθειας (όχι αδιάλειπτης), και μέσα από μια προ-
σωπική και επαγγελματική διαδρομή που μου δίδαξε πολλά, καταθέτω σήμερα το
πόνημα που πόνεσα και με πόνεσε στα χέρια σας. Δεν ισχυρίζομαι ότι είναι άψογο
από γλωσσικής πλευράς, απόδοσης της ορολογίας και τυπογραφικών λαθών. Aλλά
αισθάνομαι ότι ανταποκρίνεται με αξιοπρέπεια στους στόχους που αρχικά είχαμε
θέσει.

Oι άξονες στους οποίους κινήθηκα είναι οι εξής:

Oρολογία: Bασίστηκα κυρίως σε εξειδικευμένα λεξικά (μαθηματικών, φυσικής,
οικονομικών, κ.λπ.). Όπου δεν υπήρχαν κοινώς αποδεκτοί από τους λεξικογράφους
όροι (ή όπου για διάφορους λόγους δεν με έπειθαν οι όροι που είχαν προταθεί) προ-
σπάθησα να μελετήσω βιβλία των Π.E.K. και άλλων αξιόλογων ελλήνων εκδοτών
και συγγραφέων προκειμένου να βρω εναλλακτικές προτάσεις. Στην πορεία άρχισα
να επεκτείνω τα αναγνώσματά μου σε συγγράμματα ολοένα και πιο απόμακρα από
το αντικείμενο του λογισμού (πάντοτε όμως με την προϋπόθεση να ήταν καλογραμ-
μένα). H όλη διαδικασία με βοήθησε να διαμορφώσω ένα γλωσσικό περιβάλλον
στο οποίο άρχισα σιγά-σιγά να κινούμαι με αυτοπεποίθηση και ελευθερία.

Στο σημείο αυτό, οφείλω να αναφερθώ στο γλωσσικό «εργαστήρι» που αθόρυ-
βα και άτυπα, προς το παρόν, έχουν αρχίσει να «στήνουν» οι Π.E.K.: μια εμπειρία
συσσωρευμένη από το δεκαπενταετές και πλέον δούλεμα της γλώσσας στα αμφιθέ-
ατρα και στα βιβλία η οποία, όταν θα αποκρυσταλλωθεί σε μια εύχρηστη βάση δε-
δομένων, θα αποτελεί σημείο αναφοράς για τον μελλοντικό μεταφραστή, πανεπι-
στημιακό δάσκαλο και ερευνητή, εντός και εκτός των συνόρων της χώρας μας.
Έμαθα λοιπόν πολλά από συζητήσεις σε θέματα ορολογίας (και γλωσσικού ήθους
γενικότερα) που είχα με τον Στέφανο Tραχανά, τον Γιάννη Παπαδόγγονα, τον Nί-
κο Kουμπιά και τον Πέτρο Δήτσα. Ένα παράδειγμα είναι η ιδέα των «γλωσσικών
πειραμάτων» (στην οποία με μύησε ο Στέφανος) ως μέθοδος όξυνσης του γλωσσι-
κού αισθητηρίου και απόρριψης άστοχων όρων. H κύρια ιδέα είναι πολύ απλή και
συνήθως πολύ αποτελεσματική: πειραματιζόμαστε πάνω σε έναν υποψήφιο όρο,
ερευνώντας για παραπλήσιους (ηχητικά και γραμματικά) όρους στη γλώσσα μας (ή
και στη γλώσσα του πρωτοτύπου), οι οποίοι μας είναι οικείοι (δηλαδή τους έχουμε
αφομοιώσει), προκειμένου να διαπιστώσουμε αν ο υποψήφιος όρος δείχνει να
εντάσσεται σε κάποιο γενικότερο πλαίσιο, αν δηλαδή δείχνει να ακολουθεί κάποι-
ον κανόνα: στην περίπτωση αυτή, υπάρχει σοβαρή πιθανότητα να είναι ορθή η επι-
λογή του.

Έτσι, παραδείγματος χάριν, καταλήγουμε στην απόδοση «δικτυότοπος» αντί
«δικτυοτόπος», «παραμετρικοποίηση» αντί «παραμετροποίηση», και κατανοούμε
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πότε πρέπει να πούμε «μετάλλινος» και όχι «μεταλλικός», πότε «γραμμωτός» και
όχι «γραμμικός», κ.ο.κ.

Aντιλαμβάνεται κανείς ότι με τη μέθοδο αυτή όχι μόνο οδηγούμαστε συχνότα-
τα στον ορθό όρο, αλλά, πολύ σπουδαιότερο, αρχίζουμε να ψηλαφίζουμε εμπειρικά
(και να εμπεδώνουμε στη συνέχεια ορθολογικά) τους κανόνες της γλώσσας μας
που η ενστικτώδης καθημερινή χρήση έχει καλύψει με λήθη. H μέθοδος εύρεσης
της λύσης έχει πολύ μεγαλύτερη αξία από την ίδια τη λύση.

Ωστόσο, μερικές φορές καλούμαστε να παραβιάσουμε τον «κανόνα» που ανα-
καλύπτουμε, προκειμένου να μην διαπράξουμε μια γλωσσική βαρβαρότητα. Kαι
στο σημείο αυτό ακριβώς είναι που λειαίνεται το γλωσσικό ένστικτο, εκλεπτυ-
νόμενο με τη διαρκή άσκηση και τον καημό της γλώσσας.

Έξω από το περιβάλλον των Πανεπιστημιακών Εκδόσεων Κρήτης, ο άνθρωπος
στον οποίο οφείλω το μεγαλύτερο ευχαριστώ, είναι ο Mανόλης Mαραγκάκης, κα-
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Aσκήσεις με συστήματα
υπολογιστικής άλγεβρας

0 Προκαταρκτικά
0.7 Προσαρμογή καμπυλών σε πειραματικά δεδομένα,

ανάλυση σφαλμάτων, προβλέψεις και βελτίωση του
μοντέλου όπου αυτό είναι εφικτό.

1 Όρια και συνέχεια
1.1 Σύγκριση μεταξύ γραφικών εκτιμήσεων ορίων και

συμβολικών υπολογισμών ορίων που εκτελούνται
με ένα σύστημα υπολογιστικής άλγεβρας.
Διερεύνηση του αυστηρού ορισμού του ορίου με
γραφική εύρεση του δ για δεδομένο ε.

1.3 Διερεύνηση των ασυμπτώτων και της συμπεριφοράς
γραφικής παράστασης καθώς x l ��.

1.5 Γραφική και αριθμητική διερεύνηση των μέσων
ρυθμών μεταβολής και των εφαπτόμενων ευθειών.

2 Παράγωγοι
2.1 Γραφική διερεύνηση σύγκλισης των τεμνουσών

ευθειών. Eύρεση παραγώγου συναρτήσεως με
χρήση του ορισμού. Διερεύνηση της σχέσεως
μεταξύ των γραφημάτων των f και f� και σχεδίαση
εφαπτόμενων ευθειών.

2.2 Διερεύνηση των παραγώγων με κινούμενα γραφικά,
για τις συναρτήσεις ταχύτητας και επιτάχυνσης.

2.4 Διερεύνηση της αρμονικής ταλάντωσης και της
φθίνουσας ταλάντωσης.

2.5 Διερεύνηση τριγωνομετρικών «πολυωνυμικών»
προσεγγίσεων για πριονωτές και κλιμακωτές
συναρτήσεις. Γραφική σχεδίαση καμπυλών που
ορίζονται παραμετρικά, σε κοινό γράφημα με μια
καθορισμένη εφαπτόμενη ευθεία.

2.6 Eύρεση παραγώγου για πεπλεγμένες συναρτήσεις.
Σχεδίαση καμπυλών πεπλεγμένων συναρτήσεων σε
κοινό γράφημα με μια καθορισμένη εφαπτόμενη
ευθεία.

3 Eφαρμογές των παραγώγων
3.1 Eύρεση απόλυτων ακροτάτων από γραφική και

αριθμητική ανάλυση των f και f �.

3.2 Γραφική σχεδίαση λύσεων διαφορικών εξισώσεων.
3.3 Διερεύνηση οικογενειών πολυωνύμων τρίτου και

τέταρτου βαθμού και λογιστικών συναρτήσεων.
3.5 Mελέτη αντοχής και δυσκαμψίας δοκαριού και της

σχέσης αυτών με σημεία καμπής. Διερεύνηση
κωνικών όγκων που παράγονται από κυκλικό δίσκο.
Διερεύνηση τριγώνου περιγεγραμμένου σε
έλλειψη.

3.6 Eύρεση γραμμικοποιήσεων. Διερεύνηση του
απόλυτου σφάλματος γραμμικοποίησης,
συγκρίνοντας το γράφημα της γραμμικοποίησης με
αυτό της συναρτήσεως.

3.7 Eύρεση σημείων μηδενισμού συναρτήσεων με τη
μέθοδο του Nεύτωνα. Προσεγγιστικός υπολογισμός
των αριθμών �, και e.

4 Oλοκλήρωση
4.1 Eπίλυση προβλημάτων αρχικών τιμών. 
4.3 Eύρεση μέσης τιμής της  f (x) και του σημείου (ή

των σημείων) όπου προκύπτει η τιμή αυτή.
Προσεγγιστικός υπολογισμός όγκων με
πεπερασμένα αθροίσματα.

4.4 Διερεύνηση αθροισμάτων Riemann και των ορίων
τους.

4.5 Διερεύνηση της σχέσης μεταξύ της F(x) � f (t) dt
και των f (x) και f �(x). Aνάλυση της 
F(x) � f (t) dt.

4.7 Aριθμητικός υπολογισμός ορισμένων
ολοκληρωμάτων.

5 Eφαρμογές των ολοκληρωμάτων
5.1 Eύρεση όγκων στερεών εκ περιστροφής (που

προκύπτουν από περιστροφή ως προς τον άξονα x
κυκλικών και δακτυλιοειδών διατομών). 

5.3 Eκτίμηση μήκους καμπυλών οι οποίες ορίζονται
ρητά ή παραμετρικά.

5.4 Διερεύνηση της σχέσης μεταξύ έργου και κινητικής
ενέργειας. 

�u(x)
a

�x
a

�2,

xv



Ασκήσεις με συστήματα υπολογιστικής άλγεβρας

6 Yπερβατικές συναρτήσεις 
και διαφορικές εξισώσεις

6.1 Διερεύνηση της γραμμικοποίησης του ln (1 � x)
στο x � 0.

6.2 Διερεύνηση των γραμμικοποιήσεων των ex, 2x, και
log3 x. Διερεύνηση των αντίστροφων συναρτήσεων
και των παραγώγων τους.

6.4 Mελέτη της διαφορικής εξίσωσης που περιγράφει
τη χρονική μεταβολή μιας ποσότητας γλυκόζης που
χορηγείται ενδοβλεβίως στο αίμα ασθενούς.
Σχεδίαση πεδίων κλίσεως και καμπυλών λύσεως
για διαχωρίσιμες διαφορικές εξισώσεις. 

6.6 Σχεδίαση πεδίων κλίσεως και μελέτη λύσεων της
τροποποιημένης λογιστικής εξίσωσης. Eύρεση
αριθμητικών λύσεων με χρήση της μεθόδου Euler
και της βελτιωμένης  μεθόδου Euler. Γραφική,
αναλυτική και αριθμητική διερεύνηση λύσεων σε
προβλήματα αρχικών τιμών και σύγκριση των
επιμέρους αποτελεσμάτων.

7 Tεχνικές ολοκλήρωσης, ο κανόνας
του L’Hôpital και γενικευμένα
ολοκληρώματα

7.5 Χρήση συστήματος υπολογιστικής άλγεβρας για
την εκτέλεση ολοκλήρωσης. Ένα παράδειγμα
ολοκληρώματος που δεν μπορεί να υπολογιστεί με
σύστημα υπολογιστικής άλγεβρας. Oλοκλήρωση
Monte Carlo. 

7.7 Διερεύνηση σύγκλισης γενικευμένων
ολοκληρωμάτων που περιέχουν τον όρο xP ln x.

xvi



xx Προς τον διδάσκοντα

Yπολογιστικές διερευνήσεις
Oι ασκήσεις αυτές αριθμούν περισσότερες από 200, και έχουν λυθεί στα εγ-
χειρίδια λύσεων [της αμερικανικής έκδοσης] τόσο με τη Mathematica όσο
και τη Maple. Eπιπλέον, υπάρχουν κατάλληλες εφαρμογές Mathematica και
Maple στον δικτυότοπο. Oι τελευταίες έχουν σχεδιαστεί αποσκοπώντας
στην ανάπτυξη της γεωμετρικής διαίσθησης και στη βαθύτερη κατανόηση
των εννοιών, των μεθόδων και των εφαρμογών του απειροστικού λογισμού.
Eικονίδια με την ένδειξη CD-ROM/Δικτυότοπος εμφανίζονται στα αντί-
στοιχα σημεία στο κείμενο.

Στο κείμενο παρατίθενται ακόμη σημειώσεις που ενθαρρύνουν τον φοι-
τητή να διερευνήσει τις έννοιες με υπολογιστή γραφικών, για να αρχίσει
έτσι να αντιλαμβάνεται πότε η εφαρμογή της τεχνολογίας αποβαίνει μαθη-
σιακά χρήσιμη και πότε αποπροσανατολιστική.

Iστορικές αναφορές και βιογραφίες
H παρουσίαση της ανθρώπινης πλευράς της μαθηματικής επιστήμης κατά
την πορεία της εξέλιξής της μορφώνει και εκλεπτύνει την αίσθηση του φοι-
τητή. Στις προηγούμενες εκδόσεις είχαμε ενθέσει στο κείμενο αναφορές
που περιέγραφαν την προέλευση των διάφορων ιδεών, τις συγκρούσεις σχε-
τικά με την πατρότητά τους, καθώς και ενδιαφέρουσες προεκτάσεις σε σύγ-
χρονα αντικείμενα όπως τα μορφοκλασματικά (φράκταλ) και το χάος. Στην
παρούσα έκδοση έχουμε διευρύνει τις αναφορές αυτές, και τις έχουμε εν-
σωματώσει στο CD-ROM και στον δικτυότοπο, όπως δείχνουν τα αντίστοι-
χα εικονίδια στο κείμενο, αφήνοντας έτσι περισσότερο χώρο στο περιθώ-
ριο κάθε σελίδας για σημειώσεις του φοιτητή ή για δικά μας σχόλια.

Oι διαφορετικές όψεις του βιβλίου 

Tα μαθηματικά είναι μια αυστηρή και όμορφη γλώσσα
O λογισμός αποτελεί μια από τις ισχυρότερες πνευματικές κατακτήσεις του
ανθρώπου. Ένας από τους στόχους του βιβλίου τούτου είναι να εμπνεύσει
στον φοιτητή την εκτίμηση της ομορφιάς του απειροστικού λογισμού.
Όπως και στις προηγούμενες εκδόσεις, σταθήκαμε προσεκτικοί στο να πού-
με μονάχα ό,τι είναι αληθές και μαθηματικά στηρίξιμο. Kάθε ορισμός, θεώ-
ρημα, πόρισμα και απόδειξη έχει αναθεωρηθεί με γνώμονα τη σαφήνεια και
τη μαθηματική ορθότητα.

Aνεξάρτητα από το αν η διδασκαλία του αντικειμένου γίνεται με το πα-
ραδοσιακό ύφος των διαλέξεων ή στο υπολογιστικό εργαστήριο με μεθόδους
αριθμητικών και γραφικών διερευνήσεων, οι έννοιες και οι τεχνικές του
απειροστικού λογισμού πρέπει να μεταδοθούν με σαφήνεια και ακρίβεια. 

O φοιτητής θα συνεχίσει να μαθαίνει από το βιβλίο για πολλά χρόνια
ακόμη
Aπό πρόθεση έχουμε συμπεριλάβει πολύ περισσότερη ύλη στο βιβλίο απ’
όση μπορεί να διδάξει οποιοσδήποτε διδάσκων. Έτσι, ο φοιτητής μπορεί να
συνεχίσει να μαθαίνει λογισμό από το βιβλίο πολύ μετά το πέρας του συ-
γκεκριμένου μαθήματος που παρακολουθεί, ενώ ο επαγγελματίας μηχανι-
κός και ο επιστήμονας θα μπορεί να ανατρέχει στο βιβλίο όποτε οι περι-
στάσεις το απαιτήσουν.

Bιογραφικά στοιχεία

CD-ROM
Δικτυότοπος

Στην αγγλική γλώσσα διατίθενται από τον εκδότη της πρωτότυπης έκδοσης
(Addison-Wesley) βοηθήματα για τον διδάσκοντα και τον φοιτητή. Αναλυτικές
πληροφορίες για αυτά μπορεί να βρει ο αναγνώστης στη διεύθυνση
http://www.awl.com/thomas αλλά και στον δικτυότοπο των ΠΕΚ (www.cup.gr).
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Tι είναι ο απειροστικός λογισμός;

Eίναι τα μαθηματικά της κίνησης και της μεταβολής. Όπου υπάρχει κίνηση ή
εξέλιξη, όπου υπάρχουν μεταβαλλόμενες δυνάμεις που δρουν σε σώμα και
προκαλούν την επιτάχυνσή του, ο λογισμός είναι το κατάλληλο μαθηματικό
εργαλείο που πρέπει να εφαρμόσουμε. Έτσι είχαν τα πράγματα στην αρχή
της εξέλιξης του λογισμού, έτσι έχουν και σήμερα.

O απειροστικός λογισμός αναπτύχθηκε καταρχάς προκειμένου να αντι-
μετωπιστούν οι μαθηματικές ανάγκες των επιστημόνων του δεκάτου έκτου
και δεκάτου εβδόμου αιώνα, ανάγκες που κατά κύριο λόγο αφορούσαν στη
μηχανική. O διαφορικός λογισμός έδωσε λύση στο πρόβλημα υπολογισμού
ρυθμών μεταβολής. Aυτό οδήγησε στον ορισμό της κλίσης καμπυλών, στον
υπολογισμό ταχυτήτων και επιταχύνσεων κινούμενων σωμάτων, στην εύρε-
ση γωνιών εκτόξευσης που θα έδιναν στα κανόνια τη μέγιστη ακτίνα δρά-
σεως, και στην εύρεση των χρονικών στιγμών όπου οι πλανήτες θα απείχαν
μια ελάχιστη ή μια μέγιστη απόσταση μεταξύ τους. O ολοκληρωτικός
λογισμός έλυσε το πρόβλημα προσδιορισμού μιας συνάρτησης της οποίας ο
ρυθμός μεταβολής είναι γνωστός. Aυτό επέτρεψε τον υπολογισμό της μελ-
λοντικής θέσης ενός σώματος όταν ξέρουμε την τωρινή του θέση και τις δυ-
νάμεις που δρουν πάνω τουØ ακόμη, τον υπολογισμό εμβαδού ακανόνιστων
χωρίων στο επίπεδο, τη μέτρηση μήκους καμπύλης, και την εύρεση του ό-
γκου και της μάζας τυχόντος στερεού σώματος.

Σήμερα, ο λογισμός και οι προεκτάσεις του στη μαθηματική ανάλυση
βρίσκουν τεράστιο εύρος εφαρμογών, τόσο που θα θάμπωνε τους πρωτεργά-
τες φυσικούς, μαθηματικούς και αστρονόμους που τον ανέπτυξαν. Eλπίζουμε
ότι κι εσείς με τη σειρά σας θα εκτιμήσετε τη μεγάλη ποικιλία προβλημά-
των που λύνονται με τις μεθόδους του λογισμού, καθώς και την πληθώρα των
επιστημονικών πεδίων που χρησιμοποιούν μοντέλα του απειροστικού
λογισμού για να εξηγήσουν το σύμπαν και τον κόσμο που μας περιβάλλει.
Σκοπός της παρούσας έκδοσης είναι να παρουσιάσει μια σύγχρονη όψη του
Λογισμού, με την υποστήριξη της τεχνολογίας των υπολογιστών.

Πώς να μάθετε απειροστικό λογισμό

H κατανόηση του απειροστικού λογισμού διαφέρει από την εκμάθηση της
αριθμητικής, της άλγεβρας και της γεωμετρίας. Σε εκείνα τα αντικείμενα, μά-
θατε κυρίως πώς να κάνετε πράξεις με αριθμούςØ πώς να απλοποιείτε αλγεβρι-
κές εκφράσεις και να υπολογίζετε μεταβλητέςØ και πώς να επιχειρηματολο-
γείτε περί σημείων, ευθειών και σχημάτων στο επίπεδο. O λογισμός περιλαμ-
βάνει τις τεχνικές και τις δεξιότητες αυτές αλλά αναπτύσσει και νέες, μεγα-
λύτερης ακρίβειας και βάθους. Eίναι τόσες πολλές αυτές οι νέες τεχνικές που

Προς τον φοιτητή
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καλείστε να κατακτήσετε, ώστε είναι αδύνατον να  τις μάθετε μόνο στο μά-
θημα. Θα χρειαστεί αρκετός χρόνος μοναχικής μελέτης στο σπίτι και συνερ-
γασία με συμφοιτητές σας. Tι πρέπει λοιπόν να κάνετε για να μάθετε;

1. Mελετήστε το κείμενο. Eίναι αδύνατον να εμπεδώσετε τις έννοιες και τις
μεταξύ τους σχέσεις πηγαίνοντας κατευθείαν στις προς επίλυση ασκή-
σεις. Πρέπει λοιπόν να διαβάσετε τα αντίστοιχα χωρία στο κείμενο και
να ελέγξετε τα λυμένα παραδείγματα βήμα προς βήμα. Tο «διαγώνιο»
διάβασμα δεν ωφελεί εδώ! Aντιθέτως πρέπει να διαβάσετε και να κατα-
κτήσετε με τη λογική σας κάθε λεπτομέρεια, βήμα προς βήμα. Aυτό το
είδος της μελέτης, που είναι απαραίτητο για κάθε ανάγνωσμα βαθυστό-
χαστου ή τεχνικού περιεχομένου, απαιτεί συγκέντρωση, υπομονή και
εξάσκηση.

2. Λύστε τις ασκήσεις που έχετε για το σπίτι, έχοντας κατά νου τα εξής:
(α) Kάντε διαγράμματα όπου είναι δυνατόν.
(β) Γράψτε τις λύσεις σας αναπτύσσοντας τη λογική αλληλουχία των

σκέψεών σας, σαν να τις εξηγούσατε σε κάποιον τρίτο.
(c) Aναρωτηθείτε γιατί υπάρχει κάθε άσκηση που συναντάτε. Γιατί

σας ανατέθηκε να τη λύσετε; Ποια η σχέση της με άλλες ασκή-
σεις;

3. Xρησιμοποιήστε τον υπολογιστή σας γραφικών όπου είναι δυνατόν. Λύστε
όσο το δυνατόν περισσότερες ασκήσεις γραφικής και υπολογιστικής διε-
ρεύνησης, ανεξαρτήτως αν σας έχουν ανατεθεί ή όχι. Oι γραφικές παρα-
στάσεις προσδίδουν ενόραση και βοηθούν στην οπτική εποπτεία πολλών
σημαντικών εννοιών και σχέσεων. Oι πίνακες αριθμητικών δεδομένων
μπορεί να αποκαλύψουν κάποια χαρακτηριστική συμπεριφορά όταν πα-
ρασταθούν γραφικά. O υπολογιστής σας λοιπόν σας δίνει τη δυνατότητα
να διερευνήσετε ρεαλιστικά προβλήματα και παραδείγματα που εμπε-
ριέχουν υπολογισμούς δύσκολους ή και κοπιώδεις αν τους κάνατε με το
χέρι.

4. Προσπαθήστε να περιγράψετε με λίγα λόγια τα κύρια σημεία κάθε ενότητας
που μελετήσατε. Aν είστε σε θέση να κάνετε τέτοιου είδους περιγραφές,
σημαίνει ότι μάλλον κατέχετε την ύλη. Aν όχι, τότε γνωρίζετε ότι υπάρ-
χουν κενά στην κατανόησή σας.

H κατανόηση του απειροστικού λογισμού είναι μία διεργασίαØ δεν συν-
τελείται αυτόματα. Πρέπει να έχετε υπομονή, επιμονή, να θέτετε στον εαυ-
τό σας ερωτήματα, να συζητάτε τις έννοιες και τις ασκήσεις με τους συμ-
φοιτητές σας, και μόλις νιώθετε ότι χρειάζεστε βοήθεια, να τη ζητάτε αμέ-
σως. H ανταμοιβή της κατάκτησης του απειροστικού λογισμού μπορεί να
είναι μεγάλη, τόσο πνευματικά όσο και επαγγελματικά.



ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ Στο κεφάλαιο αυτό συνοψίζουμε τις πλέον απαραίτητες
εισαγωγικές γνώσεις για τη μελέτη του απειροστικού λογισμού. Eπί-
σης, εισάγουμε τον αναγνώστη στη χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή
για τη διερεύνηση των μαθηματικών εννοιών, τη συμπλήρωση και στή-
ριξη της αναλυτικής δουλειάς, και την επίλυση προβλημάτων με αριθ-
μητικές και γραφικές μεθόδους. Θα δώσουμε έμφαση στις συναρτήσεις
και στις γραφικές παραστάσεις, δύο έννοιες που αποτελούν τους κύρι-
ους άξονες του απειροστικού λογισμού. 

Oι συναρτήσεις και οι παραμετρικές εξισώσεις είναι τα σπουδαιό-
τερα εργαλεία περιγραφής του πραγματικού κόσμου με μαθηματική
γλώσσα, καλύπτοντας ένα εύρος φαινομένων τεράστιο, από τις θερμο-
κρασιακές μεταβολές ώς τις κινήσεις των πλανητών, από τα ηλεκτρο-
μαγνητικά κύματα του εγκεφάλου ώς τους επιχειρησιακούς κύκλους,
και από τους καρδιακούς ρυθμούς ώς την πληθυσμιακή αύξηση. Mερι-
κές συναρτήσεις αποκτούν ιδιαίτερη σημασία λόγω του φαινομένου
που περιγράφουν. Έτσι, οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις περιγράφουν
κυκλικές, επαναλαμβανόμενες διεργασίες· οι εκθετικές, οι λογαριθμι-
κές και οι λογιστικές συναρτήσεις περιγράφουν αύξηση και ελάττωση·
οι πολυωνυμικές μπορούν να προσεγγίσουν τις προαναφερθείσες συ-
ναρτήσεις καθώς και τις περισσότερες από τις υπόλοιπες.

Mεταβολές • Kλίση ευθείας • Παράλληλες και κάθετες ευθείες

• Eξισώσεις ευθειών • Eφαρμογές • Παλινδρομική ανάλυση με 

υπολογιστή

Ένας από τους λόγους που ο απειροστικός λογισμός έχει αποβεί τόσο
χρήσιμος είναι ότι αποτελεί την κατάλληλη μαθηματική γλώσσα για
να συσχετίσουμε τον ρυθμό μεταβολής μιας ποσότητας με τη γραφική
της παράσταση. H ερμηνεία της σχέσης αυτής είναι ένας από τους στό-
χους του παρόντος βιβλίου. Θα ξεκινήσουμε μελετώντας τις κλίσεις
ευθειών. 

Mεταβολές
Όταν ένα σωματίδιο κινείται από ένα σημείο του επιπέδου προς ένα άλ-
λο, οι συνολικές μεταβολές των συντεταγμένων του προκύπτουν αν αφαι-
ρέσουμε τις συντεταγμένες του σημείου εκκίνησης από τις συντεταγ-
μένες του σημείου τερματισμού. Oι μεταβολές μπορεί να είναι θετικές,
αρνητικές, ή μηδέν, όπως φαίνεται στο Παράδειγμα 1.

1

0 Προκαταρκτικά

Tα σύμβολα �x και �y διαβάζονται
«δέλτα x» και «δέλτα y» Tο  γράμμα
� δηλώνει «διαφορά». Tα �x και �y
δεν συμβολίζουν πολλαπλασιασμόØ

το �x δεν σημαίνει «Δ επί x», ούτε
το �y «Δ επί y».

 .

1 Eυθείες



Παράδειγμα  1 Eύρεση μεταβολών

Oι μεταβολές από το σημείο (4, �3) στο (2, 5) είναι

�x � 2 � 4 � �2, �y � 5 � (�3) � 8.

Aπό το σημείο (5, 6) στο (5, 1), οι μεταβολές είναι

�x � 5 � 5 � 0, �y � 1 � 6 � �5.

Kλίση ευθείας
Kάθε μη κατακόρυφη ευθεία L έχει κλίση, που υπολογίζεται ως η κατα-
κόρυφη μεταβολή ανά μονάδα οριζόντιας μεταβολής, ως ακολούθως:
Έστω δύο σημεία P1(x1, y1) και P2( , y2) της L (Σχήμα 1). Oνομάζουμε
�y � y2 � y1 την κατακόρυφη μεταβολή από το P1 στο P2, �x � � x1

την οριζόντια μεταβολή από το P1 στο P2, και ορίζουμε ως κλίση της L
το πηλίκο �y �x

Mια ευθεία που ανέρχεται καθώς το x αυξάνεται έχει θετική κλίση.
Mια ευθεία που κατέρχεται καθώς το x αυξάνεται έχει αρνητική κλίση.
Mια οριζόντια γραμμή έχει μηδενική κλίση, εφόσον όλα της τα σημεία
έχουν την ίδια συντεταγμένη y, οπότε �y � 0. Για κατακόρυφες ευθεί-
ες, �x � 0, οπότε ο λόγος �y �x δεν ορίζεται. Λέμε λοιπόν ότι οι κατα-
κόρυφες ευθείες δεν έχουν κλίση. 

Παράλληλες και κάθετες ευθείες
Oι παράλληλες ευθείες σχηματίζουν ίσες γωνίες με τον άξονα x (Σχή-
μα 2). Έτσι, οι μη κατακόρυφες παράλληλες ευθείες έχουν την ίδια κλί-
ση. Aντιστρόφως, ευθείες με ίσες κλίσεις σχηματίζουν ίσες γωνίες με
τον άξονα x και είναι, συνεπώς, παράλληλες.

Aν δύο μη κατακόρυφες ευθείες L1 και L2 είναι κάθετες μεταξύ τους,
οι κλίσεις τους m1 και m2 ικανοποιούν τη σχέση m1m2 � �1 , δηλαδή η
μία κλίση είναι αντιθέτως αντίστροφη της άλλης:

H απόδειξη της πρότασης αυτής έχει ως εξής: Σύμφωνα με το Σχή-
μα 3, m1 � tan f1 � a h ενώ m2 � tan f2 � �h a . Συνεπώς, θα έχουμε
m1m2 � (a h)(�h a) � �1.

Παράδειγμα  2 Προσδιορισμός της καθέτου από την κλίση

Aν L είναι μια ευθεία με κλίση 3 4, τότε κάθε άλλη ευθεία με κλίση
�4 3 θα είναι κάθετη στην L . / 

 / 

 /  / 

 /  , / 

m2 � � 1
m1

 .m1 � � 1
m2

 ,

 / 

 . / 

x 2

x 2

2 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

Oρισμός Mεταβολές
Όταν ένα σώμα μεταβαίνει από το σημείο (x1, y1) στο σημείο
(x2, y2) , τότε οι μεταβολές των συντεταγμένων του είναι  

�x � � x1 και �y � y2 � y1.x 2

x

y

O

P1(x1, y1)

L

P2(x2, y2)

Q(x2, y1)
�x � ��������	 
��	���

�y � �	�	������
 
��	���

ΣΧΗΜΑ 1 H κλίση της ευθείας L είναι 

m =
κατακόρυφη μεταβολή

= Δy /Δx.
οριζόντια μεταβολή

Oρισμός Κλίση ευθείας
Έστω P1(x1 y1) και P2(x2 y2) δύο σημεία μιας μη κατακόρυφης ευ-
θείας, L H κλίση της L είναι .

 , ,

Συνηθίζεται να συμβολίζουμε την κλί-
ση με το γράμμα m .

L1

x
1

���� m1

L2

���� m2

m1
θ1

1

m2
θ2

ΣΧΗΜΑ 2 Aν L1 || L2, τότε �1 � �2 και
άρα m1 � m2 Aντίστροφα, αν 
m1 � m2, τότε �1 � �2 και L1 ||L2 .

 .

�y
—— =

y2 – y11
�x      x2 – x1 

m = = 
κατακόρυφη μεταβολή

οριζόντια μεταβολή



Eξισώσεις ευθειών
H κατακόρυφος που διέρχεται από το σημείο (a b) έχει ως εξίσωση
την x � a, αφού η συντεταγμένη x οποιουδήποτε σημείου της ευθείας
έχει τιμή a . Ομοίως, η οριζόντια ευθεία που διέρχεται από το σημείο
(a , b) έχει ως εξίσωση την y � b .

Παράδειγμα 3 Eύρεση εξισώσεων για κατακόρυφες και 
οριζόντιες ευθείες

H κατακόρυφη και η οριζόντια ευθεία που διέρχονται από το σημείο
(2, 3) έχουν ως εξισώσεις τις x � 2 και y � 3, αντίστοιχα (Σχήμα 4).

Mπορούμε να γράψουμε την εξίσωση τυχούσας μη κατακόρυφης
ευθείας αν γνωρίζουμε την κλίση της m και τις συντεταγμένες ενός ση-
μείου της P1(x1, y1). Kι αυτό διότι, αν P(x , y) είναι οποιοδήποτε άλλο ση-
μείο της ευθείας, θα ισχύει

,

οπότε

y � y1 � m(x � x1) δηλαδή y � m(x � x1) � y1

Παράδειγμα 4 Xρησιμοποιώντας την εξίσωση σημείου-
κλίσεως

Γράψτε μια εξίσωση για την ευθεία που διέρχεται από το σημείο (2,
3) με κλίση �3 2.

Λύση Aντικαθιστούμε x1 � 2, y1 � 3, και m � �3 2 στην εξίσωση
σημείου-κλίσεως, απ’ όπου παίρνουμε

δηλαδή

Παράδειγμα 5 Xρησιμοποιώντας την εξίσωση σημείου-
κλίσεως

Γράψτε μια εξίσωση για την ευθεία που διέρχεται από τα σημεία
(�2, �1) και (3, 4) .

Λύση H κλίση της ευθείας είναι

m � .

Aπομένει να εισαγάγουμε την κλίση m και τις συντεταγμένες οποι-
ουδήποτε από τα δύο σημεία στην εξίσωση σημείου-κλίσεως. Aν
επιλέξουμε το σημείο (x1, y1) � (�2 , �1) , παίρνουμε

y � 1 � (x � (�2)) � (�1)

y � x � 2 � (�1)

y � x � 1 .

4 � (�1)
3 � (�2)

 � 5
5

 � 1

y � �3
2

 x � 6 . y � �3
2

 (x � 2) � 3

 / 

 / 

 .

y � y 1

x � x 1
 � m

 ,
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x

y
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h

C

L2

�1

�1
�2

���� m1
���� m2

L1

O

ΣΧΗΜΑ 3 Tο τρίγωνο �ADC είναι
όμοιο με το �CDB . Συνεπώς, η άνω
γωνία στο �CDB ισούται με �1

όπου tan �1 � a h . / 

 ,

��	 ���� ��
��� 
��� �����	� 	����,
x � 2.

x

y

0 1 2 3 4

(2, 3)

1

3

2
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y � 3.

��	 ���� ��
��� 
��� �����	� 	����,

ΣΧΗΜΑ 4 Oι εξισώσεις της κατακό-
ρυφης και της οριζόντιας ευθείας
που διέρχονται από το σημείο (2, 3)
είναι x � 2 και y � 3, αντίστοιχα.
(Παράδειγμα 3)

Oρισμός Εξίσωση σημείου-κλίσεως
H εξίσωση

y � m(x � x1) � y1

περιγράφει την ευθεία που διέρχεται από το σημείο (x1, y1) με
κλίση m Για λόγους συντομίας θα καλούμε την εξίσωση αυτή
εξίσωση σημείου-κλίσεως.

 .



H συντεταγμένη y του σημείου τομής μιας μη κατακόρυφης ευθεί-
ας με τον άξονα y είναι η τεταγμένη της ευθείας. Oμοίως, η συντεταγ-
μένη x του σημείου τομής μιας μη οριζόντιας ευθείας με τον άξονα x εί-
ναι η τετμημένη της ευθείας. Mια ευθεία με κλίση m και τεταγμένη b
διέρχεται από το (0, b) (Σχήμα 5), οπότε

y � m(x � 0) � b , ή, απλούστερα, y � mx � b .

Παράδειγμα  6 Eξισώσεις ευθειών

Nα γραφεί μια εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο
(�1 , 2) και είναι (α) παράλληληØ (β) κάθετη στην ευθεία L : y � 3x � 4.

Λύση H ευθεία L y � 3x � 4, έχει κλίση 3.

(α) H ευθεία y � 3(x � 1) � 2, ή y � 3x � 5, διέρχεται από το σημείο
(�1, 2) και είναι παράλληλη στην L, αφού έχει κλίση 3.

(β) H ευθεία y � (�1 3)(x � 1) � 2, ή y � (�1 3)x � 5 3, διέρχεται
από το σημείο (�1, 2) και είναι κάθετη στην L αφού έχει κλίση
�1 3.

Aν τα A και B δεν είναι ταυτοχρόνως μηδέν, τότε η γραφική παρά-
σταση της εξίσωσης Ax � By � C είναι μια ευθεία. Kάθε ευθεία μπορεί
να παρασταθεί από μια εξίσωση τέτοιας μορφής, ακόμη και όταν δεν
έχει κλίση.

Η γενική γραμμική μορφή προσφέρεται για τον γρήγορο χαρακτη-
ρισμό μιας γραμμής ως ευθείας. Ωστόσο, όταν σχεδιάζουμε μια ευθεία
με τη βοήθεια υπολογιστικού προγράμματος, είναι ευκολότερο να ει-
σάγουμε στον υπολογιστή την κλίση και την τεταγμένη της ευθείας,
και να χρησιμοποιούμε την εξίσεωση κλίσεως-τεταγμένης.

Παράδειγμα  7 Aνάλυση και γραφική παράσταση μιας γενικής
γραμμικής εξισώσεως

Aφού βρείτε την κλίση και την τεταγμένη της ευθείας 8x � 5y � 20,
σχεδιάστε τη γραφική της παράσταση.

Λύση Λύνουμε την εξίσωση ως προς y για να τη θέσουμε στη μορ-
φή κλίσεως-τεταγμένης.

 5y � �8x � 20

 8x � 5y � 20

 / 

 /  /  / 

 ,
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ΣΧΗΜΑ 5 Mια ευθεία κλίσεως m και
τεταγμένης b .

x

y

y = mx + b

���� m
(x, y)

(0, b)

0

b

Oρισμός Eξίσωση κλίσεως-τεταγμένης 
H εξίσωση

y � mx � b

περιγράφει την ευθεία που έχει κλίση m και τεταγμένη b . Για
λόγους συντομίας θα καλούμε την εξίσωση αυτή εξίσωση κλίσε-
ως-τεταγμένης.

Oρισμός Γενική γραμμική εξίσωση
H εξίσωση

Ax � By � C (A και B όχι ταυτοχρόνως μηδέν)

είναι μια γενική γραμμική εξίσωση των x και y .



H τελευταία σχέση μάς δείχνει την κλίση (m � �8 5) και την τε-
ταγμένη (b � 4) της ευθείας, και μπορεί τώρα να εισαχθεί άμεσα σε
υπολογιστή για σχεδίαση (Σχήμα 6).

Eφαρμογές
Πολλές μεταβλητές ουσιώδους φυσικής σημασίας συνδέονται μέσω
γραμμικών εξισώσεων. Στο παράδειγμα που ακολουθεί, εκμεταλλευό-
μαστε τη γραμμική σχέση μεταξύ των θερμοκρασιών Fahrenheit και
Kελσίου για να κάνουμε μετατροπές από τη μία κλίμακα στην άλλη. 

Παράδειγμα 8 Mετατροπή θερμοκρασίας

Bρείτε μια σχέση που να συνδέει τις κλίμακες θερμοκρασίας Fahren-
heit και Kελσίου. Kατόπιν βρείτε τις ισοδύναμες θερμοκρασίες των
90�F (σε °C), και των �5�C (σε �F).

Λύση Eπειδή η σχέση που συνδέει τις δύο κλίμακες είναι γραμμι-
κή, θα έχει τη μορφή F � mC � b Tο σημείο πήξεως του νερού εί-
ναι F � 32� ή C � 0� ενώ το σημείο βρασμού (ή σημείο ζέσεως) εί-
ναι F � 212� ή C � 100�. Έτσι,

32 � m � 0 � b και 212 � m � 100 � b

οπότε b � 32 και m � (212 � 32) 100 � 9 5. Συνεπώς,

ή .

Mε τις σχέσεις αυτές μπορούμε να βρίσκουμε ισοδύναμες θερμοκρα-
σίες. Έτσι, οι 90�F ισοδυναμούν σε θερμοκρασία της κλίμακας Kελ-
σίου ίση με

.

Oμοίως, η ισοδύναμη θερμοκρασία (στην κλίμακα Fahrenheit) των
�5�C είναι

Παλινδρομική ανάλυση με υπολογιστή
Eίναι μάλλον δύσκολο να διακρίνουμε τη σχέση που διαμορφώνεται
μεταξύ δύο ποσοτήτων διαβάζοντας τις αντίστοιχες στήλες αριθμητι-
κών δεδομένων. Γι’ αυτό προτιμούμε συχνά να απεικονίζουμε σε διά-
γραμμα τα δεδομένα (κάνοντας το λεγόμενο διάγραμμα διασποράς), ώ-
στε να δούμε αν τα αντίστοιχα σημεία εκδηλώνουν κάποια δυναμική ή
διαμορφώνουν κάποια χαρακτηριστική συμπεριφορά. Aν ναι, κι αν επί-
σης μπορούμε να βρούμε την εξίσωση y � f (x) μίας καμπύλης που προ-
σεγγίζει τη συμπεριφορά του διαγράμματος, τότε έχουμε έναν τύπο ο
οποίος 

1. συνοψίζει τα δεδομένα μέσω μιας απλής μαθηματικής έκφρασης,
και 

2. μας επιτρέπει να προβλέπουμε τιμές του y για τιμές του x πέραν
αυτών που ήδη διαθέτουμε.

H διαδικασία εύρεσης ενός συγκεκριμένου τύπου καμπύλης που να ται-
ριάζει στα αριθμητικά δεδομένα ονομάζεται παλινδρομική ανάλυση, η

F � 9
5

 (�5) � 32 � 23�.

C �  
5
9

 (90 �  32) � 32,2

C � 5
9

 (F � 32)F � 9
5

 C � 32

 /  / 

 ,

 ,
 .

 / 

 y � �8
5

 x � 4 .
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[–5, 7] ��� [–2, 6]

y = –     x + 48
5

ΣΧΗΜΑ 6 H ευθεία 8x � 5y � 20 .



δε καμπύλη καλείται καμπύλη παλινδρομήσεως (ή παλινδρομική καμ-
πύλη).

Yπάρχουν πολλοί χρήσιμοι τύποι παλινδρομικών καμπυλών, π.χ. οι
καμπύλες δύναμης, οι πολυωνυμικές, οι εκθετικές, οι λογαριθμικές, και
οι ημιτονοειδείς καμπύλες. Στο Παράδειγμα 9, εφαρμόζουμε παλιν-
δρομική ανάλυση σε υπολογιστή προκειμένου να προσαρμόσουμε μια
γραμμική εξίσωση στα δεδομένα του Πίνακα 1. H διαδικασία αυτή είναι
προφανώς ισοδύναμη με το αν προσαρμόζαμε μια ευθεία στα σημεία του
διαγράμματος διασποράς.

Παράδειγμα  7 Παλινδρομική ανάλυση με υπολογιστή

Bάσει των δεδομένων του Πίνακα 1, κατασκευάστε ένα μαθηματικό
μοντέλο που να περιγράφει την αξία του συγκεκριμένου ταχυδρο-
μικού τέλους συναρτήσει του χρόνου. Aφού βεβαιωθείτε για το εύ-
λογον του μοντέλου σας, χρησιμοποιήστε το για να προβλέψετε το
κόστος του ταχυδρομικού τέλους κατά το έτος 2010.  

Λύση

Eρμηνεία των δεδομένων

Yπάρχει πολύ μικρή μεταβολή στην τιμή του ταχυδρομικού τέλους
πριν από το 1968. Eπειδή μας ενδιαφέρει κυρίως η τάση που δια-
μορφώνουν τα πιο πρόσφατα δεδομένα, παίρνουμε ως αφετηρία το
έτος αυτό. Tο 1981 σημειώθηκαν δύο αυξήσεις, των τριών και των
δύο σεντς αντίστοιχα. Για να καταστήσουμε λοιπόν το 1981 συγκρί-
σιμο με τα άλλα έτη, συνενώνουμε τις δύο αυξήσεις σε μία, των πέ-
ντε σεντς, καθώς φαίνεται στον Πίνακα 2. Tο Σχήμα 7α δείχνει το
διάγραμμα διασποράς που αντιστοιχεί στον Πίνακα 2.

Mαθηματικό μοντέλο
Eφόσον στο διάγραμμα διαφαίνεται μια γραμμική εξάρτηση της αξί-
ας του ταχυδρομικού τέλους με τον χρόνο, αναζητούμε ένα γραμμικό
μοντέλο. Eισάγοντας τα δεδομένα σε υπολογιστή γραφικών και εφ-

6 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

Πίνακας 1 Kόστος ταχυδρομικού

τέλους

Έτος Kόστος
x y (σε $)

1885 0,02
1917 0,03
1919 0,02
1932 0,03
1958 0,04
1963 0,05
1968 0,06
1971 0,08
1974 0,10
1975 0,13
1977 0,15
1981 0,18
1981 0,20
1985 0,22
1987 0,25
1991 0,29
1995 0,32
1998 0,33

Πίνακας 2 Kόστος ταχυδρομικού τέλους από το 1968 και εφεξής

x 0 3 6 7 9 13 17 19 23 27 30

y 6 8 10 13 15 20 22 25 29 32 33

x

y
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ΣΧΗΜΑ 7 (α) Διάγραμμα διασποράς των δεδομένων (x , y) του Πίνακα 2.
(β) Eκτίμηση του κόστους του συγκεκριμένου ταχυδρομικού τέλους το
έτος 2010, βάσει της παλινδρομικής ευθείας.



αρμόζοντας τη γραμμική παλινδρόμηση, προκύπτει η εξίσωση της
παλινδρομικής ευθείας,

y � 0,96185x � 5,8978 . (1)

Tο Σχήμα 7β δείχνει τη γραφική παράσταση της ευθείας μαζί με το
διάγραμμα διασποράς. Tα δύο γραφήματα* σχεδόν συμπίπτουν, και
έτσι το μοντέλο κρίνεται ικανοποιητικό. 

Γραφική επίλυση

O σκοπός μας είναι να προβλέψουμε την τιμή του ταχυδρομικού τέ-
λους το έτος 2010. Όπως φαίνεται από το Σχήμα 7β, το 2010 (οπότε
x � 42), η τιμή του y είναι περίπου 46.

Eρμηνεία

Kατά το έτος 2010, το συγκεκριμένο ταχυδρομικό τέλος θα κοστίζει
περίπου 46 σεντς.

Aλγεβρική επαλήθευση

Aπό την Εξίσωση (1) για x � 42 παίρνουμε

y  � 0,96185(42) � 5,8978 � 46,3 .

AΣKHΣEIΣ 1
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Παλινδρομική ανάλυση

H παλινδρομική ανάλυση περιλαμβάνει τέσσερα βήματα:

Bήμα 1. Tοποθετούμε σε διάγραμμα τα σημεία που αντιστοι-
χούν στα αριθμητικά δεδομένα (διάγραμμα διασποράς).

Bήμα 2. Bρίσκουμε μια εξίσωση παλινδρομήσεως. Προκειμένου
για ευθείες, η εξίσωση αυτή θα έχει τη μορφή y � mx � b.

Bήμα 3. Tοποθετούμε σε ενιαίο σχήμα τη γραφική παράσταση
της εξίσωσης παλινδρομήσεως και το διάγραμμα διασποράς,
ώστε να ελέγξουμε κατά πόσο τα δύο γραφήματα ταιριάζουν.

Bήμα 4. Aν τα δύο γραφήματα «εφαρμόζουν» ικανοποιητικά,
χρησιμοποιούμε την εξίσωση παλινδρομήσεως για να προβλέ-
ψουμε τιμές των y για x πέραν αυτών του πίνακα που διαθέ-
τουμε.

*Σ.τ.M.: Oι όροι «γραφική παράστα-
ση» και «γράφημα» δεν είναι ταυτό-
σημοι, παρόλο που στη βιβλιογραφία
χρησιμοποιούνται συχνά ως τέτοιοι.
Γράφημα είναι το σύνολο των διατε-
ταγμένων ζευγών (x, f (x)), ενώ γραφι-
κή παράσταση το σύνολο των σημείων
στον χώρο με συντεταγμένες (x, f (x)).
H διακριτότητα των δύο όρων γίνεται
εμφανής όταν το πεδίο ορισμού ή τι-
μών της f δεν περιέχει αριθμούς ή
περιέχει άρρητους, οπότε η γραφική
παράσταση δεν μπορεί (αυστηρά μι-
λώντας) να παραχθεί. Ωστόσο, στη
συντριπτική πλειοψηφία των εφαρμο-
γών που ενδιαφέρουν τους φυσικούς
και τους μηχανικούς, τα πεδία ορι-
σμού και τιμών είναι αριθμοσύνολα,
και εξάλλου μας αρκεί να μπορεί να
παραχθεί μια προσεγγιστική, έστω,
γραφική παράσταση. Για τον λόγο
αυτόν, θα θεωρούμε εφεξής τους δύο
όρους συνώνυμους, και θα τους
χρησιμοποιούμε εκ περιτροπής, για
να αποφεύγονται έτσι και οι κουρα-
στικές και κακόηχες επαναλήψεις.
Δείτε και τη σελ. 13.

Στις Aσκήσεις 1 και 2, βρείτε τις μεταβολές των συντεταγ-
μένων από το σημείο A στο B

1. (α) A(1, 2) , B(�1, �1) (β) A(�3, 2) , B(�1, �2)

2. (α) A(�3, 1) , B(�8, 1) (β) A(0, 4) , B(0, �2)

Στις Aσκήσεις 3 και 4, L είναι η ευθεία που ορίζεται από
τα σημεία A και B.

(i) Σχεδιάστε τα A και B (ii) Bρείτε την κλίση της L.

(iii)Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της L

3. (α) A(1, �2) , B(2, 1) (β) A(�2, �1) , B(1, �2)

4. (α) A(2, 3) , B(�1, 3) (β) A(1, 2) , B(1, �3)

Στις Aσκήσεις 5 και 6, γράψτε μια εξίσωση για (i) την κα-
τακόρυφη και (ii) την οριζόντια ευθεία που διέρχεται από
το σημείο P.

5. (α) P(2, 3) (β) P(�1, 4 3)

6. (α) (β) P(�p, 0)

Στις Aσκήσεις 7 και 8, γράψτε την εξίσωση σημείου-κλί-
σεως για την ευθεία που διέρχεται από το σημείο P με κλί-
ση m

7. (α) P(1, 1) , m � 1 (β) P(�1, 1) , m � �1

8. (α) P(0, 3) , m � 2 (β) P(�4, 0) , m � �2

Στις Aσκήσεις 9 και 10, γράψτε μια γενκή γραμμική εξί-
σωση για την ευθεία που διέρχεται από τα δύο σημεία. 

9. (α) (0, 0) , (2, 3) (β) (1, 1) , (2, 1)

10. (α) (�2, 0) , (�2, �2) (β) (�2, 1) , (2, �2)

 .

P(0, ��2)

 / 

 .

 .

 .



Στις Aσκήσεις 11 και 12, γράψτε την εξίσωση κλίσης-τε-
ταγμένης για την ευθεία με κλίση m και τεταγμένη b

11. (α) m � 3, b � �2 (β) m � �1, b � 2

12. (α) m � �1 2, b � �3 (β) m � 1 3, b � �1

Στις Aσκήσεις 13 και 14, η ευθεία διέρχεται από την αρχή
και από την άνω δεξιά κορυφή της περιοχής σχεδίασης.
Γράψτε την εξίσωση της ευθείας. Στην Άσκηση 13, η από-
σταση μεταξύ δύο διαδοχικών γραμμώσεων στον άξονα x
αντιστοιχεί σε 1 μονάδα, ενώ στον άξονα y αντιστοιχεί σε
5 μονάδες. Στην Άσκηση 14, η απόσταση μεταξύ δύο δια-
δοχικών γραμμώσεων σε κάθε άξονα αντιστοιχεί σε 1 μο-
νάδα.

13. 14. 

Στις Aσκήσεις 15 και 16, βρείτε (i) την κλίση και (ii) την
τεταγμένη και (iii) σχεδιάστε την ευθεία.

15. (α) (β)

16. (α) (β)

Στις Aσκήσεις 17 και 18, γράψτε μια εξίσωση για την ευ-
θεία που διέρχεται από το P και είναι (i) παράλληλη στην
L και (ii) κάθετη στην L

17. (α) P(0, 0) , L : 

(β) P(�2, 2) , L : 

18. (α) P(�2, 4) , L : x � 5

(β) P(�1, 1 2) , L : y � 3

Στις Aσκήσεις 19 και 20, δίδεται ένας πίνακας τιμών για τη
γραμμική συνάρτηση f(x) � mx � b Προσδιορίστε τα m
και b

19. x f (x) 20. x f(x)

1 2 2        �1
3 9 4        �4
5 16 6        �7

Στις Aσκήσεις 21 και 22, βρείτε την τιμή του x ή του y για
την οποία η ευθεία διαμέσου των A και B έχει τη δοθείσα
κλίση m

21. A(�2, 3) , B(4, y) , m � �2 3

22. A(�8, �2) , B(x, 2) , m � 2

23. Eπανερχόμενοι στο Παράδειγμα 5 Δείξτε ότι, αν χρησι-
μοποιήσουμε το σημείο (3, 4) στην εξίσωση σημείου-
κλίσεως του Παραδείγματος 5, θα προκύψει η ίδια εξί-
σωση για την ευθεία.

24. Mάθετε γράφοντας: τετμημένες και τεταγμένες μιας ευθείας

(α) Eξηγήστε γιατί τα c και d είναι η τετμημένη και η τε-
ταγμένη, αντίστοιχα, της ευθείας 

.

(β) Πώς σχετίζονται η τετμημένη και η τεταγμένη με
τους αριθμούς c και d, για την ευθεία

;

25. Παράλληλες και κάθετες ευθείες Για ποια τιμή του k είναι
οι ευθείες και (α) παράλληλες;
(β) κάθετες;

Στις Aσκήσεις 26-28, εργαστείτε σε ομάδες των δύο-τριών ατό-
μων.

26. Mόνωση Mετρώντας κλίσεις στο σχήμα, βρείτε τη με-
ταβολή της θερμοκρασίας σε βαθμούς ανά cm για τα
παρακάτω υλικά.

(α) γυψοσανίδα

(β) μόνωση υαλοβάμβακα

(γ) ξύλινη επένδυση

(δ) Mάθετε γράφοντας Ποιο από τα υλικά (α) έως (γ) εί-
ναι ο καλύτερος μονωτής; Ποιο ο χειρότερος; E-
ξηγήστε.

27. Yποβρύχια πίεση H πίεση p που αισθάνεται ένας δύτης
στη θάλασσα σχετίζεται με το βάθος κατάδυσης, d, μέ-
σω μιας εξίσωσης της μορφής  p � kd � 1 (k είναι μια
σταθερά). Όταν d � 0 m, η πίεση είναι 1 ατμόσφαιρα.
H πίεση σε βάθος 100 m είναι 10,94 ατμόφαιρες. Bρεί-
τε την πίεση στα 50 m. 

28. Mοντέλο της διανυθείσας απόστασης Ένα αυτοκίνητο A
ξεκινά από το σημείο P τη χρονική στιγμή t � 0 και κι-
νείται με ταχύτητα 45 km/h.

(α)Γράψτε μια έκφραση για την απόσταση d(t) από το
σημείο P που διένυσε το αυτοκίνητο σε t ώρες.

(β) Σχεδιάστε την y � d(t) .

(γ) Ποια η κλίση της γραφικής παράστασης στο ερώ-
τημα (β) και τι πληροφορία μας παρέχει αυτή;

(δ) Mάθετε γράφοντας Περιγράψτε υπό ποιες προϋποθέ-
σεις θα μπορούσε ο χρόνος t να παίρνει αρνητικές
τιμές.

(ε) Mάθετε γράφοντας Έστω ότι η τεταγμένη της ευθεί-
ας y � d(t) ισούται με 30. Tι σημαίνει αυτό; 

x � y � 12x � ky � 3

x
c � 

y

d
 � 2

x
c � 

y

d
 � 1

 / 

 .

 .
 .

 / 

2x � y � 4

y � �x � 2

 .

y � 2x � 4x
3

 �  
y
4 

 � 1

x � y � 23x � 4y � 12

[–5, 5] ��� [–2, 2][–10, 10] ��� [–25, 25]

 /  / 

 .
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Προεκτείνοντας τις έννοιες
29. Fahrenheit έναντι Kελσίου Στο Παράδειγμα 8 βρήκαμε

μια σχέση μεταξύ των κλιμάκων θερμοκρασίας Fah-
renheit και Kελσίου.

(α) Yπάρχει κάποια θερμοκρασία στην οποία ένα θερ-
μόμετρο Fahrenheit παρουσιάζει την ίδια ένδειξη
με ένα θερμόμετρο Kελσίου; Aν ναι, ποια είναι αυ-
τή η θερμοκρασία;

(β) Mάθετε γράφοντας Σχεδιάστε σε κοινό διάγραμμα
τις ευθείες y1 � (9 5)x � 32, y2 � (5 9)(x � 32), και
y3 � x. Eξηγήστε τη σημασία του διαγράμματος
αυτού για το ερώτημα (α).

30. Παραλληλόγραμμο Tρία διαφορετικά παραλληλόγραμμα
έχουν κορυφές στα σημεία (�1 , 1) , (2 , 0) , και (2 , 3) .
Σχεδιάστε τα και δώστε τις συντεταγμένες των υπόλοι-
πων κορυφών.

31. Παραλληλόγραμμο Δείξτε ότι τα μέσα γειτονικών πλευ-
ρών τυχαίου τετραπλεύρου ορίζουν ένα παραλληλό-
γραμμο.

32. Eφαπτόμενη ευθεία Θεωρήστε κύκλο ακτίνας 5 και κέ-
ντρου (0 , 0) . Bρείτε μια εξίσωση για την ευθεία που
εφάπτεται του κύκλου στο σημείο (3, 4).

33. Aπόσταση σημείου από ευθεία Eδώ θα δούμε πώς υπολο-
γίζεται η απόσταση ενός σημείου P(a b) από μια ευ-
θεία L : . Προτείνουμε στους σπουδαστές
να εργαστούν σε ομάδες των δύο-τριών ατόμων.

(α) Γράψτε μια εξίσωση για την ευθεία M που διέρ-
χεται από το P και είναι κάθετη στην  L

(β) Bρείτε τις συντεταγμένες του σημείου τομής Q των
M και L.

(γ) Bρείτε την απόσταση του P από το Q

34. Aνακλώμενο φως Mια φωτεινή ακτίνα ταξιδεύει κατά
μήκος της ευθείας x � y � 1 προερχόμενη από το δεύ-
τερο τεταρτημόριο και ανακλάται από τον άξονα x, ό-
πως φαίνεται στο σχήμα. H γωνία προσπτώσεως ισού-
ται με τη γωνία ανακλάσεως (οι γωνίες μετρώνται από
την κάθετο στον άξονα x). Γράψτε την εξίσωση της ευ-
θείας κατά μήκος της οποίας κινείται η ανακλώμενη
ακτίνα.

35. O οδοντωτός σιδηρόδρομος του όρους Washington Oι πολι-
τικοί μηχανικοί υπολογίζουν την κλίση του οδοστρώ-
ματος ως τον λόγο της κατακόρυφης απόστασης προς
την οριζόντια απόσταση που διανύει όχημα κινούμενο
επί του οδοστρώματος στο σημείο που τους ενδιαφέρει.
Tην κλίση αυτή του οδοστρώματος την εκφράζουν συ-
νήθως ως ποσοστό επί τοις 100. Oι κλίσεις των σιδη-
ροδρομικών τροχιών σε παράκτιες περιοχές είναι συ-
νήθως μικρότερες του 2%. Στα ορεινά, μπορεί να φθά-
σουν μέχρι και 4%. Oι κλίσεις των αυτοκινητοδρόμων
δεν υπερβαίνουν συνήθως το 5%.

Στο πλέον απότομο σημείο της διαδρομής του
οδοντωτού σιδηροδρόμου του όρους Washington στο
New Hampshire, η κλίση παίρνει την ασυνήθιστη τιμή
37,1%. Tα μπροστινά καθίσματα του κάθε βαγονιού
βρίσκονται τότε 4 m ψηλότερα απ’ ό,τι τα πίσω καθί-
σματα. Πόσο περίπου απέχει η πρώτη από την τελευ-
ταία σειρά καθισμάτων στο βαγόνι;

36. Mια περιστροφή κατά 90� περί την αρχή μεταφέρει το
σημείο (2, 0) στο (0 , 2) , και το (0, 3) στo (�3, 0) , όπως
φαίνεται στο σχήμα. Πού μεταφέρεται καθένα από τα
παρακάτω σημεία;
(α) (4, 1) (β) (�2, �3) (γ) (2, �5)

(δ) (x , 0) (ε) (0, y) (στ) (x , y)

(ζ) Ποιο σημείο μεταφέρεται στο (10 , 3);

Στις Aσκήσεις 37 και 38, εφαρμόστε γραμμική παλιν-
δρομική ανάλυση.

37. Στον Πίνακα 3 παρουσιάζονται στατιστικά στοιχεία
για το μέσο βάρος εννέα κοριτσιών συναρτήσει της
ηλικίας τους.

(α) Aπό τα δεδομένα αυτά βρείτε μια γραμμική εξί-
σωση παλινδρομήσεως. 

(β) Bρείτε την κλίση της παλινδρομικής ευθείας. Tι
αντιπροσωπεύει η κλίση αυτή;

(γ) Tοποθετήστε σε ενιαίο σχήμα τη γραφική παρά-
σταση της γραμμικής παλινδρομικής εξίσωσης
και το διάγραμμα διασποράς των δεδομένων.

(δ) Xρησιμοποιήστε την εξίσωση παλινδρομήσεως
για να προβλέψετε το κατά προσέγγιση βάρος ε-
νός κοριτσιού ηλικίας 30 μηνών.

 .

 .

Ax � By � C
 ,

 /  / 
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T

T

x

y

(0, 3)

(4, 1)(0, 2)

(–3, 0)

(–2, –3)

(2, –5)

(2, 0)
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y
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1
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x � y � 1

Πίνακας 3 Hλικία και βάρος 
μικρών κοριτσιών

Hλικία (μήνες) Bάρος (kg)

19 9,98
21 10,43
24 11,34
27 12,70
29 14,06
31 12,70
34 14,52
38 15,42
43 17,69



Συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις
Συναρτήσεις • Πεδία ορισμού και τιμών • Επισκόπηση και

ερμηνεία γραφικών παραστάσεων • Aύξουσες και φθίνουσες

συναρτήσεις    • Άρτιες και περιττές συναρτήσεις: συμμετρία

• Συναρτήσεις που ορίζονται κατά τμήματα • H συνάρτηση

απόλυτης τιμής    • Πώς μετατοπίζουμε μια γραφική παράσταση

• Σύνθετες συναρτήσεις

Oι συναρτήσεις αποτελούν τα κυριότερα εργαλεία περιγραφής του
πραγματικού κόσμου με μαθηματική γλώσσα. Στην ενότητα αυτή πραγ-
ματευόμαστε τις βασικές έννοιες των συναρτήσεων και των γραφικών
τους παραστάσεων. Θα δούμε με ποιους τρόπους μπορούμε να μετατο-
πίζουμε και να συνδυάζουμε διαφορετικές γραφικές παραστάσεις σε
ένα διάγραμμα. Tέλος, θα παρουσιάσουμε μερικούς σημαντικούς τύ-
πους συναρτήσεων του απειροστικού λογισμού.  

Συναρτήσεις
Συχνά οι τιμές μιας μεταβλητής εξαρτώνται από τις τιμές μιας άλλης: 

• H θερμοκρασία στην οποία το νερό βράζει εξαρτάται από το υ-
ψόμετρο (το σημείο βρασμού «ταπεινώνεται» καθώς ανεβαίνου-
με ψηλότερα).

• Tο ποσό κατά το οποίο θα αυξηθούν οι καταθέσεις σας σε ένα
έτος (ο τόκος) εξαρτάται από το επιτόκιο της τράπεζάς σας. 

Σε καθεμία από τις περιπτώσεις αυτές, η τιμή μιας μεταβλητής ποσό-
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38. O Πίνακας 4 δείχνει το μέσο ετήσιο εισόδημα των
αμερικανών οικοδόμων.

(α) Aπό τα δεδομένα αυτά βρείτε μια γραμμική εξί-
σωση παλινδρομήσεως.

(β) Bρείτε την κλίση της παλινδρομικής ευθείας. Tι
αντιπροσωπεύει η κλίση αυτή;

(γ) Tοποθετήστε σε ενιαίο σχήμα τη γραφική παρά-
σταση της γραμμικής παλινδρομικής εξίσωσης
και το διάγραμμα διασποράς των δεδομένων.

(δ) Xρησιμοποιήστε την εξίσωση παλινδρομήσεως
για να προβλέψετε το μέσο ετήσιο εισόδημα των
οικοδόμων κατά το έτος 2000. 

39. H μέση τιμή μονοκατοικιών στις H.Π.A. αυξάνεται δι-
αρκώς από το 1970. Στον Πίνακα 5, ωστόσο, παρατη-
ρούμε ότι σημειώνονται διαφοροποιήσεις από περι-
οχή σε περιοχή.

(α) Bρείτε μια γραμμική εξίσωση παλινδρομήσεως για το
κόστος μιας μονοκατοικίας στις βορειοανατολικές
Πολιτείες.

(β) Tι αντιπροσωπεύει η κλίση της παλινδρομικής ευ-
θείας;

(γ) Bρείτε μια γραμμική εξίσωση παλινδρομήσεως
για το κόστος μιας μονοκατοικίας στις κεντροδυτι-
κές Πολιτείες.

(δ) Πού αυξάνεται πιο γρήγορα η μέση αξία, στις βο-
ρειοανατολικές ή στις κεντροδυτικές Πολιτείες;

Πίνακας 4 Mέσο ετήσιο εισόδημα 

οικοδόμων

Eτήσιο εισόδημα
Έτος (σε δολάρια)

1980 22.033
1985 27.581
1988 30.466
1989 31.465
1990 32.836

Πίνακας 5 Mέση τιμή μονοκατοικίας

Bορειοανατολικά Kεντροδυτικά
Έτος (σε δολάρια) (σε δολάρια)

1970 25.200 20.100
1975 39.300 30.100
1980 60.800 51.900
1985 88.900 58.900
1990 141.200 74.000

Πηγή: National Association of Realtors�, Home Sales Year-
book (Washington DC, 1990).

Πηγή: U.S. Bureau of Economic Analysis.
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τητας εξαρτάται από την τιμή μιας άλλης. Tο σημείο βρασμού του νε-
ρού, b εξαρτάται από το υψόμετρο, e Ø ο τόκος, I εξαρτάται από το επι-
τόκιο, r Oνομάζουμε τις μεταβλητές b και I εξαρτημένες μεταβλητές,
αφού καθορίζονται από τις τιμές των μεταβλητών e και r, από τις οποί-
ες εξαρτώνται. Tις μεταβλητές e και r τις καλούμε ανεξάρτητες μετα-
βλητές.

Ένας κανόνας που αντιστοιχίζει σε κάθε στοιχείο ενός συνόλου έ-
να και μόνο στοιχείο κάποιου άλλου συνόλου ονομάζεται συνάρτηση.
Tα στοιχεία του ενός συνόλου δεν οφείλουν να είναι ομοειδή με τα
στοιχεία του άλλου. Mια συνάρτηση είναι σαν μια μηχανή που αντι-
στοιχίζει μια μοναδική έξοδο σε κάθε επιτρεπτή είσοδο. Oι είσοδοι
αποτελούν το πεδίο ορισμού της συνάρτησηςØ οι έξοδοι αποτελούν το
πεδίο τιμών της (Σχήμα 8).

Σύμφωνα με τον ορισμό αυτόν, D είναι το πεδίο ορισμού της συν-
αρτήσεως και R είναι ένα σύνολο που περιέχει τις τιμές (Σχήμα 9).

Eδώ και δυόμισυ αιώνες, ο Eλβετός μαθηματικός Leonhard Euler
συνέλαβε έναν συμβολικό τρόπο δήλωσης ότι «η y είναι μια συνάρτη-
ση του x»:

y � f (x) ,

που θα πρέπει να διαβάζεται ως «y ίσον f του x». O συμβολισμός αυτός
μας επιτρέπει να αναφερόμαστε σε διαφορετικές συναρτήσεις αλλά-
ζοντας απλώς τα γράμματα με τα οποία τις αναπαριστούμε. Για να δη-
λώσουμε ότι το σημείο βρασμού b του νερού είναι συνάρτηση του υψο-
μέτρου e, μπορούμε να γράψουμε b � f(e) . Για να δηλώσουμε ότι το εμ-
βαδόν A ενός κύκλου είναι συνάρτηση της ακτίνας r, μπορούμε να γρά-
ψουμε A � A(r) , συμβολίζοντας τη συνάρτηση και την εξαρτημένη με-
ταβλητή με το ίδιο γράμμα. 

Mε τον συμβολισμό y � f (x) μπορούμε επίσης να δηλώσουμε συγ-
κεκριμένες τιμές μιας συνάρτησης. Έτσι, για την τιμή της f στο a μπο-
ρούμε να γράψουμε f (a) , το οποίο διαβάζεται ως « f του a».

Παράδειγμα  1 H συνάρτηση εμβαδού του κύκλου 

H συνάρτηση του εμβαδού κύκλου A(r) � pr2 έχει ως πεδίο ορισμού
της το σύνολο όλων των δυνατών ακτίνων, δηλαδή το σύνολο όλων
των θετικών πραγματικών αριθμών. Tο πεδίο τιμών είναι επίσης το
σύνολο όλων των θετικών πραγματικών αριθμών. 

H τιμή της συναρτήσεως A στο r � 2 είναι 

A(2) � p(2)2 � 4p

Tο εμβαδόν ενός κύκλου ακτίνας 2 ισούται με 4p .

 .

 .
 , ,
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ΣΧΗΜΑ 8 Ένα «μηχανιστικό» διά-
γραμμα για τη συνάρτηση.
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Oρισμός Συνάρτηση
Συνάρτηση από ένα σύνολο D σε ένα σύνολο R είναι ένας κανό-
νας που αντιστοιχίζει ένα μοναδικό στοιχείο του R σε κάθε στοι-
χείο του D .

ΣΧΗΜΑ 9 (α) Mια συνάρτηση από το σύνολο D στο σύνολο R (β) Mια μη συ-
νάρτηση. H αντιστοίχιση σε στοιχεία του R δεν είναι μοναδική.
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Πεδίο ορισμού και πεδίο τιμών
Στο Παράδειγμα 1, το πεδίο ορισμού της συναρτήσεως υπόκειται σε
κάποιον εύλογο περιορισμό: η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι η ακτίνα
του κύκλου η οποία πρέπει να είναι θετική. Όταν ορίζουμε μία συνάρ-
τηση y � f (x) μέσω κάποιου τύπου και το πεδίο ορισμού δεν αναφέρε-
ται ρητά ή δεν περιορίζεται εκ των πραγμάτων, θα υποθέτουμε ότι απο-
τελείται από το μεγαλύτερο σύνολο τιμών του x για τις οποίες ο τύπος
δίνει πραγματικές τιμές για το y Ø πρόκειται για το λεγόμενο φυσικό πε-
δίο ορισμού. Eάν επιθυμούμε να περιορίσουμε το πεδίο ορισμού με κά-
ποιον τρόπο, θα πρέπει να το δηλώσουμε. Για παράδειγμα, το πεδίο τι-
μών της συνάρτησης y � είναι το πλήρες σύνολο των πραγματικών
αριθμών.  Προκειμένου να περιορίσουμε τη συνάρτηση στις θετικές τι-
μές του x θα γράψουμε «y � , x � 0 ».

Πολλές πραγματικές συναρτήσεις πραγματικής μεταβλητής έχουν
για πεδία ορισμού και τιμών διαστήματα, ή συνδυασμούς διαστημάτων.
Tα διαστήματα αυτά μπορεί να είναι ανοιχτά, κλειστά, ή ημιανοιχτά
(δηλ. ανοιχτά από το ένα άκρο) (Σχήματα 10 και 11) καθώς και πεπερα-
σμένα ή άπειρα (Σχήμα 12).

Tα ακραία σημεία ενός διαστήματος καλούνται συνοριακά σημεία.
Aποτελούν τα σύνορα του διαστήματος. Tα υπόλοιπα σημεία είναι εσω-
τερικά σημεία, και απαρτίζουν το εσωτερικό του διαστήματος. Δια-
στήματα που περιέχουν όλα τα συνοριακά τους σημεία είναι κλειστά.
Διαστήματα που δεν περιέχουν κανένα συνοριακό σημείο είναι ανοι-
χτά. Kάθε σημείο ενός ανοιχτού διαστήματος είναι σημείο εσωτερικό
του διαστήματος.

Παράδειγμα 2 Προσδιορισμός πεδίων ορισμού και τιμών

Eπαληθεύσατε τα πεδία ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων:

Συνάρτηση Π. ορισμού (x) Π. τιμών (y)

[0 , �)

y � 1 x (��, 0) � (0 , �) (��, 0) � (0 , �)

[0 , �) [0 , �)

(��, 4] [0 , �)

[�1 , 1] [0 , 1]

Λύση O τύπος δίνει πραγματικές τιμές y για κάθε πραγ-
ματικό αριθμό x, κι έτσι το πεδίο ορισμού είναι το (��, �) .

O τύπος y � 1 x δίνει πραγματικές τιμές y για κάθε πραγματικό x εκτός
του x � 0. Δεν μπορούμε να διαιρέσουμε κανέναν αριθμό με το 0.

 / 

y � x2

y � �1 � x2

y � �4 � x

y � �x

 / 

(��, �)y � x2

x2
 ,

x2
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ΣΧΗΜΑ 10 Aνοιχτά και κλειστά
πεπερασμένα διαστήματα.

ΣΧΗΜΑ 11 Hμιανοιχτά  πεπερασμέ-
να διαστήματα.
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ΣΧΗΜΑ 12 Άπειρα διαστήματα: παρι-
στάνονται ως «ακτίνες» που εκτείνο-
νται στο άπειρο πάνω στον άξονα
των αριθμών. O ίδιος ο άξονας απο-
τελεί επίσης ένα άπειρο διάστημα.
Tο σύμβολο � (άπειρο) χρησιμο-
ποιείται μόνο για ευκολία· δεν ση-
μαίνει ότι υπάρχει αριθμός � .



O τύπος δίνει πραγματικές τιμές για το y μόνον όταν το x εί-
ναι θετικό ή μηδέν. 

O τύπος δίνει πραγματικές τιμές για το y μόνον όταν το
4 � x είναι μεγαλύτερο ή ίσο του μηδενός. Έτσι, 0 � 4 � x ή x � 4.

O τύπος δίνει πραγματικές τιμές για το y για κάθε τιμή
του x στο κλειστό διάστημα από �1 ώς 1. Έξω από το διάστημα αυ-
τό, το 1 � x 2 είναι αρνητικό και η τετραγωνική του ρίζα δεν είναι
πραγματικός αριθμός. Tο πεδίο ορισμού είναι το διάστημα [�1, 1] .

Επισκόπηση και ερμηνεία γραφικών παραστάσεων
Tα σημεία (x y) στο επίπεδο που έχουν ως συντεταγμένες τα ζεύγη τι-
μών εισόδου-εξόδου μιας συναρτήσεως y � f(x) απαρτίζουν τη γραφική
παράσταση (ή γράφημα) της συνάρτησης. H γραφική παράσταση της
συναρτήσεως y � x � 2 , για παράδειγμα, είναι το σύνολο των σημείων
με συντεταγμένες (x y) για τα οποία y � x � 2 .

Όταν κατασκευάζετε γραφικές παραστάσεις με μολύβι και χαρτί,
χρειάζεται να αναπτύξετε δεξιότητα στη σχεδίαση. Όταν πάλι παράγετε
το γράφημα σε υπολογιστή, τότε χρειαζόσαστε δεξιότητα στην επισκό-
πηση.

Kαθώς θα αποκτάτε εμπειρία θα γίνεστε ικανότεροι στο να διακρί-
νετε πότε μια γραφική παράσταση είναι καλώς σχεδιασμένη. Θα πρέπει
να γνωρίζετε τις βασικές συναρτήσεις, τις γραφικές τους παραστάσεις,
και το πώς οι τελευταίες επηρεάζονται αν αλλάξουν οι εξισώσεις των
συναρτήσεων.

H σχεδίαση με υπολογιστή αποτυγχάνει όταν η προκύπτουσα γραφι-
κή συνάρτηση δεν είναι ακριβής ή είναι λανθασμένη. Συνήθως κάτι τέ-
τοιο οφείλεται σε περιορισμούς στην ανάλυση εικόνας της οθόνης του
υπολογιστικού μας συστήματος.

Παράδειγμα 3 Πότε αποτυγχάνει η σχεδίαση με υπολογιστή 

Bρείτε τα πεδία ορισμού και τιμών της συνάρτησης y � f (x) �
.

Λύση H γραφική παράσταση της f στο Σχήμα 13α δείχνει ως πε-
δίο ορισμού της f το διάστημα μεταξύ του �2 και του 2, ενώ το πεδίο
τιμών μοιάζει να είναι κάποιο πεπερασμένο διάστημα. Tο δεύτερο
συμπέρασμα είναι αποτέλεσμα κακής σχεδίασης με υπολογιστή, γε-
γονός που επαληθεύουμε αλγεβρικά.

Aλγεβρική επίλυση

H ποσότητα 4 � πρέπει να είναι μεγαλύτερη του μηδενός.

Έτσι, θα ισχύει �2	x 	2, και το πεδίο ορισμού είναι το (�2, 2) .

 x2 	 4

 4 � x2 � 0

x2

1 / �4 � x2

 ,

 ,

y � �1 � x2

 ,
y � �4 � x

y � �x
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Δεξιότητες θέασης γραφικών παραστάσεων

Bήμα 1. Eλέγχουμε αν η γραφική παράσταση είναι λογικο-
φανής.

Bήμα 2. Eντοπίζουμε όλα τα κύρια χαρακτηριστικά της. 

Bήμα 3. Eρμηνεύουμε τα χαρακτηριστικά αυτά.

Bήμα 4. Aποφαινόμαστε για το αν και σε ποιο σημείο απο-
τυγχάνει η σχεδίαση με υπολογιστή. 

ΣΧΗΜΑ 13 (α) Aποτυχημένη σχεδία-
ση με υπολογιστή. (β) Mια ακριβέ-
στερη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης . (Παρά-
δειγμα 3)

y � 1 / �4 � x2

[–4, 4] ��� [–2, 4]

(	)

y =
4 –x2√
1

x

y

1

2

4

6

2–1–2

y � 

(�)

1—–—–—
⎯⎯⎯⎯⎯⎯4 � x2√



H ελάχιστη τιμή της f είναι 1 2 και προκύπτει όταν x � 0 . Oι τιμές
της f αυξάνονται κατακόρυφα καθώς το x προσεγγίζει την τιμή 2 από
αριστερά, ή την τιμή �2 από δεξιά, όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνα-
κα (όπου τα νούμερα έχουν στρογγυλοποιηθεί σε τρία δεκαδικά ψηφία).

x �1,99 �1,999 �1,9999 �1,99999

f(x) 5,006 15,813 50,001 158,114

Tο πεδίο τιμών της f είναι το διάστημα [0,5 , �).

Στο Σχήμα 14 βλέπουμε τις γραφικές παραστάσεις μερικών συναρ-
τήσεων δυνάμεων του x που απαντούν συχνά στη μελέτη του απειρο-
στικού λογισμού. H επίγνωση του γενικού σχήματος των γραφημάτων
αυτών θα σας βοηθήσει να διακρίνετε πότε αποτυγχάνει η υπολογιστι-
κή σχεδίαση. Στα παρακάτω θα δούμε τις γραφικές παραστάσεις και άλ-
λων τύπων συναρτήσεων. 

 / 
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ΣΧΗΜΑ 14 Γραφικές παραστάσεις μερικών χρήσιμων συναρτήσεων δυνάμεων του x.



Aύξουσες και φθίνουσες συναρτήσεις
Aν η γραφική παράσταση μιας συναρτήσεως ανέρχεται ή ανυψώνεται κα-
θώς την παρατηρούμε από αριστερά προς τα δεξιά, τότε λέμε ότι η συν-
άρτηση είναι αύξουσα. Aν, πάλι, η γραφική παράσταση κατέρχεται ή χα-
μηλώνει από αριστερά προς τα δεξιά, τότε λέμε ότι η συνάρτηση είναι
φθίνουσα. Στην Eνότητα 3.3 θα δώσουμε αυστηρούς ορισμούς της αύ-
ξουσας και της φθίνουσας συναρτήσεως. Eκεί θα μάθουμε πώς να βρί-
ουμε τα διαστήματα στα οποία μια συνάρτηση είναι αύξουσα ή φθίνου-
σα. Eδώ παραθέτουμε μερικά παραδείγματα από το Σχήμα 14.

Συνάρτηση Aύξουσα στο Φθίνουσα στο

y � 0 � x 	 � �� 	 x � 0

y � �� 	 x 	 � Πουθενά

y � 1 x Πουθενά �� 	 x 	 0, 0 	 x 	 �

�� 	 x 	 0 0 	 x 	 �

0 � x 	 � Πουθενά

0 � x 	 � �� 	 x � 0

Άρτιες και περιττές συναρτήσεις: συμμετρία
Oι γραφικές παραστάσεις άρτιων και περιττών συναρτήσεων παρουσι-
άζουν χαρακτηριστικές συμμετρίες.

Oι όροι «άρτια» και «περιττή» προέρχονται από δυνάμεις του x Aν το
y είναι μια άρτια δύναμη του x π.χ. αν y � ή y � , τότε θα είναι και
άρτια συνάρτηση του x (αφού (�x)2 � και (�x)4 � ) . Aν το y είναι
μια περιττή δύναμη του x , π.χ. αν y � x ή y � , τότε είναι και περιττή
συνάρτηση του x (αφού (�x)1 � �x και (�x)3 � � ) .

H γραφική παράσταση μιας άρτιας συναρτήσεως είναι συμμετρική
ως προς τον άξονα y. Eφόσον f (�x) � f (x) , ένα σημείο (x y) θα ανήκει
στη γραφική παράσταση αν και μόνο αν και το σημείο (�x y) ανήκει
σε αυτήν (Σχήμα 15α). 

H γραφική παράσταση μιας περιττής συναρτήσεως είναι συμμε-
τρική ως προς την αρχή. Eφόσον f (�x) � �f(x) , ένα σημείο (x y) ανή-
κει στη γραφική παράσταση αν και μόνο αν και το σημείο (�x �y)
ανήκει σε αυτήν (Σχήμα 15β). Iσοδύναμα, μια γραφική παράσταση εί-
ναι συμμετρική ως προς την αρχή εάν περιστρεφόμενη περί την αρχή
κατά 180� συμπίπτει με τον εαυτό της.

Παράδειγμα 4 Aναγνώριση άρτιων και περιττών συναρτήσεων

f (x) � Άρτια συνάρτηση: (�x)2 � για κάθε x Ø

συμμετρία ως προς τον άξονα y.

f (x) � � 1 Άρτια συνάρτηση: (�x)2 � 1 � � 1 για κάθε 
x Ø συμμετρία ως προς τον άξονα y (Σχήμα 16α).

f (x) � x Περιττή συνάρτηση: (�x) � �x για κάθε x Ø

συμμετρία ως προς την αρχή.

x2x2

x2x2

 ,
 ,

 ,
 ,

x3
x3

x4x2
x4x2

 ,
 .

y � x2 / 3

y � �x

y � 1 / x2

 / 

x3

x2
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Oρισμός Άρτια συνάρτηση, περιττή συνάρτηση
Mια συνάρτηση y � f (x) είναι

άρτια συνάρτηση του x αν f (�x) � f(x) ,
περιττή συνάρτηση του x αν f (�x) � �f (x) ,

για κάθε x που ανήκει στο πεδίο ορισμού της συναρτήσεως.

x
O

y � x2

(x, y)

(	)

(–x, y)

x

y

y

O

y � x3

(x, y)

(�)

(–x, –y)

ΣΧΗΜΑ 15 (α) H γραφική παράσταση
της y � (άρτια συνάρτηση) είναι
συμμετρική ως προς τον άξονα y.
(β) H γραφική παράσταση της συ-
ναρτήσεως y � (περιττή) είναι
συμμετρική ως προς την αρχή των
αξόνων.

x3

x2



f(x) � x � 1 Mη περιττή: f (�x) � �x � 1, αλλά 

�f (x) � �x �1. H ισότητα δεν ισχύει πλέον.

Mη άρτια: (�x) � 1 � x � 1 για κάθε x � 0 
(Σχήμα 16β).

Eίναι χρήσιμο να μπορούμε να αναγνωρίζουμε άρτιες και περιττές
συναρτήσεις. Έτσι, αν γνωρίζουμε τη γραφική παράσταση μιας τέτοιας
συνάρτησης στη μία πλευρά του άξονα y, αυτομάτως τη γνωρίζουμε και
στην άλλη πλευρά του άξονα.

Συναρτήσεις που ορίζονται κατά τμήματα (ή τμηματικά
οριζόμενες συναρτήσεις)
Mπορούμε να ορίσουμε συναρτήσεις εφαρμόζοντας διαφορετικούς τύ-
πους σε διαφορετικά τμήματα του πεδίου ορισμού.

Παράδειγμα 5 Σχεδιάζοντας συναρτήσεις που ορίζονται κατά
τμήματα

Σχεδιάστε την 

Λύση Oι τιμές της  f δίδονται από τρεις διαφορετικούς τύπους: 
y � �x όταν x 	 0, y � όταν 0 � x � 1, και y � 1 όταν x � 1.
Πρόκειται, ωστόσο, για μία και μόνη συνάρτηση με πεδίο ορισμού το
πλήρες σύνολο των πραγματικών αριθμών (Σχήμα 17).

Παράδειγμα 6 Πώς γράφεται μια συνάρτηση που ορίζεται κατά
τμήματα

Γράψτε τον τύπο της συνάρτησης y � f (x) που αποτελείται από τα
δύο ευθύγραμμα τμήματα του Σχήματος 18.

Λύση H μέθοδος που ακολουθούμε είναι να βρούμε χωριστούς τύπους
για τα ευθύγραμμα τμήματα που ορίζονται από τα σημεία (0, 0), (1, 1)
και (1, 0), (2, 1), και να τους συνδυάσουμε όπως στο Παράδειγμα 5.

x2

 y � f (x) � � 
�x ,    x 	 0

x2 ,    0 � x � 1
1 ,     x � 1 .

16 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

x

y

0

1

y � x2 � 1

y � x2

(	)

x

y

0

1

–1

y � x � 1

y � x

(�)

ΣΧΗΜΑ 16 (α) Προσθέτοντας τον σταθερό όρο 1 στη συνάρτηση y � ,
η καινούρια συνάρτηση y � � 1 παραμένει άρτια, με γραφική παρά-
σταση συμμετρική ως προς τον άξονα y. (β) Προσθέτοντας τον σταθε-
ρό όρο 1 στη συνάρτηση y � x η προκύπτουσα συνάρτηση y � x � 1
δεν είναι πλέον περιττή. H συμμετρία ως προς την αρχή έχει απωλε-
σθεί. (Παράδειγμα 4)

 ,

x2
x2

[–3, 3] ��� [–1, 3]

y =
–x,   x < 0
  x2, 0 ≤  x ≤ 1
  1,   x > 1

ΣΧΗΜΑ 17 H γραφική παράσταση
μιας τμηματικά οριζόμενης συναρ-
τήσεως. (Παράδειγμα 5)



Tο ευθύγραμμο τμήμα από το (0, 0) έως το (1, 1) H ευθεία που διέρ-
χεται από τα (0, 0) και (1, 1) έχει κλίση m � (1 � 0) (1 � 0) � 1 και
τεταγμένη b � 0. H ευθεία αυτή περιγράφεται από την εξίσωση κλί-
σεως-τεταγμένης, y � x Tο ευθύγραμμο τμήμα από το (0, 0) έως το
(1, 1) που περιέχει το σημείο (0, 0) αλλά όχι το (1, 1) , είναι το γρά-
φημα της συναρτήσεως y � x, όπου το x περιορίζεται στο ημιανοι-
χτό διάστημα 0 � x 	 1. Δηλαδή,

y � x 0 � x 	 1 .

Tο ευθύγραμμο τμήμα από το (1, 0) έως το (2, 1) H ευθεία που διέρ-
χεται από τα (1, 0) και (2, 1) έχει κλίση m � (1 � 0) (2 � 1) � 1 και
διέρχεται από το (1, 0) . H αντίστοιχη εξίσωση σημείου-κλίσεως θα
είναι 

y � 1(x � 1) � 0 , ή y � x � 1 .

Tο ευθύγραμμο τμήμα από το (1, 0) έως το (2, 1) που περιέχει αμφό-
τερα τα ακραία σημεία είναι το γράφημα της συνάρτησης y � x � 1,
όπου το x περιορίζεται στο κλειστό διάστημα 1 � x � 2. Δηλαδή,

y � x � 1 , 1 � x � 2 .

Tμηματικός τύπος Συνδυάζοντας τους τύπους για τα δυο τμήματα του
γραφήματος, λαμβάνουμε

H συνάρτηση απόλυτης τιμής
H συνάρτηση απόλυτης τιμής y � � x � ορίζεται κατά τμήματα μέσω του
τύπου

H συνάρτηση είναι άρτια, και η γραφική της παράσταση (Σχήμα 19)
συμμετρική ως προς τον άξονα y. Δεδομένου ότι το σύμβολο δηλώ-
νει τη μη αρνητική τετραγωνική ρίζα του a μπορούμε να χρησιμοποι-
ήσουμε και τον εναλλακτικό ορισμό

 .� x � � �x2

 ,
�a

� x � � ��x ,
x ,
    x 	 0

    x � 0 .

f (x) � �x ,
x � 1 ,

    0 � x 	 1
    1 � x � 2 .

 / 

 ,

 .

 / 
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x

y

1

1

y � f (x)

0 2

(1, 1) (2, 1)
ΣΧΗΜΑ 18 Tο αριστερό ευθύ-
γραμμο τμήμα περιέχει το ση-
μείο (0, 0) αλλά όχι το (1, 1) .
Tο δεξιό ευθύγραμμο τμήμα πε-
ριέχει και τα δύο ακραία του
σημεία. (Παράδειγμα 6)

Θυμηθείτε ότι . Mην γρά-
φετε λοιπόν παρά μόνο αν
γνωρίζετε ήδη ότι a � 0 .

�a 2 � a
�a 2 � � a �

Iδιότητες απόλυτων τιμών

1.

2.

3.

4. � a � b � � � a � � � b �

� a
b � � 

� a �

� b �

� ab � � � a � � b �

� �a � � � a �

x

y

0 1

1

3

2

2 3–1–2–3

y � xy � –x

y � x

ΣΧΗΜΑ 19 H συνάρτηση από-
λυτης τιμής έχει πεδίο ορι-
σμού το (�� , �) και πεδίο
τιμών το [0 , �) .



Πώς μετατοπίζουμε μια γραφική παράσταση
Προκειμένου να μετατοπίσουμε τη γραφική παράσταση μιας συναρτή-
σεως y � f(x) προς τα πάνω, προσθέτουμε μια θετική σταθερά στο δε-
ξιό μέλος του τύπου y � f (x) .

Για μετατόπιση προς τα κάτω, προσθέτουμε μια αρνητική σταθερά
στο δεξιό μέλος του τύπου y � f (x) .

Παράδειγμα 7 Kατακόρυφη μετατόπιση γραφήματος

Προσθέτοντας τη μονάδα στο δεξιό μέλος του τύπου y � παίρνου-
με y � � 1, οπότε το γράφημα μετατοπίζεται προς τα πάνω κατά
μία μονάδα (Σχήμα 20). Προσθέτοντας το �2 στο δεξιό μέλος του τύ-
που y � παίρνουμε y � � 2, οπότε το γράφημα μετατοπίζεται
προς τα κάτω κατά δύο μονάδες (Σχήμα 20).

Για να μετατοπίσουμε το γράφημα της y � f (x) προς τα αριστερά, προ-
σθέτουμε μια θετική σταθερά στο x Για μετατόπιση προς τα δεξιά,
προσθέτουμε μια αρνητική σταθερά στο x

Παράδειγμα 8 Oριζόντια μετατόπιση γραφήματος

Προσθέτοντας το 3 στο x, όπου y � , παίρνουμε y � (x � 3)2 , και
το γράφημα μετατοπίζεται προς τα αριστερά κατά τρεις μονάδες
(Σχήμα 21). Προσθέτοντας το �2 στο x, όπου y � , παίρνουμε
y � (x � 2)2 , και το γράφημα μετατοπίζεται προς τα δεξιά κατά δύο
μονάδες (Σχήμα 21).

x2

x2

 .
 .

x2x2

x2
x2
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x

y

0 2

1

–2

y � x2 � 2

2

–1

–2

y � x2

y � x2 � 1

y � x2 � 2

2 
���&��

1 
���&	

ΣΧΗΜΑ 20 Για να μετατοπίσουμε το
γράφημα της f (x) � προς τα πάνω
(ή προς τα κάτω), προσθέτουμε θε-
τικές (ή αρνητικές) σταθερές στον
τύπο της f .

x2

*����#���
� 

�	 ������
��	���� ��� x.

*����#���
� 
�	 
	������� ��	���� 
��� x.

x

y

0 2

1

–3 1

y � (x � 3)2 y � x2 y � (x � 2)2

ΣΧΗΜΑ 21 Για να μετατοπίσουμε το γράφημα της y � προς τα αρι-
στερά, προσθέτουμε μια θετική σταθερά στο x Για μετατόπιση προς
τα δεξιά, προσθέτουμε μια αρνητική σταθερά στο x .

 .
x2

Tύποι μετατόπισης

KΑΤΑΚΟΡΥΦΕΣ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΙΣ

y � f (x) � k Mετατοπίζει το γράφημα k μονάδες πάνω
αν k � 0

Mετατοπίζει το γράφημα �k � μονάδες κάτω
αν k 	 0

ΟΡΙΖΟΝΤΙΕΣ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΙΣ

y � f (x � h) Mετατοπίζει το γράφημα h μονάδες 
αριστερά αν h � 0

Mετατοπίζει το γράφημα �h � μονάδες δεξιά
αν h 	 0



Παράδειγμα 9 Συνδυασμός μετατοπίσεων

Bρείτε τα πεδία ορισμού και τιμών, και σχεδιάστε τη γραφική πα-
ράσταση της συνάρτησης f (x) � �x � 2 � � 1.

Λύση Tο γράφημα της f είναι αυτό της συνάρτησης απόλυτης τιμής
μετατοπισμένο κατά 2 μονάδες οριζόντια, και συγκεκριμένα προς τα
δεξιά, και κατά 1 μονάδα κατακόρυφα προς τα κάτω (Σχήμα 22). Tο
πεδίο ορισμού της f είναι το (��, �) , ενώ το πεδίο τιμών της είναι
το [�1, �) .

Σύνθετες συναρτήσεις
Aς υποθέσουμε ότι μερικές από τις εξόδους (τιμές) μιας συναρτήσεως g
μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως είσοδοι μιας άλλης συναρτήσεως f
Mπορούμε τότε να συνδέσουμε τις g και f και να κατασκευάσουμε μια
νέα συνάρτηση της οποίας οι είσοδοι x είναι οι είσοδοι της g, ενώ οι
έξοδοί της είναι οι αριθμοί f(g(x)) , όπως φαίνεται στο Σχήμα 23. Λέμε
τότε ότι η συνάρτηση f(g(x)) (διαβάζεται «f του g του x») είναι η σύνθετη
συνάρτηση των g και f . H συνάρτηση αυτή κατασκευάστηκε συνθέτοντας
τις g και f με πρώτη κατά σειρά εφαρμογής την g και δεύτερη την f. O
συνήθης συμβολισμός για τη σύνθετη αυτή συνάρτηση είναι f � g και
διαβάζεται «f του g». H τιμή της f � g στο x είναι ( f � g)(x) � f(g(x)) . Ση-
μειώστε ότι ο συμβολισμός f � g δηλώνει ότι πρώτα εφαρμόζουμε την g
στη μεταβλητή εισόδου x, και κατόπιν την f

Παράδειγμα 10 Θεωρώντας μια συνάρτηση σύνθετη

H συνάρτηση στο Παράδειγμα 2 μπορεί να ειδωθεί ως
μια αλληλουχία δύο βημάτων, όπου στο πρώτο υπολογίζεται το 1 �
και στο δεύτερο εξάγεται η τετραγωνική ρίζα του πρώτου αποτελέ-
σματος. H συνάρτηση y είναι η σύνθεση της g(x) � 1 � και της

. Σημειώστε ότι η ποσότητα 1 � δεν μπορεί να είναι αρ-
νητική. Tο πεδίο ορισμού της σύνθετης συνάρτησης είναι λοιπόν το
διάστημα [�1 , 1] .

Παράδειγμα 11 Τύπος και τιμή σύνθετης συναρτήσεως 

Bρείτε έναν τύπο για την f (g(x)) αν g(x) � και f (x) � x � 7. Kατό-
πιν υπολογίστε την τιμή f (g(2)) .

Λύση Για να βρούμε την f (g(x)) , αντικαθιστούμε το x στον τύπο
f (x) � x � 7 με την έκφραση που δίδεται για την g(x) .

Έπειτα υπολογίζουμε την τιμή θέτοντας όπου x το 2.

.f (g(2)) � (2)2 � 7 � �3

f (g(2))

  f (g(x)) � g(x) � 7 � x2 � 7

 f (x) � x � 7

x2

x2f (x) � �x
x2

x2
y � �1 � x2

 .

 ,

 .
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[–4, 8] ��� [–3, 5]

y = | x – 2| –1

ΣΧΗΜΑ 22 Tο κατώτερο σημείο του
γραφήματος της f (x) � �x � 2 � � 1
είναι το (2, �1) . (Παράδειγμα 9)

x
g

g(x)
f

f (g(x))

ΣΧΗΜΑ 23 Δυο συναρτήσεις μπορούν
να συντεθούν στο x, εφόσον η τιμή
της πρώτης συναρτήσεως στο x
ανήκει στο πεδίο ορισμού της δεύ-
τερης. H σύνθετη συνάρτηση συμ-
βολίζεται ως f � g .



AΣKHΣEIΣ 2

Eύρεση τύπων συναρτήσεων
1. Eκφράστε το εμβαδόν και την περίμετρο ισόπλευρου

τριγώνου συναρτήσει του μήκους πλευράς x

2. Eκφράστε το μήκος πλευράς τετραγώνου συναρτήσει
του μήκους της διαγωνίου του d. Kατόπιν εκφράστε το
εμβαδόν του τετραγώνου συναρτήσει του μήκους της
διαγωνίου.

3. Eκφράστε το μήκος της ακμής κύβου συναρτήσει του
μήκους της διαγωνίου του κύβου d Kατόπιν εκφράστε
το εμβαδόν και τον όγκο του κύβου συναρτήσει του
μήκους της διαγωνίου. 

4. Ένα σημείο P στο πρώτο τεταρτημόριο ανήκει στη
γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) � . Eκ-
φράστε τις συντεταγμένες του P συναρτήσει της κλί-
σεως της ευθείας που συνδέει το P με την αρχή των
αξόνων.

Ποια από τα διαγράμματα των Aσκήσεων 5 και 6 αποτε-
λούν γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων του x και ποια
όχι; Aιτιολογήστε την απάντησή σας.

5. (α) (β)

6. (α) (β)

Πεδία ορισμού και τιμών
Στις Aσκήσεις 7-10, βρείτε τα πεδία ορισμού και τιμών για
κάθε συνάρτηση.

7. (α) (β)

8. (α) (β)

9. 10.

Συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις
Σχεδιάστε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων
των Aσκήσεων 11 και 12. Ποιες συμμετρίες (αν υπάρχουν)
διαθέτουν τα γραφήματα; 

11. (α) (β)

12. (α) (β)

13. Σχεδιάστε τις παρακάτω εξισώσεις και εξηγήστε για-
τί δεν αποτελούν γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων
του x

(α) �y � � x (β) �

14. Σχεδιάστε τις παρακάτω εξισώσεις και εξηγήστε για-
τί δεν αποτελούν γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων
του x

(α) �x � � �y � � 1 (β) �x � y � � 1

Άρτιες και περιττές συναρτήσεις
Στις Aσκήσεις 15-20, αποφανθείτε για το αν η κάθε συν-
άρτηση είναι άρτια, περιττή, ή τίποτα από τα δύο. 

15. (α) (β)

16. (α) (β)

17. (α) (β)

18. (α) (β)

19. (α) (β)

20. (α) (β)

Συναρτήσεις που ορίζονται κατά τμήματα 
Στις Aσκήσεις 21-24, (α) σχεδιάστε τη γραφική παράστα-
ση κάθε συναρτήσεως. Kατόπιν βρείτε (β) το πεδίο ορι-
σμού και (γ) το πεδίο τιμών της.

21. (α) (β)

22. (α) (β)

23.

24.

25. Mάθετε γράφοντας Tο κριτήριο της κατακορύφου μάς επι-
τρέπει να προσδιορίζουμε αν μία καμπύλη είναι η γρα-
φική παράσταση κάποιας συνάρτησης, κι έχει ως
εξής: Aν κάθε κατακόρυφη ευθεία που ανήκει στο επί-
πεδο xy τέμνει μια δεδομένη καμπύλη σε ένα το πολύ
σημείο, τότε η καμπύλη αποτελεί τη γραφική παρά-
σταση κάποιας συνάρτησης. Eξηγήστε γιατί αληθεύει
η δήλωση αυτή. 

26. Mάθετε γράφοντας Ένα σημείο (x y) θα ανήκει σε μια
καμπύλη που είναι συμμετρική ως προς τον άξονα x, αν
και μόνο αν και το (x �y) ανήκει σε αυτήν. Eξηγήστε
γιατί μια συμμετρική ως προς τον άξονα x καμπύλη
δεν μπορεί να είναι η γραφική παράσταση συναρτήσε-
ως άλλης από την y � 0 .

Στις Aσκήσεις 27 και 28, δώστε έναν τύπο που να ορίζει
κατά τμήματα τη συνάρτηση.

 ,

 ,

f (x) � �x2 ,
x3 ,
2x � 1 ,

x 	 0
0 � x � 1
x � 1

f (x) � �4 � x2 ,
(3 / 2)x � 3 / 2 ,
x � 3 ,

x 	 1
1 � x � 3
x � 3

f (x) � �1 ,
�x ,

x 	 0
x � 0

f (x) � �3 � x ,
2x ,

x � 1
1 	 x

f (x) � 2� x � 4 � � 3f (x) � �� 3 � x � � 2
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