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Βασικά Μαθηµατικά: 2ο τρίωρο

Θέµα: Γραµµική ΄Αλγεβρα.

Στόχος: να γνωρίσουµε τον συµβολισµό πινάκων που εµφανίζεται συνεχώς

στη Στατιστική και τη Βιοστατιστική.

∆εν ϑα ασχοληθούµε µε τη Γραµµική ΄Αλγεβρα ως αυτοτελή µαθηµατική

ϑεωρία.

Θα δώσουµε έµφαση σε έννοιες που χρειαζόµαστε για να κατανοήσουµε

τύπους όπως

Y = Xβ + ε.
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Γιατί χρειαζόµαστε Γραµµική ΄Αλγεβρα στη Βιοστατιστική

Πολλά στατιστικά µοντέλα γράφονται πολύ πιο απλά µε διανύσµατα και πίνα-

κες.

Για παράδειγµα, στη γραµµική παλινδρόµηση συναντάµε:

Y = Xβ + ε,

X
T
X , X

T
Y ,

και

β̂ = (X T
X)−1

X
T
Y .

Στο τέλος του µαθήµατος ϑέλουµε να µπορούµε να διαβάσουµε και να

ερµηνεύσουµε αυτούς τους συµβολισµούς.
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Από έναν αριθµό σε έναν πίνακα

΄Ενας αριθµός µπορεί να περιγράψει µία µόνο µέτρηση, π.χ. CD4 ενός

ασθενούς.

Πολλές µετρήσεις της ίδιας µεταβλητής µπορούν να γραφτούν ως διάνυ-

σµα.

Πολλές µεταβλητές για πολλά άτοµα µπορούν να οργανωθούν σε έναν

πίνακα.

480 −→

480

350

620

 −→

52 1 480

61 0 350

43 1 620

 .
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Τι ϑα δούµε σήµερα

∆ιανύσµατα και πίνακες.

∆ιαστάσεις και ϐασικές πράξεις.

Πολλαπλασιασµός πινάκων.

Ανάστροφος και αντίστροφος πίνακας.

Σύντοµη αναφορά σε γραµµικά συστήµατα.

Η µορφή Y = Xβ + ε και η σύνδεση µε τα ελάχιστα τετράγωνα.
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Τι είναι ένα διάνυσµα

΄Ενα διάνυσµα είναι µια διατεταγµένη συλλογή αριθµών.

΄Ενα διάνυσµα-στήλη γράφεται, για παράδειγµα,

x =

x1

x2

x3

 .

Παράδειγµα: οι τιµές CD4 τριών ασθενών µπορούν να γραφτούν ως

x =

480

350

620

 .
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∆ιάνυσµα-στήλη και διάνυσµα-γραµµή

Το διάνυσµα

x =

2

4

6


έχει 3 γραµµές και 1 στήλη: είναι 3 × 1.

Αν ανταλλάξουµε γραµµές και στήλες παίρνουµε

x
T =

(
2 4 6

)
,

που είναι 1 × 3.

Το σύµβολο T ϑα το µελετήσουµε αναλυτικότερα στη συνέχεια.
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Τι είναι ένας πίνακας

΄Ενας πίνακας είναι µια ορθογώνια διάταξη αριθµών σε γραµµές και στήλες.

Γράφουµε γενικά

A = (aij),

όπου aij είναι το στοιχείο στη γραµµή i και στη στήλη j.

A =

(
3 1 5

2 4 0

)
.
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∆ιαστάσεις ενός πίνακα

Ο πίνακας

A =

(
3 1 5

2 4 0

)
έχει 2 γραµµές και 3 στήλες.

Λέµε ότι ο A είναι πίνακας 2 × 3.

Η σειρά είναι πάντοτε :

γραµµές × στήλες.

Ποιο είναι το στοιχείο a23;
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Ο πίνακας δεδοµένων στη Βιοστατιστική

Σε ένα συνηθισµένο dataset:

κάθε γραµµή αντιστοιχεί σε ένα άτοµο,

κάθε στήλη αντιστοιχεί σε µία µεταβλητή.

X =


52 1 480

61 0 350

43 1 620

38 0 510


Ηλικία Θεραπεία CD4
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΄Ενα dataset ως πίνακας

΄Ατοµο Ηλικία Θεραπεία CD4

1 52 1 480

2 61 0 350

3 43 1 620

4 38 0 510

Οι τρεις αριθµητικές µεταβλητές µπορούν να ϑεωρηθούν ως οι στήλες ενός

πίνακα.

Αυτή είναι η ϐασική ιδέα πίσω από τον πίνακα σχεδιασµού X στα στατιστικά

µοντέλα.
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Τα στοιχεία ενός πίνακα

A =

7 −2 4

2 5 0

1 8 3

 .

Το a12 ϐρίσκεται στη γραµµή 1 και στη στήλη 2, άρα a12 = −2.

Το a31 ϐρίσκεται στη γραµµή 3 και στη στήλη 1, άρα a31 = 1.

Ερώτηση: ποια είναι τα a23 και a33;
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Τετραγωνικός πίνακας

΄Ενας πίνακας λέγεται τετραγωνικός όταν έχει ίδιο αριθµό γραµµών και

στηλών.

A =

(
2 1

4 3

)
, B =

1 0 2

3 4 1

0 5 2

 .

Ο A είναι 2 × 2, ενώ ο B είναι 3 × 3.

Η έννοια του αντίστροφου και της ορίζουσας αφορά τετραγωνικούς πίνακες.
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Μηδενικός και µοναδιαίος πίνακας

Ο µηδενικός πίνακας έχει όλα τα στοιχεία ίσα µε 0.

Ο µοναδιαίος πίνακας έχει 1 στην κύρια διαγώνιο και 0 αλλού.

0 =

(
0 0

0 0

)
, I2 =

(
1 0

0 1

)
.

Ο µοναδιαίος πίνακας παίζει για τους πίνακες τον ϱόλο που παίζει ο αριθµός

1 στους πραγµατικούς αριθµούς.
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∆ιαγώνιος και συµµετρικός πίνακας

΄Ενας διαγώνιος πίνακας έχει µηδενικά όλα τα στοιχεία εκτός της κύριας

διαγωνίου.

΄Ενας πίνακας λέγεται συµµετρικός όταν

A
T = A.

D =

2 0 0

0 5 0

0 0 3

 , S =

(
2 1

1 4

)
.

Συµµετρικοί πίνακες εµφανίζονται πολύ συχνά στη Στατιστική, π.χ. σε πίνακες

διακύµανσης–συνδιακύµανσης.
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Πρόσθεση διανυσµάτων

Προσθέτουµε τα αντίστοιχα στοιχεία :(
2

3

)
+

(
4

1

)
=

(
6

4

)
.

Τα δύο διανύσµατα πρέπει να έχουν την ίδια διάσταση.
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Πρόσθεση πινάκων

Η πρόσθεση πινάκων γίνεται στοιχείο προς στοιχείο.(
3 −1

8 −7

)
+

(
4 −6

2 3

)
=

(
7 −7

10 −4

)
.

Η πρόσθεση ορίζεται µόνο για πίνακες µε ίδιες διαστάσεις.
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Πολλαπλασιασµός πίνακα µε αριθµό

Αν c είναι πραγµατικός αριθµός, τότε πολλαπλασιάζουµε κάθε στοιχείο του

πίνακα µε c.

2

(
3 2

−1 4

)
=

(
6 4

−2 8

)
.
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Εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων

Για δύο διανύσµατα ίδιας διάστασης,

x
T
y = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Παράδειγµα:(
1 2 3

)4

5

6

 = 1 · 4 + 2 · 5 + 3 · 6 = 32.

Το αποτέλεσµα είναι ένας αριθµός.
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΄Αθροισµα τετραγώνων σε συµβολισµό πινάκων

Αν

x =


x1

x2

...

xn

 ,

τότε

x
T
x = x

2
1 + x

2
2 + · · ·+ x

2
n .

΄Αρα το xT x είναι ένας σύντοµος τρόπος να γράψουµε ένα άθροισµα τε-

τραγώνων.

Θα το ξαναδούµε όταν γράψουµε τα ελάχιστα τετράγωνα ως eT e.
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Πότε ορίζεται το γινόµενο πινάκων

Αν ο A έχει διαστάσεις m×n και ο B έχει διαστάσεις n×k , τότε το γινόµενο

AB ορίζεται.

Το αποτέλεσµα έχει διαστάσεις m × k :

(m × n)(n × k) = (m × k).

Ο εσωτερικός αριθµός των διαστάσεων πρέπει να συµφωνεί.
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΄Ελεγχος διαστάσεων πριν από τον υπολογισµό

Το γινόµενο

(3 × 2)(2 × 1)

ορίζεται και δίνει πίνακα 3 × 1.

Το γινόµενο

(2 × 3)(2 × 2)

δεν ορίζεται, επειδή 3 ̸= 2.

Πριν κάνουµε οποιονδήποτε υπολογισµό, ελέγχουµε πρώτα τις διαστάσεις.
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΄Ασκηση στις διαστάσεις

΄Εστω A : 4 × 3, B : 3 × 2, C : 2 × 4.

Ποια από τα παρακάτω γινόµενα ορίζονται ;

AB, BA, BC, CA.

΄Οπου το γινόµενο ορίζεται, ποια είναι η διάσταση του αποτελέσµατος;
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Γινόµενο πίνακα µε διάνυσµα

(
1 2

3 4

)(
5

6

)
=

(
1 · 5 + 2 · 6

3 · 5 + 4 · 6

)
=

(
17

39

)
.

Κάθε στοιχείο του αποτελέσµατος προκύπτει από γραµµή επί στήλη.

Οι διαστάσεις είναι

(2 × 2)(2 × 1) = (2 × 1).
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Γινόµενο δύο πινάκων

A =

(
1 2

3 4

)
, B =

(
2 0

1 5

)
.

AB =

(
1 · 2 + 2 · 1 1 · 0 + 2 · 5

3 · 2 + 4 · 1 3 · 0 + 4 · 5

)
=

(
4 10

10 20

)
.

Κάθε στοιχείο είναι πάλι αποτέλεσµα γραµµής επί στήλη.
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Το γινόµενο πινάκων δεν είναι αντιµεταθετικό

Για πραγµατικούς αριθµούς ισχύει ab = ba.

Για πίνακες γενικά δεν ισχύει :

AB ̸= BA.

AB =

(
4 10

10 20

)
, BA =

(
2 4

16 22

)
.

Ακόµη και όταν και τα δύο γινόµενα ορίζονται, δεν είναι συνήθως ίσα.
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Μικρή άσκηση στις πράξεις πινάκων

A =

(
1 2

3 1

)
, B =

(
2 0

1 4

)
, x =

(
1

2

)
.

Υπολογίστε A + B.

Υπολογίστε 2A.

Υπολογίστε Ax .

Υπολογίστε AB και BA. Είναι ίσα;
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Ο ανάστροφος ενός πίνακα

Ο ανάστροφος ενός πίνακα A προκύπτει αν οι γραµµές του γίνουν στήλες.

Συµβολίζεται µε

A
T .

Το στοιχείο aij του A γίνεται στοιχείο aji του AT .

Χρήστος Θωµαδάκης (ΟΠΑ) Βασικά Μαθηµατικά 2025-2026 28 / 66



Παράδειγµα ανάστροφου πίνακα

A =

(
1 2 3

4 5 6

)
=⇒ A

T =

1 4

2 5

3 6

 .

Ο A είναι 2 × 3.

Ο AT είναι 3 × 2.

΄Αρα ο ανάστροφος ανταλλάσσει και τις διαστάσεις του πίνακα.
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Ιδιότητες του ανάστροφου

Αν εφαρµόσουµε δύο ϕορές την αναστροφή:

(AT )T = A.

Για άθροισµα πινάκων:

(A + B)T = A
T + B

T .

Για γινόµενο πινάκων:

(AB)T = B
T
A

T .

Στο τελευταίο αποτέλεσµα αντιστρέφεται η σειρά των πινάκων.
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Γιατί µας ενδιαφέρει το X T

Αν ο πίνακας X έχει διαστάσεις n × p, τότε

X
T : p × n.

Εποµένως:

X
T
X : (p × n)(n × p) = p × p,

και αν Y : n × 1,

X
T
Y : (p × n)(n × 1) = p × 1.

Αυτές είναι ακριβώς οι ποσότητες που ϑα εµφανιστούν στα ελάχιστα τε-

τράγωνα.
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Ο πίνακας X T X είναι συµµετρικός

Θυµόµαστε ότι ένας πίνακας A είναι συµµετρικός όταν AT = A.

Για τον X T X :

(X T
X)T = X

T (X T )T = X
T
X .

΄Αρα ο X T X είναι πάντα συµµετρικός.

Αυτό είναι ένα από τα πολλά σηµεία όπου η Γραµµική ΄Αλγεβρα εµφανίζεται

ϕυσικά στη Στατιστική.
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Τι είναι ο αντίστροφος ενός πίνακα

Για έναν αριθµό a ̸= 0, ο αντίστροφός του είναι 1/a, επειδή

a
1

a
= 1.

Αντίστοιχα, ο αντίστροφος ενός πίνακα A συµβολίζεται µε A−1 και ικανοποιεί

AA
−1 = A

−1
A = I.

Ο A−1 δεν είναι ο ανάστροφος AT : πρόκειται για διαφορετικές έννοιες.
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∆εν έχουν όλοι οι πίνακες αντίστροφο

Για να έχει ένας πίνακας αντίστροφο πρέπει πρώτα να είναι τετραγωνικός.

Αλλά ούτε κάθε τετραγωνικός πίνακας είναι αντιστρέψιµος.

Για να ελέγξουµε αν ένας τετραγωνικός πίνακας είναι αντιστρέψιµος, χρη-

σιµοποιούµε την ορίζουσα.
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Ορίζουσα πίνακα 2 × 2

Για

A =

(
a b

c d

)
,

η ορίζουσα είναι

det(A) = ad − bc.

Στο µάθηµα ϑα περιοριστούµε στον υπολογισµό ορίζουσας 2 × 2.
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Πότε υπάρχει ο αντίστροφος

΄Ενας τετραγωνικός πίνακας A είναι αντιστρέψιµος όταν

det(A) ̸= 0.

Αν

det(A) = 0,

τότε ο A−1 δεν υπάρχει.

Στη Στατιστική αυτή η συνθήκη εµφανίζεται, για παράδειγµα, όταν ϑέλουµε

να αντιστρέψουµε τον X T X .
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Τύπος του αντίστροφου για πίνακα 2 × 2

Αν

A =

(
a b

c d

)
και ad − bc ̸= 0, τότε

A
−1 =

1

ad − bc

(
d −b

−c a

)
.
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Παράδειγµα υπολογισµού αντίστροφου

A =

(
2 1

1 1

)
.

Πρώτα:

det(A) = 2 · 1 − 1 · 1 = 1.

Εποµένως ο αντίστροφος υπάρχει και

A
−1 =

(
1 −1

−1 2

)
.
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΄Ελεγχος του αντίστροφου

(
2 1

1 1

)(
1 −1

−1 2

)
=

(
1 0

0 1

)
= I.

Ο πολλαπλασιασµός µε τον αντίστροφο επαναφέρει τον µοναδιαίο πίνακα.

Αυτός είναι και ο ϐασικός έλεγχος ότι υπολογίσαµε σωστά τον A−1.
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΄Ασκηση στον αντίστροφο πίνακα

∆ίνεται

A =

(
3 1

2 1

)
.

Υπολογίστε την det(A).

Ελέγξτε αν υπάρχει ο A−1.

Αν υπάρχει, υπολογίστε τον αντίστροφο και επαληθεύστε ότι AA−1 = I.
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Γραµµικό σύστηµα σε µορφή πίνακα

Το σύστηµα

2x − y = 0,

−x + 2y = 3

µπορεί να γραφτεί ως (
2 −1

−1 2

)(
x

y

)
=

(
0

3

)
.

Συνοπτικά: Ax = b.
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Λύση γραµµικού συστήµατος µε τον αντίστροφο

Αν A−1 υπάρχει και

Ax = b,

τότε πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη από αριστερά µε A−1:

A
−1

Ax = A
−1

b.

Επειδή A−1A = I, παίρνουµε

x = A
−1

b.
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Η λύση ενός συστήµατος ως σηµείο τοµής

Κάθε γραµµική εξίσωση δύο

µεταβλητών παριστάνει µια

ευθεία.

Η κοινή λύση του συστήµατος

είναι το σηµείο όπου οι δύο

ευθείες τέµνονται.

Στο παράδειγµα η λύση είναι

(x, y) = (1, 2).
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Επιστροφή στη Στατιστική

Στο πρώτο τρίωρο είδαµε το απλό γραµµικό µοντέλο

Yi = β0 + β1xi + εi .

Για n άτοµα έχουµε n τέτοιες εξισώσεις.

Με τη Γραµµική ΄Αλγεβρα µπορούµε να τις γράψουµε όλες µαζί ως

Y = Xβ + ε.
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Το διάνυσµα των αποκρίσεων

Οι n παρατηρούµενες τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής γράφονται ως

Y =


Y1

Y2

...

Yn

 .

Το Y έχει διάσταση

n × 1.
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Ο πίνακας σχεδιασµού

Για απλή γραµµική παλινδρόµηση ο πίνακας X είναι

X =


1 x1

1 x2

...
...

1 xn

 .

Η πρώτη στήλη αποτελείται από 1 ώστε να περιλαµβάνεται ο σταθερός όρος

β0.

Ο X έχει διάσταση n × 2.
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Το διάνυσµα των παραµέτρων

Οι παράµετροι του µοντέλου γράφονται ως

β =

(
β0

β1

)
.

Το β έχει διάσταση 2 × 1.

Ο β0 είναι ο σταθερός όρος και ο β1 η κλίση.
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Τι είναι το γινόµενο Xβ

Xβ =


1 x1

1 x2

...
...

1 xn


(
β0

β1

)
=


β0 + β1x1

β0 + β1x2

...

β0 + β1xn

 .

΄Αρα το Xβ περιέχει τις µέσες τιµές που προβλέπει το µοντέλο για όλα τα

άτοµα.
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Το γραµµικό µοντέλο σε µορφή πινάκων

Y = Xβ + ε

Οι διαστάσεις είναι

(n × 1) = (n × p)(p × 1) + (n × 1).

Ο Y περιέχει τις παρατηρήσεις.

Ο X περιέχει τις επεξηγηµατικές µεταβλητές.

Το β περιέχει τους συντελεστές του µοντέλου.

Το ε περιέχει τα τυχαία σφάλµατα.
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Παράδειγµα µε ηλικία και ϑεραπεία

΄Εστω ότι ϑέλουµε να περιγράψουµε µια απόκριση Y µε ϐάση την ηλικία και

τη ϑεραπεία.

X =


1 45 0

1 62 1

1 51 1

1 38 0

 , β =

 β0

βage

βtrt

 .

Η πρώτη στήλη αντιστοιχεί στον σταθερό όρο.

Η δεύτερη στην ηλικία και η τρίτη στη ϑεραπεία.
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Κατηγορική µεταβλητή ως 0 και 1

Μια κατηγορική µεταβλητή µε δύο κατηγορίες µπορεί να κωδικοποιηθεί α-

ϱιθµητικά.

Για παράδειγµα:

Treatment = 0 για οµάδα ελέγχου,

Treatment = 1 για ενεργό ϑεραπεία.

΄Ετσι η µεταβλητή µπορεί να αποτελέσει µία στήλη του πίνακα X .

Η ίδια λογική επεκτείνεται σε περισσότερες κατηγορίες µε περισσότερες

στήλες.
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Οι προβλεπόµενες τιµές

Αφού εκτιµήσουµε το β, οι προβλεπόµενες τιµές γράφονται

Ŷ = X β̂.

Το Ŷ είναι διάνυσµα n × 1, όπως και το Y .

Κάθε στοιχείο Ŷi είναι η τιµή που προβλέπει το µοντέλο για το άτοµο i.
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Τα κατάλοιπα

Το κατάλοιπο είναι

ei = Yi − Ŷi .

Σε µορφή διανύσµατος:

e = Y − Ŷ .

Επειδή Ŷ = X β̂:

e = Y − X β̂.
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Το άθροισµα τετραγώνων των καταλοίπων

Θυµόµαστε ότι για ένα διάνυσµα e:

e
T
e =

n∑
i=1

e
2
i .

Εποµένως το άθροισµα τετραγώνων των καταλοίπων γράφεται

e
T
e.

Επειδή e = Y − Xβ:

e
T
e = (Y − Xβ)T (Y − Xβ).
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Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων

Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων επιλέγει το β που ελαχιστοποιεί

S(β) = (Y − Xβ)T (Y − Xβ).

Πρόκειται για την ίδια ιδέα που είδαµε στο πρώτο τρίωρο:

n∑
i=1

(Yi − Ŷi)
2.

Η Γραµµική ΄Αλγεβρα απλώς γράφει το ίδιο άθροισµα πολύ πιο συµπαγώς.
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Από την παράγωγο στις κανονικές εξισώσεις

Από το πρώτο τρίωρο γνωρίζουµε ότι για να ϐρούµε ένα ελάχιστο ϑέτουµε

την παράγωγο ίση µε 0.

Για τη συνάρτηση

S(β) = (Y − Xβ)T (Y − Xβ),

η συνθήκη ελαχιστοποίησης οδηγεί στις κανονικές εξισώσεις:

X
T
X β̂ = X

T
Y .

∆εν χρειάζεται να αποµνηµονεύσουµε την παραγωγή. Μας ενδιαφέρει

κυρίως η µορφή του αποτελέσµατος.
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Η λύση των ελαχίστων τετραγώνων

Αν ο X T X είναι αντιστρέψιµος, από

X
T
X β̂ = X

T
Y

παίρνουµε

β̂ = (X T
X)−1

X
T
Y .

Εδώ εµφανίζονται µαζί όλες οι έννοιες που είδαµε:

ανάστροφος,

γινόµενο πινάκων,

αντίστροφος,

έλεγχος διαστάσεων.
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΄Ελεγχος διαστάσεων στον τύπο των ελαχίστων τετραγώνων

Αν X : n × p και Y : n × 1, τότε

X
T : p × n,

X
T
X : p × p,

(X T
X)−1 : p × p,

X
T
Y : p × 1.

Εποµένως

β̂ : (p × p)(p × 1) = p × 1,

όπως πρέπει.
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Μικρό αριθµητικό παράδειγµα

΄Εστω τρεις παρατηρήσεις (xi , Yi):

(x, Y ) = (1, 3), (2, 5), (3, 7).

X =

1 1

1 2

1 3

 , Y =

3

5

7

 .

Ποια είναι η διάσταση του X T ;

Ποια είναι η διάσταση του X T X ;

Ποια είναι η διάσταση του X T Y ;

Χρήστος Θωµαδάκης (ΟΠΑ) Βασικά Μαθηµατικά 2025-2026 59 / 66



Το ίδιο παράδειγµα µε πράξεις πινάκων

X
T
X =

(
1 1 1

1 2 3

)1 1

1 2

1 3

 =

(
3 6

6 14

)
.

X
T
Y =

(
1 1 1

1 2 3

)3

5

7

 =

(
15

34

)
.
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Υπολογισµός των συντελεστών

Για το προηγούµενο παράδειγµα:

(X T
X)−1 =

1

6

(
14 −6

−6 3

)
.

΄Αρα

β̂ = (X T
X)−1

X
T
Y =

(
1

2

)
.

Η προσαρµοσµένη ευθεία είναι

Ŷ = 1 + 2x.
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Οι ίδιες πράξεις στην R

Στην R οι ϐασικές πράξεις γράφονται πολύ κοντά στη µαθηµατική σηµειο-

γραφία:

t(X) για τον ανάστροφο X T .

X %*% Y για γινόµενο πινάκων.

solve(A) για τον αντίστροφο A−1.

Εποµένως ο τύπος

β̂ = (X T
X)−1

X
T
Y

µπορεί να υπολογιστεί ως

solve(t(X) %*% X) %*% t(X) %*% Y.
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΄Ελεγχος µε τη γραµµική παλινδρόµηση στην Ρ

Μπορούµε να συγκρίνουµε το αποτέλεσµα των πράξεων πινάκων µε τη

συνάρτηση lm().

Για τα ίδια δεδοµένα:

coef(lm(y ˜ x))

δίνει τους ίδιους συντελεστές µε τον τύπο

(X T
X)−1

X
T
Y .

Τα στατιστικά πακέτα αυτοµατοποιούν τέτοιες πράξεις Γραµµικής ΄Αλγεβρας.
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Τι πρέπει να κρατήσουµε

Οι διαστάσεις καθορίζουν αν µια πράξη πινάκων επιτρέπεται.

Ο πολλαπλασιασµός πινάκων γίνεται µε γραµµή επί στήλη.

Ο ανάστροφος AT ανταλλάσσει γραµµές και στήλες.

Ο αντίστροφος A−1 ικανοποιεί AA−1 = I και δεν υπάρχει για κάθε πίνακα.

Τα γραµµικά µοντέλα γράφονται πολύ συµπαγώς ως

Y = Xβ + ε.
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Μπορούµε τώρα να διαβάσουµε τον τύπο

β̂ = (X T
X)−1

X
T
Y

Τι είναι το X T ;

Γιατί ορίζεται το X T X ;

Τι σηµαίνει (X T X)−1;

Ποια είναι η διάσταση του β̂;
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Ασκήσεις επανάληψης

1 Αν A είναι 3 × 5, ποια είναι η διάσταση του AT ;

2 Αν A : 4 × 3 και B : 3 × 2, ποια είναι η διάσταση του AB; Ορίζεται το BA;

3 Για

A =

(
2 1

1 3

)
,

υπάρχει ο A−1;

4 Αν X : n × p και Y : n × 1, ποια είναι η διάσταση του X T Y ;
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