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Κεφάλαιο 1

Στοιχεία Τοπολογίας

Σε αυτό το εισαγωγικό κεφάλαιο καταγράφουµε τις ϐασικές έννοιες και τα
συµπεράσµατα της Γενικής Τοπολογίας που ϑα χρησιµοποιήσουµε στα
επόµενα. Για τις αποδείξεις ο αναγνώστης µπορεί να συµβουλευτεί οποιο-
δήποτε ϐιβλίο Γενικής Τοπολογίας.

1.1. Υπενθύµιση

1.1.1 Ορισµός. ΄Εστω σύνολο M ̸= ∅ και ρ : M ×M → R απεικόνιση. Λέµε
ότι η ρ είναι µετρική και το Ϲεύγος (M,ρ) µετρικός χώρος, αν η ρ έχει τις
επόµενες ιδιότητες :

(i) ρ(x, y) ≥ 0, για κάθε x, y ∈ M , και

ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

(ii) ρ(x, y) = ρ(y, x), για κάθε x, y ∈ M .
(iii) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z), για κάθε x, y, z ∈ M .

1.1.2 Παραδείγµατα. (1) Η ευκλείδεια µετρική

d : Rn × Rn −→ R :

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|2
)1/2

Ιδιαιτέρως, στο R, η ευκλείδεια µετρική συµπίπτει µε την απόλυτη τιµή.
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(2) Η διακριτή µετρική ρ : M ×M −→ R είναι η

ρ(x, y) =

{
1, x ̸= y

0, x = y

(3) Αν ρ : M × M −→ R είναι µετρική, τότε και οι απεικονίσεις λρ, µε
λ > 0, και ρ

1+ρ
είναι µετρικές.

1.1.3 Ορισµός. ΄Εστω (M,ρ) µετρικός χώρος, x ∈ M και ε > 0. Ονοµάζουµε
ανοιχτή µπάλλα µε κέντρο x και ακτίνα ε, το σύνολο

B(x, ε) = {y ∈ M : ρ(x, y) < ε}

και κλειστή µπάλλα µε κέντρο x και ακτίνα ε, το σύνολο

B̂(x, ε) = {y ∈ M : ρ(x, y) ≤ ε}.

1.1.4 Παραδείγµατα. (1) Στο R, η B(x, ε) συµπίπτει µε το ανοιχτό διάστη-
µα (x − ε, x + ε) και η B̂(x, ε) µε το αντίστοιχο κλειστό διάστηµα. Στο R2

συµπίπτει µε το εσωτερικό του κύκλου µε κέντρο x και ακτίνα ε και στο R3

µε το εσωτερικό της αντίστοιχης σφαίρας.
(2) Αν ρ είναι η διακριτή µετρική στο M και 0 < ε ≤ 1 < η, τότε για κάθε

x ∈ M , είναι
B(x, ε) = {x} και B(x, η) = M,

ενώ για 0 < ε < 1 ≤ η, είναι

B̂(x, ε) = {x} και B̂(x, η) = M.

Μέσω των ανοιχτών µπαλλών µπορούµε να προσεγγίσουµε τις έννοιες των
ανοιχτών και των κλειστών συνόλων:

1.1.5 Ορισµός. ΄Εστω (M,ρ) µετρικός χώρος. ΄Ενα σύνολο A ⊆ M λέγεται
ανοιχτό, αν είναι ένωση ανοιχτών µπαλλών, ή, ισοδύναµα, αν για κάθε x ∈ M
υπάρχει ε > 0, τέτοιο ώστε

B(x, ε) ⊆ M.

΄Ενα σύνολο F ⊆ M λέγεται κλειστό, αν το συµπλήρωµά του είναι ανοιχτό.

1.1.6 Παραδείγµατα. Κάθε ανοιχτή µπάλλα είναι ανοιχτό σύνολο, ενώ κάθε
κλειστή µπάλλα είναι κλειστό σύνολο.
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Προσοχή ! ΄Ενα σύνολο δεν είναι κατ΄ ανάγκη ή ανοιχτό ή κλειστό. Μπορεί
να είναι και ανοιχτό και κλειστό, ή να µην είναι ούτε το ένα ούτε το άλλο.

Εύκολα αποδεικνύουµε ότι για την οικογένεια των ανοιχτών υποσυνόλων
ενός µετρικού χώρου ισχύει η επόµενη

1.1.7 Πρόταση. ΄Εστω (M,ρ) ένας µετρικός χώρος και τ η οικογένεια όλων
των ανοιχτών υποσυνόλων του. Τότε :

(i) ∅ ∈ τ και M ∈ τ .
(ii) Αν Ai ∈ τ για κάθε i ∈ I, τότε

⋃
i∈I Ai ∈ τ .

(iii) Αν A1, A2 ∈ τ , τότε A1 ∩ A2 ∈ τ .

Σηµείωση: Η (iii) δεν ισχύει για άπειρη οιογένεια υποσυνόλων. Π.χ.,
στο R µε την ευκλείδεια µετρική (απόλυτη τιµή), η οικογένεια (An)n∈N, µε
An = (− 1

n
, 1
n
), έχει τοµή το µονοσύνολο {0}.

Επειδή τα κλειστά σύνολα είναι τα συµπληρώµατα των ανοιχτών, χρησι-
µοποιώντας τους νόµους de Morgan, αποδεικνύουµε ότι η οικογένεια των
κλειστών υποσυνόλων ενός µετρικού χώρου έχει τις επόµενες ιδιότητες :

1.1.8 Πρόταση. ΄Εστω (M,ρ) ένας µετρικός χώρος και F η οικογένεια όλων
των κλειστών υποσυνόλων του. Τότε :

(i) ∅ ∈ F και M ∈ F .
(ii) Αν Fi ∈ F για κάθε i ∈ I, τότε

⋂
i∈I Fi ∈ F .

(iii) Αν F1, F2 ∈ F , τότε F1 ∪ F2 ∈ F .

Σηµείωση: Πάλι η (iii) δεν ισχύει για άπειρη οιογένεια κλειστών υποσυ-
νόλων. Π.χ., η οικογένεια (An)n∈N, µε An = [−1 + 1

n
, 1 − 1

n
], έχει ένωση το

ανοιχτό διάστηµα (−1, 1).

1.2. Τοπολογία και ϐάση τοπολογίας

Σε χώρους που δεν έχουν µετρική, µπορούµε να ϐρούµε οικογένειες υπο-
συνόλων που συµπεριφέρονται σαν ανοιχτά σύνολα (δηλ. ικανοποιούν τις
συνθήκες (i-iii) της Πρότασης 1.1.7). Γενικεύοντας την έννοια των ανοιχτών
ενός µετρικού χώρου, δίνουµε τον επόµενο ορισµό:

1.2.1 Ορισµός. ΄Εστω X ένα µη–κενό σύνολο. Μιά τοπολογία επί του X
είναι ένα υποσύνολο τ του δυναµοσυνόλου P(X), τέτοιο ώστε

(i) ∅, X ∈ τ .
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(ii) Γιά κάθε οικογένεια (Ai)i∈I στοιχείων της τ , η ένωση
⋃

i∈I Ai ανήκει
στην τ .

(iii) Για κάθε πεπερασµένη οικογένεια (Ai)i=1,...,n στοιχείων της τ , η τοµή⋂
1≤i≤n Ai ανήκει στην τ .

Το Ϲεύγος (X, τ) λέγεται τοπολογικός χώρος. Τα στοιχεία της τ λέγονται
ανοικτά σύνολα και τα συµπληρώµατα τους κλειστά.

1.2.2 Παραδείγµατα. (1) Για κάθε τοπολογία τ ενός χώρου X ισχύει

{∅, X} ⊆ τ ⊆ P(X).

Εποµένως, η ελάχιστη δυνατή τοπολογία σε ένα σύνολο X είναι η τ = {∅, X}
(: τετριµµένη τοπολογία) και η µέγιστη δυνατή είναι η τ = P(X) (: δια-
κριτή τοπολογία).

(2) Τα ανοιχτά υποσύνολα ενός µετρικού χώρου προφανώς αποτελούν µια
τοπολογία (: µετρική τοπολογία).

(3) ΄Εστω X ̸= ∅ και xo ∈ X. Η τοπολογία του ιδιαίτερου σηµείου
είναι η οικογένεια

τ = {A ⊆ X | xo ∈ A} ∪ {∅}

και η τοπολογία του εξαιρουµένου σηµείου είναι η

τ = {A ⊆ X | xo /∈ A} ∪ {X}.

(4) ΄Εστω X = {a, b}, a ̸= b. Τότε η τοπολογία του ιδιαιτέρου σηµείου a
και η τοπολογία του εξαιρουµένου σηµείου b συµπίπτουν µε το σύνολο

τ = {∅, {a}, X},

που λέγεται τοπολογία Sierpinsky.
(5) ΄Εστω σύνολο X ̸= ∅. Η συµπεπερασµένη τοπολογία είναι η

τ = {A ⊆ X | Ac πεπερασµένο} ∪ {∅}

και η συναριθµήσιµη τοπολογία η

τ = {A ⊆ X | Ac αριθµήσιµο} ∪ {∅}.

(6) ΄Εστω X ̸= ∅ και (An)n∈N µια ϕθίνουσα ακολουθία υποσυνόλων του X
µε A1 = X. Τότε

τ = {A1, A2, . . . } ∪ {∅}

είναι τοπολογία.
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΄Οπως είδαµε, τα ανοιχτά σύνολα µιας τοπολογίας ικανοποιούν τις συν-
ϑήκες (i-iii) της Πρότασης 1.1.7) εξ ορισµού. Επειδή, όπως και στους µε-
τρικούς χώρους, τα κλειστά σύνολα είναι τα συµπληρώµατα των ανοιχτών,
πάλι χρησιµοποιώντας τους κανόνες de Morgan ϐρίσκουµε ότι η οικογένεια
των κλειστών υποσυνόλων ενός τοπολογικού χώρου ικανοποιεί τις συνθήκες
(i-iii) της Πρότασης 1.1.8).

1.2.3 Ορισµός. ΄Εστω (X, τ) ένας τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Ονοµάζου-
µε εσωτερικό του A και συµβολίζουµε µε Ao την ένωση όλων των ανοιχτών
υποσυνόλων του A, δηλ.

Ao =
⋃

τ∋U⊆A

U.

Επίσης ονοµάζουµε (κλειστή) ϑήκη του A και συµβολίζουµε µε A την τοµή
όλων των κλειστών υπερσυνόλων του A, δηλ.

A =
⋂

A⊆K,KC∈τ

K

Το εσωτερικό ενός συνόλου είναι το µεγαλύτερο ανοιχτό υποσύνολό του, ενώ
η κλειστή ϑήκη είναι το µικρότερο κλειστό υπερσύνολό του.

Για την κλειστή ϑήκη ισχύουν οι επόµενες δύο προτάσεις :

1.2.4 Πρόταση. ΄Εστω (X, τ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Τότε

x ∈ A ⇔ ∀ U ∈ τ µε x ∈ U : U ∩ A ̸= ∅.

1.2.5 Πρόταση. ΄Εστω (X, τX), (Y, τY ) τοπολογικοί χώροι. Τότε :
( i) A1 ∪ A2 = A1 ∪ A2, για κάθε A1, A2 ⊆ X.
( ii) Αν A ⊆ X και B ⊆ Y , τότε A×B = A×B.

΄Εστω (M,ρ) ένας µετρικός χώρος, τρ η µετρική τοπολογία, και B το σύνο-
λο των ανοιχτών µπαλλών του M . Τότε B ⊆ τρ και ικανοποιούνται οι δύο
(ισοδύναµες) συνθήκες :

(1) ∀ A ∈ τρ ∀ x ∈ A ∃ ε > 0 : B(x, ε) ⊆ A.
(2) ∀ A ∈ τρ ∃ (B(xi, εi))i∈I : A =

⋃
i∈I Bi.

∆ηλ. οι ανοιχτές µπάλλες είναι µια οικογένεια από ¨εύχρηστα¨ ανοιχτά,
που ¨παράγουν¨ όλα τα ανοιχτά. Γενικεύοντας αυτή την κατάσταση σε ένα
τοπολογικό χώρο, έχουµε τον επόµενο ορισµό:
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1.2.6 Ορισµός. ΄Εστω (X, τ) τοπολογικός χώρος και B ⊆ τ . Η B λέγεται
ϐάση της τ , αν για κάθε A ∈ τ και κάθε x ∈ A υπάρχει B ∈ B µε x ∈ B ⊆ A.
Τα σύνολα της οικογένειας B λέγονται ϐασικά.

Προφανώς και στην περίπτωση των τοπολογικών χώρων, όπως και στους
µετρικούς, η συνθήκη του ορισµού ισοδυναµεί µε την απαίτηση κάθε ανοιχτό
σύνολο γράφεται σαν ένωση ϐασικών συνόλων.

1.2.7 Θεώρηµα. ΄Εστω X ένα σύνολο και B ⊆ P(X). Το B είναι ϐάση για
µια (µοναδική) τοπολογία επί του X, αν και µόνον αν το B έχει τις ακόλουθες
δύο ιδιότητες :

( i) X =
⋃

B∈B B.
( ii) Γιά κάθε B1, B2 ∈ B και κάθε x ∈ B1 ∩ B2 υπάρχει B3 ∈ B µε

x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2.

Σε ένα µετρικό χώρο, οι ανοιχτές µπάλλες ικανποιούν τις συνθήκες του
ανωτέρω ϑεωρήµατος, εποµένως αποτελούν ϐάση µιας µοναδικής τοπολογίας,
της µετρικής τοπολογίας.

1.3. Περιοχές και Βάσεις Περιοχών

1.3.1 Ορισµός. ΄Εστω (X, τ) ένας τοπολογικός χώρος και x ∈ X. Μια περιο-
χή του x είναι ένα σύνολο U ⊆ X για το οποίο υπάρχει A ∈ τ µε x ∈ A ⊆ U .
Το σύνολο των περιοχών του x ϑα το συµβολίζουµε µε N (x).

1.3.2 Ορισµός. ΄Εστω (X, τ) ένας τοπολογικός χώρος και x ∈ X. Μια ϐάση
περιοχών του x είναι ένα (µη–κενό) σύνολο Bx ⊆ N (x), µε την ιδιότητα :
για κάθε U ∈ N (x) υπάρχει B ∈ Bx µε x ∈ B ⊆ U .

Κάθε σύνολο της οικογένειας Bx λέγεται ϐασική περιοχή του x.

Παρατηρούµε ότι οι περιοχές και οι ϐασικές περιοχές ενός σηµείου δεν
είναι κατ΄ ανάγκη ανοιχτές (ούτε κλειστές). Σε ένα µετρικό χώρο (M,ρ), µια
περιοχή του x είναι οποιοδήποτε σύνολο περιέχει µια µπάλλα B(x, ε). Οι
ανοιχτές και οι κλειστές µπάλλες µε κέντρο x είναι περιοχές του x. Επίσης,
η οικογένεια

B = {B(x, ε) | ε > 0}

είναι µια ϐάση ανοιχτών περιοχών του x, ενώ η

B̂ = {B̂(x, ε) | ε > 0}
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είναι µια ϐάση κλειστών περιοχών του x.

Ισχύει η επόµενη

1.3.3 Πρόταση. ΄Εστω (X, τ) τοπολογικός χώρος και για κάθε x ∈ X, N (x)
το σύστηµα περιοχών του x. Τότε :

(i) Αν U ∈ N (x), τότε x ∈ U (άρα U ̸= ∅).
(ii) Αν U1, U2 ∈ N (x), τότε U1 ∩ U2 ∈ N (x).
(iii) Αν U ∈ N (x) και U ⊆ V ⊆ X, τότε V ∈ N (x).
(iv) A ∈ τ αν και µόνον αν A ∈ N (x), για κάθε x ∈ A.

1.3.4 Πρόταση. ΄Εστω (X, τ) ένας τοπολογικός χώρος και, γιά κάθε x ∈ X,
Bx µια ϐάση ανοιχτών περιοχών του x. Τότε

( i) ΄Ενα A ⊆ X είναι ανοιχτό, αν και µόνον αν, γιά κάθε x ∈ A υπάρχει
B ∈ Bx µε B ⊆ A.

( ii) Η ένωση

B :=
⋃
x∈X

Bx

είναι ϐάση της τοπολογίας του X.

1.4. Συνεχείς απεικονίσεις

1.4.1 Ορισµός. ΄Εστω (X, τX) και (Y, τY ) τοπολογικοί χώροι, f : X → Y και
x ∈ X. Η f λέγεται συνεχής στο x, αν για κάθε περιοχή V του f(x) υπάρχει
περιοχή U του x µε f(U) ⊆ V . Η f λέγεται συνεχής, αν είναι συνεχής στο
x, για κάθε x ∈ X.

Επίσης, η f λέγεται ανοιχτή, αν f(A) είναι ανοιχτό, για κάθε ανοιχτό
A ⊆ X, ενώ λέγεται κλειστή, αν f(S) είναι κλειστό, για κάθε κλειστό S ⊆ X.

Τέλος, µια συνεχής f λέγεται οµοιµορφισµός, αν είναι αντιστρέψιµη και
η αντίστροφή της είναι συνεχής.

Παρατηρούµε ότι σε µετρικούς χώρους, η συνθήκη της συνέχειας σε ένα
σηµείο, όπως διατυπώνεται στον ανωτέρω ορισµό, είναι ισοδύναµη µε τον
συνήθη ορισµό που δίνεται µέσω ανοιχτών µπαλλών.

1.4.2 Πρόταση. ΄Εστω (X, τX) και (Y, τY ) τοπολογικοί χώροι και f : X → Y .
Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Η f είναι συνεχής.
( ii) f−1(V ) ∈ τX , για κάθε V ∈ τY .
( iii) f(A) ⊆ f(A), για κάθε A ⊆ X.
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1.5. Υπόχωροι–Γινόµενα–Πηλίκα

1.5.1 Ορισµός. ΄Εστω (X, τ) ένας τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Ονο-
µάζουµε σχετική τοπολογία επί του A το σύνολο

τ |A := {U ∩ A : U ∈ τ}.

και το Ϲεύγος (A, τ |A) τοπολογικό υπόχωρο του (X, τ).

Για την σχετική τοπολογία ισχύει το επόµενο

1.5.2 Θεώρηµα. ΄Εστω (X, τ) ένας τοπολογικός χώρος και (A, τ |A) ένας το-
πολογικός υπόχωρος. Τότε :

( i) Η τ |A είναι τοπολογία επί του A. Ιδιαιτέρως, είναι η ελάχιστη τοπολογία
επί του A που κάνει συνεχή την κανονική εµφύτευση i : A → X : a 7→ a.

( ii) Αν (Y, τY ) είναι τοπολογικός χώρος και f : X → Y συνεχής, τότε ο
περιορισµός f |A : A → Y είναι συνεχής.

( iii) Αν (Z, τZ) είναι τοπολογικός χώρος, µια απεικόνιση g : Z → A είναι
συνεχής αν και µόνον αν η i ◦ g : Z → X είναι συνεχής.

1.5.3 Ορισµός. ΄Εστω (Xi, τi)i∈I µια οικογένεια τοπολογικών χώρων. Θεω-
ϱούµε το καρτεσιανό γινόµενο

X =
∏
i∈I

Xi

και, για κάθε i ∈ I, συµβολίζουµε µε pi : X → Xi την κανονική προβολή.
Παίρνουµε τις αντίστροφες εικόνες p−1

i (Ui), για κάθε i ∈ I και Ui ∈ τi, και
τις πεπερασµένες τοµές αυτών των συνόλων, δηλ. τα σύνολα της µορφής

(1.5.1) U =
⋂

1≤k≤n

p−1
ik
(Uik),

όπου i1, . . . , in ∈ I και Uik ∈ τik . Το σύνολο των συνόλων της µορφής
(1.5.1) είναι ϐάση µιας (µοναδικής) τοπολογίας επί του X, που ονοµάζου-
µε τοπολογία–γινόµενο επί του X.

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι τα σύνολα (1.5.1) είναι γινόµενα ανοιχτών
συνόλων, µε τους παράγοντες να είναι οι χώροι Xi, πλην ενός πεπερασµένου
πλήθους δεικτών : ⋂

1≤k≤n

p−1
ik
(Uik) =

∏
i∈I

Ui
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όπου

Ui =

{
Uik , αν i ∈ {i1, i2, . . . , in}
Xi, αν i /∈ {i1, i2, . . . , in}

Ιδιαιτέρως, για πεπερασµένη οικογένεια τοπολογικών χώρων {(Xi, τi)}1≤i≤n,
η ϐάση της τοπολογίας-γινόµενο στο X1 × · · · ×Xn συµπίπτει µε το σύνολο

(1.5.2) B := {A1 × · · · × An : Ai ∈ τi}.

1.5.4 Θεώρηµα. ΄Εστω (Xi, τi)i∈I τοπολογικοί χώροι, X το γινόµενό τους και
τγ η τοπολογία–γινόµενο επί του X. Τότε

( i) Η τγ είναι η ελάχιστη τοπολογία επί του X που κάνει συνεχείς τις κανο-
νικές προβολές pi : X → Xi.

( ii) Οι προβολές pi είναι ανοιχτές απεικονίσεις.
( iii) Αν (Z, τZ) είναι τοπολογικός χώρος, µια απεικόνιση f : Z → X είναι

συνεχής αν και µόνον αν pi ◦ f : Z → Xi είναι συνεχής, για κάθε i ∈ I.

1.5.5 Πρόταση. ΄Εστω (Xi, τi)i∈I τοπολογικοί χώροι, X το γινόµενό τους και
τγ η τοπολογία–γινόµενο επί του X. Τότε, για κάθε xo = (xi) ∈ X, και κάθε
io ∈ I, η εµφύτευση

j : (Xio , τio) −→ (X, τγ) : z 7−→ j(z) = (zi)

όπου

zi =

{
xi, αν i ̸= io

z, αν i = io

είναι οµοιοµορφισµός του χώρου (Xio , τio) µε την εικόνα j(Xio) εφοδιασµένη
µε την σχετική τοπολογία που ορίζεται στο j(Xio) από την τγ.

Η σχετική τοπολογία και η τοπολογία-γινόµενο είναι ειδικές περιπτώσεις
αρχικής τοπολογίας :

1.5.6 Ορισµός. ΄Εστω X σύνολο, (Xi, τi) οικογένεια τοπολογικών χώρων και
συναρτήσεις fi : X → Xi, για κάθε i ∈ I. Θέτουµε

C = {f−1
i (G) : G ∈ τi , i ∈ I}.

Η τοπολογία τ που έχει ϐάση τις πεπερασµένες τοµές από στοιχεία της C
καλείται ασθενής ή αρχική τοπολογία ως προς την οικογένεια (fi)i∈I .

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι στην περίπτωση που η οικογένεια (fi)i∈I
είναι ένα µονοσύνολο {f}, µε f : X → (Y, τ), η αρχική τοπολογία είναι η

f−1(τ) = {f−1(U) : U ∈ τ}.
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1.5.7 Πρόταση. Με τις υποθέσεις του ανωτέρω ορισµού, η αρχική τοπολογία
είναι η µικρότερη τοπολογία του X που κάνει όλες τις fi συνεχείς.

1.5.8 Ορισµός. ΄Εστω (X, τ) τοπολογικός χώρος, ∼ µια σχέση ισοδυναµίας
επί του X, X̃ ≡ X/∼ ο χώρος–πηλίκο και q : X → X̃ : x 7→ [x] η κανονική
απεικόνιση. Ονοµάζουµε τοπολογία–πηλίκο επί του X̃ το σύνολο

τq := {U ⊆ X̃ : q−1(U) ∈ τ}.

1.5.9 Θεώρηµα. ΄Εστω (X, τ) τοπολογικός χώρος και ∼ µια σχέση ισοδυνα-
µίας επί του X. Τότε

( i) Η τοπολογία–πηλίκο τq είναι η µέγιστη τοπολογία επί του X̃ που κάνει

συνεχή την q : X → X̃.
( ii) Αν (Z, τZ) είναι τοπολογικός χώρος, µια απεικόνιση f : X̃ → Z είναι

συνεχής αν και µόνον αν η f ◦ q : X → Z είναι συνεχής.

Η τοπολογία-πηλίκο είναι ειδική περίπτωση τελικής τοπολογίας :

1.5.10 Ορισµός. ΄Εστω (X, τ) τοπολογικός χώρος, Y σύνολο και f : X → Y
απεικόνιση επί. Ονοµάζουµε τελική τοπολογία στο Y που ορίζεται από την
f , την

τf = {U ⊆ Y : f−1(U) ∈ τ}.

Η τf είναι η µεγαλύτερη τοπολογία στο Y που κάνει την f συνεχή.

1.6. ∆ιαχωρισιµότητα

1.6.1 Ορισµός. ΄Ενας τοπολογικός χώρος (X, τ) λέγεται T2–χώρος ή χώρος
Hausdorff, αν για κάθε x ̸= y ∈ X, υπάρχουν ανοιχτές περιοχές A του x και
B του y µε A ∩B = ∅.

Ο (X, τ) λέγεται T1–χώρος, αν για κάθε x ̸= y ∈ X, υπάρχει ανοιχτή
περιοχή A του x µε y /∈ A.

Ο (X, τ) λέγεται T0–χώρος, αν για κάθε x ̸= y ∈ X, υπάρχει µια ανοιχτή
περιοχή του ενός που δεν περιέχει το άλλο.

1.6.2 Παράδειγµα. Κάθε µετρικός χώρος είναι T2.

Είναι προφανές ότι αν ένας χώρος είναι T2 τότε είναι και T1, και αν είναι
T1 τότε είναι και T0. Τα αντίστροφα δεν ισχύουν.

1.6.3 Πρόταση. ΄Ενας τοπολογικός χώρος (X, τ) είναι T1, αν και µόνον αν
για κάθε x ∈ X, το µονοσύνολο {x} είναι κλειστό.
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1.6.4 Πρόταση. ΄Εστω (X, τ) τοπολογικός χώρος Hausdorff. Τότε κάθε το-
πολογικός υπόχωρος είναι Hausdorff.

1.6.5 Πρόταση. ΄Εστω (Xi, τi)i∈I τοπολογικοί χώροι, και X =
∏

i∈I Xi το
γινόµενό τους, εφοδιασµένο µε την τοπολογία-γινόµενο τγ. Τότε (X, τγ) είναι
χώρος Hausdorff, αν και µόνον αν (Xi, τi) είναι Hausdorff, για κάθε i ∈ I.

1.6.6 Ορισµός. ΄Ενας τοπολογικός χώρος (X, τ) λέγεται T3–χώρος ή κα-
νονικός χώρος, αν για κάθε x ∈ X και κάθε F ⊆ X κλειστό µε x /∈ F ,
υπάρχουν ανοικτά σύνολα G1, G2 µε x ∈ G1, F ⊆ G2 και G1 ∩G2 = ∅.

1.6.7 Παρατήρηση. Κάθε χώρος T3 και T1 είναι Hausdorff.

1.6.8 Πρόταση. ΄Ενας τοπολογικός χώρος (X, τ) είναι κανονικός, αν και
µόνον αν κάθε x ∈ X έχει ϐάση περιοχών από κλειστά σύνολα.

1.7. Συνεκτικοί χώροι

1.7.1 Ορισµός. ΄Ενας τοπολογικός χώρος (X, τ) λέγεται συνεκτικός, αν
δεν υπάρχουν ανοιχτά (και κλειστά) A,B ⊆ X, µε A,B ̸= ∅, A ∪ B = X και
A ∩B = ∅.

Ισοδύναµα, ο (X, τ) λέγεται συνεκτικός, αν τα µόνα ανοιχτά και κλειστά
υποσύνολα του X είναι τα X και ∅.

1.7.2 Παραδείγµατα. (i) Αν ο (X, τ) είναι διακριτός χώρος, τότε δεν είναι
συνεκτικός.

(ii) Το R και τα διαστήµατα είναι συνεκτικοί χώροι. Οµοίως το Rn.
(iii) Το R∗ δεν είναι συνεκτικό. Αντίθετα, τα C∗ και Rn \ {0}, n ≥ 2, είναι

συνεκτικά.
(iv) Η GL(n,R) δεν είναι συνεκτικό. Αντίθετα, η GL(n,C) είναι.

1.7.3 Πρόταση. ( i) Αν f : X → Y είναι συνεχής και X συνεκτικός, τότε f(X)
συνεκτικός.

( ii) ΄Ενας χώρος–γινόµενο X =
∏

i∈I Xi είναι συνεκτικός, αν και µόνον αν
κάθε παράγοντας Xi είναι συνεκτικός.

1.7.4 Ορισµός. ΄Εστω (X, τ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Το A λέγεται
συνεκτικό, αν ο τοπολογικός υπόχωρος (A, τ |A) είναι συνεκτικός.

1.7.5 Πρόταση. ΄Εστω (X, τ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Αν το A είναι
συνεκτικό, τότε και η κλειστή ϑήκη A είναι συνεκτικό.
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1.7.6 Πρόταση. ΄Εστω (X, τ) τοπολογικός χώρος και Ai ⊆ X, i ∈ I, µε
∩i∈IAi ̸= ∅. Αν Ai είναι συνεκτικό, για κάθε i ∈ I, τότε η ένωση A = ∩i∈IAi

είναι συνεκτικό.

1.7.7 Ορισµός. ΄Εστω (X, τ) τοπολογικός χώρος και x ∈ X. Ονοµάζουµε
συνεκτική συνιστώσα του x και συµβολίζουµε µε Cx την ένωση όλων των
συνεκτικών υποσυνόλων του X που περιέχουν το x.

Κάθε Cx είναι σύνολο κλειστό, συνεκτικό και µη–κενό. Είναι το µεγα-
λύτερο συνεκτικό σύνολο που περιέχει το x. Οι συνεκτικές συνιστώσες του X
αποτελούν διαµέριση του X.



Κεφάλαιο 2

Τοπολογικές Οµάδες

2.1. Βασικές έννοιες

2.1.1 Ορισµός. ΄Εστω G µια οµάδα εφοδιασµένη µε µια τοπολογία τG. Λέµε
ότι η G είναι τοπολογική οµάδα αν η πράξη της οµάδας

γ : G×G → G : (x, y) 7→ xy

και η αντιστροφή
α : G → G : x 7→ x−1

είναι συνεχείς απεικονίσεις, όπου το G × G ϑεωρείται εφοδιασµένο µε την
τοπολογία-γινόµενο.

2.1.2 Παραδείγµατα. (1) Η προσθετική οµάδα (R,+) µε την συνήθη τοπο-
λογία και η πολλαπλασιαστική οµάδα (R∗, ·) µε την σχετική τοπολογία.

(2) Οµοίως, η προσθετική οµάδα (C,+) µε την συνήθη τοπολογία και η
πολλαπλασιαστική οµάδα (C∗, ·) µε την σχετική τοπολογία.

(3) Η προσθετική οµάδα (Rn,+) µε την συνήθη τοπολογία.
(4) Κάθε οµάδα G εφοδιασµένη µε την διακριτή τοπολογία.
(5) Ο µοναδιαίος κύκλος S1 µε τον πολλαπλασιασµό των µιγαδικών και

την σχετική τοπολογία από το C.
(6) Η γενική γραµµική οµάδα GL(n,R) µε τον πολλαπλασιασµό πινάκων

και την σχετική τοπολογία από την συνήθη τοπολογία του Mn×n(R) ≡ Rn2.

2.1.3 Παρατήρηση. Σε µια οµάδα G εφοδιασµένη µε µια τοπολογία τG,
η συνέχεια της πράξης δεν συνεπάγεται την συνέχεια της αντιστροφής (ϐλ.
΄Ασκηση 5). ΄Αρα η συνέχεια της αντιστροφής είναι απαραίτητη συνθήκη στον
ορισµό της τοπολογικής οµάδας. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι δεν συµβαίνει το
ίδιο µε την διαφορισιµότητα των πράξεων (ϐλ. οµάδες Lie).

13
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2.1.4 Πρόταση. Σε µια τοπολογική οµάδα (G, τ), η αντιστροφή α : G → G,
και για κάθε x ∈ G, η αριστερή µεταφορά

ℓx : G −→ G : z 7−→ xz

και η δεξιά µεταφορά
rx : G −→ G : z 7−→ zx

είναι οµοιοµορφισµοί.

Απόδειξη. Η αντιστροφή α : G → G είναι απεικόνιση 1-1 και επί µε α-
ντίστροφη τον εαυτό της, δηλ. α−1 = α. ΄Αρα, αφού είναι συνεχής, είναι
οµοιµορφισµός.

Επίσης, γιά κάθε x ∈ G η αριστερή µεταφορά ℓx είναι µερική απεικόνιση
του γινόµενου (µε σταθεροποιηµένη την πρώτη µεταβλητή), άρα περιορισµός
της συνεχούς γ στον τοπολογικό υπόχωρο {x} × G ⊆ G × G, κι εποµένως
είναι συνεχής. Επιπλέον, είναι αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση, µε αντίστροφη
την ℓx−1, που είναι και αυτή συνεχής. ΄Αρα κάθε ℓx είναι οµοιοµορφισµός.
Οµοίως η δεξιά µεταφορά rx είναι οµοιοµορφισµός.

2.1.5 Ορισµός. ΄Ενας τοπολογικός χώρος (X, τ) λέγεται οµογενής, αν για
κάθε x, y ∈ X υπάρχει οµοιµορφισµός f : X → X µε f(x) = y.

2.1.6 Πρόταση. Κάθε τοπολογική οµάδα είναι οµογενής τοπολογικός χώρος.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι σε κάθε τοπολογική οµάδα G, Αν x, y ∈ G, οι
οµοιοµορφισµοί ℓyx−1 και rx−1y µεταφέρουν το x στο y.

2.1.7 Πρόταση. Εστω G τοπολογική οµάδα, A,B ⊆ G και g ∈ G.
( i) Αν A είναι ανοιχτό, τότε gA και Ag είναι ανοιχτά.
( ii) Αν A είναι κλειστό, τότε gA και Ag είναι κλειστά.
( iii) Αν A είναι ανοιχτό, τότε AB και BA είναι ανοιχτά.
( iv) Αν A είναι κλειστό και B πεπερασµένο, τότε AB και BA είναι κλειστά.

Απόδειξη. (i) Τα gA = ℓg(A) και Ag = rg(A) είναι ανοιχτά, σαν εικόνες του
ανοιχτού A µέσω των οµοιοµορφισµών ℓg και rg.

(ii) Τα gA και Ag είναι κλειστά, σαν εικόνες του κλειστού A µέσω των ίδιων
οµοιοµορφισµών.

(iii) Από το (i), τα AB =
⋃
b∈B

Ab και BA =
⋃
b∈B

bA είναι ανοιχτά, σαν ενώσεις

ανοιχτών.
(iv) Από το (ii), τα AB =

⋃
b∈B

Ab και BA =
⋃
b∈B

bA είναι κλειστά, σαν

πεπερασµένες ενώσεις κλειστών.
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2.1.8 Ορισµός. Εστω G, H τοπολογικές οµάδες. Μιά f : G → H λέγεται
µορφισµός (τοπολογικών οµάδων) εάν η f είναι (οµο)µορφισµός οµάδων
και συνεχής. Ενας µορφισµός f λέγεται ισοµορφισµός (τοπολογικών ο-
µάδων) αν είναι ισοµορφισµός οµάδων και οµοιοµορφισµός. Προφανώς, σε
αυτή την περίπτωση, η f−1 είναι επίσης ισοµορφισµός τοπολογικών οµάδων.

Σε κάθε τοπολογική οµάδα (G, τ) η ταυτοτική idG : (G, τ) → (G, τ)
είναι ισοµορφισµός τοπολογικών οµάδων, και αν f : (G, τG) → (H, τH) και
g : (H, τH) → (K, τK) είναι µορφισµοί τοπολογικών οµάδων, τότε και η
σύνθεση g ◦ f : (G, τG) → (K, τK) είναι µορφισµός τοπολογικών οµάδων.

2.1.9 Παραδείγµατα. (1) Η απεικόνιση exp : R → R∗ είναι µορφισµός το-
πολογικών οµάδων. Η exp : R → (0,+∞) είναι ισοµορφισµός, µε αντίστροφο
τον ln : (0,+∞) → R.

(2) Η ορίζουσα det : GL(n,R) → R∗ είναι µορφισµός τοπολογικών ο-
µάδων.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) Αποδείξτε πλήρως ότι οι οµάδες των Παραδειγµάτων 2.1.2 είναι τοπολογι-
κές οµάδες.

(2) Οµοίως αποδείξτε πλήρως τους ισχυρισµούς στα Παραδείγµατα 2.1.9.

(3) Να δείξετε ότι µια τοπολογία τ της οµάδας G την κάνει τοπολογική οµάδα,
αν και µόνον αν η απεικόνιση

f : G×G → G : (x, y) 7→ f(x, y) := x−1y

είναι συνεχής.

(4) ΄Εστω G οµάδα µε ουδέτερο e και τ µιά τοπολογία της G. Να δείξετε
ότι η (G, τ) είναι τοπολογική οµάδα, αν και µόνον αν ισχύουν οι επόµενες
συνθήκες :

(i) Η πράξη της οµάδας είναι συνεχής στο (e, e).
(ii) Για κάθε x ∈ G, οι µεταφορές lx και rx είναι συνεχείς.
(iii) Η αντιστροφή x 7→ x−1 είναι συνεχής στο e.

(5) ΄Εστω (Z,+) η προσθετική οµάδα των ακεραίων. Θεωρούµε το σύνολο
τ ⊆ P(Z) που περιέχει τα σύνολα ∅, Z και όλα τα ‘‘διαστήµατα" [n,+∞)∩Z,
n ∈ Z. Να δείξετε ότι το τ είναι µια τοπολογία επί του Z, ως προς την οποία
η πρόσθεση είναι συνεχής αλλά η αντιστροφή δεν είναι.
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(6) Θεωρούµε την ορθογώνια οµάδα

O(2,R) :=
{(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
: θ ∈ R

}
≤ GL(2,R)

(µε πράξη τον πολλαπλασιασµό πινάκων και τοπολογία την σχετική από την
συνήθη τοπολογία του M2×2(R) ≡ R4) και τον µοναδιαίο κύκλο S1 (ϐλ.
Παραδείγµατα 2.1.2(5) ). Να δείξετε ότι η απεικόνιση

f : O(2,R) → S1 :

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
7→ cos θ + i sin θ

είναι ισοµορφισµός τοπολογικών οµάδων.

(7) ΄Εστω (G, τG), (H, τH) τοπολογικές οµάδες και f : G → H µορφισµός
οµάδων. Να δείξετε ότι η f είναι συνεχής (άρα και µορφισµός τοπολογικών
οµάδων) αν και µόνον αν είναι συνεχής στο e ∈ G.

2.2. Οι περιοχές της µονάδας

΄Οπως δείξαµε στην Πρόταση 2.1.6, κάθε τοπολογική οµάδα είναι οµογενής
τοπολογικός χώρος, µε την οµογένεια να εισάγεται από τις µεταφορές ℓx και
rx, x ∈ G. ΄Αρα, οι ανοιχτές περιοχές του σηµείου e καθορίζουν τις περιοχές
κάθε σηµείου x ∈ G:

A ∈ N (x) ⇐⇒ x−1A ∈ N (e) ⇐⇒ Ax−1 ∈ N (e).

΄Ετσι, οι περιοχές του e καθορίζουν όλη την τοπολογία, γι΄ αυτό οι ιδιότητές
τους έχουν ιδιαίτερη σηµασία.

2.2.1 Πρόταση. ΄ΕστωG τοπολογική οµάδα καιN (e) το σύνολο των περιοχών
του ουδέτερου e ∈ G. Τότε το N (e) έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

(N 1) Για κάθε U ∈ N (e), ισχύει e ∈ U .
(N 2) Για κάθε U, V ∈ N (e), ισχύει U ∩ V ∈ N (e).
(N 3) Για κάθε U ∈ N (e), υπάρχει V ∈ N (e) µε V · V ⊆ U .
(N 4) Για κάθε U ∈ B, ισχύει U−1 ∈ N (e).
(N 5) Για κάθε U ∈ N (e) και x ∈ U , ισχύει x−1U ∈ N (e).
(N 6) Για κάθε U ∈ N (e) και x ∈ G, ισχύει xUx−1 ∈ N (e).
(N 7) Γιά κάθε U ∈ N (e) και κάθε A ⊆ G µε U ⊆ A, ισχύει A ∈ N (e)
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Απόδειξη. Τα (N 1), (N 2) και (N 7) ισχύουν για τις περιοχές οποιουδήποτε
σηµείου (ϐλ. Πρόταση 1.3.3).

(N 3) Επειδή το U ∈ N (e) είναι περιοχή του e · e = e, η συνέχεια της
πράξης γ(x, y) = xy συνεπάγεται ότι γ−1(U) είναι περιοχή του (e, e) ∈ G×G,
άρα υπάρχει ένα ανοιχτό W µε (e, e) ∈ W ⊆ γ−1(U). Από τον ορισµό της
τοπολογίας-γινόµενο, υπάρχουν ανοιχτά A και B του G, µε

(e, e) ∈ A×B ⊆ W ⊆ γ−1(U).

Θέτουµε V := A ∩B ∈ N (e). Τότε

V × V ⊆ A×B ⊆ γ−1(U)

και V · V = γ(V × V ) ⊆ U .
(N 4) Επειδή η αντιστροφή α είναι οµοιµορφισµός, για U ∈ N (e), το

U−1 = α(U) είναι περιοχή του α(e) = e, δηλ. U−1 ∈ N (e).
(N 5) Επειδή γιά κάθε x ∈ U ∈ N (e) η αριστερή µεταφορά ℓx−1 είναι

οµοιµορφισµός, το x−1U = ℓx−1(U) είναι περιοχή του ℓx−1(x) = e, δηλ.
x−1U ∈ N (e).

(N 6) Για κάθε x ∈ G, η απεικόνιση

g : G → G : a 7→ x−1ax

είναι σύνθεση οµοιµορφισµών: g = ℓx−1 ◦ rx. Εποµένως, για κάθε U ∈ N (e),
το g(U) είναι περιοχή του g(e) = e, δηλ. x−1Ux ∈ N (e).

Προφανώς ισχύει και η ιδιότητα (N 5a): Για κάθε U ∈ N (e) και x ∈ U ,
ισχύει Ux−1 ∈ N (e).

Αν τώρα έχουµε δεδοµένη µια ϐάση περιοχών του e, τότε οι ιδιότητες της
προηγούµενης Πρότασης παίρνουν την επόµενη µορφή:

2.2.2 Πρόταση. ΄Εστω G τοπολογική οµάδα και B µια ϐάση περιοχών του
ουδέτερου e ∈ G. Τότε η B έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

(FN 1) Για κάθε U ∈ B, ισχύει e ∈ U .
(FN 2) Για κάθε U, V ∈ B, υπάρχει W ∈ B µε W ⊆ U ∩ V .
(FN 3) Για κάθε U ∈ B, υπάρχει V ∈ B µε V · V ⊆ U .
(FN 4) Για κάθε U ∈ B, υπάρχει V ∈ B µε V −1 ⊆ U .
(FN 5) Για κάθε U ∈ B και x ∈ U , υπάρχει V ∈ B µε V x ⊆ U .
(FN 6) Για κάθε U ∈ B και x ∈ G, υπάρχει V ∈ B µε x−1V x ⊆ U .
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Απόδειξη. Τα (FN 1) και (FN 2) είναι άµεσα από τον ορισµό της ϐάσης περιο-
χών ενός σηµείου.

(FN 3) Για κάθε U ∈ B ⊆ N (e), λόγω της (N 3), υπάρχει W ∈ N (e) µε
W ·W ⊆ U . Επειδή η B είναι ϐάση περιοχών, υπάρχει V ∈ B µε V ⊆ W ,
άρα V · V ⊆ W ·W ⊆ U .

(FN 4) Επειδή η αντιστροφή α είναι οµοιοµορφισµός, για κάθε U ∈ B,
ισχύει α(U) ∈ N (α(e)), δηλ. U−1 ∈ N (e). ΄Αρα υπάρχει V ∈ B µε V ⊆ U−1,
οπότε V −1 ⊆ U .

(FN 5) Αφού x ∈ U , το Ux−1 είναι περιοχή του e, άρα υπάρχει V ∈ B µε
V ⊆ Ux−1. Αλλά τότε V x ⊆ U .

(FN 6) Θεωρούµε x ∈ G και τον οµοιοµορφισµό g = ℓx−1 ◦ rx. Εποµένως,
για κάθε U ∈ B, το g−1(U) είναι περιοχή του e, άρα υπάρχει V ∈ B µε
V ⊆ g−1(U), ή, ισοδύναµα, g(V ) = x−1V x ⊆ U .

Παρατηρούµε ότι πάλι είναι άµεσο ότι ισχύει και η (FN 5a): Για κάθε
U ∈ B και x ∈ U , υπάρχει V ∈ B µε xV ⊆ U .

2.2.3 Παρατήρηση. Στην προηγούµενη πρόταση, η ιδιότητες (FN 3-4) µπο-
ϱεί να αντικατασταθούν µε την ιδιότητα

(*) Γιά κάθε U ∈ B, υπάρχει V ∈ B µε V −1 · V ⊆ U .

Πράγµατι, έστω ότι ισχύει η (*) και έστω U ∈ B. Γιά το V της (*), έχουµε

V −1 = V −1 · e ⊆ V −1 · V ⊆ U,

δηλ. ισχύει η (FN 4). Εποµένως, γιά το V , υπάρχει W1 ∈ B, µε W−1
1 ⊆ V .

Από την (FN 2), υπάρχει W2 ∈ B µε W2 ⊆ W1 ∩ V . Τότε

W2 ·W2 ⊆ W1 · V ⊆ V −1 · V ⊆ U,

αρα ισχύει και η (FN 3).
Αντίστροφα, έστω ότι ισχύουν οι (FN 3) και (FN 4), και έστω U ∈ B. Από

την (FN 3), υπάρχει W1 ∈ B µε W1 · W1 ⊆ U . Γιά το W1 ∈ B, από την
(FN 4), υπάρχει W2 ∈ B µε W−1

2 ⊆ W1. Από την (FN 2), υπάρχει V ∈ B µε
V ⊆ W1 ∩W2. Αρα

V −1 · V ⊆ W−1
2 ·W1 ⊆ W1 ·W1 ⊆ U,

δηλ. ισχύει η (*).
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2.2.4 Θεώρηµα. ΄Εστω G οµάδα και F µια µη–κενή οικογένεια υποσυνόλων
της G, που ικανοποιεί τις ιδιότητες (FN 1)–(FN 6) της Πρότασης 2.2.2. Τότε
υπάρχει ακριβώς µία τοπολογία τ της G, τέτοια ώστε (G, τ) να είναι τοπολογική
οµάδα και το F να είναι ϐασικό σύστηµα ανοιχτών περιοχών του e.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

B := {Ux : x ∈ G, U ∈ F}.

Παρατηρούµε ότι F ⊆ B, άρα, αν ισχύει η πρόταση, η F είναι ϐάση ανοιχτών
περιοχών του e.

(1) Το B είναι ϐάση για µια τοπολογία τ :
(1α) Η B είναι κάλυψη της G: Πράγµατι, έστω x ∈ G. Για οποιοδήποτε

U ∈ F , από την (FN 1), e ∈ U , άρα x ∈ Ux.
(1β) ΄Εστω x, y ∈ G, U, V ∈ F και z ∈ Ux ∩ V y. Θα δείξουµε ότι υπάρχει

W ∈ F µε z ∈ Wz ⊆ Ux ∩ V y. Επειδή z ∈ Ux, υπάρχει u ∈ U µε
z = ux, ή, ισοδύναµα, u = zx−1 ∈ U . Από την (FN 5) υπάρχει U1 ∈ F
µε U1u = U1zx

−1 ⊆ U , δηλ. U1z ⊆ Ux. ΄Οµοια, επειδή z ∈ V y, υπάρχει
v ∈ V µε z = vy, ή, ισοδύναµα, v = zy−1 ∈ V , και υπάρχει V1 ∈ F µε
V1v = V1zy

−1 ⊆ V , δηλ. V1z ⊆ V y. Από την (FN 2) υπάρχει W ∈ F µε
W ⊆ U1 ∩ V1. Τότε Wz ⊆ U1z ∩ V1z ⊆ Ux ∩ V y.

(2) Η τ κάνει τις πράξεις συνεχείς : αρκεί να δείξουµε ότι η απεικόνιση

f : G×G → G : (x, y) 7→ x−1y

είναι συνεχής (ϐλ. και ΄Ασκηση 3 της §2.1). Θα δείξουµε ότι το f−1(Ux)
είναι ανοιχτό, για κάθε U ∈ F και x ∈ G. ΄Εστω λοιπόν U ∈ F , x ∈ G και
(a, b) ∈ f−1(Ux). Τότε a−1b ∈ Ux, ή a−1bx−1 = u ∈ U . ΄Αρα, από την (FN 5),
υπάρχει V1 ∈ F µε V1u = V1a

−1bx−1 ⊆ U . Από την (FN 6), υπάρχει V2 ∈ F
µε a−1V2a ⊆ V1, οπότε

a−1V2bx
−1 = a−1V2aa

−1bx−1 ⊆ V1a
−1bx−1 ⊆ U,

ή a−1V2b ⊆ Ux. Επειδή ισχύουν οι (FN 3)–(FN 4), ισχύει και η (*), άρα
υπάρχει W ∈ F µε W−1 ·W ⊆ V2, απ΄ όπου προκύπτει

f(Wa×Wb) = (Wa)−1 · (Wb) = a−1W−1 ·Wb ⊆ a−1V2b ⊆ Ux.

(3) Η F είναι ϐάση περιοχών του e για την τοπολογία τ : ΄Εστω A ∈ N (e).
Τότε υπάρχει ανοιχτό B ∈ τ µε e ∈ B ⊆ A. Επειδή η B είναι ϐάση της τ ,
υπάρχουν x ∈ G και U ∈ F µε e ∈ Ux ⊆ B ⊆ A, οπότε x−1 ∈ U και λόγω
της (FN 5) υπάρχει V ∈ F µε V x−1 ⊆ U , ή V ⊆ Ux ⊆ A.
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(4) Μονοσήµαντο : ΄Εστω τ̄ µια άλλη τοπολογία της G, τέτοια ώστε η (G, τ̄)
να είναι τοπολογική οµάδα και F να είναι ϐάση ανοιχτών περιοχών του e.
Από την οµογένεια της τ̄ , η οικογένεια {Ux : x ∈ G, U ∈ F} είναι ϐάση
της τ̄ , άρα τ̄ = τ (ϐλ. και Πρόταση 1.3.4).

Στην περίπτωση που τα στοιχεία της οικογένειας F είναι ιδιαιτέρως υποο-
µάδες της G, οι ιδιότητες (FN 1), (FN 3), (FN 4) και (FN 5) ισχύουν αυτόµατα
(γιά τις (FN 3), (FN 4) και (FN 5), αρκεί να πάρουµε V := U ). ΄Εχουµε λοιπόν
το επόµενο

2.2.5 Πόρισµα. ΄Εστω G οµάδα και F µια µη–κενή οικογένεια υποοµάδων
της G, που ικανοποιεί τις ιδιότητες

(SG 1) Γιά κάθε U, V ∈ F , υπάρχει W ∈ F µε W ⊆ U ∩ V .
(SG 2) Γιά κάθε U ∈ F και a ∈ G, υπάρχει V ∈ F µε a−1V a ⊆ U .
Τότε υπάρχει ακριβώς µία τοπολογία τ της G, τέτοια ώστε (G, τ) να είναι

τοπολογική οµάδα και το F να είναι ϐασικό σύστηµα ανοιχτών περιοχών του e.

2.2.6 Παρατηρήσεις. (1) Η ιδιότητα (SG 2) ισχύει αυτόµατα, για V = U , αν
όλες οι υποοµάδες της F είναι κανονικές. Ιδιαιτέρως, η (SG 2) ισχύει, αν η
οµάδα G είναι αβελιανή.

(2) Η ιδιότητα (SG 1) ισχύει αυτόµατα, αν η οικογένεια F είναι ολικά
διατεταγµένη.

2.2.7 Παράδειγµα. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Συµβολίζουµε µε
Rs το σύνολο των ακολουθιών από στοιχεία του R. Το Rs είναι αβελιανή
οµάδα ως προς την πρόσθεση των ακολουθιών. Ορίζουµε τα σύνολα

Un := {α ∈ Rs : αm = 0, ∀ m ≤ n}, n ∈ N.

Τότε
U0 ⊇ U1 ⊇ U2 ⊇ · · ·

και η οικογένεια F := {Un : n ∈ N} ορίζει µια µοναδική τοπολογία τ στο
Rs, που κάνει το (Rs, τ) τοπολογική οµάδα και την F ϐάση περιχών του e.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) ΄Εστω (G, τ) τοπολογική οµάδα. ΄Ενα U ⊆ G λέγεται συµµετρικό, αν
U = U−1. Να δείξετε ότι οι συµµετρικές περιοχές του e αποτελούν ϐάση
περιοχών του e.
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(2) ΄Εστω (G, τ) τοπολογική οµάδα. Να δείξετε ότι για κάθε U ∈ N (e) ισχύει

U ⊆ U−1U.

(3) ΄Εστω (G, τ) τοπολογική οµάδα. Συµβολίζουµε µε N o(e) το σύνολο των
συµµετρικών περιοχών του e. Να δείξετε ότι, για κάθε M ⊆ G, ισχύει

M =
⋂

V ∈N o(e)

MV.

(4) Να εξετάσετε αν ισχύει η ισότητα⋂
V ∈N o(e)

V =
⋂

U∈N (e)

U.

2.3. Υποοµάδες – γινόµενα – πηλίκα

2.3.1 Πρόταση. ΄Εστω (G, τ) τοπολογική οµάδα, H ≤ G και τ |H η σχετική
τοπολογία στην H. Τότε (H, τ |H) είναι τοπολογική οµάδα και η κανονική
εµφύτευση i : H ↪→ G : h 7→ h είναι µορφισµός τοπολογικών οµάδων.

2.3.2 Πρόταση. ΄Εστω (Gi, τi), i = 1, 2, τοπολογικές οµάδες και τγ η τοπο-
λογία γινόµενο. Τότε η (G1 ×G2, τγ) είναι τοπολογική οµάδα και οι κανονικές
προβολές pi : G1 ×G2 → Gi είναι µορφισµοί τοπολογικών οµάδων.

Αν τώρα G είναι τοπολογική οµάδα και H ≤ G, τότε το πηλίκο G/H
είναι τοπολογικός χώρος µε την τοπολογία πηλίκο και η κανονική απεικόνιση
q : G → G/H : x 7→ xH είναι συνεχής. Επιπλέον, έχουµε την επόµενη

2.3.3 Πρόταση. ΄Εστω G τοπολογική οµάδα και H ≤ G. Τότε η q : G → G/H
είναι ανοιχτή απεικόνιση.

Απόδειξη. ΄Εστω A ⊆ G ανοιχτό. Θα δείξουµε ότι q(A) ⊆ G/H είναι ανοιχτό.
Από τον ορισµό της τοπολογίας-πηλίκου αρκεί να δείξουµε ότι είναι ανοιχτό
το σύνολο q−1(q(A)) ⊆ G . Παρατηρούµε ότι

q−1(q(A)) = {y ∈ G : q(y) ∈ q(A)}
= {y ∈ G : yH ∈ q(A)}
= {y ∈ G : ∃ a ∈ A µε yH = aH}
= {y ∈ G : ∃ a ∈ A µε y ∈ aH}

=
⋃
a∈A

aH = AH,

που είναι ανοιχτό (Πρόταση 2.1.7(iii) ).
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Αν επιπλέον H �G, ϑα δείξουµε ότι η G/H είναι τοπολογική οµάδα και
η q µορφισµός τοπολογικών οµάδων. Χρειαζόµαστε πρώτα το επόµενο

2.3.4 Λήµµα. ΄Εστω Gi, i = 1, 2, τοπολογικές οµάδες και Hi � Gi. Τότε
H1×H2�G1×G2. Αν ϑεωρήσουµε την G1×G2 εφοδιασµένη µε την τοπολογία-
γινόµενο, τις Gi/Hi και G1×G2/H1×H2 µε τις αντίστοιχες τοπολογίες-πηλίκα
και την G1/H1×G2/H2 µε την τοπολογία-γινόµενο, τότε οι χώροι G1×G2/H1×
H2 και G1/H1 ×G2/H2 είναι οµοιόµορφοι.

Απόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση

Φ : G1×G2/H1×H2 → G1/H1×G2/H2 : (x1, x2)·(H1×H2) 7→ (x1H1, x2H2).

Είναι άµεσο ότι η Φ είναι 1-1 και επί. Θα δείξουµε ότι είναι οµοιοµορφισµός.
∆είχνουµε ότι είναι συνεχής : επειδή το πεδίο ορισµού της Φ είναι χώρος-

πηλίκο, η συνέχεια της Φ είναι ισοδύναµη µε την συνέχεια της απεικόνισης
Φ ◦ q.

G1 ×G2

(G1 ×G2)/(H1 ×H2) G1/H1 ×G2/H2

q

Φ

Παρατηρούµε ότι, για κάθε (x1, x2) ∈ G1 ×G2, είναι

Φ ◦ q(x1, x2) = Φ((x1, x2) · (H1 ×H2))

= (x1H1, x2H2)

= (q1(x1), q2(x2))

= (q1 × q2)(x1, x2)

όπου qi : Gi → Gi/Hi οι κανονικές απεικονίσεις. ΄Αρα η

Φ ◦ q = q1 × q2

είναι συνεχής σαν καρτεσιανό γινόµενο συνεχών.
∆είχνουµε τώρα ότι η Φ είναι ανοιχτή : ΄Εστω A ανοιχτό στην τοπολογία-

πηλίκο, δηλαδή q−1(A) ανοιχτό. Θα δείξουµε ότι το Φ(A) είναι ανοιχτό.
Παρατηρούµε ότι επειδή η q είναι επί, ισχύει A = q(q−1(A)). Αρκεί λοιπόν
να δείξουµε ότι το Φ ◦ q(q−1(A)) είναι ανοιχτό. ΄Οµως

Φ ◦ q(q−1(A)) = (q1 × q2)(q
−1(A))

είναι ανοιχτό, σαν εικόνα ανοιχτού µέσω καρτεσιανού γινόµενου ανοιχτών.
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2.3.5 Πρόταση. ΄Εστω (G, τ) τοπολογική οµάδα και H � G. Τότε η G/H
µε την τοπολογία-πηλίκο είναι τοπολογική οµάδα και η q : G → G/H είναι
µορφισµός τοπολογικών οµάδων.

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε γ και γ̄ τα γινόµενα των G και G/H, και µε
q : G → G/H και q̄ : G × G → (G × G)/(H × H) τις αντίστιχες κανονικές
απεικονίσεις. Επειδή η Φ είναι οµοιοµορφισµός, η συνέχεια της γ̄ είναι
ισοδύναµη µε την συνέχεια της γ̄ ◦Φ. Επειδή η τελευταία έχει πεδίο ορισµού
ένα σύνολο-πηλίκο, η συνέχειά της ισοδυναµεί µε την συνέχεια της γ̄ ◦Φ ◦ q̄.

G×G G

G×G/H ×H

G/H ×G/H G/H

q̄

γ

q

Φ

γ̄

Παρατηρούµε ότι, για κάθε (x, y) ∈ G×G, έχουµε

γ̄ ◦ Φ ◦ q̄(x, y) = γ̄(Φ((x, y) · (H ×H))

= γ̄(xH, yH) = (xH)(yH) = xyH

= q ◦ γ(x, y)

δηλαδή γ̄ ◦ Φ ◦ q̄ = q ◦ γ, που είναι συνεχής σαν σύνθεση συνεχών.
΄Εστω τώρα α και ᾱ η αντιστροφή της G και της G/H, αντίστοιχα. Η

συνέχεια της ᾱ ισοδυναµεί µε την συνέχεια της ᾱ ◦ q.

G G

G/H G/H

α

q q

ᾱ
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Παρατηρούµε ότι, για κάθε x ∈ G, έχουµε

ᾱ ◦ q(x) = ᾱ(xH) = x−1H

= q ◦ α(x)

δηλαδή η ᾱ ◦ q είναι συνεχής, σαν σύνθεση συνεχών.
Τέλος η q είναι µορφισµός τοπολογικών οµάδων, αφού είναι µορφισµός

οµάδων από τον ορισµό της γ̄, και δείξαµε ότι είναι συνεχής.

΄Εστω τώρα f : G → H ένας µορφισµός τοπολογικών οµάδων και
f̄ : G/ ker f → f(G) ο επαγόµενος (αλγεβρικός) ισοµορφισµός. Επειδή ο
f̄ ορίζεται σε σύνολο-πηλίκο, η συνέχειά του ισοδυναµεί µε την συνέχεια της
σύνθεσης f̄ ◦ q : G → f(G). ΄Οµως f̄ ◦ q = f , άρα ο f̄ είναι συνεχής.

G G/Kerf

f(G) ≤ H

q

f f̄

Η συνέχεια του αντίστροφου f̄−1 : f(G) → G/ ker f δεν εξασφαλίζεται. Γι΄
αυτό, το (αλγεβρικό) 1o Θεώρηµα ισοµορφισµού διατυπώνεται στην περίπτωση
των τοπολογικών οµάδων ως εξής :

2.3.6 Θεώρηµα. ΄Εστω f : G → H ένας µορφισµός τοπολογικών οµάδων και
f̄ : G/ ker f → f(G) ο επαγόµενος (αλγεβρικός) ισοµορφισµός. Ο f̄ είναι ισο-
µορφισµός τοπολογικών οµάδων, αν και µόνον αν η f είναι ανοιχτή (ή κλειστή)
απεικόνιση.

Απόδειξη. Η f̄ είναι 1–1 και επί, και συνεχής. ΄Αρα πρέπει να δείξουµε ότι f̄
ανοιχτή αν και µόνον αν f ανοιχτή.

Αν η f̄ είναι ανοιχτή, η q είναι ανοιχτή, άρα η f = f̄ ◦ q είναι ανοιχτή.
Αντίστροφα, έστω ότι η f είναι ανοιχτή και έστω A ⊆ G/kerf ανοιχτό, δηλ.
q−1(A) ⊆ G ανοιχτό. Θα δείξουµε ότι f̄(A) ανοιχτό. Επειδή q επί,

f̄(A) = f̄(q(q−1(A))) = f̄ ◦ q(q−1(A)) = f(q−1(A))

είναι εικόνα ανοιχτού, µέσω της ανοιχτής f .
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) ΄Εστω (G, τ) τοπολογική οµάδα και H ≤ G. Θεωρούµε στο G × G
την τοπολογία-γινόµενο τγ και στο H × H την σχετική τοπολογία τγ|H×H .
Επίσης ϑεωρούµε την σχετική τοπολογία τ |H στο H και την τοπολογία-
γινόµενο (τ |H)γ στο H ×H. Να δείξετε ότι οι τγ|H×H και (τ |H)γ συµπίπτουν.

(2) ΄Εστω (G, τ) τοπολογική οµάδα, H,L ≤ G και H ⊆ L. Θεωρούµε στο L
την σχετική τοπολογία τ |L και στο L/H την τοπολογία-πηλίκο (τ |L)q. Επίσης
ϑεωρούµε την τοπολογία πηλίκο τq του G/H και την σχετική τοπολογία τq|L/H
στο L/H ⊆ G/H. Να δείξετε ότι οι (τ |L)q και τq|L/H συµπίπτουν.

(3) ΄Εστω G τοπολογική οµάδα, H�G, L�G και H ⊆ L. Να δείξετε ότι G/L
και (G/H)/(L/H) είναι ισόµορφες τοπολογικές οµάδες.

(4) Θεωρούµε την απεικόνιση

f : R → S1 : t 7→ exp(2πit).

Να δείξετε ότι
(i) Η f είναι µορφισµός τοπολογικών οµάδων και ανοιχτή.
(ii) Οι R/Z και S1 είναι ισόµορφες τοπολογικές οµάδες.

(5) Θεωρούµε την απεικόνιση

g : C∗ → (0,+∞) : z 7→ |z|.

Να δείξετε ότι
(i) Η g είναι µορφισµός τοπολογικών οµάδων και ανοιχτή.
(ii) Οι C∗/S1 και (0,+∞) είναι ισόµορφες τοπολογικές οµάδες.

(6) Να δείξετε ότι η απεικόνιση

h : C∗ → S1 : z 7→ z/|z|

εισάγει ένα ισοµορφισµό τοπολογικών οµάδων C∗/(0,+∞) → S1.

(7) Θεωρούµε τον περιορισµό της ορίζουσας στην γενική γραµµική οµάδα

det : GL(n,R) → R∗.

Να δείξετε ότι
(i) Η det είναι µορφισµός τοπολογικών οµάδων και ανοιχτή.
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(ii) Αν SL(n,R) είναι ο πυρήνας αυτού του µορφισµού (: ειδική γραµµική
οµάδα) να δείξετε ότι GL(n,R)/SL(n,R) και R∗ είναι ισόµορφες τοπολογικές
οµάδες.

(8) ΄Εστω (G, τ) τοπολογική οµάδα. Να δείξετε ότι

H ≤ G ⇒ H ≤ G

και
H �G ⇒ H �G.

(9) ΄Εστω (G, τ) τοπολογική οµάδα και H ≤ G. Αν η G είναι Hausdorff και
η H είναι αβελιανή, να δείξετε ότι και η H είναι αβελιανή.

2.4. Ανοιχτές υποοµάδες

2.4.1 Πρόταση. ΄Εστω (G, τ) τοπολογική οµάδα και H ≤ G.
( i) Αν η H είναι ανοιχτή, τότε είναι κλειστή.
( ii) Αν υπάρχει U ∈ N (e) µε U ⊆ H, τότε η H είναι ανοιχτή.
( iii) Η G/H είναι διακριτή, αν και µόνον αν η H είναι ανοιχτή.

Απόδειξη. (i) Γνωρίζουµε ότι

G =
⋃
a∈G

aH,

και ότι H = aH, για κάθε a ∈ H. ΄Αρα

Hc =
⋃
a/∈H

aH.

Αν η H είναι ανοιχτή, τότε κάθε aH είναι ανοιχτό, άρα Hc είναι ανοιχτό σαν
ένωση ανοιχτών.

(ii) ΄Εστω U ∈ N (e) µε U ⊆ H. Τότε uH = H, για κάθε u ∈ U , άρα
H = UH είναι ανοιχτό (ϐλ. Πρόταση 2.1.7(iii) ).

(iii) Παρατηρούµε ότι

G/H διακριτή ⇔ {aH} ανοιχτό , ∀ a ∈ G

⇔ q−1({aH}) ανοιχτό , ∀ a ∈ G.
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΄Οµως,

q−1({aH}) = {x ∈ G : q(x) ∈ {aH}}
= {x ∈ G : xH = aH}
= {x ∈ G : x ∈ aH}
= aH.

∆ηλ. το πηλίκο G/H είναι διακριτό, αν και µόνον αν κάθε aH είναι ανοιχτό,
που ισοδυναµεί µε H ανοιχτό, και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

2.4.2 Παραδείγµατα. (1) Στην τοπολογική οµάδα (R∗, ·) είναι (0,+∞)�R∗

ανοιχτή, άρα R∗/(0,+∞) διακριτή. Ποιά είναι η R∗/(0,+∞);
(2) Στην τοπολογική οµάδα (R,+) είναι Q� R όχι ανοιχτή, άρα R/Q όχι

διακριτή.

2.5. ∆ιαχωρισιµότητα

2.5.1 Πρόταση. Μια τοπολογική οµάδα (G, τ) είναι Hausdorff αν και µόνον
αν το µονοσύνολο {e} είναι κλειστό.

Απόδειξη. Το ευθύ ισχύει σε κάθε χώρο Hausdorff.
΄Εστω ότι το {e} είναι κλειστό. Επειδή η (G, τ) είναι οµοιογενής, κάθε

{x} µε x ∈ G είναι κλειστό. ΄Εστω λοιπόν a ̸= b ∈ G. Τότε e ̸= ab−1 και
{ab−1} κλειστό, άρα το U := {ab−1}c είναι ανοιχτή περιοχή του e. Εποµένως
(ϐλ. (*) ) υπάρχει ανοιχτό V ∈ N (e) µε V −1 · V ⊆ U , δηλ. ab−1 /∈ V −1 · V .
Ισχυριζόµαστε ότι οι ανοιχτές περιοχές V a και V b των a και b, αντίστοιχα,
έχουν την Ϲητούµενη ιδιότητα V a ∩ V b = ∅. Πράγµατι,

z ∈ V a ∩ V b ⇒ z = v1a = v2b, µε v1, v2 ∈ V

⇒ a = v−1
1 v2b ∈ V −1 · V b

⇒ ab−1 ∈ V −1 · V ⊆ U = {ab−1}c,

που είναι άτοπο.

2.5.2 Θεώρηµα. ΄Εστω (G, τ) τοπολογική οµάδα και H ≤ G. Τότε
( i) G Hausdorff ⇒ H Hausdorff.
( ii) G/H Hausdorff ⇔ H κλειστή υποοµάδα της G.
( iii) G/H Hausdorff και H Hausdorff ⇒ G Hausdorff.
( iv) Αν (Gi, τi), i ∈ I, είναι τοπολογικές οµάδες µε G =

∏
i∈I Gi, τότε G

Hausdorff ⇔ Gi Hausdorff, για κάθε i ∈ I.
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Απόδειξη. Οι (i) και (iv) ισχύουν σε όλους τους χώρους Hausdorff.
(ii) ΄Εστω G/H Hausdorff. Τότε το µονοσύνολο {H} ⊆ G/H είναι κλειστό.

Αν π : G → G/H είναι η κανονική προβολή, το π−1({H}) ⊆ G είναι κλειστό.
΄Οµως π−1({H}) = H.

Αντίστροφα, έστω H ≤ G κλειστή, και έστω aH, bH ∈ G/H µε aH ̸= bH.
Τότε a−1bH ̸= H, ή, ισοδύναµα, e /∈ a−1bH. Επίσης, από την οµοιογένεια
της τοπολογίας της G, αφού η H είναι κλειστή, κάθε σύµπλοκο xH είναι
κλειστό, δηλ. και a−1bH κλειστό. ΄Αρα e ∈ U := (a−1bH)c ∈ N (e) και
U−1 ∈ N (e). Εποµένως υπάρχουν V ∈ N (e) µε V −1 · V ⊆ U−1, και W ∈
N (e) µε a−1Wa ⊆ V . Τότε Wa ∈ N (a) και Wb ∈ N (b). Επειδή η π είναι
ανοιχτή, π(Wa) = WaH είναι ανοιχτή περιοχή του aH και π(Wb) = WbH
είναι ανοιχτή περιοχή του bH στο G/H. Θα δείξουµε ότι WaH ∩WbH = ∅.
Πράγµατι, αν z ∈ WaH ∩WbH, τότε z = w1ah1 = w2bh2 µε w1, w2 ∈ W , και
h1, h2 ∈ H, οπότε

e = (w1ah1)
−1(w2bh2) = h1(w1ah1)

−1(w2bh2)h
−1
1

= a−1w−1
1 w2bh2h

−1
1 ∈ a−1W−1WbH

= (a−1W−1a)(a−1Wa)a−1bH

⊆ V −1V a−1bH ⊆ U−1a−1bH

απ΄ όπου προκύπτει ότι e = u−1a−1bh µε u ∈ U και h ∈ H. Αλλά τότε
U ∋ u = a−1bh ∈ a−1bH, άτοπο.

(iii) Αν G/H είναι Hausdorff, τότε {H} είναι κλειστό στο G/H, και επειδή
π συνεχής, π−1({H}) = H είναι κλειστό υποσύνολο της G. Επίσης, H
Hausdorff συνεπάγεται ότι {e} είναι κλειστό στο H. ΄Αρα {e} είναι κλειστό
στην G, και G Hausdorff από την προηγούµενη Πρόταση 1.4.1.

2.5.3 Παραδείγµατα. (1) Το (R,+) και κάθε υποοµάδα του είναι Hausdorff.
(2) Το Z είναι κλειστή υποοµάδα του R, άρα R/Z ≡ S1 Hausdorff. Αλλιώς,

S1 Hausdorff σαν υποοµάδα της C∗.
(3) Το n-τάξης torus S1 × S1 × · · · × S1 είναι Hausdorff.

2.5.4 Πρόταση. ΄Εστω (G, τ) µιά τοπολογική οµάδα και

E := {e}

η κλειστή ϑήκη του {e}. Τότε E είναι η µικρότερη κλειστή κανονική υποοµάδα
της G.

Απόδειξη. Το E είναι το µικρότερο κλειστό υποσύνολο της G που περιέχει
το e. Επειδή οι οµοιοµορφισµοί το µεταφέρουν σε κλειστό, έχουµε ότι E−1,
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x−1E γιά x ∈ E και y−1Ey για y ∈ G είναι κλειστά και, προφανώς, περιέχουν
το e. ΄Αρα, E ⊆ E−1, E ⊆ x−1 και E ⊆ y−1Ey, απ΄ όπου προκύπτουν οι
ανισότητες E−1 ⊆ E, xE ⊆ E και y−1Ey ⊆ E, µε x ∈ E και y ∈ G. Οι τρεις
τελευταίες ανισότητες συνοψίζονται στην E �G.

΄Οπως είδαµε, µια τοπολογική οµάδα δεν είναι πάντα Hausdorff. Είναι
όµως πάντοτε κανονικός (: regular) τοπολογικός χώρος. Πιο συγκεκριµµένα,
ισχύει το επόµενο

2.5.5 Θεώρηµα. ( i) Κάθε τοπολογική οµάδα (G, τ) είναι κανονικός χώρος.
( ii) Για κάθε H ≤ G, το πηλίκο G/H εφοδιασµένο µε την τοπολογία-πηλίκο

τq είναι κανονικός χώρος.

Απόδειξη. (i) Λόγω της οµογένειας, αρκεί να δείξουµε ότι αν A είναι κλειστό
µε e /∈ A, τότε υπάρχουν ανοιχτά U ∈ N (e) και V ⊇ A, µε U ∩ V = ∅.
Παρατηρούµε ότι

e /∈ A(κλειστό) ⇒ e ∈ Ac(ανοιχτό) ∈ N (e)

⇒ ∃ ανοιχτό V ∈ N (e) : V −1V ⊆ Ac

⇒ V −1V ∩ A = ∅
⇒ V ∩ VA = ∅

Τα ανοιχτά V ∈ N (e) και VA ⊇ A είναι τα Ϲητούµενα.
(ii) ΄Εστω xH ∈ G/H και A ⊆ G/H κλειστό µε xH /∈ A. Παρατηρούµε

ότι το A είναι ένα σύνολο συµπλόκων, δηλ.

A = {xiH : i ∈ I}

και η σχέση xH /∈ A ισοδυναµεί µε x /∈ xiH και xi /∈ xH, για κάθε i ∈ I.
Θεωρούµε την αντίστροφη εικόνα

Ã = q−1(A) = {y ∈ G : q(y) ∈ A}
= {y ∈ G : yH = xiH, για κάποιο i ∈ I}
= {y ∈ G : y ∈ xiH, για κάποιο i ∈ I}

=
⋃
i∈I

xiH

Επειδή η κανονική απεικόνιση q : G → G/H είναι συνεχής, το Ã είναι
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κλειστό στον κανονικό χώρο G, µε x /∈ Ã. Εποµένως,

x /∈ Ã (κλειστό) ⇒ x ∈ Ãc (ανοιχτό) ∈ N (x)

⇒ Ãcx−1 (ανοιχτό) ∈ N (e)

⇒ ∃ ανοιχτό V ∈ N (x) : V −1V ⊆ Ãcx−1

⇒ V −1V x ⊆ Ãc

⇒ V −1V x ∩ Ã = ∅
⇒ V x ∩ VÃ = ∅.

Το σύνολο V x είναι ανοιχτή περιοχή του x ∈ G και το VÃ είναι ανοιχτό
σαν γινόµενο του ανοιχτού V µε το Ã. Ισχυριζόµαστε ότι οι εικόνες q(V x)
και q(VÃ) είναι τα Ϲητούµενα ανοιχτά υποσύνολα του G/H: Επειδή η q
είναι ανοιχτή, οι ανωτέρω εικόνες είναι ανοιχτά υποσύνολα του G/H, µε
xH ∈ q(V x) και

A = q(q−1(A)) = q(Ã) ⊆ q(VÃ).

Μένει να δείξουµε ότι q(V x)∩q(VÃ) = ∅. Πράγµατι, αν yH ∈ q(V x)∩q(VÃ),
τότε :

yH ∈ q(V x) = {vxH : v ∈ V } ⇒ ∃v1 ∈ V : yH = v1xH

και

yH ∈ q(VÃ) = {vxiH : v ∈ V, h ∈ H} ⇒ ∃v2 ∈ V : yH = v2xiH

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει ότι υπάρχουν v1, v2 ∈ V µε

V x ∋ v1x ∈ v2xiH ⊆ V xiH ⊆ VÃ,

αλλά τα V x και VÃ είναι ξένα, άτοπο.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) Να δείξετε ότι µια τοπολογική οµάδα είναι Hausdorff αν και µόνον αν
είναι T0.

(2) Να δείξετε ότι η R/Q δεν είναι Hausdorff.

(3) Να δείξετε ότι κάθε τοπολογική οµάδα είναι κανονική, χρησιµοποιώντας
την ΄Ασκηση 2 της §2.2.
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2.6. Συνεκτικές οµάδες

2.6.1 Θεώρηµα. ΄Εστω (G, τ) τοπολογική οµάδα και H ≤ G. Τότε
( i) G συνεκτική ⇒ G/H συνεκτική.
( ii) H συνεκτική και G/H συνεκτική ⇒ G συνεκτική.
( iii) Αν (Gi, τi)i∈I , είναι τοπολογικές οµάδες και G =

∏
i∈I Gi εφοδιάζεται

µε την τοπολογία-γινόµενο τγ, τότε (G, τγ) συνεκτική ⇔Gi συνεκτική, για κάθε
i ∈ I.

Απόδειξη. (i) Η G/H = π(G) είναι συνεκτική, σαν εικόνα της συνεκτικής G
µέσω της συνεχούς π.

(ii) ΄Εστω G όχι συνεκτική. Τότε υπάρχουν A,B ⊆ G ανοιχτά (και κλειστά),
µη–κενά, µε A∪B = G και A∩B = ∅. Τα q(A) και q(B) είναι ανοιχτά (επειδή
η q είναι ανοιχτή), µη–κενά, υποσύνολα του G/H, µε

q(A) ∪ q(B) = q(A ∪B) = G/H

(επειδή η q είναι επί). Αν q(A) και q(B) είναι και ξένα, τότε η G/H δεν είναι
συνεκτική, άτοπο. ∆είχνουµε λοιπόν ότι q(A) και q(B) είναι ξένα:

Επειδή η H είναι συνεκτική, το gH είναι συνεκτικό, σαν εικόνα συνεκτι-
κού µέσω της συνεχούς lg, για κάθε g ∈ G. Επίσης, επειδή A και B είναι
ανοιχτά και κλειστά υποσύνολα της G, τα A ∩ gH και B ∩ gH είναι ανοιχτά
και κλειστά υποσύνολα της gH. Επειδή η gH είναι συνεκτική, ϑα πρέπει η
µία από τις δύο τοµές να είναι κενή και η άλλη ίση µε gH. Αν g ∈ A, τότε
g ∈ A ∩ aH ̸= ∅. ΄Αρα, A ∩ gH = gH, δηλ. gH ⊆ A. ∆ηλ. για κάθε a ∈ A
είναι aH ⊆ A και για κάθε b ∈ B είναι bH ⊆ B, εποµένως τα q(A) και q(B)
είναι ξένα.

Η (iii) ισχύει σε όλους τους τοπολογικούς χώρους.

2.6.2 Θεώρηµα. ΄Εστω G τοπολογική οµάδα και Ce η συνεκτική συνιστώσα
του e. Τότε

( i) Η Ce είναι κλειστή, συνεκτική και κανονική υποοµάδα της G.
( ii) Οι συνεκτικές συνιστώσες της G είναι τα σύµπλοκα aCe, a ∈ G.

Απόδειξη. (i) Η Ce είναι κλειστό και συνεκτικό, σαν συνεκτική συνιστώσα.
Το C−1

e είναι συνεκτικό σύνολο, σαν εικόνα συνεκτικού µέσω της αντιστρο-
ϕής και περιέχει το e, άρα C−1

e ⊆ Ce, οπότε και Ce ⊆ C−1
e . ∆ηλ., Ce = C−1

e

και η Ce είναι κλειστή ως προς την αντιστροφή. Επίσης, για κάθε h ∈ Ce, το
hCe είναι συνεκτικό, σαν εικόνα συνεκτικού µέσω της αριστερής µεταφοράς,
κι επειδή h−1 ∈ Ce παίρνουµε και e ∈ hCe, άρα hCe ⊆ Ce, δηλ. η Ce είναι
κλειστή ως προς την πράξη της οµάδας, άρα είναι Ce ≤ G.
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Τέλος, για κάθε g ∈ G, το g−1Ceg είναι συνεκτικό σαν εικόνα του συνε-
κτικού Ce µέσω της συνεχούς lg−1 ◦ rg και περιέχει το e, άρα g−1Ceg ⊆ Ce,
που αποδεικνύει ότι Ce �G.

(ii) ΄Εστω a ∈ G. Θεωρούµε το σύµπλοκο aCe που είναι συνεκτικό σύνολο
και περιέχει το a, άρα aCe ⊆ Ca. Ισχυριζόµαστε ότι ισχύει και Ca ⊆ aCe.
Πράγµατι, a−1Ca είναι συνεκτικό σύνολο που περιέχει το e, άρα a−1Ca ⊆ Ce,
απ΄ όπου προκύπτει Ca ⊆ aCe.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) Να δείξετε ότι η (Rn,+) είναι συνεκτική.

(2) Να δείξετε ότι η Sn είναι συνεκτική, γιά κάθε n ≥ 1.

(3) Να δείξετε ότι η T n = S1 × · · · × S1 είναι συνεκτική.

(4) Να δείξετε ότι η Q�R δεν είναι διακριτή, αλλά είναι totally disconnected:
κάθε συνεκτικό σύνολο είναι µονοσύνολο.

(5) Να δείξετε ότι η GL(n,R) έχει δύο συνεκτικές συνιστώσες.

(6) Να δείξετε ότι η GL(n,C) είναι συνεκτική.

2.7. Οµάδες µε µετρική

2.7.1 Ορισµός. Σε µια οµάδα G, µια µετρική d : G×G → [0,+∞) λέγεται
αριστερά αναλλοίωτη, αν

d(ax, ay) = d(x, y), ∀ a, x, y ∈ G.

Ανάλογα, λέγεται δεξιά αναλλοίωτη, αν

d(xa, ya) = d(x, y), ∀ a, x, y ∈ G.

2.7.2 Πρόταση. ΄Εστω (G, d) οµάδα µε αριστερά αναλλοίωτη µετρική. Τότε
η αριστερές µεταφορές la, a ∈ G είναι οµοιοµορφισµοί.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε συγκλίνουσα ακολουθία (xn)n∈N
στην G µε xn −→ x, ισχύει la(xn) = axn −→ la(x) = ax. Πράγµατι,
d(axn, ax) = d(xn, x) −→ 0.

΄Οµοια αποδεικνύεται ότι σε κάθε οµάδα µε δεξιά αναλλοίωτη µετρική οι
δεξιές µεταφορές είναι οµοιοµορφισµοί.
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2.7.3 Ορισµός. ΄Εστω G µια οµάδα. Μια εκτίµηση (value) επί της G είναι
µια απεικόνιση | | : G → [0,+∞) µε

(i) |e| = 0.
(ii) |x| > 0, ∀ x ̸= e.
(iii) |x−1| = |x|, ∀ x ∈ G.
(iv) |xy| ≤ |x|+ |y|, ∀ x, y ∈ G.

Σε µια προσθετική οµάδα (G,+) οι ανωτέρω ιδιότητες παίρνουν µια πιό
οικεία µορφή:

(i) |0| = 0.
(ii) |x| > 0, ∀ x ̸= 0.
(iii) | − x| = |x|, ∀ x ∈ G.
(iv) |x+ y| ≤ |x|+ |y|, ∀ x, y ∈ G.

2.7.4 Πρόταση. ΄Εστω (G, | |) µια οµάδα εφοδιασµένη µε εκτίµηση. Τότε η
απεικόνιση

d : G×G −→ [0,+∞) : (x, y) 7−→ |x−1y|,

ορίζει στην G µια αριστερά αναλλοίωτη µετρική.

Απόδειξη. (i) Για κάθε x ∈ G, είναι d(x, x) = |x−1x| = |e| = 0.
(ii) Για κάθε x ̸= y ∈ G, είναι x−1y ̸= e και d(x, y) = |x−1y| > 0.
(iii) Για κάθε x, y ∈ G, είναι

d(y, x) = |y−1x| = |(y−1x)−1| = |x−1y| = d(x, y).

(iv) Για κάθε x, y, z ∈ G, είναι

d(x, y) + d(y, z) = |x−1y|+ |y−1z| ≥ |(x−1y) · (y−1z)| = |x−1z| = d(x, z).

(v) Για κάθε a, x, y ∈ G, είναι

d(ax, ay) = |(ax)−1ay| = |x−1a−1ay| = |x−1y| = d(x, y).

2.7.5 Πρόταση. ΄Εστω (G, d) οµάδα µε αριστερά αναλλοίωτη µετρική. Τότε
η απεικόνιση

| | : G −→ [0,+∞) : x 7−→ |x| = d(e, x)

είναι εκτίµηση.

Απόδειξη. (i) |e| = d(e, e) = 0.
(ii) Για κάθε x ̸= e, είναι |x| = d(e, x) > 0.
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(iii) Για κάθε x ∈ G, είναι

|x−1| = d(e, x−1) = d(xe, xx−1) = d(x, e) = |x|.

(iv) Για κάθε x, y ∈ G,

|xy| = d(e, xy) ≤ d(e, x) + d(x, xy) = d(e, x) + d(e, y) = |x|+ |y|.

2.7.6 Παρατήρηση. Αν d είναι µια αριστερά αναλλοίωτη µετρική στην οµάδα
G, η d ορίζει µια εκτίµηση | | (Προτ. 2.7.5) που µε την σειρά της ορίζει µια
αριστερά αναλλοίωτη µετρική ρ (Προτ. 2.7.4). Τότε, για κάθε x, y ∈ G είναι

ρ(x, y) = |x−1y| = d(e, x−1y) = d(xe, xx−1y) = d(x, y),

δηλ. ρ = d.
Αν | | είναι εκτίµηση στην G, αυτή ορίζει µια αριστερά αναλλοίωτη µετρική

d, που µε τη σειρά της ορίζει µια εκτίµηση ∥ ∥. Τότε, για κάθε x ∈ G είναι

∥x∥ = d(e, x) = |e−1x| = |x|,

δηλ. ∥ ∥ = | |.

2.7.7 Θεώρηµα. ΄Εστω (G, | |) µια αβελιανή οµάδα εφοδιασµένη µε εκτίµηση.
Τότε η G εφοδιασµένη µε την µετρική τοπολογία που ορίζεται από την αντίστοιχη
d είναι τοπολογική οµάδα.

Απόδειξη. Η αντιστροφή είναι συνεχής : ΄Εστω (xn)n∈N συγκλίνουσα ακολου-
ϑία στην G µε xn −→ x. Τότε

d(x−1
n , x−1) = |xnx

−1| = |x−1xn| = d(x, xn) −→ 0,

δηλ. x−1
n −→ x−1.

Επίσης η πράξη της οµάδας είναι συνεχής : ΄Εστω (xn)n∈N και (yn)n∈N
συγκλίνουσες ακολουθίες στην G µε xn −→ x και yn −→ y. Τότε

d(xnyn, xy) = |(xnyn)
−1xy| = |y−1

n x−1
n xy| = |x−1

n xy−1
n y|

≤ |x−1
n x|+ |y−1

n y| = d(xn, x) + d(yn, y) −→ 0 + 0 = 0,

που ολοκληρώνει την απόδειξη.
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ΑΣΚΗΣΗ

΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός. Τότε κάθε 0 ̸= x ∈ Q γράφεται µονοσήµαντα
σαν x = pr · m

n
, όπου r,m, n ∈ Z, m

n
ανάγωγο και p ∤ m, p ∤ n. Θέτουµε

|x|p =

{
p−r, αν x ̸= 0

0, αν x = 0.

(1) Να δείξετε ότι η | |p είναι µια εκτίµηση της (Q,+).
(2) Να εξετάσετε αν η επαγόµενη τοπολογία συµπίπτει µε την σχετική

τοπολογία στο Q από την συνήθη τοπολογία του R.



36 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΕΣ ΟΜΑ∆ΕΣ



Κεφάλαιο 3

Τοπικά κυρτοί χώροι

3.1. Τοπολογικοί διανυσµατικοί χώροι

Σε όλο το παρόν Κεφάλαιο ϑεωρούµε διανυσµατικούς χώρους πάνω από το
σώµα K, που συµβολίζει ένα από τα σώµατα R ή C.

3.1.1 Ορισµός. ΄Εστω E ένας K–διανυσµατικός χώρος (K-δχ) εφοδιασµένος
µε µια τοπολογία τ . Το Ϲεύγος (E, τ) λέγεται τοπολογικός διανυσµατικός
χώρος (τδχ), αν οι πράξεις (x, y) 7→ x+ y και (λ, x) 7→ λx είναι συνεχείς.

3.1.2 Παρατήρηση. Αν (E, τ) είναι τδχ, τότε η προσθετική οµάδα (E,+)
µε την τ είναι τοπολογική οµάδα. Πράγµατι, η αντιστροφή x 7→ −x είναι
συνεχής, σαν µερική απεικόνιση του γινόµενου (λ, x) 7→ λx, για λ = −1.

3.1.3 Παράδειγµα. Ολοι οι χώροι Banach είναι τδχ.

Τα δύο επόµενα αποτελέσµατα είναι προφανή:

3.1.4 Πρόταση. ΄Εστω (E, τ) τδχ. Τότε οι απεικονίσεις της µορφής

E −→ E : x 7−→ λx+ xo

µε xo ∈ E και λ ∈ K, λ ̸= 0, είναι οµοιοµορφισµοί. 2

3.1.5 Πρόταση. ΄Εστω (E, τ) τδχ και F ≤ E. Τότε (F, τ |F ) είναι τδχ. 2

3.1.6 Πρόταση. ΄Εστω (E, τ) τδχ και F ≤ E. Τότε F είναι τδχ.

Απόδειξη. Ας συµβολίσουµε µε π την πρόσθεση του E και µε γ το αριθµητικό
γινόµενο. Επειδή π και γ είναι συνεχείς, έχουµε ότι

F + F = π(F × F ) = π(F × F ) ⊆ π(F × F ) = F + F = F

37
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και
K · F = γ(K× F ) = γ(K× F ) ⊆ γ(K× F ) = F ,

που σηµαίνουν την κλειστότητα του F ως προς τις δύο πράξεις.

3.1.7 Θεώρηµα. ΄Εστω (E, τ) τδχ και F ≤ E. Τότε
( i) Ο E/F µε την τοπολογία–πηλίκο είναι τδχ.
( ii) Η κανονική προβολή q : E → E/F είναι ανοιχτή και συνεχής.
( iii) Ο χώρος E/F είναι Hausdorff αν και µόνον αν F είναι κλειστός.

Απόδειξη. Τα (ii) και (iii) είναι γνωστά από τις τοπολογικές οµάδες.
Για το (i): Επειδή η πρόσθεση είναι µεταθετική, κάθε F ≤ E είναι κανονι-

κή υποοµάδα της προσθετικής οµάδας (E,+), άρα ο E/F µε την τοπολογία–
πηλίκο είναι τοπολογική οµάδα, δηλ. η πρόσθεση είναι συνεχής. Αποδει-
κνύουµε την συνέχεια του γινόµενου

K× E/F −→ E/F.

΄Εστω (λo, xo + F ) ∈ K × E/F και A ⊆ E/F ανοιχτό µε λoxo + F ∈ A.
Από τον ορισµό της τοπολογίας–πηλίκου, q−1(A) είναι ανοιχτό στον E και
λoxo ∈ q−1(A). Από την συνέχεια του γινόµενου στον E, υπάρχουν ανοιχτές
περιοχές U του λo στο K και V του xo στο E µε U · V ⊆ q−1(A), απ᾿ όπου
προκύπτει

U · q(V ) = q(U · V ) ⊆ q(q−1(A)) = A.

Επειδή η q είναι ανοιχτή, το q(V ) είναι η Ϲητούµενη ανοιχτή περιοχή του
xo + F , και η απόδειξη είναι πλήρης.

3.1.8 Θεώρηµα. ΄Εστω (Ei, τi)i∈I µια οικογένεια τδχ. Τότε ο χώρος–γινόµενο
E =

∏
i∈I Ei µε την τοπολογία–γινόµενο είναι τδχ.

Απόδειξη. ∆είχνουµε ότι η πρόσθεση E×E → E είναι συνεχής σε ένα Ϲεύγος
(a, b), όπου a = (ai) και b = (bi) µε ai, bi ∈ Ei. ΄Εστω A ⊆ E ανοιχτό µε
a + b ∈ A. Από τον ορισµό της τοπολογίας–γινόµενου, υπάρχουν ανοιχτά
Ui ⊆ Ei µε Ui ̸= Ei µόνο για πεπερασµένο πλήθος από τα i ∈ I, µε

a+ b ∈ U =
∏
i∈I

Ui ⊆ A.

Αν Ui = Ei, ϑέτουµε Vi = Wi = Ei. Αν Ui ̸= Ei, από την συνέχεια της
πρόσθεσης στον Ei, υπάρχουν Vi,Wi ⊆ Ei ανοιχτά µε ai ∈ Vi, bi ∈ Wi και
Vi +Wi ⊆ Ui. Θέτουµε V =

∏
i∈I Vi και W =

∏
i∈I Wi. Τότε a ∈ V , b ∈ W

και V +W ⊆ U .
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∆είχνουµε τώρα ότι το γινόµενο K × E → E είναι συνεχές σε ένα Ϲεύγος
(λ, a), όπου λ ∈ K και a = (ai) µε ai ∈ Ei. ΄Εστω A ⊆ E ανοιχτό µε
λa ∈ A. ΄Οπως προηγουµένως, υπάρχουν ανοιχτά Ui ⊆ Ei µε Ui ̸= Ei µόνο
για πεπερασµένο πλήθος από τα i ∈ I, µε

λa ∈ U =
∏
i∈I

Ui ⊆ A.

Αν Ui = Ei, ϑέτουµε Vi = K και Wi = Ei. Αν Ui ̸= Ei, από την συνέχεια
του γινόµενου στον Ei, υπάρχουν Vi ⊆ K και Wi ⊆ Ei ανοιχτά µε λ ∈ Vi,
ai ∈ Wi, και Vi ·Wi ⊆ Ui. Θέτουµε V =

⋂
i∈I Vi και W =

∏
i∈I Wi. Επειδή το

πλήθος των Vi ̸= K είναι πεπερασµένο, το V είναι ανοιχτό στο K. Προφανώς
λ ∈ V , a ∈ W και V ·W ⊆ U .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) Να δείξετε ότι αν (E, τ) είναι µιγαδικός τδχ, τότε είναι και πραγµατικός
τδχ.

(2) ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος και τ µια τοπολογία επί του E. Τότε
(E, τ) είναι τδχ, αν και µόνον αν ισχύουν οι επόµενες συνθήκες :

(i) (E,+, τ) είναι τοπολογική οµάδα.
(ii) Για κάθε x ∈ E, η απεικόνιση λ 7→ λx είναι συνεχής στο 0 ∈ K.
(iii) Για κάθε λ ∈ K, η απεικόνιση x 7→ λx είναι συνεχής στο 0E ∈ E.
(iv) Η απεικόνιση (λ, x) 7→ λx είναι συνεχής στο (0, 0E).

3.2. Περιοχές του µηδενός

Σε ένα τδχ (E, τ), η υποκείµενη προσθετική οµάδα (E,+) είναι τοπολογι-
κή οµάδα. ΄Αρα ο χώρος (E, τ) είναι οµογενής και οι περιοχές του µηδενός
ικανοποιούν τις συνθήκες (Ν1)–(Ν7) της Πρότασης 2.2.1. Επιπλέον, υπάρ-
χει µια ϐάση περιοχών του µηδενός που ικανοποιεί τις (FN 1)–(FN 6) της
Πρότασης 2.2.2. ΄Οµως η ύπαρξη µιας ϐάσης περιοχών του µηδενός µε τις
ανωτέρω ιδιότητες δεν εξασφαλίζει την συνέχεια του αριθµητικού πολλαπλα-
σιασµού. Για να ϕθάσουµε στην µορφή που παίρνει το Θεώρηµα 2.2.4 στους
τδχ, χρειαζόµαστε πρώτα τα επόµενα:

3.2.1 Ορισµός. ΄Εστω E ένας K–δχ και A ⊆ E. Το A λέγεται απορροφούν
αν,

∀ x ∈ E ∃ λo ∈ K : λx ∈ A, ∀ λ ∈ K µε |λ| ≤ |λo|.
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Το A λέγεται ισορροπηµένο αν,

∀ x ∈ A και ∀ λ ∈ K µε |λ| ≤ 1 : λx ∈ A.

Το A λέγεται κυρτό αν, για κάθε x, y ∈ A,

[x, y] = {λx+ (1− λ)y : λ ∈ [0, 1]} ⊆ A.

΄Ενα σύνολο κυρτό και ισορροπηµένο λέγεται απολύτως κυρτό.

3.2.2 Παρατηρήσεις. (1) Κάθε απορροφούν σύνολο περιέχει το 0E.
(2) Για τα απορροφούντα σύνολα, η σχέση του ορισµού ισοδυναµεί µε την

σχέση
∀ x ∈ E ∃ λo ∈ R : x ∈ λA, ∀ λ ∈ K µε |λ| ≥ |λo|.

(3) Η γραµµική ϑήκη [A] ενός απορροφούντος συνόλου A συµπίπτει µε
τον δχ E.

(4) Κάθε µη κενό ισορροπηµένο σύνολο περιέχει το 0E.

3.2.3 Πρόταση. Σε ένα τδχ (E, τ), κάθε περιοχή του µηδενός είναι απορρο-
ϕούσα.

Απόδειξη. ΄Εστω U ⊆ E περιοχή του 0E και x ∈ E. Η συνέχεια της µερικής
απεικόνισης γx(λ) = λx στο 0 ∈ K συνεΠαγεται την ύπαρξη ενός λo > 0 µε
λx ∈ U , για κάθε λ ∈ K µε |λ| < λo.

3.2.4 Πρόταση. Σε ένα τδχ (E, τ), κάθε περιοχή του µηδενός έχει µια ισορο-
πηµένη υποπεριοχή.

Απόδειξη. ΄Εστω U ⊆ E περιοχή του µηδενός. Η συνέχεια της απεικόνισης
(λ, x) 7→ λx στο (0, 0E) συνεπάγεται την ύπαρξη ενός ε > 0 και µιας ανοιχτής
περιοχής V του 0E, τέτοιων ώστε λx ∈ U , για κάθε λ ∈ K µε |λ| < ε και κάθε
x ∈ V . ΄Αρα λV ⊆ U , για κάθε λ ∈ K µε |λ| < ε. Παρατηρούµε ότι κάθε
σύνολο λV είναι ανοιχτή περιοχή του 0E, για λ ̸= 0. ΄Αρα η ένωση

W :=
⋃
|λ|<ε

λV ⊆ U

είναι ανοιχτή περιοχή του 0E. Το W είναι ισορροπηµένο : ΄Εστω y ∈ W και
µ ∈ K µε |µ| < 1. Τότε

y ∈ W ⇒ ∃ λ ∈ K µε |λ| < ε και ∃ v ∈ V : y = λv

⇒ µy = µλv ∈ µλV µε |µλ| < ε

⇒ µy ∈
⋃
|λ|<ε

λV = W
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3.2.5 Πόρισµα. Σε κάθε τδχ υπάρχει µια ϐάση περιοχών του µηδενός που
αποτελείται από ισορροπηµένα σύνολα.

Είµαστε τώρα σε ϑέση να αποδείξουµε το επόµενο

3.2.6 Θεώρηµα. ΄Εστω E διανυσµατικός χώρος, και τ µια τοπολογία επί του
E. Τότε ο (E, τ) είναι τδχ αν και µόνον αν υπάρχει µια ϐάση B των περιοχών
του µηδενός, που ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες :

( i) Ο (E, τ) είναι οµογενής ως προς την πρόσθεση, δηλ. η οικογένεια

Bx := {U + x : U ∈ B}

είναι ϐάση περιοχών του x, για κάθε x ∈ E.
( ii) Για κάθε U ∈ B υπάρχει V ∈ B µε V + V ⊆ U .
( iii) Τα στοιχεία της B είναι ισορροπηµένα και απορροφούντα.
( iv) υπάρχει ένα λ ∈ K µε 0 < |λ| < 1, τέτοιο ώστε, για κάθε V ∈ B, να

ισχύει λV ∈ B.

Απόδειξη. ( ⇒ ) ΄Εστω ότι ο (E, τ) είναι τδχ. Θεωρούµε το σύνολο B των
ισορροπηµένων περιοχών του µηδενός. Λόγω της Πρότασης 3.2.3 και του
Πορίσµατος 3.2.5, το B είναι ϐάση περιοχών του µηδενός που ικανοποιεί την
(iii). Οι (i) και (ii) προφανώς ισχύουν, αφού ο (E,+) είναι τοπολογική οµάδα.
Για την (iv) Παρατηρούµε ότι λV ∈ B, για κάθε λ ̸= 0 και κάθε V ∈ B.

( ⇐ ) Αντίστροφα, έστω ότι η τοπολογία τ έχει µια ϐάση περιοχών του
µηδενός B, που ικανοποιεί τις (i)–(iv). Τότε η πρόσθεση είναι συνεχής : ΄Εστω
x, y ∈ E και A ανοιχτή περιοχή του x + y. Από την (i), υπάρχει U ∈ B µε
x + y + U ⊆ A. Από την (ii), υπάρχει V ∈ B µε V + V ⊆ U . Τότε τα x + V
και y + V είναι περιοχές των x και y, αντίστοιχα, µε

(x+ V ) + (y + V ) ⊆ x+ y + U ⊆ A.

Επίσης το γινόµενο είναι συνεχές : ΄Εστω (αo, xo) ∈ K × E και έστω µια
περιοχή αoxo + U ∈ N (αoxo) µε U ∈ B. Θεωρούµε πάλι την V ∈ B µε
V +V ⊆ U . Επειδή η V είναι απορροφούσα, για το xo υπάρχει λo > 0 τέτοιο
ώστε

(3.2.1) |α− αo| < λo ⇒ (α− αo)xo ∈ V.

Η ανισότητα |α − αo| < λo συνεπάγεται ότι |α| < λo + |αo|. Θεωρούµε το
λ1 ∈ K που ικανοποιεί την (iv). Υπάρχει n ∈ N µε

|α| · |λ1|n < (λo + |αo|)|λ1|n < 1.
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Επειδή το V είναι ισορροπηµένο, αλn
1V ⊆ V . ΄Αρα

(3.2.2) |α− αo| < λo και x− xo ∈ λn
1V ⇒ α(x− xo) ∈ αλn

1V ⊆ V.

Συνδυάζοντας τις (3.2.1) και (3.2.2), ϐρίσκουµε ότι για α ∈ K µε |α−αo| < λo

και x ∈ xo + λn
1V , έχουµε

αx− αoxo = (α− αo)xo + α(x− xo) ∈ V + V ⊆ U,

ισοδύναµα
αx ∈ αoxo + U.

ολοκληρώνοντας την απόδειξη.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) Να εξετάσετε αν ισχύουν οι παρακάτω προτάσεις :
(i) Η τοµή και η ένωση κάθε οικογένειας ισορροπηµένων συνόλων είναι

ισορροπηµένο σύνολο.
(ii) Αν A, B ισορροπηµένα και λ ∈ K, τότε A+B και λA ισορροπηµένα.
(iii)

∏
iAi ισορροπηµένο ⇔ Ai ισορροπηµένο, ∀ i ∈ I.

(iv) ΄Εστω E, F διανυσµατικοί χώροι και f : E → F γραµµική απει-
κόνιση. Για κάθε A ⊆ E και B ⊆ F ισορροπηµένα, f(A) και f−1(B) είναι
ισορροπηµένα.

(v) Αν A ισορροπηµένο, τότε A και Ao ισορροπηµένα.

(2) Να εξετάσετε την ισχύ των ανωτέρω προτάσεων για απορροφούντα σύνολα.

(3) Να εξετάσετε την ισχύ των ανωτέρω προτάσεων για κυρτά σύνολα.

3.3. Συνεχείς γραµµικές απεικονίσεις

Είναι προφανές ότι ισχύει η επόµενη

3.3.1 Πρόταση. ΄Εστω (E, τE), (F, τF ) τδχ και f : E → F γραµµική. Τότε
η f είναι συνεχής, αν και µόνον αν είναι συνεχής στο 0E. 2

Η τοπολογία ενός τδχ που µεταφέρεται µέσω µιας γραµµικής απεικόνισης
διατηρεί την συµβατότητά της µε την διανυσµατική δοµή, όπως ϕαίνεται από
τις δύο επόµενες προτάσεις.
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3.3.2 Πρόταση. ΄Εστω E δχ, (F, τ) τδχ και f : E → F γραµµική. Αν f−1(τ)
είναι η αρχική τοπολογία που ορίζεται στον E από την f , τότε (E, f−1(τ)) είναι
τδχ.

Απόδειξη. Αρχικά υπενθυµίζουµε ότι η αρχική τοπολογία που ορίζεται στον
E από την f είναι η οικογένεια

f−1(τ) = {f−1(V ) : V ∈ τ}.

Η πρόσθεση είναι συνεχής : ΄Εστω x, y ∈ E και U ∈ N (x + y) ανοιχτό. Τότε
U = f−1(V ), όπου V ∈ N (f(x+ y)) ανοιχτό. Επειδή f(x+ y) = f(x)+ f(y)
και η πρόσθεση στον F είναι συνεχής, υπάρχουν ανοιχτά W1 ∈ N (f(x)) και
W2 ∈ N (f(y)), µε W1 +W2 ⊆ V . Τότε x ∈ f−1(W1), y ∈ f−1(W2), και

f−1(W1) + f−1(W2) ⊆ f−1(W1 +W2) ⊆ f−1(V ) = U.

Το αριθµητικό γινόµενο είναι συνεχές : ΄Εστω (λ, x) ∈ K × E και
U = f−1(V ) ∈ N (λx) ανοιχτό. Τότε f(λx) = λf(x) ∈ V κι επειδή ο
πολλαπλασιασµός στο F είναι συνεχής, υπάρχουν ανοιχτά A ∈ N (λ) και
W ∈ N (f(x)), µε AW ⊆ V . Οπότε f−1(W ) ∈ N (x) και

A · f−1(W ) ⊆ f−1(AW ) ⊆ f−1(V ) = U.

3.3.3 Πρόταση. ΄Εστω (Eτ) τδχ, F δχ και f : E → F γραµµική, επί. Αν τf
είναι η τελική τοπολογία που ορίζεται στον F από την f , τότε (F, τf ) είναι τδχ.

Απόδειξη. Θέτουµε N = ker f και συµβολίζουµε µε q : E → E/N την κα-
νονική απεικόνιση. Γνωρίζουµε ότι υπάρχει ένας µονοσήµαντα ορισµένος
(αλγεβρικός) ισοµορφισµός g : E/N → F , µε g ◦ q = f . Εφοδιάζουµε το
E/N µε την τοπολογία-πηλίκο τq.

(E, τ) (F, τf )

(E/N, τq)

f

q

g−1

g
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Παρατηρούµε ότι

U ∈ τf ⇔ f−1(U) ∈ τ

⇔ (g ◦ q)−1(U) ∈ τ

⇔ q−1(g−1(U)) ∈ τ

⇔ g−1(U) = V ∈ τq

⇔ U = g(V ) = (g−1)−1(V ), V ∈ τq

∆ηλ. το U ⊆ F ανήκει στην τελική τοπολογία τf , αν και µονον αν ανήκει στην
αρχική τοπολογία (g−1)−1(τq). ΄Οµως η τοπολογία-πηλίκο κάνει τον E/N τδχ,
και το Ϲητούµενο προκύπτει από την προηγούµενη Πρόταση 3.3.2.

3.3.4 Πρόταση. ΄Εστω (E, τE), (F, τF ) τδχ, f : E → F γραµµική, M ≤
ker f ≤ E, q : E → E/M η κανονική απεικόνιση και f : E/M → F η
αντίστοιχη γραµµική µε f = f ◦ q. Αν ο E/M εφοδιαστεί µε την τοπολογία-
πηλίκο, τότε :

(1) Η f είναι συνεχής αν και µόνον αν η f είναι συνεχής.
(2) Η f είναι ανοιχτή αν και µόνον αν η f είναι ανοιχτή.

Απόδειξη. (1) Παρατηρούµε ότι

f συνεχής ⇔ f−1(A) ∈ τE, ∀ A ∈ τF

⇔ (f ◦ q)−1(A) ∈ τE, ∀ A ∈ τF

⇔ q−1(f
−1
(A)) ∈ τE, ∀ A ∈ τF

⇔ f
−1
(A) ∈ τq, ∀ A ∈ τF

⇔ f συνεχής

(2) ΄Εστω f ανοιχτή. Τότε

U ∈ τq ⇔ q−1(U) ∈ τE

⇒ f(q−1(U)) ∈ τF

⇔ f ◦ q(q−1(U)) ∈ τF

⇔ f(U) ∈ τF

Αντίστροφα, έστω f ανοιχτή. Τότε η f = f ◦ q είναι ανοιχτή, σαν σύνθεση
ανοιχτών.
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Γνωρίζουµε ότι για κάθε διανυσµατικό χώρο E, ο (αλγεβρικός) δυϊκός
είναι ο χώρος

E∗ = { f : E → K : K–γραµµική }

των γραµµικών µορφών. Θα συµβολίζουµε µε E ′ τον υπόχωρο των συνεχών
γραµµικών µορφών

E ′ = { f : E → K : συνεχής, K–γραµµική }.

Μελετάµε τις συνθήκες που ισοδυναµούν µε την συνέχεια µιας γραµµικής
µορφής:

3.3.5 Πρόταση. ΄Εστω E τδχ και f : E → K γραµµική. Τότε οι παρακάτω
συνθήκες είναι ισοδύναµες :

( i) Η f είναι συνεχής.
( ii) Η f είναι συνεχής στο µηδέν.
( iii) Υπάρχει περιοχή U του µηδενός 0E, έτσι ώστε ο περιορισµός f |U να

είναι ϕραγµένη συνάρτηση.
( iv) Ο ker f είναι κλειστός.

Απόδειξη. (i) ⇒ (ii) Από τον ορισµό της συνέχειας.
(ii) ⇒ (i) ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής στο µηδέν. Θα δείξουµε ότι είναι

συνεχής σε ένα τυχαίο x ∈ E. Θεωρούµε µια περιοχή U του f(x). Επειδή η
τοπολογία του K είναι οµογενής, −f(x)+U είναι περιοχή του 0, άρα υπάρχει
περιοχή V του 0E µε f(V ) ⊆ −f(x) +U . Τότε, για την περιοχή x+ V του x,
ισχύει f(x+ V ) = f(x) + f(V ) ⊆ U .

(ii) ⇒ (iii) Αν η f είναι συνεχής στο 0E, για κάθε ε > 0 υπάρχει U ∈ N (0E)
µε |f(x)| < ε, για κάθε x ∈ U , δηλ. η f |U είναι ϕραγµένη.

(iii) ⇒ (ii) ΄Εστω ότι η f |U είναι ϕραγµένη από το α, δηλ. |f(x)| < α, για
κάθε x ∈ U , και έστω ε > 0. Θεωρούµε την περιοχή ε

α
U . Τότε, για κάθε

y = ε
α
x ∈ ε

α
U , είναι |f(y)| = ε

α
|f(x)| < ε, δηλ. η f είναι συνεχής στο 0E.

(i) ⇒ (iv) Προφανές.
(iv) ⇒ (iii) ΄Εστω ker f κλειστό. Αν f = 0 τότε η f είναι ϕραγµένη. Αν

f ̸= 0, υπάρχει xo ∈ E µε f(xo) ̸= 0, δηλ. xo /∈ ker f . ΄Αρα xo ∈ (ker f)c, µε
το (ker f)c ανοιχτό, δηλ. −xo + (ker f)c ∈ N (0E). Εποµένως, υπάρχει µια
ισορροπηµένη υποπεριοχή U ∈ N (0E):

U ⊆ −xo + (ker f)c ⇒ (xo + U) ⊆ (ker f)c

⇒ (xo + U) ∩ ker f = ∅.
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Τότε η f είναι ϕραγµένη στο U από το |f(xo)|: Πράγµατι, αν x ∈ U µε
|f(x)| > |f(xo)|, τότε

∣∣∣f(xo)
f(x)

∣∣∣ < 1. Επειδή το U είναι ισορροπηµένο, έχουµε

y := −f(xo)
f(x)

· x ∈ U , οπότε xo + y ∈ xo + U , αλλά

f(xo + y) = f(xo) + f(y) = f(xo)− f(xo) = 0,

δηλ. xo + y ∈ ker f , άτοπο.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) Να δείξετε την Πρόταση 3.3.2 χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 3.2.6.

(2) Να εξετάσετε αν οι συνθήκες (i-iv) ισχύουν για απεικόνιση µεταξύ δύο τδχ.

3.4. Ηµινόρµες

3.4.1 Ορισµός. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος. Μια ηµινόρµα επί του
E είναι µια απεικόνιση p : E → R, τέτοια ώστε

(i) p(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ E.
(ii) p(λx) = |λ|x, για κάθε x ∈ E και λ ∈ K.
(iii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), για κάθε x, y ∈ E.

Μια ηµινόρµα p λέγεται νόρµα, αν ισχύει

p(x) = 0 ⇒ x = 0.

Παρατηρούµε ότι η (ii) συνεπάγεται ότι p(0) = 0.

3.4.2 Παραδείγµατα. (1) ΄Εστω (E, ∥ ∥) ένας K–χώρος µε νόρµα και F ένας
K–διανυσµατικός χώρος. Τότε η p : E × F → R µε (x, y) = ∥x∥ είναι
ηµινόρµα επί του E × F .

(2) ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος και f : E → K µια γραµµική
µορφή. Τότε η απεικόνιση

|f | : E −→ R : x 7→ |f(x)|

είναι ηµινόρµα.

3.4.3 Ορισµός. ΄Εστω (E, p) χώρος µε ηµινόρµα. Για κάθε x ∈ E και κάθε
ε > 0, ονοµάζουµε (ανοιχτή) µπάλλα µε κέντρο x και ακτίνα ε το σύνολο

Bp(x, ε) := {y ∈ E : p(x− y) < ε}.



3.4. ΗΜΙΝΟΡΜΕΣ 47

3.4.4 Πρόταση. Σε ένα χώρο µε ηµινόρµα (E, p), οι ανοιχτές µπάλλες απο-
τελούν ϐάση για µια τοπολογία τ που κάνει το (E, τ) τδχ.

Απόδειξη. (1) Προφανώς η οικογένεια όλων των µπαλλών καλύπτει το χώρο
E. Αποδεικνύουµε ότι είναι ϐάση: ΄Εστω Bp(x, ε1) και Bp(y, ε2) µπάλλες µε
z ∈ Bp(x, ε1)∩Bp(y, ε2). Τότε δ1 := ε1−p(x−z) > 0 και δ2 := ε2−p(y−z) > 0.
Θέτοντας δ := min{δ1, δ2}, παίρνουµε για κάθε w ∈ S(z, δ),

p(x− w) = p(x− z + z − w) ≤ p(x− z) + p(z − w)

< p(x− z) + δ ≤ p(x− z) + δ1

= p(x− z) + ε1 − p(x− z) = ε1

και, ανάλογα,
p(y − w) < ε2.

΄Αρα Bp(z, δ) ⊆ Bp(x, ε1)∩Bp(y, ε2) και η οικογένεια των µπαλλών είναι ϐάση
για µια τοπολογία τ , για την οποία ισχύει

A ∈ τ ⇔ ∀ x ∈ A ∃ ε > 0 : Bp(x, ε) ⊆ A.

(2) Αποδεικνύουµε τώρα ότι οι πράξεις του διανυσµατικού χώρου είναι
συνεχείς : Αν xo, yo ∈ E και ε > 0, είναι άµεσο ότι

Bp

(
xo,

ε

2

)
+Bp

(
yo,

ε

2

)
⊆ Bp(xo + yo, ε),

που αποδεικνύει την συνέχεια της πρόσθεσης. ΄Εστω τώρα λo ∈ K και xo ∈ E.
Παρατηρούµε ότι

p(λx− λoxo) = p(λx− λxo + λxo − λoxo)

≤ p(λx− λxo) + p(λxo − λoxo)

= |λ|p(x− xo) + |λ− λo|p(xo)

= |λ− λo + λo|p(x− xo) + |λ− λo|p(xo)

≤ |λ− λo|p(x− xo) + |λo|p(x− xo) + |λ− λo|p(xo).

Θέτουµε

δ :=
1

3
min

{√
ε,

ε

1 + |λo|
,

ε

1 + p(xo)
,

}
.
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Τότε, για κάθε x ∈ E µε p(x − xo) < δ και κάθε λ ∈ K µε |λ − λo| < δ,
έχουµε

p(λx− λoxo) ≤ |λ− λo|p(x− xo) + |λo|p(x− xo) + |λ− λo|p(xo)

< δ · δ + |λo| · δ + δ · p(xo)

<

√
ε

3
·
√
ε

3
+

|λo|
1 + |λo|

· ε
3
+

p(xo)

1 + p(xo)
· ε
3

<
ε

9
+

ε

3
+

ε

3
< ε

που αποδεικνύει οτι

Bp(λo, δ) ·Bp(xo, δ) ⊆ Bp(λoxo, ε)

και, εποµένως, την συνέχεια του γινόµενου.

Σε ένα χώρο µε ηµινόρµα, η σύγκλιση των ακολουθιών περιγράφεται από
την επόµενη

3.4.5 Πρόταση. ΄Εστω (E, p) χώρος µε ηµινόρµα, (xn)n∈N ακολουθία από
στοιχεία του E και x ∈ E. Τότε

xn −→ x ⇔ p(xn − x) −→ 0.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

xn −→ x ⇔ ∀ ε > 0 ∃ no ∈ N : xn ∈ Bp(x, ε), ∀ n ≥ no

⇔ ∀ ε > 0 ∃ no ∈ N : p(xn − x) < ε, ∀ n ≥ no

⇔ p(xn − x) −→ 0

3.4.6 Πρόταση. Σε ένα χώρο µε ηµινόρµα (E, p), η τοπολογία που ορίζεται
από την p κάνει την p συνεχή.

Απόδειξη. ∆είχνουµε ότι η p είναι συνεχής στο x ∈ E: ΄Εστω ένα ανοιχτό
διάστηµα (p(x) − ε, p(x) + ε), ε > 0. Θεωρούµε την µπάλλα Bp(x, ε) και
παρατηρούµε ότι για κάθε y ∈ Bp(x, ε) είναι

|p(y)− p(x)| ≤ p(x− y) < ε,

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

3.4.7 Πρόταση. ΄Ενας χώρος µε ηµινόρµα (E, p) είναι Hausdorff αν και
µόνον αν η p είναι νόρµα.
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Απόδειξη. (⇐) Γνωστό, αφού ένας χώρος µε νόρµα είναι µετρικός χώρος.
(⇒) ΄Εστω x ̸= 0. Αφού ο E είναι Hausdorff, υπάρχει ε > 0 µε

x /∈ Bp(0, ε), άρα p(x) > ε.

3.4.8 Πρόταση. ΄Εστω (E, p) χώρος µε ηµινόρµα και F ≤ E. Τότε η απει-
κόνιση

p̃ : E/F −→ R : x+ F 7→ p̃(x+ F ) := inf{p(x+ u) : u ∈ F}

είναι ηµινόρµα.

Απόδειξη. Το σύνολο {p(x+u) : u ∈ F} είναι κάτω ϕραγµένο από το 0, άρα
η p̃ είναι καλά ορισµένη. Προφανώς, p̃(x + F ) ≥ 0, για κάθε x ∈ E. ΄Εστω
λ ∈ K και x+F ∈ E/F . Τότε, για λ = 0 η ισότητα p̃(λ(x+F )) = |λ|p̃(x+F )
είναι προφανής, ενώ για λ ̸= 0 έχουµε

p̃(λ(x+ F )) = p̃(λx+ F ) = inf{p(λx+ u) : u ∈ F}
= inf{p(λx+ λu) : u ∈ F}
= inf{|λ|p(x+ u) : u ∈ F}
= |λ| inf{p(x+ u) : u ∈ F}
= |λ|p̃(x+ F ).

Επίσης, για κάθε x, y ∈ E είναι :

p̃((x+ F ) + (y + F )) = p̃(x+ y + F ) = inf{p(x+ y + u) : u ∈ F}
= inf{p(x+ u+ y + v) : u, v ∈ F}
≤ inf{p(x+ u) + p(y + v) : u, v ∈ F}
= inf{p(x+ u) : u ∈ F}+ inf{p(y + v) : v ∈ F}
= p̃(x+ F ) + p̃(y + F ).

΄Αρα η p̃ είναι ηµινόρµα.

Μια ηµινόρµα δεν είναι γραµµική απεικόνιση: δεν διατηρεί ούτε την
πρόσθεση (είναι υποπροσθετική), ούτε τον πολλαπλασιασµό. Οµως ο πυ-
ϱήνας της είναι γραµµικός χώρος και η εφαρµογή της ανωτέρω πρότασης
µας δίνει το επόµενο αποτέλεσµα.

3.4.9 Πρόταση. ΄Εστω (E, p) χώρος µε ηµινόρµα. Θέτουµε

K := ker p := {x ∈ E : p(x) = 0}.
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Τότε ο K είναι γραµµικός υπόχωρος του E και η απεικόνιση

p̃ : E/K → R : x+K 7→ p̃(x+K) := p(x)

είναι νόρµα επί του E/K.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι η p̃ είναι καλά ορισµένη: Αν x+K = y+K,
τότε x− y = h ∈ K, δηλ. x = y + h και y = x− h. Οπότε

p(x) = p(y + h) ≤ p(y) + p(h) = p(y)

και
p(y) = p(x− h) ≤ p(x) + p(−h) = p(x),

που αποδεικνύει ότι p(x) = p(y). Η p̃ είναι νόρµα:
(i) Προφανώς p̃(x + K) ≥ 0, για κάθε x ∈ E. Αν p̃(x + K) = 0, τότε

p(x) = 0, δηλ. x ∈ K και x+K = K ≡ 0 ∈ E/K.
(ii) ΄Εστω λ ∈ K και x ∈ E. Τότε

p̃(λ(x+K)) = p̃(λx+K) = p(λx) = |λ|p(x) = |λ|p̃(x+K).

(iii) Τέλος, για κάθε x, y ∈ E, είναι

p̃((x+K) + (y +K)) = p̃(x+ y +K) = p(x+ y)

≤ p(x) + p(y)

= p̃(x+K) + p̃(y +K),

που ολοκληρώνει την απόδειξη.

3.4.10 Παράδειγµα. ΄Εστω ένας συµπαγής τοπολογικός χώρος X. Θεωρούµε
την άλγεβρα CK(X) των συνεχών συναρτήσεων από το X στο K και ορίζουµε
την απεικόνιση (sup–norm)

∥f∥ := sup{|f(x)| : x ∈ X}, ∀ f ∈ CK(X).

Γνωρίζουµε από την Ανάλυση ότι η ανωτέρω απεικόνιση είναι νόρµα, που
κάνει την CK(X) άλγεβρα Banach. Αν ο χώρος X δεν είναι συµπαγής, τότε η
sup–norm δεν ορίζεται, γιατί δεν εξασφαλίζεται ότι είναι ϕραγµένο το σύνολο
{|f(x)| : x ∈ X}, άρα ούτε η ύπαρξη του sup{|f(x)| : x ∈ X}. ΄Οµως
µπορούµε να ορίσουµε την απεικόνιση

∥f∥K := sup{|f(x)| : x ∈ K},

για κάθε K ⊆ X συµπαγές. Οι ∥ ∥K είναι ηµινόρµες.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) ΄Εστω
p : R2 −→ R : (x, y) 7→ |x|

Να δείξετε ότι η p είναι ηµινόρµα και να ϐρείτε τα στοιχεία της µοναδιαίας
µπάλλας Bp(0, 1).

(2) ΄Εστω E ένας χώρος µε νόρµα ∥ ∥, και F ένας διανυσµατικός χώρος. Τότε
η απεικόνιση

p : E × F −→ R : (x, y) 7→ ∥x∥
είναι ηµινόρµα. Να ϐρείτε τα στοιχεία της µοναδιαίας µπάλλας.

(3) ΄Εστω η απεικόνιση

p : C −→ R : z 7→ p(z) := |Imz|

(i) Να δείξετε ότι η p είναι ηµινόρµα αν το C ϑεωρηθεί πραγµατικός δια-
νυσµατικός χώρος διάστασης 2.

(ii) Να δείξετε ότι η p δεν είναι ηµινόρµα αν το C ϑεωρηθεί µιγαδικός
διανυσµατικός χώρος διάστασης 1.

(iii) Να δείξετε ότι η τοπολογία που ορίζει η p κάνει το C πραγµατικό τδχ,
αλλά δεν τον κάνει µιγαδικό τδχ.

(4) ΄Εστω (E, p) χώρος µε ηµινόρµα και F ≤ E. Να δείξετε ότι η κανονική
απεικόνιση q : (E, p) → (E/F, p̃) είναι συνεχής.

(5) Να εξετάσετε την σχέση της τοπολογίας που ορίζεται στο πηλίκο E/F από
την ηµινόρµα p̃ της Πρότασης 3.4.8 και της τοπολογίας-πηλίκου που ορίζεται
από την κανονική απεικόνιση q : E → E/F . Τί συµβαίνει αν F = ker p;

(6) Να εξετάσετε αν η απεικόνιση p̃ που ορίζεται στην Πρόταση 3.4.8 και η
νόρµα p̃ που ορίζεται στην Πρόταση 3.4.9, συµπίπτουν όταν F = K.

(7) ΄Εστω (E, p) χώρος µε ηµινόρµα, x ∈ E και ε > 0. Να εξετάσετε αν η
κλειστή ϑήκη Bp(x, ε) της µπάλλας Bp(x, ε) ισούται µε την κλειστή µπάλλα

B̂p(x, ε) := {y ∈ E : p(y − x) ≤ ε}.

3.5. Κυρτές περιοχές του µηδενός

3.5.1 Πρόταση. ΄Εστω (E, p) χώρος µε ηµινόρµα. Τότε κάθε Bp(0E, ε) είναι
απολύτως κυρτή και απορροφούσα.
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Απόδειξη. Αφού κάθε µπάλλα Bp(0E, ε) είναι περιοχή του µηδενός στην το-
πολογία που ορίζεται από την ηµινόρµα, είναι απορροφούσα (Πρόταση 3.4.4).

΄Εστω x ∈ Bp(0E, ε) και λ ∈ [−1, 1]. Τότε

p(λx) = |λ|p(x) < 1 · ε = ε,

άρα είναι ισορροπηµένη.
΄Εστω x, y ∈ Bp(0E, ε), δηλ. p(x), p(y) < ε. ΄Εστω και λ ∈ [0, 1]. Τότε

p(λx+ (1− λ)y) ≤ |λ|p(x) + |1− λ|p(y) < |λ|ε+ |1− λ|ε = ε,

άρα η Bp(0, ε) είναι και κυρτή.

΄Οπως ϕαίνεται στο επόµενο ϐασικό ϑεώρηµα, ισχύει και το αντίστροφο
της προηγούµενης πρότασης, δηλ. κάθε απολύτως κυρτό και απορροφούν
σύνολο ορίζει µια ηµινόρµα. Για να το αποδείξουµε χρειαζόµαστε πρώτα το
επόµενο

3.5.2 Λήµµα. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος, A ⊆ E κυρτό και λ, µ > 0.
Τότε λA+ µA ⊆ (λ+ µ)A.

Απόδειξη. ΄Εστω λx + µy ∈ λA + µA. Παρατηρούµε ότι 0 < λ
λ+µ

< 1 και
1− λ

λ+µ
= µ

λ+µ
. Επειδή το A είναι κυρτό, για κάθε x, y ∈ A, είναι

λ

λ+ µ
x+

µ

λ+ µ
y ∈ A,

άρα

λx+ µy = (λ+ µ)

(
λ

λ+ µ
x+

µ

λ+ µ
y

)
∈ (λ+ µ)A.

3.5.3 Θεώρηµα. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος και A ⊆ E απολύτως
κυρτό και απορροφούν. Τότε η απεικόνιση

pA : E → [0,+∞) : x 7→ pA(x) := inf{λ > 0 : x ∈ λA}

είναι ηµινόρµα.

Απόδειξη. Αφού το A είναι απορροφούν, το σύνολο Λx = {λ > 0 : x ∈ λA}
είναι µη–κενό, και κάτω ϕραγµένο από το 0, άρα η απεικόνιση pA είναι καλά
ορισµένη, και η ιδιότητα (i) των ηµινορµών είναι προφανής.
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Για την ιδιότητα (ii): Αν α = 0, τότε ax = 0 ∈ λA, για κάθε λ > 0, δηλ.
Λx = (0,+∞) και pA(αx) = 0 = |α|pA(x). Αν α ̸= 0, τότε

pA(αx) = inf{λ > 0 : αx ∈ λA}

= inf{λ > 0 : x ∈ λ

α
A}

= |α| inf{ λ

|α|
> 0 : x ∈ λ

|α|
A}

= |α|pA(x).

Για την ιδιότητα (iii): Παρατηρούµε ότι για κάθε λ ∈ Λx και µ ∈ Λy είναι
x ∈ λA και y ∈ µA, άρα, από το Λήµµα 3.5.2, x+ y ∈ λA+µA ⊆ (λ+µ)A,
εποµένως

Λx + Λy ⊆ Λx+y

και
pA(x+ y) ≤ pA(x) + pA(y).

3.5.4 Ορισµός. Η ηµινόρµα pA λέγεται δείκτης Minkowski του A.

3.5.5 Πρόταση. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος, A ⊆ E απολύτως κυρτό
και απορροφούν και pA ο δείκτης Minkowski του A. Τότε

BpA(0E, 1) ⊆ A ⊆ B̂pA(0E, 1).

Απόδειξη. Αν x ∈ BpA(0E, 1), τότε pA(x) = inf Λx < 1, δηλ. υπάρχει
0 < λ < 1, µε λ ∈ Λx και x ∈ λA. Επειδή το A είναι ισορροπηµένο και
λ ∈ [−1, 1], είναι λA ⊆ A. ΄Αρα

BpA(0E, 1) ⊆ λA ⊆ A.

Από την άλλη µεριά, αν x ∈ A = 1A, τότε 1 ∈ Λx, δηλαδή pA(x) ≤ 1 και
x ∈ B̂pA(0E, 1).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) Αν A ⊆ E είναι απολύτως κυρτό και απορροφούν και λ > 0, να δείξετε ότι
pλA = 1

λ
pA.

(2) Αν A,B ⊆ E είναι απολύτως κυρτά και απορροφούντα µε A ⊆ B, να
δείξετε ότι pB ≤ pA.
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(3) Αν A,B ⊆ E είναι απολύτως κυρτά και απορροφούντα, να δείξετε ότι
pA∩B = sup{pA, pB}.

(4) Αν A ⊆ E είναι απολύτως κυρτό και απορροφούν και p ηµινόρµα µε

{x ∈ E : p(x) < 1} ⊆ A ⊆ {x ∈ E : p(x) ≤ 1},

να δείξετε ότι p = pA.

3.6. Τοπικά κυρτοί χώροι

΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος και {pi}i∈I µια οικογένεια ηµινορµών του
E. Συµβολίζουµε µε τi την τοπολογία που ορίζει η pi. Τότε το σύνολο όλων των
πεπερασµένων τοµών από στοιχεία των τi είναι ϐάση για µια τοπολογία τ του
E, ισχυρότερη από όλες τις τi. Ιδιαιτέρως, η τ είναι η ασθενέστερη τοπολογία
που έχει αυτή την ιδιότητα. Η τ περιγράφεται και µέσω των µπαλλών των τi,
όπως ϕαίνεται στο επόµενο

3.6.1 Θεώρηµα. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος και {pi}i∈I µια οικο-
γένεια ηµινορµών του E. Τότε το σύνολο B των πεπερασµένων τοµών από
(ανοιχτές) µπάλλες των pi είναι ϐάση µιας τοπολογίας τ του E η οποία κάνει
τον (E, τ) τδχ και όλες τις pi συνεχείς.

Απόδειξη. (1) Η B είναι ϐάση τοπολογίας: Προφανώς η B είναι κάλυψη του
E και είναι κλειστή ως προς τις πεπερασµένες τοµές των στοιχείων της. ΄Αρα
είναι ϐάση µιας τοπολογίας τ .

(2) Η τ κάνει το E τδχ: Συµβολίζουµε µε Bo το υποσύνολο της B που
αποτελείται από τις πεπερασµένες τοµές µπαλλών µε κέντρο το 0E. Το Bo είναι
ϐάση περιοχών του µηδενός. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι η Bo ικανοποιεί
τις συνθήκες (i)–(iv) του Θεωρήµατος 3.2.6. Είναι προφανές ότι ικανοποιείται
η (i): το αντίστοιχο Bx είναι το σύνολο των πεπερασµένων τοµών µπαλλών µε
κέντρο το x. Για την (ii), έστω

U = Bi1(0E, εi1) ∩ · · · ∩Bim(0E, εim) ∈ Bo.

Επειδή
Bik(0E,

εik
2
) +Bik(0E,

εik
2
) ⊆ Bik(0E, εik),

για κάθε k = 1, . . . ,m, παίρνοντας

V := Bi1(0E,
εi1
2
) ∩ · · · ∩Bim(0E,

εim
2

) ∈ Bo
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έχουµε V +V ⊆ U . Το (iii) ισχύει λόγω της Πρότασης 3.5.1. Τέλος για το (iv),
αρκεί να παρατηρήσουµε ότι για κάθε µπάλλα Bi(0E, ε) και κάθε 0 ̸= λ ∈ K
ισχύει λBi(0E, ε) = B(0E, |λ|ε).

(3) Οι pi είναι συνεχείς: Είναι προφανές, αφού για κάθε i ∈ I, τi ⊆ τ ,
όπου τi είναι η τοπολογία που ορίζει η pi.

3.6.2 Ορισµός. ΄Ενας τδχ (E, τ) λέγεται τοπικά κυρτός χώρος (τκχ), αν
έχει µια ϐάση περιοχών του µηδενός που αποτελείται από απολύτως κυρτά
(και απορροφούντα) σύνολα.

3.6.3 Λήµµα. ΄Εστω (E, τ) τδχ, U ⊆ E απολύτως κυρτό και απορροφούν και
pU ο δείκτης Minkowski του U . Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Το U είναι περιοχή του 0E στην τοπολογία τ .
( ii) Η ηµινόρµα pU είναι συνεχής ως προς την τ .

Απόδειξη. (i) Γνωρίζουµε ότι pU(U) ⊆ [0, 1] (Πρόταση 3.5.5). Επίσης ότι
λU ∈ N (0E), για κάθε λ > 0 (Πρόταση 3.1.4). ΄Εστω µια ϐασική περιοχή
(−ε, ε) του 0 ∈ R. Θέτουµε δ = ε/2. Τότε pU(δU) ⊆ [0, δ] ⊆ (−ε, ε), που
αποδεικνύει την συνέχεια της pU .

(ii) Αν η pU είναι τ–συνεχής, τότε

U ⊇ BpU (0E, 1) = p−1
U ((−1, 1)) ∈ N (0E)

δηλ. η BpU (0E, 1) είναι ανοιχτή περιοχή του 0E, άρα και U ∈ N (0E).

3.6.4 Θεώρηµα. ΄Ενας τδχ (E, τ) είναι τοπικά κυρτός, αν και µόνον αν η
τοπολογία του ορίζεται από µια οικογένεια ηµινορµών.

Απόδειξη. (⇒) ΄Εστω ότι ο (E, τ) είναι τοπικά κυρτός και B η ϐάση περιοχών
του µηδενός από απολύτως κυρτά (και απορροφούντα) σύνολα. Για κάθε
U ∈ B, ϑεωρούµε τον αντίστοιχο δείκτη Minkowski pU και την οικογένεια
των ηµινορµών Γ := {pU : U ∈ B}. Η Γ ορίζει στο E µια τοπολογία τΓ, µε
ϐάση περιοχών του µηδενός την Bo, όπως στο Θεώρηµα 3.6.1. Θα δείξουµε
ότι οι τοπολογίες τ και τΓ συµπίπτουν :

Επειδή κάθε U ∈ B είναι περιοχή του 0E στην τ , λόγω του Λήµµατος
3.6.3, κάθε pU είναι τ–συνεχής. Η τοπολογία τΓ είναι η µικρότερη που κάνει
τις pU συνεχείς, άρα τΓ ⊆ τ .

Θα δείξουµε τώρα ότι τ ⊆ τΓ χρησιµοποιώντας το κριτήριο Hausdorff,
δηλ. ϑα δείξουµε ότι για κάθε U ∈ B υπάρχει V ∈ Bo µε V ⊆ U . Πράγµατι,
έστω U ∈ B και pU η αντίστοιχη ηµινόρµα. Τότε για την V = BpU (0E, 1) ∈ Bo

ισχύει V ⊆ U .
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(⇐) ΄Εστω Γ = {pi : i ∈ I} η οικογένεια των ηµινορµών που ορίζει την
τοπολογία, όπως στο Θεώρηµα 2.6.1. Τότε τα στοιχεία της Bo είναι απολύτως
κυρτά (και απορροφούντα) σαν πεπερασµένες τοµές µπαλλών.

Στα επόµενα ένας τκχ (E, τ) ϑα ϑεωρείται εφοδιασµένος µε την οικογένεια
των ηµινορµών Γ := {pU : U ∈ B}, όπου B είναι το σύνολο όλων των
ανοιχτών, απολύτως κυρτών περιοχών του 0E, δηλ. η Γ περιέχει όλους τους
δυνατούς δείκτες Minkowski.

3.6.5 Πρόταση. ΄Εστω (E, τ) ένας τκχ και Γ η οικογένεια των ηµινορµών που
ορίζουν την τ . Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

( i) Ο (E, τ) είναι Hausdorff.
( ii) Για κάθε x ∈ E µε x ̸= 0E, υπάρχει p ∈ Γ µε p(x) ̸= 0.

Απόδειξη. ΄Εστω (E, τ) Hausdorff και έστω ότι υπάρχει x ̸= 0E µε p(x) = 0
για κάθε p ∈ Γ. Τότε x ∈ Bp(0E, ε), για κάθε p ∈ Γ και κάθε ε > 0. Εποµένως
x ∈ U , για κάθε πεπερασµένη τοµή µπαλλών U ∈ Bo, δηλ. το x ανήκει σε
κάθε περιοχή του 0E, άτοπο.

Αντίστροφα, έστω x ∈ E µε x ̸= 0E και p η ηµινόρµα της (ii). Θέτοντας
ε = p(x), έχουµε ότι x /∈ Bp(0E, ε), άρα (λόγω της οµογένειας) ο (E, τ) είναι
T1, εποµένως και Hausdorff.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) Να δείξετε ότι η τοπολογία τ του Θεωρήµατος 3.6.1 είναι η ασθενέστερη
τοπολογία που κάνει συνεχείς τις pi.

(2) ΄Εστω (E, τ) τκχ και F ≤ E. Αν τ |F είναι η σχετική τοπολογία στον F , να
δείξετε ότι ο (F, τ |F ) είναι τκχ.

(3) ΄Εστω {Ei, τi}i∈I οικογένεια τκχ και (E, τγ) ο χώρος γινόµενο (µε την
τοπολογία-γινόµενο). Να εξετάσετε αν ισχύει η ισοδυναµία

(E, τγ) τκχ ⇔ (Ei, τi) τκχ, ∀ i ∈ I.

(4) ΄Εστω E δχ, (F, τ) τκχ και f : E → F γραµµική. Αν f−1(τ) είναι η αρχική
τοπολογία που ορίζεται στον E από την f , να δείξετε ότι (E, f−1(τ)) είναι τκχ.
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3.7. Το Θεώρηµα Hahn–Banach

Γνωρίζουµε από την ΄Αλγεβρα ότι για κάθε διανυσµατικό χώρο E, ο (αλγεβρι-
κός) δυϊκός χώρος E∗ των γραµµικών µορφών είναι µη τετριµµένος. Ειδι-
κότερα, για κάθε x ∈ E, υπάρχει f ∈ E∗ µε f(x) ̸= 0. ∆εν συµβαίνει το
ίδιο στους τδχ, αν ϑεωρήσουµε τον χώρο E ′ των συνεχών γραµµικών µορ-
ϕών. Υπάρχουν τδχ που δεν έχουν καµµία συνεχή γραµµική µορφή. Θα
δούµε παρακάτω ότι η κατάσταση αλλάζει αν η τοπολογία του E ορίζεται από
ηµινόρµες.

Παρακάτω δίνουµε πρώτα δύο προτάσεις για την συνέχεια γραµµικών
απεικονίσεων σε τοπικά κυρτούς χώρους.

3.7.1 Πρόταση. ΄Εστω (E, τ) τκχ, B το σύνολο των απολύτως κυρτών περιο-
χών του 0E και f : E → K γραµµική µορφή. Τότε η f είναι συνεχής, αν και
µόνον αν υπάρχει U ∈ B, τέτοιο ώστε

|f(x)| ≤ pU(x), ∀ x ∈ E.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής. Από την συνέχεια της f στο 0E,
υπάρχει µια απολύτως κυρτή περιοχή U του 0E, µε |f(x)| < 1, για κάθε
x ∈ U . Θεωρούµε τον δείκτη Minkowski pU του U . Ισχυριζόµαστε ότι
|f(x)| ≤ pU(x), για κάθε x ∈ E. Πράγµατι, αν υπάρχει xo ∈ E µε
|f(xo)| > pU(xo), υπάρχει και ξ > 0 µε |f(xo)| > ξ > pU(xo). Τότε
|f(xo

ξ
)| > 1 > pU(

xo

ξ
), άρα xo

ξ
∈ U και |f(xo

ξ
)| > pU(

xo

ξ
), άτοπο.

Αντίστροφα, έστω |f(x)| ≤ pU(x), για κάποια pU , U ∈ B, και κάθε x ∈ E.
Αρκεί να δείξουµε ότι η f είναι συνεχής στο 0E. ΄Εστω ε > 0. Θεωϱού-
µε την περιοχή BpU (0E, ε) του 0E. Τότε, για κάθε x ∈ BpU (0E, ε), είναι
|f(x)| ≤ pU(x) < ε, που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

3.7.2 Θεώρηµα. ΄Εστω (E, τE), (F, τF ) τκχ, των οποίων οι τοπολογίες τE και
τF ορίζονται από τις οικογένειες των ηµινορµών ΓE = {pi}i∈I και ΓF = {qj}j∈J ,
και f : E → F µια γραµµική απεικόνιση. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

(1) Η f είναι συνεχής.
(2) Για κάθε j ∈ J υπάρχουν λ > 0 και πεπερασµένο υποσύνολο ϕ ⊂ I µε

qj(f(x)) ≤ λ sup
i∈ϕ

pi(x), ∀ x ∈ E.

Απόδειξη. (1 ⇒ 2) ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής, και έστω ένα j ∈ J . Τότε
η µπάλλα Bj(0F , 1) είναι περιοχή του 0F , και λόγω της συνέχειας της f ,
υπάρχει µια ϐασική περιοχή του 0E, της µορφής

U = Bi1(0E, εi1) ∩ · · · ∩Bim(0E, εim) ∈ Bo
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(ϐλ. Θεώρηµα 3.6.1) µε f(U) ⊆ Bj(0F , 1). Θέτουµε ϕ = {i1, . . . , im}, ϑεω-
ϱούµε 0 < ε < min{εi : i ∈ ϕ}, και, για κάθε x ∈ E, ϑέτουµε

g(x) = sup
i∈ϕ

pi(x).

΄Εστω x ∈ E. Αν g(x) ̸= 0, τότε, για κάθε i ∈ ϕ,

pi

(
ε

g(x)
· x
)

=
ε

g(x)
pi(x) ≤

ε

g(x)
· g(x) = ε

άρα
ε

g(x)
· x ∈ Bi(0E, εi), ∀ i ∈ ϕ,

εποµένως
ε

g(x)
· x ∈ U και f

(
ε

g(x)
· x
)

∈ Bj(0F , 1), απ΄ όπου προκύπτει ότι

qj

(
f

(
ε

g(x)
· x
))

< 1 και qj(f(x)) < 1
ε
· g(x), δηλ. το Ϲητούµενο ισχύει για

λ = 1
ε
.

Αν g(x) = 0, τότε pi(ax) = |a|pi(x) = 0, για κάθε a ∈ K και κάθε i ∈ ϕ.
΄Οµως

pi(ax) = 0, ∀ a ∈ K, ∀ i ∈ ϕ ⇒ ax ∈
⋂
i∈ϕ

Bi(0E, εi), ∀ a ∈ K

⇒ f(ax) ∈ Bj(0F , 1), ∀ a ∈ K
⇒ qj(f(ax)) = |a|qj(f(x)) < 1, ∀ a ∈ K
⇒ qj(f(x)) = 0,

και η Ϲητούµενη ανισότητα ισχύει.
(2 ⇒ 1) ΄Εστω V ∈ N (0F ) απολύτως κυρτή και qV ∈ ΓF ο αντίστοιχος

δείκτης Minkowski. Θεωρούµε τα αντίστοιχα λ > 0 και ϕ ⊂ I της υπόθεσης,
παίρνουµε ένα 0 < ε < 1/λ και ϑέτουµε U =

⋂
i∈ϕ Bi(0E, ε). Τότε, για κάθε

x ∈ U έχουµε

pi(x) < ε, ∀ i ∈ ϕ ⇒ qV (f(x)) ≤ λ · sup
i∈ϕ

pi(x) ≤ λε < 1

⇒ f(x) ∈ V

που αποδεικνύει την συνέχεια της f .
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3.7.3 Θεώρηµα. (Hahn–Banach, για πραγµατικούς χώρους) ΄Εστω E ένας
πραγµατικός διανυσµατικός χώρος και p µια ηµινόρµα στο E. ΄Εστω ακόµη F
ένας διανυσµατικός υπόχωρος του E και f : F → R γραµµική µορφή µε την
ιδιότητα

f(x) ≤ p(x), ∀ x ∈ F.

Τότε υπάρχει µια γραµµική επέκταση f̃ : E → R της f µε

f̃(x) ≤ p(x), ∀ x ∈ E.

Απόδειξη. Αν F = E, το αποτέλεσµα είναι τετριµµένο. ΄Εστω F ̸= E και
a /∈ F . Θεωρούµε τον µονοδιάστατο υπόχωρο

Ra := {λa : λ ∈ R}

και το ευθύ άθροισµα F ⊕Ra. Ας υποθέσουµε ότι η f επεκτείνεται σε συνεχή
f1 : F ⊕ Ra → R, µε f1(x + λa) ≤ p(x + λa), για κάθε x + λa ∈ F ⊕ Ra.
Επειδή η f1 είναι γραµµική και συµπίπτει µε την f επί του F , η προηγούµενη
ανισότητα γίνεται

f(x) + λf1(a) ≤ p(x+ λa),

για κάθε x ∈ F και λ ∈ R. Θέτοντας λ = 1, παίρνουµε

(3.7.1) f1(a) ≤ −f(x) + p(x+ a), ∀ x ∈ F.

Θέτοντας λ = −1 και εφαρµόζοντας στο −x, παίρνουµε

(3.7.2) −f1(a) ≤ p(−x− a) + f(x), ∀ x ∈ F.

Συνδυάζοντας τις ανωτέρω ανισότητες έχουµε

(3.7.3) −f(x)− p(−x− a) ≤ f1(a) ≤ −f(y) + p(y + a), ∀ x, y ∈ F.

΄Αρα το f1(a) δεν µπορεί να οριστεί αυθαίρετα : πρέπει να ικανοποιεί την
(3.7.3). Το τελευταίο είναι δυνατό, γιατί ισχύει

−f(x)− p(−x− a) ≤ −f(y) + p(y + a), ∀ x, y ∈ F.

Πράγµατι, η τελευταία ανισότητα είναι ισοδύναµη µε την

f(y)− f(x) ≤ p(x+ a) + p(y + a),

που πράγµατι ισχύει :

f(y)− f(x) = f(y − x) ≤ p(y − x) = p(y + a− x− a)

≤ p(x+ a) + p(y + a),
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για κάθε x, y ∈ F . Παίρνουµε λοιπόν κατάλληλο f1(a) και ϑέτουµε

f1(x+ λa) := f(x) + λf1(a),

για κάθε x + λa ∈ F ⊕ Ra. Τότε η f1 είναι γραµµική επέκταση της f στο
F ⊕ Ra. ∆είχνουµε ότι ικανοποιεί την

f1(x+ λa) ≤ p(x+ λa),

για κάθε x + λa ∈ F ⊕ Ra. Αν λ = 0, η ανισότητα συµπίπτει µε εκείνη της
υπόθεσης. Για λ > 0, λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν την δεξιά ανισότητα της (3.7.3),
έχουµε

f1(x+ λa) = λf1

(x
λ
+ a
)
= λ

(
f
(x
λ

)
+ f1(a)

)
≤ λp

(x
λ
+ a
)
= p(x+ λa),

ενώ για λ < 0, έχουµε

f1(x+ λa) = −λf1

(
−x

λ
− a
)
= −λ

(
−f
(x
λ

)
− f1(a)

)
≤ −λp

(
−x

λ
− a
)
= p(x+ λa),

όπου τώρα πήραµε υπ᾿ όψιν την αριστερή ανισότητα της σχέσης (3.7.3).
Εφ᾿ όσον είναι δυνατή η κατασκευή της επιθυµητής επέκτασης σε υπόχω-

ϱους µεγαλύτερους κατά µία διάσταση κάθε ϕορά, το Ϲητούµενο αποτέλεσµα
το παίρνουµε µε χρήση του Λήµµατος του Zorn: ΄Εστω P η οικογένεια όλων
των διατεταγµένων Ϲευγών (N, h), όπου F ≤ N ≤ E και h : N → R γραµµι-
κή µορφή µε h|F = f και h(x) ≤ p(x), για κάθε x ∈ N . Το P είναι µερικά
διατεταγµένο µε την διάταξη

(N1, h1) ≤ (N2, h2) ⇔ N1 ≤ N2 και h2|N1 = h1.

Κάθε γραµµικά διατεταγµένο υποσύνολο C του P έχει άνω ϕράγµα: αν
C = {(Ni, hi)}i∈I γραµµικά διατεταγµένο, τότε το N := ∪i∈INi είναι γραµµι-
κός υπόχωρος του E και η h : N → R µε h(x) = hi(x), αν x ∈ Ni, είναι καλά
ορισµένη και γραµµική. ΄Αρα (N, h) ∈ P και (Ni, hi) ≤ (N, h), για κάθε
i ∈ I. Λόγω του Λήµµατος του Zorn, το P έχει τουλάχιστον ένα µεγιστικό
στοιχείο (N, h). Υποχρεωτικά N = E, αλλιώς η προηγούµενη κατασκευή
ϑα µας επέτρεπε να µεγαλώσουµε την επέκταση σε ένα υπόχωρο κατά µία
διάσταση µεγαλύτερο του N , πράγµα που ϑα ερχόταν σε αντίφαση µε την
ιδιότητα του (N, h) να είναι µεγιστικό.
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Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι η ανισότητα f(x) ≤ p(x), για κάθε x ∈ E,
µε f γραµµική και p ηµινόρµα, δίνει −f(x) = f(−x) ≤ p(−x) = p(x), άρα
τελικά, |f(x)| ≤ p(x), για κάθε x ∈ E.

Επίσης, πρέπει να παρατηρήσουµε πως στο Θεώρηµα 3.7.3 η υπόθεση ότι
η p είναι ηµινόρµα µπορεί να αντικατασταθεί µε την ασθενέστερη υπόθεση
ότι η p είναι υποπροσθετική και ϑετικά οµογενής, δηλ. ότι

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) και p(λx) = λp(x),

για κάθε x, y ∈ E και λ > 0.

3.7.4 Θεώρηµα. (Hahn–Banach, για µιγαδικούς χώρους) ΄Εστω E ένας µι-
γαδικός διανυσµατικός χώρος και p µια ηµινόρµα στο E. ΄Εστω ακόµη F ένας
διανυσµατικός υπόχωρος του E και f : F → C γραµµική µορφή µε την ιδιότητα

|f(x)| ≤ p(x), ∀ x ∈ F.

Τότε υπάρχει µια γραµµική επέκταση f̃ : E → C της f µε

|f̃(x)| ≤ p(x), ∀ x ∈ E.

Απόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση

g : F −→ R : x 7→ g(x) := Ref(x).

Η g είναι γραµµική µορφή του υποκείµενου πραγµατικού διανυσµατικού
χώρου και

f(x) = g(x)− ig(ix), ∀ x ∈ F.

Επειδή
g(x) ≤ |g(x)| ≤ |f(x)| ≤ p(x), ∀ x ∈ F,

ισχύει το Θεώρηµα 2.7.2, άρα υπάρχει γραµµική επέκταση g̃ : E → R της g,
µε g̃(x) ≤ p(x), για κάθε x ∈ E. Θεωρούµε την απεικόνιση f̃ : E → C, µε

f̃(x) := g̃(x)− ig̃(ix), ∀ x ∈ E.

Τότε η f̃ είναι C–γραµµική µορφή επί του E και επεκτείνει την f . Μένει να
δειχθεί ότι |f̃(x)| ≤ p(x), για κάθε x ∈ E. για f̃(x) = 0 ισχύει. για f̃(x) ̸= 0,

ϑέτουµε a := |f̃(x)| και b :=
f̃(x)

a
. Τότε |b| = 1 και

|f̃(x)| = a = bf̃(x) = f̃(bx) = g̃(bx)− ig̃(ibx).

Επειδή |f̃(x)| ∈ R, πρέπει g̃(ibx) = 0. ΄Αρα

|f̃(x)| = g̃(bx) ≤ p(bx) = |b|p(x) = p(x)

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.
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Είµαστε πλέον σε ϑέση να αποδείξουµε την ύπαρξη µη–τετριµµένων συ-
νεχών γραµµικών µορφών.

3.7.5 Πόρισµα. ΄Εστω (E, p) ένας χώρος µε ηµινόρµα και a ∈ E. Τότε
υπάρχει συνεχής γραµµική µορφή f : E → K µε f(a) = p(a) και |f(x)| ≤
p(x), για κάθε x ∈ E.

Απόδειξη. για a = 0E, το αποτέλεσµα είναι τετριµµένο. Αν a ̸= 0E, ϑέτουµε
F := Ka και

h : F −→ K : λa 7→ λp(a).

Επειδή |h(λa)| = |λ|p(a) = p(λa), για κάθε λa ∈ F , η h επεκτείνεται στην
Ϲητούµενη f .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) ΄Εστω E ο πραγµατικός διανυσµατικός χώρος των ϕραγµένων πραγµατικών
ακολουθιών x = (an) και

p : E −→ R : x 7−→ lim sup an.

Να ελέγξετε αν :
(i) Η p είναι ηµινόρµα.
(ii) υπάρχει γραµµική µορφή f : E → R µε f(x) = lim an, για κάθε

συγκλίνουσα ακολουθία x = (an).

3.8. Φραγµένα σύνολα

3.8.1 Ορισµός. Ενα υποσύνολο A ενός τδχ E λέγεται ϕραγµένο, αν, για κάθε
περιοχή U του µηδενός, υπάρχει λ ∈ K µε A ⊆ λU .

3.8.2 Λήµµα. Ενα υποσύνολοA ενός χώρου µε νόρµα (E, ∥ ∥) είναι ϕραγµένο,
αν και µόνον αν υπάρχει M > 0, µε ∥x∥ < M , για κάθε x ∈ A.

Απόδειξη. Θεωρούµε την µοναδιαία µπάλλα

U := S(0E, 1) = {x ∈ E : ∥x∥ < 1}.

΄Εστω ότι το A είναι ϕραγµένο και έστω λ ∈ K µε A ⊆ λU . Θέτουµε M := |λ|.
Τότε

x ∈ λU ⇒ λ−1x ∈ U ⇒ ∥λ−1x∥ ≤ 1 ⇒
⇒ ∥x∥ ≤ |λ| = M.
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Αντίστροφα, έστω M > 0, µε ∥x∥ ≤ M , για κάθε x ∈ A, δηλ. A ⊆ MU .
Θεωρούµε µια περιοχή V του 0E. υπάρχει ε > 0 µε S(0E, ε) ⊆ V , ή,
ισοδύναµα, εU ⊆ V . Τότε A ⊆ MU ⊆ (M/ε)V , και το Ϲητούµενο ισχύει για
λ := M/ε.

3.8.3 Θεώρηµα. (Kolmogorov) ΄Εστω (E, τ) ένας τδχ. Τότε η τοπολογία τ
προέρχεται από µία νόρµα αν και µόνον αν ο E είναι Hausdorff και έχει µια
ϕραγµένη και κυρτή περιοχή του µηδενός.

Απόδειξη. Αν ∥ ∥ είναι µια νόρµα που ορίζει την τοπολογία του E, τότε ο E,
σαν µετρικός χώρος, είναι Hausdorff και κάθε µπάλλα µε κέντρο το 0E είναι
µια ϕραγµένη και κυρτή περιοχή του 0E.

Αντίστροφα, έστω ότι ο E είναι Hausdorff και έχει µια ϕραγµένη και κυρτή
περιοχή U του µηδενός. Τότε υπάρχει µια ισορροπηµένη περιοχή V του 0E,
µε V ⊆ U . Θέτουµε

W := {
n∑

i=1

tixi : ti ∈ [0, 1] µε
n∑

i=1

ti = 1 και xi ∈ V }.

Τότε W είναι κυρτή και ισορροπηµένη περιοχή του 0E και W ⊆ U . Επειδή
το U είναι ϕραγµένο, κάθε υποσύνολό του είναι ϕραγµένο, άρα το W είναι
µια ϕραγµένη, κυρτή και ισορροπηµένη περιοχή του 0E.

Για κάθε 0E ̸= x ∈ E, ορίζουµε το σύνολο

A(x) := {λ ∈ K : x /∈ λW}

και ϑέτουµε A(0E) := {0}. Προφανώς 0 ∈ A(x), για κάθε x ∈ E. Αν
x ̸= 0E, τότε το A(x) έχει µη–µηδενικά στοιχεία : Πράγµατι, αφού ο E είναι
Hausdorff, υπάρχει περιοχή B του 0E µε x /∈ B, και αφού το W είναι
ϕραγµένο, υπάρχει 0E ̸= α ∈ K µε W ⊆ αB, ή, ισοδύναµα, α−1W ⊆ V .
Τότε x /∈ α−1W και α−1 ∈ A(x).

Ορίζουµε τώρα την απεικόνιση

∥ ∥ : E → K : x 7→ ∥x∥ := sup{|λ| : λ ∈ A(x)}.

Προφανώς ∥0E∥ = 0 και ∥x∥ > 0, για κάθε 0E ̸= x ∈ E. Επίσης,

(3.8.1) A(µx) = µA(x), ∀ x ∈ E, µ ∈ K,

άρα ∥µx∥ = µ∥x∥. Για να δείξουµε ότι η ∥ ∥ είναι νόρµα, µένει να δείξουµε
ότι ∥x∥ < ∞ και ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥. Προς τούτο, αποδεικνύουµε πρώτα
ότι

(3.8.2) {λ ∈ K : |λ| < ∥x∥} ⊆ A(x).
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Αν x = 0E, το σύνολο στο αριστερό µέρος της (3.8.2) είναι το κενό και η
σχέση ισχύει. Υποθέτουµε ότι x ̸= 0E και |λ| < ∥x∥. Αν λ = 0, τότε
λ = 0 ∈ A(x). ΄Εστω 0 < |λ|. Τότε, από τον ορισµό του ∥x∥, υπάρχει µ ∈ A(x)
µε |λ| < |µ| ≤ ∥x∥, δηλ. x ̸= µW . Επειδή το W είναι ισορροπηµένο,
λW ⊆ µW , άρα x /∈ λW , και η (3.8.2) έχει αποδειχθεί. ΄Εστω τώρα x ∈ E.
Ισχυριζόµαστε ότι ∥x∥ < ∞. Επειδή το W είναι απορροφούν, υπάρχει λ ̸= 0
µε λx ∈ U , άρα 1 /∈ A(λx). Τότε όµως ∥λx∥ ≤ 1, λόγω της (3.8.2), εποµένως
|λ|∥x∥ ≤ 1, που αποδεικνύει ότι ∥x∥ είναι πεπερασµένο.

Για την υποπροσθετικότητα, έστω x, y ∈ E µε x, y, x + y ̸= 0E, αλλιώς
το αποτέλεσµα είναι προφανές. ΄Εστω και ε > 0. Θέτουµε a := ∥x∥ + ε και
b := ∥y∥ + ε. Επειδή a > ∥x∥, έχουµε a /∈ A(x), ή ισοδύναµα, x ∈ aW .
Οµοίως y ∈ bW . Αφού το W είναι κυρτό, έχουµε

x+ y ∈ aW + bW ⊆ (a+ b)W,

δηλ. a+ b /∈ A(x+ y). Λόγω της (3.8.2),

a+ b ≥ ∥x+ y∥,

για καθε ε > 0, που αποδεικνύει την τριγωνική ανισότητα.
Αποδείχθηκε λοιπόν ότι η ∥ ∥ είναι νόρµα. Θα δείξουµε τώρα ότι η µετρική

τοπολογία που ορίζει η νόρµα συµπίπτει µε την τοπολογία τ . Αφού και οι δύο
τοπολογίες κάνουν τον E τδχ, αρκεί να δείξουµε ότι συµπίπτουν οι ανοιχτές
περιοχές του 0E. ΄Εστω V ∈ τ ανοιχτή περιοχή του 0E και έστω 0 ̸= λ ∈ K µε
W ⊆ λV . Θεωρούµε την µπάλλα S(0E, |λ|−1) και παρατηρούµε ότι

x ∈ S(0E, |λ|−1) ⇒ ∥x∥ < |λ|−1

⇒ λ−1 /∈ A(x) ⇒
⇒ x ∈ λ−1W ⊆ V

δηλ.
S(0E, |λ|−1) ⊆ V,

που αποδεικνύει ότι το V είναι περιοχή του 0E στην µετρική τοπολογία. Α-
ντίστροφα, έστω V µια περιοχή του 0E στην µετρική τοπολογία. Τότε υπάρχει
ε > 0 µε S(0E, ε) ⊆ V . Θεωρούµε την περιοχή εW της τ . για κάθε x ∈ εW ,
ισχύει ε /∈ A(x), άρα ∥x∥ ≤ ε και εW ⊆ V . Η τελευταία σχέση δείχνει ότι η
V είναι περιοχή του 0E στην τ .
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) Συµπληρώστε τις λεπτοµέρειες της απόδειξης στο Θεώρηµα του Kolmogo-
rov.

(2) Να δείξετε ότι ένα υποσύνολο A ενός τδχ E είναι ϕραγµένο, αν και µόνον
αν για κάθε ακολουθία xn ∈ A και κάθε ακολουθία λn ∈ K µε λn −→ 0,
ισχύει λnxn −→ 0E.

(3) ΄Εστω E,F τδχ και f : E → F συνεχής γραµµική. Αν A ⊆ E ϕραγµένο,
να δείξετε ότι f(A) ϕραγµένο. Ισχύει ότι αν B ⊆ F ϕραγµένο τότε και f−1(B)
ϕραγµένο ;
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