Ozmeia Métpov 2025-26 - PUALGSLO 2

IIpoBecuia wagdadoong: 14 Asgkeufeiov 2025. MMapadidete S ATTO TIC AGKNGELG.

1. 'Eoto X # 0, kan U™ €€0teQd uétpo otov X, pue u*(X) < +oo. Opitovue v*: Z(X) — [0, 4o0),
ue
V¥(A) ==/ u*(A), yw kdfe ACX.

Aelgte Otu
a) To v* elvon eEwTepkd UétQo.

b) To kdbe A C X, woyvel 6Tt
10 A elvan Vi-petpiowo <= p(A)=0n u"(X\A)=0.

2. a) Ogitovue & :={A € B(R): AxRc %B(R?)}. Acitre 6w o/ = B(R).
b) Egnynote 1o 611, yia kGBe A, B € ZB(R), 10 A x B € B(R?).
¢) Aeigte 6T, yia kGbe A,B € B(R) ue A(A),A(B) € (0,+o0),

A2(A x B) < A(A)-A(B).

d) Xdg diveron 6T, yia kGOe A, B € B(R) ue memepacuévo uétpo Lebesgue, woyvel 4T
AM(AxB)=A(A)-A(B).
Aeigte 6T, yio kGOe A,B € Z(R), to AXB€ .X(Rz).

3. Zwotd N AdBog; AIKOLOAOYAGTE TIC AITOVTAGELS GOC.
a) N kGbe A € Z(R), éxovue 611 A(A) =min{A(U) : U avorytd, U D A}.
b) T kGbe A € Z(R), éxovue 611 A(A) =sup{A(F): F khewotd, F CA}.

¢) 'Ectw N C [0,1) éva cvvodo Vitali tov mrepiéxel akepods évav aviimreéonIto artd kdabe

kAdon g wodvvauiog ~ ato [0,1), dmtov x ~y av kar wévo av x—y € Q. Tdte, 1. (N) =0

4. 'Eotw A€ L (R) ue 0 < A(A) < +o0. "Eotw € > 0. AeiEte 611 vItdEyoUV TTETTEQUOUEVA TO TTAROOC
(peayuéva) dwactipata (ay,by),..., (ay,by), dote

A (AA <CJJ (an,b,,)>> <E.
n=1

Tw kGBe cvvoda A, B, opitovue AAB:= (A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB).)
5. 'Ectw A C R. Aelgte 6L T0 A efvan Lebesgue-uetpricyo av kor uévo av

b—a=21"((a,b)NA)+A"((a,b) \A) va kGBe a < b cT0 R.



6. ‘Eotw A € Z(R), ue tnv wdtnta 6t 0 < A(A) < +oo. AeiEte 6T1

lim A (AU(A+1)) = A(A).

t—0

[Yrédeign: Ipoto koaAvyte 10 A KaTdAAnAQ pe SlocTARATOL.]

7. "Ectw A, B Lebesgue-uetoricipa vitogvola tov R, date to A+ B va eivon kow avuto Lebesgue-
uetenowo. Aegigte 6t A(A+B) > A(A) + A(B).

(YTtodergn: Exe@teite T TNV TTERITTTOGN TToV Td A, B elvanl gpayuéva. Mmopeite va Pesite

8vo aviituma Twv A, B uéca ato A + B, T0ov va efvor TTeAKTIKA E€va;)

8. a)

b)

"Eotw A C R upe tnv wbidtnta 6t A (A) > 0. Egnyriote yiati 1o A —A TeQuéxel avo o
GUVOoAO.
‘Ecto C o kklog ctov R? ue rkévigo (1,0) ko aktiva 1. Ogitovue Cp:= C\ {(0,0)}.

‘Ectw A Lebesgue-uetonoiuo virogvvodo tov R?, ue thv iiétnta 6T, yia ke x € A, 1o
guvodo x +Cy meeiéxeton 6o R?\ A. AeiEte 611 A»(A) = 0.

[Yrédeign: Oa Bonbricer va @ridgete oxnua ywa tov Co kow yo. Tov x + Cy (Tn UeTapoed
Tou katd Sidvuoua x). Emiong, da fonbricer n magatignon 6t kdbe urtdia B(0,5) ue

kévteo to 0 téuver Tov Cp.]



