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1 ∆ιαφορικές Ροές

1.1 Ορισµός. ΄Εστω (M,A) µια διαφορική πολλαπλότητα. Μια διαφορική

ϱοή επί της M είναι µια διαφορίσιµη απεικόνιση

θ : R×M −→M,

που ικανοποιεί τις συνθήκες :

θ(0, x) = x, ∀ x ∈M,(1)
θ(t, θ(s, x)) = θ(t+ s, x), ∀ s, t ∈ R, x ∈M.(2)

∆ηλ., µια διαφορική ϱοή επί της M είναι µια διαφορίσιµη δράση της προ-
σθετικής οµάδας (R,+) επί της M .

Παρατηρούµε ότι οι µερικές απεικονίσεις θt είναι διαφορίσιµες, θ0 = idR,
ενώ για κάθε t ∈ R, είναι

θt(θ−t(x)) = θ(t+ (−t), x) = θ(0, x) = x,

δηλ. κάθε θt :M →M είναι αµφιδιαφόριση µε αντίστροφη την

θ−1
t = θ−t,

ενώ, λόγω της (2), ισχύει και η

θt ◦ θs = θt+s.

Επίσης παρατηρούµε ότι οι µερικές απεικονίσεις

θx : R −→M, x ∈M

είναι διαφορίσιµες καµπύλες της M .
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1.2 Ορισµός. ΄Εστω θ µια διαφορική ϱοή της (M,A) και x ∈M . Ονοµάζου-
µε τροχιά του x και συµβολίζουµε µε Ox, την εικόνα της µερικής απεικόνισης
θx, δηλ.

Ox = θx(R) = {θ(t, x) : t ∈ R}.

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι η ϱοή (σαν δράση που είναι) ορίζει µια σχέση
ισοδυναµίας στην πολλαπλότητα:

x ∼ y ⇔ ∃ t ∈ R : θ(t, x) = y.

Οι τροχιά του x ∈ M είναι η κλάση ισοδυναµίας του x ως προς αυτή την
σχέση. Σαν αποτέλεσµα, έχουµε ότι δύο τροχιές ή συµπίπτουν, ή είναι ξένες.

1.3 Ορισµός. ΄Εστω θ µια διαφορική ϱοή της (M,A). Ονοµάζουµε απειρο-

στικό γεννήτορα της θ την απεικόνιση

ξ :M −→ TM : ξ(x) = θ̇x(0).

1.4 Λήµµα. Για κάθε διαφορική ϱοή θ της (M,A), ο απειροστικός της γεννή-
τορας ξ είναι ένα διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο της M .

Απόδειξη. Για κάθε x ∈M , έχουµε ότι

ξ(x) = θ̇x(0) ∈ Tθ0(x)M = TxM,

άρα το ξ είναι διανυσµατικό πεδίο. Είναι και διαφορίσιµο: αν (U, ϕ) ∈ A µε
x ∈ U , τότε οι συνιστώσες του ξ ως προς τον (U, ϕ) είναι διαφορίσιµες :

ξi(x) = ξx(xi) = θ̇x(0)(xi) =

(
Tθx

(
d

dt

∣∣∣∣
0

))
(xi)

=

(
d

dt

∣∣∣∣
0

)
(xi ◦ θx) =

∂(xi ◦ θx)
∂t

∣∣∣∣
0

που είναι διαφορίσιµη ως προς x.

1.5 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) διαφορική πολλαπλοτητα Hausdorff, θ διαφο-
ϱική ϱοή της M και ξ ο απειροστικός της γεννήτορας. Τότε, για κάθε x ∈M , η
θx είναι η (µοναδική) ολοκληρωτική καµπύλη του ξ µε αρχική συνθήκη x.
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Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι θ̇x(s) = ξ(θx(s)), για κάθε s ∈ R. Θεωρούµε
x ∈M και s ∈ R, σταθερό. Θέτουµε θx(s) = y ∈M . Παρατηρούµε ότι

θy(t) = θ(t, y) = θ(t, θ(s, x)) = θ(t+ s, x) = θx(t+ s) = θx ◦ ℓs(t),

άρα
θy = θx ◦ ℓs.

Τώρα µπορούµε να υπολογίσουµε:

ξ(θx(s)) = ξ(y) = θ̇y(0) =
˙︷ ︸︸ ︷

θx ◦ ℓs(0)

= Tθx ◦ Tℓs
(
d

dt

∣∣∣∣
0

)
= Tθx

(
d

dt

∣∣∣∣
ℓs(0)

)

= Tθx

(
d

dt

∣∣∣∣
s

)
= θ̇x(s).

Παρατηρούµε ότι αν ξ ∈ X (M) είναι απειροστικός γεννήτορας µιας δια-
ϕορικής ϱοής, τότε οι ολοκληρωτικές καµπύλες του ορίζονται σε όλο το R.
΄Ενα τέτοιο διανυσµατικό πεδίο λέγεται πλήρες.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα ένα τυχαίο ξ ∈ X (M). Για κάθε x ∈ M , συµβολί-
Ϲουµε µε αx την ολοκληρωτική καµπύλη του ξ µε αρχική συνθήκη x. Τότε η
απεικόνιση

α : A −→M : α(t, x) = αx(t)

µε A κατάλληλο υποσύνολο του R×M είναι διαφορίσιµη. Επίσης,

αx(0) = x, ∀ x ∈M

και
α(t, α(s, x)) = α(t+ s, x)

για όσα t, s, x ορίζονται τα δύο µέλη της ισότητας. Πράγµατι, η α(t, α(s, x)) =
αα(s,x)(t) είναι η (µοναδική, για πολλαπλότητα Hausdorff) ολοκληρωτική κα-
µπύλη του ξ µε αρχική συνθήκη α(0, α(s, x)) = α(s, x). Η α(t + s, x) είναι
επίσης ολοκληρωτική καµπύλη του ξ (ϐλ. σχέση (13) του Μαθήµατος 11), µε
αρχική συνθήκη α(0 + s, x) = α(s, x). ΄Αρα οι δύο καµπύλες συµπίπτουν.
∆ηλ. οι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης α̇ = ξ ◦ α είναι ῾῾τοπικές διαφορικές
ϱοές᾿᾿ επί της M .
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1.6 Παραδείγµατα. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τα Παραδείγµατα 1.5 του προη-
γούµενου µαθήµατος, έχουµε:

(Α) Το ξ ∈ X (R2) µε

ξ = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

αντιστοιχεί στην διαφορική ϱοή

θ(t, (x, y)) = α(x,y)(t) = (x exp t, y exp t),

για κάθε t ∈ R και (x, y) ∈ R2.
(Γ) Το ϐασικό διανυσµατικό πεδίο ξ = ∂

∂x1
∈ X (U), ως προς ένα χάρτη

(U, ϕ), αντιστοιχεί στην (τοπική) ϱοή

θ(t, x) = αx(t) = ϕ−1(t+ x1(x), x2(x), . . . , xm(x)).

(∆) Το ολικό διανυσµατικό πεδίο ξ = d
dt

του R αντιστοιχεί στην διαφορική
ϱοή

θ(t, s) = ℓs = t+ s.

2 Συσχετισµένες Ροές

2.1 Ορισµός. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, f : M → N
διαφορίσιµη και ϕ, ψ διαφορικές ϱοές των M , N , αντίστοιχα. Λέµε ότι οι ϕ,
ψ είναι f-συσχετισµένες, αν

f ◦ ϕ = ψ ◦ (idR × f),

δηλ. αν το επόµενο διάγραµµα είναι µεταθετικό.

R×M M

R×N N

ϕ

idR×f f

ψ

2.2 Πρόταση. Με τις υποθέσεις του προηγούµενου ορισµού, οι παρακάτω προ-
τάσεις είναι ισοδύναµες :

(i) Οι ϕ, ψ είναι f -συσχετισµένες.
(ii) Οι απειροστικοί γεννήτορες των ϕ και ψ είναι f -συσχετισµένοι.
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Απόδειξη. ΄Εστω ξ ∈ X (M) και η ∈ X (N) οι απειροστικοί γεννήτορες των ϕ
και ψ, αντίστοιχα.

(i⇒ ii) ΄Εστω ότι ϕ, ψ είναι f-συσχετισµένες. Για κάθε x ∈M , η ϕx είναι
ολοκληρωτική καµπύλη του ξ, και, για κάθε t ∈ R, η σύνθεση

f ◦ ϕx(t) = f(ϕ(t, x)) = ψ ◦ (idR × f)(t, x) = ψ(t, f(x)) = ψf(x)(t)

είναι ολοκληρωτική καµπύλη του η. Από την Πρόταση 1.6 του Μαθήµατος
11, τα ξ και η είναι f-συσχετισµένα.

(ii ⇒ i) ΄Εστω τώρα ότι οι απειροστικοί γεννήτορες είναι f-συσχετισµένοι.
Τότε (πάλι από την ίδια πρόταση), η f µεταφέρει κάθε ολοκληρωτική καµπύ-
λη ϕx του ξ στην ολοκληρωτική καµπύλη f ◦ ϕx του η, µε αρχική συνθήκη
f ◦ ϕx(0) = f(x). ΄Αρα η τελευταία συµπίπτει µε την ψf(x). Εποµένως, για
κάθε t ∈ R και x ∈M ,

f ◦ ϕ(t, x) = f ◦ ϕx(t) = ψf(x)(t) = ψ(t, f(x)) = ψ ◦ (idR × f)(t, x)

και οι ϱοές είναι συσχετισµένες.


