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1 Ο εφαπτόµενος χώρος

Η συνήθης έννοια της διαφορισιµότητας (στον Απειροστικό Λογισµό) στο-
χεύει στην τοπική προσέγγιση µιας απεικόνισης f : U ⊆ Rm → Rn που
είναι διαφορίσιµη στο x ∈ U µε µια γραµµική απεικόνισηDf(x) : Rm → Rn,
που ονοµάζεται διαφορικό. Για να πάρουµε την ανάλογη προσέγγιση στις
πολλαπλότητες, χρειάζεται πρώτα να προσαρτήσουµε στα σηµεία της πολ-
λαπλότητας γραµµικούς χώρους, που είναι τα πεδία ορισµού και τιµών του
διαφορικού. Ενώ στην Ανάλυση τα διαφορικά ορίζονται µεταξύ των σταθερών
χώρων Rm και Rn, στις πολλαπλότητες αυτοί οι χώροι αλλάζουν µε το σηµείο
x.

Σε όλα τα επόµενα, ϑεωρούµε µια m–διάστατη διαφορική πολλαπλότητα
(M,A).

1.1 Ορισµός. Μιά διαφορίσιµη καµπύλη της πολλαπλότητας M είναι µια
διαφορίσιµη απεικόνιση α : J → M , όπου J είναι ένα ανοιχτό διάστηµα στο
R µε 0 ∈ J (όπου J είναι εφοδιασµένο µε τη δοµή της ανοιχτής υποπολλα-
πλότητας του R).

Σε πολλές περιπτώσεις, για ευκολία, ϑεωρούµε το J σαν συµµετρικό διά-
στηµα της µορφής (−ε, ε).

Επίσης λέµε ότι η καµπύλη α περνά από το σηµείο x ∈M , αν α(0) = x.

1.2 Ορισµός. ΄Εστω α, β διαφορίσιµες καµπύλες επί του M που περνούν
από το x ∈M . Θα λέµε ότι α, β εφάπτονται στο x, ή ότι είναι ισοδύναµες

στο x, αν υπάρχει ένα χάρτης (U, ϕ) επί του M µε x ∈ U και

(1) D(ϕ ◦ α)(0) = D(ϕ ◦ β)(0).

1.3 Παρατηρήσεις. 1) Για το ορισµό της επαφής δύο καµπυλών, αρκεί να
είναι C1–διαφορίσιµες, αφού δεν απαιτείται η ύπαρξη των διαφορικών ανώτε-
ϱης τάξης.
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2) Επειδή D(ϕ ◦ α)(0) ∈ L(R,Rm), έχουµε ότι

[D(ϕ ◦ α)(0)](λ) = λ[D(ϕ ◦ α)(0)](1),

για κάθε λ ∈ R, έτσι η συνθήκη (1) του ορισµού είναι ισοδύναµη µε την
ισότητα D(ϕ ◦ α)(0)](1) = [D(ϕ ◦ β)(0)](1), δηλαδή την ισότητα

(2) (ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0),

που, µε τη σειρά της, είναι ισοδύναµη µε

(3) (xi ◦ α)′(0) = (xi ◦ β)′(0), ∀ i = 1, . . . ,m,

όπου xi = ui ◦ ϕ, i = 1, . . . ,m είναι οι τοπικές συντεταγµένες του χάρτη
(U, ϕ).

Η επαφή των καµπυλών που ορίστηκε ανωτέρω, είναι ανεξάρτητη του χάρ-
της (U, ϕ). Πράγµατι, ισχύει η επόµενη πρόταση:

1.4 Πρόταση. Αν α, β είναι εφαπτόµενες στο x ∈ M , τότε, για κάθε χάρτη

(V, ψ) επί του M µε x ∈ V έχουµε D(ψ ◦ α)(0) = D(ψ ◦ β)(0).

Απόδειξη. Επειδή α, β είναι εφαπτόµενες στο x = α(0) = β(0), υπάρχει ένας
χάρτης (U, ϕ) µε x ∈ U και D(ϕ ◦ α)(0) = D(ϕ ◦ β)(0). Αν (V, ψ) είναι ένας
άλλος χάρτης µε x ∈ V , τότε

D(ψ ◦ α)(0) = D((ψ ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ α))(0)
= D(ψ ◦ ϕ−1)((ϕ ◦ α)(0)) ◦D(ϕ ◦ α)(0)
= D(ψ ◦ ϕ−1)((ϕ ◦ β)(0)) ◦D(ϕ ◦ β)(0)
= D((ψ ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ β))(0)
= D(ψ ◦ β)(0).

1.5 Πόρισµα. Η επαφή των καµπυλών σε ένα σηµείο x ∈ M είναι µια σχέση

ισοδυναµίας.

Λόγω του προηγούµενη πορίσµατος, το σύνολο των διαφορίσιµων καµπυ-
λών που περνούν από το x ∈ M διαµερίζεται σε κλάσεις ισοδυναµίας. Συµ-
ϐολίζουµε µε [(α, x)] την κλάση µιας τέτοιας καµπύλης α.
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1.6 Ορισµός. Το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας όλων των διαφορίσιµων
καµπυλών επί του M που περνούν από το x ϑα λέγεται ο εφαπτόµενος

χώρος του M στο x και ϑα συµβολίζεται µε TxM . Τα στοιχεία του TxM ϑα
λέγονται εφαπτόµενα διανύσµατα στο x και συνήθως ϑα συµβολίζονται µε
u, v, w, κλπ.

Θα αποδείξουµε τώρα ότι ο TxM µπορεί να εφοδιαστεί µε δοµή διανυ-
σµατικού χώρου.

1.7 Πρόταση. ΄Εστω (M,A) µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα και

x ∈M . Ακόµη, έστω (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U . Τότε η απεικόνιση

ϕ̄ : TxM −→ Rm : [(α, x)] 7→ [D(ϕ ◦ α)(0)](1) = (ϕ ◦ α)′(0)

είναι καλά ορισµένη και αµφιµονοσήµαντη.

Απόδειξη. (ι) Για να δείξουµε ότι η απεικόνιση ϕ̄ είναι καλά ορισµένη, αρκεί
να αποδείξουµε ότι είναι ανεξάρτητη της επιλογής της καµπύλης α που ορίζει
την κλάση [(α, x)]. Πράγµατι, έστω β ∈ [(α, x)]· δηλαδή, έστω β µια διαφορί-
σιµη καµπύλη επί του M , εφαπτόµενη στην α. Από τον ορισµό της επαφής,
(ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0), που είναι η Ϲητούµενη ισότητα.

(ii) Αποδεικνύουµε ότι ϕ̄ είναι 1–1: ΄Εστω [(α, x)], [(β, x)] ∈ TxM µε
ϕ̄([(α, x)]) = ϕ̄([(β, x)]). Τότε, (ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0), δηλαδή, α και β
είναι εφαπτόµενες στο x και [(α, x)] = [(β, x)].

(ιii) Τέλος δείχνουµε ότι ϕ̄ είναι επί : ΄Εστω h ∈ Rm. Θεωρούµε την απει-
κόνιση

ε : R −→ Rm : t 7→ ϕ(x) + th.

Τότε ε είναι διαφορίσιµη µε ε(0) = ϕ(x) και ε′(0) = h. Επειδή ε είναι
συνεχής, και ϕ(U) είναι µια ανοιχτή περιοχή του ϕ(x) = ε(0), υπάρχει ένα
ανοιχτό διάστηµα J που περιέχει το 0, µε ε(J) ⊆ ϕ(U), έτσι, µπορούµε να
ορίσουµε την σύνθεση α := ϕ−1 ◦ ε|J : J → U ⊆ M . Τότε α είναι µια
διαφορίσιµη καµπύλη επί του M µε α(0) = x και

ϕ̄([(α, x)]) = (ϕ ◦ α)′(0) = ε′(0) = h.

1.8 Πόρισµα. Για κάθε h ∈ Rm
, ϕ̄−1(h) = [(α, x)], όπου

α(t) = ϕ−1(ϕ(x) + th),

µε t σε ένα κατάλληλο διάστηµα J .



1 Ο ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟΣ ΧΩΡΟΣ 4

Η απεικόνιση ϕ̄ ταυτίζει τα σύνολα TxM και Rm. Εποµένως, µπορούµε
να µεταφέρουµε την αλγεβρική δοµή του Rm στο TxM , ϑέτοντας

(4)
u+ v := ϕ̄−1(ϕ̄(u) + ϕ̄(v))

λu := ϕ̄−1(λϕ̄(u))

για κάθε u, v ∈ TxM και λ ∈ R.
Αξίζει να σηµειωθεί ότι η άλγεβική δοµή του TxM µπορεί να οριστεί µέσω

της σχέσης
λu+ µv := ϕ̄−1(λϕ̄(u) + µϕ̄(v)),

εποµένως παίρνουµε την πρόσθεση και τον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό, ϑέτον-
τας u+ v := 1u+ 1v και λu := λu+ 0u.

Προφανώς έχουµε το επόµενο

1.9 Θεώρηµα. Αν (M,A) είναι µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα,

x ∈ M και (U, ϕ) ∈ A µε x ∈ U , τότε οι πράξεις (4) ορίζουν στον TxM δοµή

διανυσµατικού χώρου, έτσι ώστε ϕ̄ να γίνεται ένας γραµµικός ισοµορφισµός.

Αν (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A µε x ∈ U ∩ V , τότε υπάρχουν δύο απεικονίσεις

ϕ̄, ψ̄ : TxM → Rm.

Γενικά, ϕ̄ ̸= ψ̄. ΄Οµως, ορίζουν την ίδια δοµή διανυσµατικού χώρου (: τις
ίδιες πράξεις) επί του M : ∆ηλαδή, αν

λ ◦ u⊕ µ ◦ v := ψ̄−1(λψ̄(u) + µψ̄(v)),

τότε
λ ◦ u⊕ µ ◦ v = λu+ µv,

η, ισοδύναµα,

(5) ψ̄−1(λψ̄(u) + µψ̄(v)) = ϕ̄−1(λϕ̄(u) + µϕ̄(v)).

Για να αποδείξουµε την ανωτέρω ισότητα, πρώτα χρειαζόµαστε το επόµενο

1.10 Λήµµα. Αν (M,A) είναι µια m-διάστατη διαφορική πολλαπλότητα,

x ∈M και (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A µε x ∈ U ∩ V , τότε

ψ̄ ◦ ϕ̄−1 = D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))
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Απόδειξη. ΄Εστω h ∈ Rm. Επειδή ϕ̄ είναι ένας ισοµορφισµός, υπάρχει ένα
µοναδικό [(α, x)] ∈ TxM µε ϕ̄([(α, x)]) = h. Εποµένως,

(ψ̄ ◦ ϕ̄−1)(h) = ψ̄([(α, x)]) = [D(ψ ◦ α)(0)](1)
= [D(ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ α)(0)](1)
= [D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ ◦ α(0)) ◦D(ϕ ◦ α)(0)](1)
= [D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))]((ϕ ◦ α)′(0))
= [D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))](h),

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

1.11 Παρατήρηση. Στην προηγούµενη απόδειξη, ένας αντιπρόσωπος της
κλάσης [(α, x)] είναι η καµπύλη ϕ−1 ◦ ε|J , όπου ε(t) = ϕ(x) + th. Χρησιµο-
ποιώντας αυτή την συγκεκριµένη καµπύλη, έχουµε

(ψ̄ ◦ ϕ̄−1)(h) = ψ̄([(ϕ−1 ◦ ε|J , x)])
= (ψ ◦ ϕ−1 ◦ ε)′(0)
= [D(ψ ◦ ϕ−1 ◦ ε)(0)](1)
= [D(ψ ◦ ϕ−1)(ε(0)) ◦D(ε)(0)](1)

= [D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))](ε′(0))

= [D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x))](h).

1.12 Θεώρηµα. Η δοµή διανυσµατικού χώρου του TxM δεν εξαρτάται από

την επιλογή του χάρτη (U, ϕ) που την οριζει.

Απόδειξη. Αν (U, ϕ), (V, ψ) ∈ A µε x ∈ U ∩ V , τότε (5) είναι ισοδύναµη µε
την

λψ̄(u) + µψ̄(v) = (ψ̄ ◦ ϕ̄−1)(λϕ̄(u) + µϕ̄(v)),

που είναι προφανής, αφού ψ̄ ◦ ϕ̄−1 είναι µια γραµµική απεικόνιση.

1.13 Ορισµός. Θεωρούµε ένα χάρτη (U, ϕ) και x ∈ U . Αν {ei}i=1,...,m είναι
η κανονική ϐάση του Rm, τότε το σύνολο {ϕ̄−1(ei)}i=1,...,m είναι µια ϐάση
του TxM , ονοµαζόµενη κανονική ϐάση του TxM ως προς τον (U, ϕ). Τα
διανύσµατα ϕ̄−1(ei) λέγονται κανονικά ϐασικά εφαπτόµενα διανύσµατα

του TxM ως προς τον (U, ϕ) και συµβολίζονται µε

(6)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

:= ϕ̄−1(ei) , i = 1, . . . ,m.
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Στην ειδική περίπτωση της τετριµµένης 1–διάστατης πολλαπλότητας R, το
κανονικό ϐασικό εφαπτόµενο διάνυσµα στον TtR, ως προς το χάρτη (R, idR)
συµβολίζεται µε

(7)
d

dt

∣∣∣∣
t

:= (idR)
−1(1).

Εποµένως, κάθε u ∈ TxM µπορεί να πάρει την µορφή

(8) u =
m∑
i=1

λi
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

.

Εφαρµόζοντας την ϕ̄ στα δύο µέλη της ανωτέρω ισότητας, παίρνουµε

ϕ̄(u) = ϕ̄
( m∑

i=1

λi
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)
=

m∑
i=1

λiϕ̄(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

) =
m∑
i=1

λiei = (λ1, . . . , λm)

και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι

ϕ̄(u) = (ϕ ◦ α)′(0) = ((x1 ◦ α)′(0), . . . , (xm ◦ α)′(0)),

όπου xi = pri ◦ ϕ οι συντεταγµένες του χάρτη (U, ϕ), ϐρίσκουµε για τους
συντελεστές λi ότι

(9) λi = (xi ◦ α)′(0), i = 1, . . . ,m,

και για το διάνυσµα u ότι

(10) u =
m∑
i=1

(xi ◦ α)′(0)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

.


