MA®HMA 02

1 ‘AtAavteg

1.1 Opiopdg. Eotw M # () éva ovvodo xat
A={(Ui¢:) :i €I}

H1a owkoyévela ano Xdpteg ou M. H owoyévela A Aéyetat CF-atdavrag tou
M, av 1oxU0ouUv 01 TaPaAKAT® OUVOKeG:

1) {U;}ier etval pia xkaduyn tou M, kat

2) yi& x&0e i, j € I, ov xdptes (U;, i), (Uj, ¢;) eivar CF-oupbiBaotoi.

‘Evag C’-dtdavtag tou M 9a Aéyetal tonoAoyikog atdaviag, eve £vag
C*-atdavtag 9a Aéyetal Sragpopirog atdavrag.

Av 6ot o1 xapteg evog atdavia A éxouv v i6ia Siaotaon m € N, o A
ovopdletal m-8raotatog.

1.2 Mapadeiypata. [Tapakate avadepopaote naAt ota Mapadeiypata 1.2
tou Mabnjpatog O1.
(A) Ta kabe avorxto A C R™, to povoouvolo

A= {(A,ida)}

elvatl évag m-6iaotatog Sapopikog atdavrag tou A.
(B) Eotw V évag n-6idotatog mpaypatikog §1avuopatikog X0pog Kat
YV — R" évag ypappikog tocopoppiopog. To povoouvodo

A:={V:¥)}

elvat évag n-6tdotatog drapopikog athaviag tou V.

(D Av S C R? eivar pia kavoviky) emgdveia xkat {(Uy, r;, W;) =i € I}
gfval pia okoyévela and Kavovikeg apapetproelg mg S, étot wote {W; }ier
va givat pa avoi ) KaAuyn mg S, tdte 10 6UVOAo

A={Wy,r;Y :iel}



1 ATAANTEX 2

elvat évag 2-61aotatog Srapopikog atdaviag mg S.
(A) Ot owkoyéveieg

A= {(UN7 ¢N)7 (U57¢S)}7
B:={(U},¢) | a =+ — xati=z,y},
C:={(Un,0n), (Us,0s)}

etvat 1-6iaotatot drapopikoi dtdavieg tou povadiaiou KUKAOU.
(E) Avtiotolxa pe Tov KUKAO, 01 O1KOYEVELIEG

A= {(Un,én), (Us, ¢s)},
B:={(U¢}) | a=+,—xari=uz,y,z}

etvat 2-61aotatot Stapopikot atdavieg tng povadiaiag opaipag.
(Z) To ouvoAo
A= {(Uz,gbz) S 1, 2, 3}

gtval 2-81dotatog dapopikog atdaviag tou Po(R).

TupBoAidoupe pe AX (M) 1o ouvodo 6Aev tev m-Siaotateav CrF-athaviev
et evog ouvédou M # ().

1.3 Opiopég. ‘Eotw A, B € AF (M). @a Aépe 6t 0 A eival piepétepog tou
B xat 9a ypagoupe A < B, av o A nepigxetal (ouvoroBswpnuka) otov B.
AnAabn,

(1) A<B < ACBE.

Eivat pavepo ot

n oxéon (1) opiler ua ugouen Giatadn oto AL (M).

1.4 Opopég. Eotw A, B € AF (M). @a Aépe 6u A war B eivar CF-

oupBiBaoctoi kat 9a ypagpoupe A !3 B, av n owoyévela A U B eivat évag
CF-atdaviag, 6nAadn),

(2) Al = AUBeA: (M).



1 ATAANTEX 3

H évaon &Vo CF-atddviev eivat maviote pa kdAvyn tou M. Ano v
AAAn pepid, av (U, ¢), (V,¢) € AU B, tdte eite o1 U0 Xapteg avikouv otov
i610 atdavia, 1 o évag avhkel oov A kat o dAdog avrkel oov B. v
PO Mepineor, n oupBiBactottd toug e§aodpariletat anod tov Oplopo 1.1,
EMOPEVROG apKel va eAéySoupe v oupBiBaototnta otnv deUtepr Mepirntaon.
‘Apa,

A ]3 B, av ka1 udvov av, kade xdapwg tou A eivar C*-oupBiBaoctdc ue
Kade yaptn touv B.

Axénn onperdvoupe ot av A < B, tote AU B = B € AX (M), 6nAabdn,
n oxéon éwataéng (1) ovverayetar v oxeon ovubibaototntag (2).
1.5 Ipétaon. Zwo ovvoio AX (M), n axéon (2) sivar wa oxéon wodvvauiag.

Anodeiln. H oxéon rlg etvat mpopaveg auvtonadng kat oupperpiky. 'Eote
topa A, B, C € AF (M) pe A E B xat B E C. @a &sikoupe ot n oxéon (2)

elvatl petaBatiky), dndadn, A E C.

‘Eotwe (U, ¢) € Axat (W, x) € Cue UNW # (.

[Mpata mipénet va deifoupe 6t o(UNW), x (UNW) eivat avoiytd uroouvo-
Aa tou R™. Tia va 8ei§oupe 6t ¢(U N W) eivar avoixtd, apkei va deifoupe
o1, yia kabe a € ¢(U NW), unidpxet éva avorytéd urnoocuvoro B tou R™, e

a€BCoUNW).

@zwpovpe Aowdv éva a € ¢(U N W) xat Qétoupe = := ¢ '(a) € UNW.
Enedr) o1 xapteg tou B kadvrouv to M, undpyet (V,¢) € Bpe z € V,
eropévag € A :=U NV NW. Iapatnpoupe ot

$(A) =d(UNVAW) = (o™ Y ((UNV NW)) =
= (g0 HW(UNV)NY(VNW)).
O1 xdptes (U, ¢) xat (V, 1) etvat C*-oupBiBaotoi amnd v urnéeor), eMonéveg
0 Y (UNV) givat éva avotytd urocuvodo tou R™. ‘Opoa, to (VN W) eivat

éva avolyto uroouvodo tou R™, Adyw tng cupbiBaototnuag v (V1) kat
(W, x). Enopévag, ¢(A) eivat éva avoitd uroouvoro tou R, og e1kdva tou



1 ATAANTEX 4

avorxtou (U N V) N(V N W) péoe tou opotopoppiopol ¢ o L. Enedn

woxvet a € ¢(A) C p(UNW), 9¢toviag B := ¢(A), €xoupe v {nrovpevn

oxéon, enopévag ¢(U N W) eivatl éva avoi té unoouvodo tou R™. Avadoya,

Seiyvoupe ou x (U N W) eivat eriong éva avoiyto uroouvodo tou R™.
Katoruv npérnet va ei§oupe 011 01 AMeEIKOVIioel§ HETAPOPAg

(5) xoop t:p(UNW) — x(UNW)
(6) qSoX*l x(UNW) — o(UNW)

eivat CF-8lagopiopeg. Asixvoupe v S1apoplodtnta mg mpodmg (e avd-
Aoyo 1poro deiyvoupe kal v dapoplopotna tng Oevtepng). Emedn n
dlapoplopomta sivat pia torkr) 1810mta, apkei va deioupe ot, yia Kabe
a € (U NYV), undpxet éva avoryto uvrioouvoro B tou ¢p(U NV), tétolo oote
a € B xat o meploplopndg g 1 o ¢~ oto B, 6nAadn n anewkévion ¥ o ¢ 5,
eivat CF-8rapopiomn.

'Oneg ptv, Seopoune tov xaptn (V) € Bue z := ¢~ '(a) € V xat mv
op A :=UNVNW 3 z. Asi§ape npv 6u o1 ewxoveg ¢(A) kat y(A) =
X(UNW)Nx(VNW) eivat avorytd urtocuvora tou R™. Ao v dAAn pepid,
n C*-oupBiBaoctétnta tev xaptav (U, ¢), (V, 1) xat (V, 1), (W, x) ouvendyetat
mv CF-81apop1opdta ToV anetkovioemv

bogt 1 HUNV) = h(UNV),
Xo@b_l (VW) = x(VnW).

Lav arotédeopua, o1 MEPIOPIOHOT TRV MIPONYOUHEVOV arneikovioeov ota ¢(A),
¥(A) avtiotoia, eivat C*-8iapopiotpeg aneikovioesig g 1opPng

Yo d gy d(A) = W(A), xov ) (A) = x(A).

Enopévwg, n ouvBeor| toug

X 00 oy = (x ot ywy) o (Yo o™ ga)

etvat CF-anewoévion. 'Etot éxoupe arnodei€et otin yoo ! eivar CF-Sapopioyin
oy nepoxr) B = ¢(A) twou a, nou onpaivel 6u n (5) eivar emiong Ck-
dlagopiomn.

Apa éxoupe arnodeifel v CF-oupBiBactétta twv xaptav (U, ¢), (V, ),
eropévag Kat v CF-oupBiBactétta tov atdavieov A kat C. g
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2 TIIoAAanmAdtnteg

2.1 Oplopdg. ‘Evag (m-6iaotatog) CF-dtdaviag A eni tou M ovopddetat
péylotog, av sivat éva peyiotikd otoixeio tou AX (M), wg mpog v Siata-
&n (1), éndadn, av

Beur (M), A<B = A=B.

Ag unobécoupe 61t A € AF (M) eivat péylotog xat 6t (U, ¢) eivat évag
(m-8&1dotatog) xdptng emi tou M, mou eivat C¥-ounBiBaoctog pe kabe xaptn
tou A. Téte A C AU {(U,¢)} € A~ (M), emopéveg and tov opiopd tou
péylotou didavia, A = AU {(U,¢)}, ndady (U, ¢) € A. Avtiotpoga, ag
unoBéooupe ot A miepiéxet kaBe xaptn oupBiBaotd pe VAOUG TOUG XAPTEG TOU
A, xat ¢oto A < B € AF (M). Téte, apou B eivatl évag dthaviag, KaOe
xaptng tou B eivat CF-ounBiBaotdg pe kdOe dAAo xaptn tou B, enopéves pe
0Aoug toug xapteg tou A, orndte, arnod v unobeor), Kabe xaptg tou B avrrel
otov A, 6nAadr B < A, xat tedika B = A. 'Exoupe £€tot anodeiel ot

'Evag atiaviag A € AX (M) sivar uéyiotog, av kat uovov av, yia kade
xaotw (U, ¢) tou M, mou eivar CF-oupbi6aotos ue kade ydptn twou A,
gxovue ou (U, ¢) € A.

‘Eote topa évag A € AF (M) kat n kAaon [A] og ripog tv oxéon 1006uva-
piag (2). ®swpove v évoon A* 6Aev teov atddviev B rou sivat icoduvapot
(: C*-oupBiBaotoi) e tov A, SnA.

(7) A = U B.
Be[A]

Tote:
(1) O A* givar atfavtag. Tpaypat, A C A* kat o A eivat kdAuyn tou
M, dpa xat o A* eivar kaduyn. 'Eotw (Uy, ¢1), (Us, ¢o) € A*. Tote unapxouv

atdavieg By, By € [A], ne (Ur, ¢1) € By xat (Us, ¢9) € By. Enedr) By 13 A

rat A k Bs, ané v petabatkotnta mg r]i éxoupe By E By xat ot (Uy, ¢1),
(Us, ¢9) eivar CF-oupBiBactoi. Apa o A* eivatl évag m-&idotatog CF-dtAaviag
erd tou M.

(2) O A* eivar peyaiuviepog tou A. Eivai mpogpavég, apou A € [A], ipo-

rurteet out A C A* (apa xkat A k A*, 8nA. A* € [A)).
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(3) O A* eivar péyiorog. Tpaypat, ¢otw C € A pe A* < C. Tote

C'l\%A* JEA, 6nA. C € [A] ka1 C C A*. Apa C = A*.
(4) O A* eivar o povabdikdg péyiotog atiaviag oto AL mov mepiéyer ov A.

[Mpaypat: 'Eotew D évag péyiotog atdaviag, pe A € D. Tote D k A, apa
D € [A]l xa1 D C A*. 'Opwg D péyiotog, kat o tedeutaiog eykAelopog pag
Sivet D = A*.

Ta avetép® £xouv anodei§el 1o ermdpevo

2.2 @copnpa. a kade A € A* (M), undpyer éva povadukde péyiotog atia-
vtag A* € A* (M), ue A C A*. O

A%ilel va Soupe kat pia Sevtepn meplypadr] TOU HEYIOTOU ITOU IEPIEXEL
éva 6ebopuévo dathavia A.

TupbBoAidoupe pe A’ 1o 0UvoAo dA@V TV m-didotat®v xaptwv tou M, rou
etvat CF-oupBiBaoctot pe 6Aoug toug xaptes tou A. TIpopavig A C A'.

@a Seifoupe 61t A’ eivatl évag CF-dtdaviag. Etvat dpeco 61t ot Xdapteg
Tou arotedouv KAAuywn tou M. Tid v oupbiBactotnia v Xaptov Tou,
Sswpoupe &uo twyaioug xaptes (U, @), (V,¢) € A'. Eneidn autoi o1 xapteg
eival C*-oupBiBaotoi pe kaBe xaptn tou A, ot owkoyéveieg A; := AU{(U,$)}

wat Ay := AU{(V, )} avhxouv oto 2AF, (M), xat A K A, éneg kat A K As.

Aoy g petabatkotntag g E éxoupe A, i Ay, emopévag ot xapteg (U, ¢)
xat (V, ) tou A’ etvar C*-oupbBiBaotot kat o A’ eivat évag m-didotatog CF-
atiaviag.

®a deitoune wopa, ot A’ eival péyiotog. Ipaypat, av (U, ¢) eivat xap-
g tou M, CF-oupBiBaotég pe toug yapteg tou A', twrte (U, ¢) eivar Ck-
oupbBiBaotog pe toug xapteg tou A (apou A C A'), enopéveg, oupgpaeva pe to
oplopo tou A', éxoupe ou (U, ¢) € A', 6ndadn A’ eivar péyiotog.

H povadikotta tou péyiotou mou mepiéxet v A, ano to @sopnua 2.2,
pag esaopadidel ot

(8) A = A%
Erntiong, aro tov optopd tou atdavia A, €xoupe ot yia kabe B € [A], 1oxvet
B* = A*.

Avtiotpoga, av A* = B*, 16te o1 xapteg tou A kat ot xapteg tou B avijrouv
otov 1610 atdavia A* = B*, 8nAady, sivat CF-oupBiBaotoi petaly toug. Apa,
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A 13 B. 'Etol ouprniepaivoupe ot

9) A£B<:>A*=B*.

2.3 Oplopdg. Aéue ot évag péyiotog dtdaviag A € AF (M) opidet pa
CF-8ragopixy dopn eni tou M, xai éu 1o guyog (M, A) etvar pia
CF-moAAamAdétnta. Av 6lot ot xdpteg tou A €xouv v iba Sidotaon m,
Aépe 6u n m eival n 8raotaon tng moAAamAdtntag Kat o1l 1o xopog R™
elvat 1o povtédo tng moAAanAotntag.

[Blartépag, av k = 0, Aépe ou n (M, A) eival pia tonodoyiky) noAda-
nAdotnta’ av k = 0o, Aépe Ot eival pia Sragopiry moAAdanAdtnta.

Av givatl oagég 1o1og datlavrag opidet ) Srapopikn dour), Aépe (kat ypa-
@oupe) “n moAdarAotnta M.

2.4 Mapadeypa. Nvopitoupe ot (R, idg« ) eivatl n-61dotatog oAikog xaptng
wou R” kat A = {(R",idgn)} etvar n-8iactatog diapopikog dtdaviag tou R™.
Apa Sswpwoviag tov avtiotoiyo péyloto A* naipvoupe pia Siapopikr) odda-
momta (R”, A*). @a avapepdpaocte o autiv og v ouvndn iagopikr) soun
tou R".

2.5 Napatnpnon. H onpaocia tou @swprjpatog 2.2 eivat pogavrg. Ta va
eAéySoupe av éva ouvodo M eival moAAarddtnta (6nAadr), av éxet éva péyt-
oto atdavia), apkel va Bpoupe €va (pn PEYoTo) AdtAavia: TOTE O AVIIioTO1X0G
péytotog dtdaviag opidet ) {nrovupevn dopr) oAAdanAdtntag.

2.6 Iapatnpnon. (1) Eival anotédeopa tng Atagpopikng Torodoyiag, ot av
évag xopog M éxet éva CF-atdavia, k > 1, to1e éxel emiong kat éva CFH-
atdavta. Autd dev aAnBevet yia £ = 0, 6ndadr av o apyxkog athavrag sivat
TOITOAOY1KOG.

(2) 'Evag péy1otog TormoAoy1kog AtAaviag Propet va rmepileXet ToAAOUG ey -
otoug 51apopPIKOUG ATAAVIEG.

2.7 Mpéraon. 'Eotw (M, A) xar (N, B) C*-moAfaniAdmteg sraotdosov m
Kar n, avtiototya. Tote 10 kKapteotavo ywouevo M x N dgxetar tn doun wag
(m + n)-6dotamng C*-noAAanAomrag.

Aniddeifn. Oswpoupe 1o oUVOAO

C={UxV,¢x¢):(U,9¢)cA (V,¢) € B}.
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@a Seifoune ot C eivat évag CF-athaviag tou M x N, diaotaong m + n.
[paypat, kabe (U x V, ¢ x 1) eivar évag xapmg tou M x N, &iou
ATEIKOVION

¢x P UxV = o(U) x (V) : (z,y) = (¢(z),9(y))

etvat 1-1 oav kapteolavo ywvopevo 1-1 ameikovioe@v KAl 1 €1KOVA NG
o(U) x (V) eivatr avoitd uroouvodo tou R™ x R"™ cav éva kapteoiavo
YIWVOHEVO AVOIXTOV GUVOAGV.

Axkopn, ot xapteg ou C kadvrmouv 10 M X N: av (z,y) € M x N,
tte unapyouv (U, ¢) € Axar (V,¢) € Buez € U kary € V, enopéveg
(x,y) e U x V.

TéAdog, kaBe duo xapteg tou C eivat oupBiBaotoi: paypart, av

(U1 X Vi, 1 le), (Uz X Va, ¢2 ><¢2) €C,
pe (Up x V) N (Uy x Vo) #£ 0, 10te Uy N Uy, Vi NVa # B rat

(1 x 1) (U x Vi) N (Uy x Va)) =

(10) = (U1 N Uz) x 41 (Vi N V3)

(@2 X ¢2)((Ur x V1) N (U2 X V2)) =

10/
( ] :(bg(Ulng) X wQ(‘/lﬂ‘/Q)

elvat avoixtd urtoouvoda tou R™ x R”, ocav kapteoiavd yivopevo avorytmv
OUVOA®V Kdl 1] ATIEIKOVIOT PETAdopdg

(2 X 2) 0 (dpr X h1) "' = (dp0 ') X (Ypo0thy!)

rmou otéAvet 10 ouvolo (10) oto cuvodo (10') eivar CF-appidragpopion, cav
Kapteolavo yvopevo Cr-apgidiagopiosav.

Apa o C eival CF-dtdavtag tou M x N xat o avtictoiog péyiotog C* = C’
opi¢et oto M x N &opry CF-roAdarmAoétnag. O



