
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β

ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ

1 Τοπολογικοί Χώροι

1.1. Ορισµός. ΄Εστω X ̸= ∅ ένα σύνολο. Μια οικογένεια υποσυνόλων του X,

T ⊆ P(X), λέγεται τοπολογία του X, αν ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες :

(i) ∅, X ∈ T .

(ii) Αν A,B ∈ T , τότε A ∩B ∈ T .

(iii) Αν Ai ∈ T , i ∈ I, τότε ∪i∈IAi ∈ T .

Το Ϲεύγος (X, T ) λέγεται τοπολογικός χώρος και τα σύνολα που ανή-

κουν στην τοπολογία T λέγονται ανοιχτά υποσύνολα του X.

1.2. Παράδειγµα. Τα ανοιχτά υποσύνολα του Rn
αποτελούν τοπολογία.

1.3. Πρόταση-Κριτήριο ΄Εστω (X, T ) ένας τοπολογικός χώρος. ΄ΕναA ⊆ X
είναι ανοιχτό, αν και µόνον αν ισχύει η παρακάτω συνθήκη:

για κάθε x ∈ A υπάρχει Bx ∈ T έτσι ώστε x ∈ Bx ⊆ A.

1.4. Ορισµός. ΄Εστω (X, T ) ένας τοπολογικός χώρος. Μια υποοικογένεια

B ⊆ T λέγεται ϐάση της τοπολογίας T , αν ισχύει η συνθήκη

για κάθε A ∈ T και κάθε x ∈ A, υπάρχει B ∈ B µε x ∈ B ⊆ A,

που είναι ισοδύναµη µε την συνθήκη

κάθε A ∈ T είναι ένωση συνόλων της οικογένειας B.
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1.5. Παράδειγµα. Οι ανοιχτές µπάλες B(x, ε) µε x ∈ Rn
και ε > 0 αποτε-

λούν ϐάση της τοπολογίας του Rn
.

1.6. Ορισµός. ΄Εστω (X, T ) ένας τοπολογικός χώρος και x ∈ X. Ονοµά-

Ϲουµε περιοχή του x κάθε σύνολο A ⊆ X για το οποίο υπάρχει U ∈ T µε

x ∈ U ⊆ A.

2 Συνεχείς Απεικονίσεις

2.1. Ορισµός. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) δύο τοπολογικοί χώροι, f : X → Y
µια απεικόνιση και xo ∈ X. Λέµε ότι η f είναι συνεχής στο xo, αν για

κάθε ανοιχτό B ∈ TY µε f(xo) ∈ B, υπάρχει ανοιχτό A ∈ TX µε xo ∈ A και

f(A) ⊆ B.

Η f λέγεται συνεχής, αν είναι συνεχής σε κάθε x ∈ X.

2.2. Πρόταση. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) δύο τοπολογικοί χώροι και f : X → Y
µια απεικόνιση. Η f είναι συνεχής, αν αντιστρέφει τα ανοιχτά υποσύνολα του

Y σε ανοιχτά υποσύνολα του X, δηλ. αν

f−1(V ) ∈ TX , ∀ V ∈ TY .

2.3. Ορισµός. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) δύο τοπολογικοί χώροι και f : X → Y
µια απεικόνιση. Λέµε ότι η f είναι οµοιοµορφισµός, αν είναι 1–1 και επί,

συνεχής, και η αντίστροφή της είναι επίσης συνεχής. ∆ηλ. αν είναι αντιστρέ-

ψιµη και

f−1(V ) ∈ TX , ∀ V ∈ TY , και

f(U) = (f−1)−1(U) ∈ TY , ∀ U ∈ TX .

3 Υπόχωροι και Χώροι-γινόµενα

3.1. Πρόταση & Ορισµός. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Η

οικογένεια

TA = {A ∩ U : U ∈ T }
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είναι µια τοπολογία επί του A, που λέγεται σχετική τοπολογία επί του A,

επαγόµενη από την T , και ο τοπολογικός χώρος (A, TA) λέγεται τοπολογικός
υπόχωρος του (X, T ).

Στην ειδική περίπτωση που A είναι ανοιχτό υποσύνολο του X, ισχύει

TA = {U ∈ τ : U ⊆ A}.

3.1. Πρόταση. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X. Η σχετική το-

πολογία TA είναι η µικρότερη τοπολογία στο A που κάνει συνεχή την κανονική

εµφύτευση

iA : (A, TA) −→ (X, T ) : a 7−→ iA(a) = a.

3.2. Ορισµός. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) τοπολογικοί χώροι. ΄Ενα U ⊆ X × Y
λέγεται ανοιχτό, αν για κάθε (x, y) ∈ U , υπάρχουν A ∈ TX και B ∈ TY µε

(x, y) ∈ A×B ⊆ U.

3.3. Πρόταση & Ορισµός. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) τοπολογικοί χώροι. Τα

ανοιχτά υποσύνολα του X × Y αποτελούν µια τοπολογία Tγ στον X × Y , που

λέγεται τοπολογία-γινόµενο. Η Tγ είναι η µικρότερη τοπολογία στον X × Y
που κάνει συνεχείς τις προβολές

pX : (X × Y, Tγ) −→ (X, TX) : (x, y) 7−→ x,

pY : (X × Y, Tγ) −→ (Y, TY ) : (x, y) 7−→ y.


