
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α
∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

1 Ορισµοί και Βασικά Αποτελέσµατα

1.1. Ορισµός. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό, a ∈ U και f : U → Rn. Λέµε
ότι η f είναι διαφορίσιµη στο a, αν υπάρχει µια γραµµική απεικόνιση
Df(a) : Rm → Rn (δηλ. Df(a) ∈ L(Rm,Rn)), έτσι ώστε

(1) ∃ lim
h→0

∥f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)∥
∥h∥

= 0.

Η γραµµική απεικόνιση Df(a) λέγεται διαφορικό της f στο a.

1.2. Ειδική περίπτωση. ΄Εστω I ένα ανοιχτό διάστηµα του R και έστω
f : I → R διαφορίσιµη στο to ∈ I. Τότε το διαφορικό της f στο to

Df(to) : R → R,

επειδή είναι γραµµική απεικόνιση, ικανοποιεί την σχέση

Df(to)(t) = tDf(to)(1) , ∀ t ∈ R.

Εποµένως, από τον ορισµό της διαφορίσιµης απεικόνισης, έχουµε

lim
t→0

|f(to + t)− f(to)− tDf(to)(1)|
|t|

= 0.

ή, ισοδύναµα,

lim
t→0

f(to + t)− f(to)

t
= Df(to)(1).
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Σε αυτή την περίπτωση, ϑέτουµε

(2) f ′(to) := Df(to)(1),

και παίρνουµε

(3) Df(to)(t) = t · f ′(to) , ∀ t ∈ R.

Αν U ⊆ Rm ανοιχτό και η f : U ⊆ Rm → Rn είναι διαφορίσιµη στο a ∈ U ,
τα επόµενα αποτελέσµατα είναι άµεσα:

1.3. Πρόταση. Το διαφορικό της f στο a είναι µονοσήµαντα ορισµένο.

1.4. Πρόταση. Η f είναι συνεχής στο a.

1.5. Πρόταση. Ο περιορισµός της f σε κάθε ανοιχτό V ⊆ U µε a ∈ V , είναι
διαφορίσιµος στο a.

1.6. Ορισµός. Αν U ⊆ Rm είναι ανοιχτό και f : U → Rn, τότε η f λέγεται
διαφορίσιµη στο U , αν είναι διαφορίσιµη σε κάθε σηµείο x ∈ U .

Οι επόµενες τρεις προτάσεις µας εξασφαλίζουν την διαφορισιµότητα κά-
ποιων απλών απεικονίσεων :

1.7. Πρόταση. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό και f : U → Rn. Αν η f είναι
σταθερή, τότε είναι διαφορίσιµη στο U , και Df(x) = 0, για κάθε x ∈ U .

Αντίστροφα, αν η f είναι διαφορίσιµη µε Df(x) = 0, για κάθε x ∈ U , τότε
η f είναι σταθερή σε κάθε συνεκτική συνιστώσα του U . Ιδιαιτέρως, αν U είναι
συνεκτικό, τότε η f είναι σταθερή.

1.8. Πρόταση. Αν f : Rm → Rn είναι µια γραµµική απεικόνιση, τότε η f είναι
διαφορίσιµη και

(4) Df(x) = f,

για κάθε x ∈ Rm. ∆ηλ.

(5) [Df(x)](h) = f(h),

για κάθε h ∈ Rm.



1 ΟΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΒΑΣΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 3

1.9. Πρόταση. Αν f : Rm × Rn → Rk είναι µια διγραµµική απεικόνιση, δηλ.

f ∈ L2(Rm,Rn;Rk),

τότε, η f είναι διαφορίσιµη και

(6) [Df(a, b)](h, k) = f(h, b) + f(a, k),

για κάθε (a, b), (h, k) ∈ Rm × Rn.

1.10. Πόρισµα. (i) Κάθε εσωτερικό γινόµενο

< , >: Rm × Rm → R

είναι διαφορίσιµο, σαν διγραµµική απεικόνιση, και

(7) [D < , > (x, y)](h, k) =< h, y > + < x, k >,

για κάθε x, y, h, k ∈ Rm.
(ii) Το εξωτερικό γινόµενο

× : R3 × R3 → R3

είναι διαφορίσιµο, σαν διγραµµική απεικόνιση, και

(8) [D × (x, y)](h, k) = h× y + x× k,

για κάθε x, y, h, k ∈ R3.
(iii) Η εκτιµήτρια απεικόνιση

ev : L(Rm,Rn)× Rm → Rn : (f, x) 7→ ev(f, x) := f(x)

είναι διαφορίσιµη, σαν διγραµµική απεικόνιση, και

(9) [Dev(f, x)](g, y) = g(x) + f(y),

για κάθε x, y ∈ Rm και f, g ∈ L(Rm,Rn).
(iv) Η σύνθεση

co : L(Rm,Rn)× L(Rn,Rp) → L(Rm,Rp) : (f, g) 7→ co(f, g) := g ◦ f

είναι διαφορίσιµη, σαν διγραµµική απεικόνιση, και

(10) [Dco(fo, go)](f, g) = go ◦ f + g ◦ fo,
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για κάθε fo, f ∈ L(Rm,Rn) και go, g ∈ L(Rn,Rp).

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η Πρόταση 9 και το Πόρισµα 10 είναι ειδικές
περιπτώσεις του παρακάτω γενικού αποτελέσµατος :

1.11. Πρόταση. Αν f : Rm1 × · · · × Rmk → Rn είναι µια k-πλειογραµµική
απεικόνιση, δηλ.

f ∈ Lk(Rm1 , · · · ,Rmk ;Rn),

τότε η f είναι διαφορίσιµη και

Df(x)(h) = f(h1, x2, . . . , xk) + f(x1, h2, x3, . . . , xk) + · · ·
+f(x1, . . . , xk−2, hk−1, xk) + f(x1, . . . , xk−1, hk),

για κάθε x = (x1, x2, . . . , xk), h = (h1, h2, . . . , hk) ∈ Rm1 × · · · × Rmk .

Σχετικά µε την σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων, ισχύει το επόµενο ϑεώ-
ϱηµα:

1.12. Θεώρηµα (Κανόνας της Αλυσίδας). Υποθέτουµε ότι U ⊆ Rm,
V ⊆ Rn ανοιχτά, f : U → Rn διαφορίσιµη στο a ∈ U , µε f(U) ⊆ V , και
g : V → Rk διαφορίσιµη στο f(a) ∈ V . Τότε η σύνθεση g ◦ f : U → Rk είναι
διαφορίσιµη στο a και

(11) D(g ◦ f)(a) = Dg(f(a)) ◦Df(a).

Οι επόµενες τρεις προτάσεις αναφέρονται σε απεικονίσεις που ορίζονται ή
έχουν πεδίο τιµών ένα καρτεσιανό γινόµενο ευκλείδειων χώρων.

1.13. Πρόταση. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό και f : U → Rn. Συµβολίζουµε
µε fi τις συνθέσεις fi := pri ◦ f , όπου pri : Rn → R είναι η i-προβολή (δηλ.
pri(x1, . . . , xn) = xi). Τότε η f είναι διαφορίσιµη στο a ∈ U αν και µόνον αν fi
είναι διαφορίσιµη στο a, για κάθε i = 1, . . . , n και

(12) Df(a) = (Df1(a), . . . , Dfn(a)).

Ιδιαιτέρως, αν U = I ⊆ R, ϑέτοντας f ′(a) := Df(a)(1), παίρνουµε

(13) f ′(a) = (f ′
1(a), f

′
2(a), . . . , f

′
n(a)).

Στην ειδική περίπτωση που ο κανόνας της αλυσίδας εφαρµόζεται σε απει-
κονίσεις f : I → V ⊆ Rm και g : V → Rn, όπου το πεδίο ορισµού της f είναι
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ένα ανοιχτό διάστηµα I ⊆ R, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις ισότητες (2) και (13),
έχουµε

(14) (g ◦ f)′(t) = [Dg(f(t))](f ′(t)),

για κάθε t ∈ I.

1.14. Πρόταση. ΄Εστω U ⊆ Rn και V ⊆ Rp ανοιχτά. Τότε οι απεικονίσεις
f : U → Rm και g : V → Rq είναι διαφορίσιµες στα a ∈ U και b ∈ V ,
αντίστοιχα, αν και µόνον αν η απεικόνιση

f × g : U × V → Rn × Rq : (x, y) 7−→ (f(x), g(y))

είναι διαφορίσιµη στο (a, b). Σε αυτή την περίπτωση έχουµε

(15) D(f × g)(a, b) = Df(a)×Dg(b).

΄Εστω U ⊆ Rm και V ⊆ Rn ανοιχτά, a ∈ U και b ∈ V . ΄Εστω ακόµη
µια απεκόνιση f : U × V → Rp. Συµβολίζουµε µε fa και fb τις µερικές
απεικόνισεις της f στο (a, b), δηλ. τις

fa : V → Rp : v 7−→ fa(v) := f(a, v),

fb : U → Rp : u 7−→ fb(u) := f(u, b).

Ισχύει το επόµενο

1.15. Θεώρηµα. ΄Εστω µια απεικόνιση f , όπως προηγουµένως. Αν η f είναι
διαφορίσιµη στο (a, b) ∈ U × V , τότε και οι fa και fb είναι διαφορίσιµες στα b
και a, αντίστοιχα, και ισχύει ο τύπος του Leibniz

[Df(a, b)](h, k) = [Dfa(b)](k) + [Dfb(a)](h),

για κάθε (h, k) ∈ Rm × Rn.

1.16. Ορισµός. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό και f = (f1, . . . , fn) : U → Rn µια
διαφορίσιµη απεικόνιση στο a ∈ U . Τότε το διαφορικό Df(a) ∈ L(Rm,Rn)
αντιστοιχεί µε ένα πίνακα (aij) ∈ Mm×n(R), µέσω των σχέσεων

(16) aji := prj(Df(a)(ei)) = D(prj ◦ f)(a)(ei) = Dfj(a)(ei).
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Ο ανάστροφος του (16) λέγεται πίνακας Jacobi της f στο a και συµβολίζεται
µε Jaf .

΄Οπως γνωρίζουµε από την Γραµµική ΄Αλγεβρα, ο Jaf είναι ακριβώς ο πίνα-
κας που αντιστοιχεί στην γραµµική απεικόνιση Df(a), ως προς τις κανονικές
ϐάσεις.

Συνήθως, πρώτα υπολογίζουµε τον πίνακα Jacobi και τότε ϐρίσκουµε την
γραµµική απεικόνιση Df(a), µέσω της ισότητας

(17) [Df(a)](h1, . . . , hm) = (Jaf) ·

 h1
...
hm

 ,

για κάθε h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm.

1.17. Ορισµός. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό, f : U → Rn και a = (a1, . . . , am) ∈
U . Υπάρχουν ανοιχτά διαστήµατα Ii ⊆ R, i = 1, . . . ,m, µε a ∈ I1×· · ·×Im ⊆
U . Λέµε ότι η f είναι διαφορίσιµη στο a ∈ U ως προς την i-µεταβλητή,
ή ότι υπάρχει η i-µερική παράγωγος της f στο a ∈ U , αν υπάρχει η
παράγωγος της µερικής απεικόνισης

Ii −→ Rn : t 7−→ f(a1, . . . , ai−1, t, ai+1, . . . , am)

στο ai. Το διαφορικό της ανωτέρω απεικόνισης ϑα το συµβολίζουµε µε

Dif(a) : R −→ Rn,

και µπορούµε να το ταυτίζουµε µε το διάνυσµα του Rn, που συµβολίζουµε
µε ∂f

∂xi
|a και δίνεται από την ισότητα

(18)
∂f

∂xi

∣∣∣∣
a

= [Dif(a)](1).

Η διαφορισιµότητα της f στο a, συνεπάγεται ότι

lim
t→0

∥f(a+ tei)− f(a)− [Df(a)](tei)∥
∥tei∥

= 0,

που µε την σειρά του είναι ισοδύναµο µε

lim
t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
= [Df(a)](ei).
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Εποµένως παίρνουµε

(19) [Dif(a)](1) =
∂f

∂xi

∣∣∣∣
a

= [Df(a)](ei).

Συνδυάζοντας την τελευταία ισότητα µε την (16), ϐρίσκουµε για τον πίνακα
Jacobi της f στο a

(20) Jaf =

(
∂fj
∂xi

∣∣∣∣
a

)t

= ([Dfj](ei))
t.

1.18. Ορισµός ΄Εστω h ∈ Rm σταθερό. Αν η f : U ⊆ Rm → Rn είναι διαφο-
ϱίσιµη στο a ∈ U , λέµε ότι η Df(a)(h) είναι η κατευθυνόµενη παράγωγος
της f στο a, κατά την κατεύθυνση του διανύσµατος h.

Προφανώς, η i–µερική παράγωγος της f στο a είναι η ειδική περίπτωση
της κατευθυνόµενης παραγώγου της f στο a κατά την κατεύθυνση του ei.

2 Παράγωγοι Ανώτερης Τάξης

2.1. Ορισµός. ΄Εστω f : U ⊆ Rm → Rn διαφορίσιµη στο U . Τότε η
απεικόνιση

Df : U → L(Rm,Rn) : x 7→ Df(x)

λέγεται (ολικό) διαφορικό ή (ολική) παράγωγος της f .
Αφού ο L(Rm,Rn) είναι ευκλείδειος χώρος, ιδιαιτέρως,

L(Rm,Rn) ∼= Mm×n(R) ∼= Rm·n,

η Df µπορεί να είναι συνεχής, ή διαφορίσιµη.
Θα λέµε ότι η f είναι διαφορίσιµη τάξης C1 (ή απλά ότι η f είναι τάξης

C1), αν η f είναι διαφορίσιµη στο U και Df είναι συνεχής.
Αν επιπλέον η Df είναι διαφορίσιµη στο a ∈ U , το διαφορικό της Df στο

a, δηλ. η γραµµική απεικόνιση

D2f(a) := D(Df)(a) : Rm → L(Rm,Rn)
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λέγεται δεύτερη παράγωγος της f στο a. Αυτή η απεικόνιση, αν υπάρχει,
ικανοποιεί την σχέση

D2f(a) ∈ L(Rm, L(Rm,Rn)) ∼= L2(Rm;Rn),

όπου L2(Rm;Rn) συµβολίζει τον χώρο όλων των διγραµµικών απεικονίσεων
Rm×Rm → Rn. Αν D2f(a) υπάρχει για κάθε a ∈ U , τότε ορίζεται το δεύτερο
διαφορικό (ή δεύτερη παράγωγος) της f , δηλ. η απεικόνιση

D2f : U → L2(Rm;Rn).

Αν η D2f είναι συνεχής, τότε η f λέγεται διαφορίσιµη τάξης C2.
Με ανάλογο τρόπο, ορίζουµε το k–διαφορικό Dkf : U → Lk(Rm;Rn) και

την k–παράγωγο της f στο a, δηλ. την απεικόνιση

Dkf(a) ∈ L(Rm, L(Rm, L(Rm, . . . ) . . . )) ∼= Lk(Rm;Rn).

Αν η Dkf είναι συνεχής, τότε η f λέγεται διαφορίσιµη τάξης Ck. Αν η f
είναι τάξης Ck, για κάθε k = 1, 2, . . . , τότε λέµε ότι η f είναι διαφορίσιµη
τάξης C∞.

2.2. Πρόταση. Για µια διαφορίσιµη απεικόνιση f : U ⊆ Rm → Rn τάξης
Ck, το k–διαφορικό Dkf(a) ∈ Lk(Rm;Rn) είναι συµµετρικό. ∆ηλ. για κάθε
(h1, . . . , hk) ∈ Rm × Rm, έχουµε

Dkf(a)(h1, . . . , hk) = Dkf(a)(hσ(1), . . . , hσ(k)),

για κάθε µετάθεση σ των δεικτών.

Αν µια απεικόνιση f : U ⊆ Rm → Rn είναι διαφορίσιµη στο a ∈ U ,
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το Θεώρηµα 1.15, ϐλέπουµε ότι όλες οι µερικές παρά-
γωγοι ∂fj

∂xi
|a, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m υπάρχουν. Ιδιαιτέρως, αν η f είναι C1,

τότε οι προηγούµενες µερικές παράγωγοι είναι συνεχείς. Αλλά, αντίστροφα,
η ύπαρξη των µερικών παραγώγων δεν συνεπάγεται την ύπαρξη του Df(a).
΄Οµως, αν οι µερικές παράγωγοι υπάρχουν και είναι συνεχείς, τότε η Df(a)
επίσης υπάρχει, και η f είναι τάξης C1.

Επειδή κάθε fj : U → R, µε U ⊆ Rm ανοιχτό, είναι µια απεικόνιση m
µεταβλητών, αν η f είναι παντού διαφορίσιµη, µπορούµε να ϑεωρούµε την
απεικόνιση

∂fj
∂xi

: U ∋ a 7−→ ∂fj
∂xi

∣∣∣∣
a

∈ R.
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Αυτή η απεικόνιση µπορεί να έχει µερικές παραγώγους σε κάποιο σηµείο
a ∈ U , δηλ. µπορεί να υπάρχουν οι

∂

∂xk

(
∂fj
∂xi

)∣∣∣∣
a

≡ ∂2fj
∂xk∂xi

∣∣∣∣
a

, k = 1, . . . , n.

Αν η f είναι διαφορίσιµη τάξης 2 (αντ. C2–διαφορίσιµη), τότε όλες οι µερικές
παράγωγοι τάξης 2, δηλ., όλες οι ∂2fj

∂xk∂xi
|a, i, k = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, ύ-

παρχουν, για κάθε a ∈ U (αντ. όλες οι µερικές παράγωγοι τάξης 2 ύπαρχουν,
και είναι συνεχείς). Αντίστροφα, αν οι µερικές παράγωγοι τάξης 2 ύπαρχουν
και είναι συνεχείς, τότε και η f είναι διαφορίσιµη τάξης C2.

Αναλογα έχουµε τις µερικές παραγώγους τάξης p, για κάθε p = 1, 2, . . ..
΄Εχουµε το επόµενο

2.3. Θεώρηµα. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό, f : U → Rn και a ∈ U . Τότε η
f είναι C∞–διαφορίσιµη, αν και µόνον αν οι µερικές παράγωγοι κάθε τάξης
υπάρχουν και είναι συνεχείς.

2.4. Ορισµός. ΄Εστω U, V ⊆ Rn ανοιχτά, f : U → V . Η f λέγεται Ck–
αµφιδιαφόριση, αν είναι Ck–διαφορίσιµη και αντιστρέψιµη, και και η αντί-
στροφη f−1 : V → U είναι επίσης Ck-διαφορίσιµη.

2.5. Θεώρηµα (Θεώρηµα της Αντίστροφης Απεικόνισης). ΄Εστω U ⊆ Rn

ανοιχτό και f : U → Rn µια Cp–διαφορίσιµη απεικόνιση (p ≥ 1). Αν η πα-
ϱάγωγος Df(ao) της f σε κάποιο ao ∈ U είναι γραµµικός ισοµορφισµός, τότε
υπάρχει µια ανοιχτή περιοχή Uo του ao µε Uo ⊆ U και µια ανοιχτή περιοχή Vo

του f(ao), έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι επόµενες συνθήκες :
i) Ο περιορισµός της f στο Uo είναι 1-1 και f(Uo) = Vo (εποµένως,

f |Uo : Uo → Vo είναι 1-1 και επί).
ii) Η αντίστροφη της f |Uo

(f |Uo)
−1 : Vo → Uo

είναι Cp–διαφορίσιµη (εποµένως, η f |Uo είναι Cp-αµφιδιαφόριση).
iii) Για κάθε a ∈ Uo,

(21) Df−1(f(a)) = [Df(a)]−1.

2.6. Πόρισµα. Αν U, V ⊆ Rn είναι ανοιχτά, µια απεικόνιση f : U → V είναι
Ck–αµφιδιαφόριση, αν είναι Ck-διαφορίσιµη, 1-1 και επί του V , και Df(x) είναι
αντιστρέψιµη, για κάθε x ∈ U .


