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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 11-12
Ολοκληρωτικές Καµπύλες - Ροές

1. Βρείτε τις ολοκληρωτικές καµπύλες των επόµενων διανυσµατικών πεδίων του R2:
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2. Θεωρώντας το R2 ∖ {(0, 0)} σαν ανοιχτή υποπολλαπλότητα του R2, ϐρείτε τις ολοκληρωτικές
καµπύλες του ξ ∈ X (R2 ∖ {(0, 0)}), µε

ξ =
∂

∂x
+

∂

∂y
.

3. ΄Εστω α µια ολοκληρωτική καµπύλη του ξ ∈ X (M) και f : M → R µια διαφορίσιµη
συνάρτηση. Χρησιµοποιώντας την ταύτιση TtR ≡ R, δείξτε ότι

˙︷ ︸︸ ︷
f ◦ α = ξ(f) ◦ α.

4. Βρείτε τις ϱοές των διανυσµατικών πεδίων του R2:

ξ = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
, η = y

∂

∂x
+ x

∂

∂y
, ζ = x

∂

∂x
− 2y

∂
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Είναι αυτά τα πεδία πλήρη ;
5. ΄Εστω ξ ∈ X (R) µε ξ = x2d/dx [όπου x συµβολίζει την µοναδική συντεταγµένη του (R, idR)],

δηλ. ξ(t) = t2
d

dx

∣∣∣
t
, για κάθε t ∈ R. ∆είξτε ότι ξ δεν είναι πλήρες και ϐρείτε την ϱοή του.

6. ΄Εστω
θ : R× R2 −→ R2 : θ

(
t, (x, y)

)
=

(
(2 + sin y)t+ x, y

)
.

∆είξτε ότι η θ είναι ϱοή και ϐρείτε τον απειροστικό της γεννήτορα.
7. ΄Εστω ξ και η πλήρη διανυσµατικά πεδία των πολλαπλοτήτων M και N , αντίστοιχα. Συµβο-

λίζουµε µε αx και βy τις ολοκληρωτικές καµπύλες των ξ και η, µε αρχικές συνθήκες x ∈ M και
y ∈ N , αντίστοιχα. Τότε :

1) ∆είξτε ότι γ(t) :=
(
αx(t), βy(t)

)
, t ∈ R, είναι η ολοκληρωτική καµπύλη του ξ × η, µε αρχική

συνθήκη (x, y).
2) Βρείτε την ϱοή θ του ξ × η.
3) Επαληθεύστε ότι ο απειροστικός γεννήτορας της θ είναι το ξ × η.


