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1. ΄Εστω (U, ϕ), (V, ψ) χάρτες µιαςm-διάστατης πολλαπλότηταςM και x ∈ U∩V . Συµβολίζουµε
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τις κανονικές ϐάσεις του TxM που ορίζονται από τους (U, ϕ) και (V, ψ), αντίστοιχα. ∆είξτε ότι
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Πώς συνδέονται ο πίνακας αλλαγής ϐάσης (των ανωτέρω ϐάσεων) µε την απεικόνιση µεταφοράς των
χαρτών ;

2. ΄Εστω f :M ×N → R µια διαφορίσιµη απεικόνιση και w ∈ T(x,y)(M ×N). Αν w ≡ (u, v) ∈
TxM × TyN , δείξτε ότι w(f) = u(fy) + v(fx).

3. Θεωρώντας το εφαπτόµενο διάνυσµα α̇(t) ∈ Tα(t)M µιας διαφορίσιµης καµπύλης α : J →M
σαν παραγώγιση, δείξτε ότι

α̇(t)(f) = (f ◦ α)′(t),

για κάθε f ∈ C∞
α(t)(M,R).

4. Θεωρείστε το R3 µε την συνήθη διαφορική δοµή. Αν p = (1, 0, 0), u ∈ TpR3 έχει συντεταγµέ-
νες (1, 2, 3), ως προς τον χάρτη (R3, idR3), και f ∈ C∞(R3,R) δίνεται από f(x, y, z) = x2 + y2 + z2,
τότε υπολογίστε το u(f).

5. ΄Εστω η απεικόνιση f : S2 → R, µε f(x, y, z) = x2 + (1 + 2y)z2. Αν p =
(
−
√
3/2, 0, 1/2

)
,

υπολογίστε την παράσταση ∂f
∂xi

∣∣∣
p
, όπου xi (i = 1, 2) είναι οι συντεταγµένες του χάρτη (U+

z , ϕ
+
z ) της

S2.
6. ΄Εστω u = (3, 2,−1) ∈ TpR3, όπου p = (2, 0, 1) και R3 έχει την συνήθη διαφορική δοµή. Αν

f, g ∈ C∞(R3,R) δίνονται από τις ισότητες f(x, y, z) = y2z και g(x, y, z) = ex cos y, υπολογίστε τα
u(f · g), u(f 2 + 3g), Tpf(u) και Tpg(u).

7. ΄Εστω α : R → P2(R) η καµπύλη α(t) = [(2t + 1, 1, t2)] και u = [(α, α(0))]. Υπολογίστε το
u(f), για την f : P2(R) → R, µε f([(x, y, z)]) =

xy

x2 + y2 + z2
.

8. ΄Εστω u = [(α, x)] ∈ TxM και (U, ϕ = (x1, . . . , xm)) χάρτης στο x. Τότε
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, όπου αi = xi ◦ α.


