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ΣΗΜΕΙΑΚΟ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟ

1. Αν f : M → N είναι σταθερή, τότε Txf = 0, για κάθε x ∈ M .
2. Αν

(
x1, . . . , xm

)
είναι οι συναρτήσεις συντεταγµένων ενός χάρτη (U, ϕ), δείξτε ότι

( idRm ◦ Txxi)

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
= δij;

εποµένως,

Txxi

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
=


0 ∈ Txi(x)R, i ̸= j

d

dt

∣∣∣∣
xi(x)

∈ Txi(x)R, i = j.

3. Αν fi : Mi → Ni (i = 1, 2) είναι διαφορίσιµες απεικονίσεις, τότε,

T(x1,x2)(f1 × f2) ≡ Tx1f1 × Tx2f2.

για κάθε (x1, x2) ∈ M1 ×M2.
4. Αν u = [(α, x)] ∈ TxM , δείξτε ότι α̇(0) = u.
5. ΄Εστω f : R → S1 µε f(t) := (sin 2πt, cos 2πt). ∆είξτε ότι T 1

4
f είναι 1-1.

6. Υπολογίστε το διαφορικό της απεικόνισης

f : S2 −→ S2 : f(p) = −p

µέσω των ϐασικών εφαπτόµενων διανυσµάτων ενός χάρτη της επιλογής σας.
7. ΄Εστω f : S2 → P2(R) µε f(x, y, z) = [(x, y, z)], για κάθε (x, y, z) ∈ S2. Θεωρούµε τον

χάρτη (U+
z , ϕ

+
z ) της S2 και το σηµείο N ∈ U+

z . Αν w ∈ TxS
2 είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα µε

συντεταγµένες (1, 2) ως προς τον ανωτέρω χάρτη, υπολογίστε το TNf(w) ως προς κατάλληλη ϐάση
του Tf(N)P2(R).

8. ∆είξτε ότι η κανονική εµφύτευση i : S2 ↪→ R3 είναι µια διαφορίσιµη απεικόνιση της οποίας
το διαφορικό στο (1, 0, 0) είναι 1-1.

9. ΄Εστω (M,A), (N,B) διαφορικές πολλαπλότητες, f : M → N διαφορίσιµη και Γf το
γράφηµα της f . Να δείξετε ότι

(α) Το Γf δέχεται δοµή διαφορικής πολλαπλότητας ίδιας διάστασης µε την M , έτσι ώστε ο
περιορισµός της προβολής στην M

pM |Γf
: Γf −→ M

να είναι αµφιδιαφόριση.
(ϐ) Η j : M → Γf , µε j(x) = (x, f(x)), είναι διαφορίσιµη και το διαφορικό της σε κάθε x ∈ M

είναι γραµµικός ισοµορφισµός.
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10. ΄Εστω f : M → N µια διαφορίσιµη απεικόνιση µε Txf = 0, για κάθε x ∈ M . ∆είξτε ότι αν
M είναι συνεκτικό, τότε f είναι σταθερή.

11. ΄Εστω f : S1 × R → R2 η απεικόνιση µε

f(x, y, t) =

(
x

1 + t2
,

y

1 + t2

)
.

Υπολογίστε την ορίζουσα του πίνακα Jacobi της f σε ένα σηµείο p = (x, y, t), µε x > 0 και ϐρείτε
ένα ανοιχτό υποσύνολο του S1 × R στο οποίο η f είναι αµφιδιαφόριση.

12. Αν (x1, . . . , xm) είναι οι συντεταγµένες ενός χάρτη (U, ϕ), δείξτε ότι

(idR ◦ Txxi)

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
= δij,

εποµένως,

Txxi

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
=

{
0 ∈ Txi(x)R, i ̸= j
d
dt
|xi(x) ∈ Txi(x)R, i = j.


