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ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟΣ ΧΩΡΟΣ

1. ΄Εστω u = [(α, x)], v = [(β, x)] ∈ TxM και λ ∈ R. Να ϐρεθούν καµπύλες γ
και δ στο M , τέτοιες ώστε u+ v = [(γ, x)] και λu = [(δ, x)].

2. Να ϐρεθεί µια καµπύλη που υλοποιεί το µηδενικό στοιχείο 0x ∈ TxM .
3. Να ϐρεθεί µια καµπύλη που υλοποιεί το ϐασικό διάνυσµα ∂
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∣∣∣
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που ορίζεται
από τον χάρτη (U, ϕ = (x1, ..., xm)). Ιδιαιτέρως, ϐρείτε καµπύλη που υλοποιεί το
d
dt

∣∣
t
∈ TtR.

4. ΄Εστω η µοναδιαία σφαίρα S2 και το σηµείο p = (0, 1, 0) ∈ S2. Αν u ∈ TpS
2

είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα µε συντεταγµένες (2,−1), ως προς τον χάρτη (U+
y , ϕ

+
y ),

να ϐρεθεί µια διαφορίσιµη καµπύλη που υλοποιεί το u.
5. ∆είξτε ότι οι καµπύλες α, β : R → R3, µε α(t) = (t, 1 + t2, t) και

β(t) = (sin t, cos t, t) ορίζουν το ίδιο εφαπτόµενο διάνυσµα u ∈ T(0,1,0)R3. Να εκ-
ϕράσετε το u µέσω της κανονικής ϐάσης που ορίζεται από τον χάρτη (R3, idR3).

6. Αν α : R → M2×2(R) είναι η διαφορίσιµη καµπύλη

α(t) :=

(
t+ 1 2t2

3t 2t+ 1

)
,

να υπολογίσετε τις συντεταγµένες του εφαπτόµενου διανύσµατος u = [(α, I)] ∈
TIM2×2(R), ως προς τον συνήθη χάρτη του M2×2(R). Εδώ I συµβολίζει τον ταυτο-
τικό πίνακα.

7. ΄Εστω ϕ : R2 → R2 η απεικόνιση

ϕ(t, s) :=

(
2t+ s

3
,
2t− s
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)
.

∆είξτε ότι (R2, ϕ) είναι χάρτης της συνήθους διαφορικής δοµής του R2, και να ϐρεθεί
µια καµπύλη που υλοποιεί το εφαπτόµενο διάνυσµα
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όπου p = (1
2
, 0), και x1, x2 είναι οι συντεταγµένες του χάρτη (R2, ϕ).

8. ΄Εστω α : R → P2(R) η καµπύλη µε α(t) = [(2t + 1, 1, t2)]. ∆είξτε ότι η
α είναι διαφορίσιµη στο 0, και προσδιορίστε τις συντεταγµένες του εφαπτόµενου
διανύσµατος u = [(α, α(0))] ως προς τον χάρτη (U2, ϕ2) του P2(R).


