
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 04
∆ΙΑΦΟΡΙΣΙΜΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ

1. ΄Εστω f : M → N µια αµφιδιαφόριση και έστω A ⊆ M ανοιχτό. Αποδείξτε
ότι υπάρχει ένα ανοιχτό B ⊆ N , έτσι ώστε f |A : A → B να είναι αµφιδιαφόριση ως
προς τη διαφορική δοµή των ανοιχτών υποπολλαπλοτήτων.

2. Θεωρούµε το R εφοδιασµένο µε τους µέγιστους διαφορικούς άτλαντες A′ και
B′, που ορίζονται από τους A = {(R, idR)} και B = {(R, ψ)}, όπου ψ(t) = t3, για
κάθε t ∈ R. Να ελέγξετε την διαφορισιµότητα των απεικονίσεων

idR : (R,A) −→ (R,B)
idR : (R,B) −→ (R,A)

ψ : (R,A) −→ (R,A)

ψ : (R,A) −→ (R,B)
ψ : (R,B) −→ (R,A)

ψ : (R,B) −→ (R,B)

3. Αποδείξτε ότι κάθε σταθερή απεικόνιση µεταξύ πολλαπλοτήτων είναι διαφο-
ϱίσιµη.

4. Αποδείξτε ότι η απεικόνιση det : Mn×n(R) → R είναι διαφορίσιµη.
5. ΄Εστω M,N,P διαφορικές πολλαπλότητες και f : P → M × N απεικόνιση.

Αποδείξτε ότι η f είναι διαφορίσιµη αν και µόνον αν οι συνθέσεις

fM := pM ◦ f : P −→M

fN := pN ◦ f : P −→ N

είναι διαφορίσιµες.
6. ΄Εστω M,N µη κενά σύνολα και f :M → N µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνι-

ση. Αν ένα από τα σύνολα έχει διαφορική δοµή, δείξτε ότι το άλλο δέχεται διαφορική
δοµή που κάνει την f αµφιδιαφόριση.

7. ΄Εστω Mi, Ni διαφορικές πολλαπλότητες (i = 1, 2) και fi :Mi → Ni. Αποδείξτε
ότι

f1 × f2 :M1 ×M2 −→ N1 ×N2 :

(x1, x2) 7−→ (f1(x1), f2(x2))
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είναι διαφορίσιµη, αν και µόνον αν και οι δύο fi είναι διαφορίσιµες.
8. ΄Εστω (M,A), (N,B), (P, C) διαφορικές πολλαπλότητες. Θεωρούµε στο γι-

νόµενο M × N την διαφορική δοµή που ορίζεται από τον άτλαντα A × B και µια
διαφορίσιµη απεικόνιση f :M ×N → P . Για ένα σταθεροποιηµένο (x, y) ∈M ×N
δείξτε ότι οι µερικές απεικονίσεις

fx : N −→ P : y 7−→ f(x, y)

fy :M −→ P : x 7−→ f(x, y)

είναι διαφορίσιµες.
9. Θεωρούµε την διαφορική πολλαπλότητα (S1, C ′), όπου C ′ είναι ο µέγιστος

άτλαντας του Παραδείγµατος 1.2(∆), στο Μάθηµα 02, και το γινόµενο S1 × S1 µε τη
δοµή της πολλαπλότητας–γινόµενου, δηλ. µε τον άτλαντα (C × C)′. ΄Εστω

γ : S1 × S1 −→ S1 :

((x1, y1), (x2, y2)) 7−→ (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

Αν τα Ϲεύγη (x1, y1), (x2, y2) ϑεωρούνται σαν µιγαδικοί αριθµοί, τότε η γ είναι ο πε-
ϱιορισµός στο S1 του πολλαπλασιασµού του C. Να ελέγξετε αν η γ είναι διαφορίσιµη
σαν απεικόνιση µεταξύ των ανωτέρω πολλαπλοτήτων.

10. Αποδείξτε ότι το σύνολο Diff(M) όλων των αµφιδιαφορίσεων f : M → M
εφοδιασµένο µε τη σύνθεση των απεικονίσεων είναι µια µη αβελιανή οµάδα.

11. Για κάθε A ⊆ M ανοιχτό, δείξτε ότι C∞(A,R) είναι µια µεταθετική προσε-
ταιριστική άλγεβρα µε µονάδα. Ισχύουν τα ίδια για C∞

x (M,R);
12. Εξηγείστε γιατί δεν µπορούµε να ορίσουµε Cr–διαφορίσιµες απεικονίσεις

µεταξύ Ck–διαφορικών πολλαπλοτήτων, µε r > k.
13. ΄Εστω M , N διαφορικές πολλαπλότητες και f : M → N απεικόνιση. Για

κάθε x ∈M , δείξτε ότι οι επόµενες συνθήκες είναι ισοδύναµες :
(i) Η απεικόνιση f είναι C∞ στο x.
(ii) Η απεικόνιση f είναι συνεχής στο x και, για κάθε Ϲεύγος των χαρτών (U, ϕ)

του M και (V, ψ) του N µε x ∈ U και f(x) ∈ V , η απεικόνιση

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ f−1(V )) → ψ(V )

είναι C∞ στο ϕ(x).
14. Αποδείξτε ότι η απεικόνιση

f : S2 −→ S2 : f(u) = −u, ∀ u ∈ S2

είναι διαφορίσιµη.
15. (α) ΄Εστω

π : S2 −→ P2(R) : (x, y, z) 7−→ [(x, y, z)].



3

Αποδείξτε ότι η π είναι διαφορίσιµη. Είναι αµφιδιαφόριση ;
(ϐ) Αποδείξτε ότι ο προβολικός χώρος P2(R) είναι συµπαγής και συνεκτικός.
16. Να ελέγξετε αν η απεικόνιση

π : R3 \ {(0, 0, 0)} −→ P2(R) : (x, y, z) 7−→ [(x, y, z)]

είναι διαφορίσιµη.
17. ΄Εστω i : S1 → R2 η κανονική εµφύτευση. Να δείξετε ότι είναι διαφορίσιµη.
18. Να εξετάσετε αν η απεικόνιση

f : P2(R) −→ R : [(x, y, z)] 7−→ xz

x2 + y2 + z2

είναι καλά ορισµένη και διαφορίσιµη.


