
Σχετικά με το φάσμα

Παρατηρήσεις Θεωρούμε δυο χώρους Banach 𝐸 και 𝐹 και μια (μη μηδενική) γραμμική
απεικόνιση 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 . Αν η 𝑇 είναι φραγμένη με φραγμένο αντίστροφο, τότε η εικόνα
im(𝑇 ) είναι ίση με 𝐹 , ειδικότερα είναι πυκνή στον 𝐹 και υπάρχουν θετικοί αριθμοί 𝑚, 𝑀
ώστε

𝑚‖𝑥‖ ≤ ‖𝑇 𝑥‖ ≤ 𝑀‖𝑥‖ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸. (*)

Μπορούμε να πάρουμε 𝑀 = ‖𝑇 ‖ και 𝑚 = 1/‖𝑇 −1‖, αφού ‖𝑥‖ = ‖𝑇 −1(𝑇 𝑥)‖ ≤ ‖𝑇 −1‖‖𝑇 𝑥‖.
Αντίστροφα, αν η 𝑇 έχει πυκνή εικόνα και ικανοποιεί τις ανισότητες (*), τότε βεβαίως

είναι 1-1, όμως είναι και επί, γιατί το σύνολο τιμών της είναι κλειστό:
Πράγματι, αν 𝑇 𝑥𝑛 → 𝑦 τότε η ανισότητα 𝑚‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖ ≤ ‖𝑇 𝑥𝑖 − 𝑇 𝑥𝑗‖ δείχνει ότι η ακολουθία

(𝑥𝑛) είναι Cauchy στον 𝐸, οπότε (πληρότητα!) συγκλίνει σε κάποιο 𝑥, και τότε, αφού ο 𝑇
είναι φραγμένος (από το 𝑀 ), έχουμε 𝑦 = lim 𝑇 𝑥𝑛 = 𝑇 (lim 𝑥𝑛) = 𝑇 𝑥.

Δηλαδή η απεικόνιση 𝑇 −1 ∶ 𝑇 𝑥 ↦ 𝑥 ∶ 𝐹 → 𝐸 είναι καλά ορισμένη και γραμμική, και η
ανισότητα 𝑚‖𝑇 −1(𝑇 𝑥)‖ ≤ ‖𝑇 𝑥‖ δείχνει ότι είναι φραγμένη (από 1/𝑚).

Συμπέρασμα:

Πρόταση 1. Ένας φραγμένος τελεστής 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 είναι αντιστρέψιμος αν-ν έχει πυκνή εικόνα

και υπάρχει 𝑚 > 0 ώστε ‖𝑇 𝑥‖ ≥ 𝑚‖𝑥‖ για κάθε 𝑥 ∈ 𝐸 (λέμε «ο 𝑇 είναι κάτω φραγμένος στη

μοναδιαία σφαίρα του 𝐸»).

Έστω 𝐸 χώρος Banach.

Ορισμός 1. Έστω 𝐴 ∈ ℬ(𝐸). Το σημειακό φάσμα (point spectrum) 𝜎𝑝(𝐴) του 𝐴 είναι το

σύνολο των ιδιοτιμών του:

𝜎𝑝(𝐴) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ ker(𝐴 − 𝜆𝐼) ≠ {0}}.

Το προσεγγιστικά σημειακό φάσμα (approximate point spectrum) 𝜎𝑎(𝐴) του 𝐴 είναι το

σύνολο των προσεγγιστικών ιδιοτιμών (approximate eigenvalues), δηλαδή το σύνολο των

𝜆 ώστε ο 𝐴 − 𝜆𝐼 να μην είναι κάτω φραγμένος στη μοναδιαία σφαίρα του 𝐸:

𝜎𝑎(𝐴) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ ∀𝜀 > 0 ∃𝑥𝜀 ∈ 𝐸 ∶ ‖(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥𝜀‖ < 𝜀‖𝑥𝜀‖}.

Το φάσμα συμπίεσης (compression spectrum) 𝜎𝑐(𝐴) του 𝐴 είναι το σύνολο

𝜎𝑐(𝐴) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ (𝐴 − 𝜆𝐼)(𝐸) ≠ 𝐸}.

Ένα 𝜆 ∈ ℂ είναι προσεγγιστική ιδιοτιμή του 𝐴 αν και μόνον αν υπάρχει ακολουθία (𝑥𝑛)
στον 𝐸 με ‖𝑥𝑛‖ = 1 ώστε ‖(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥𝑛‖ → 0.
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Τα σύνολα 𝜎𝑎(𝐴) και 𝜎𝑐(𝐴) δεν είναι ξένα εν γένει. Σε χώρους πεπερασμένης διάστασης
είναι ίσα και ταυτίζονται με το (σημειακό) φάσμα. Σε απειροδιάστατους χώρους μπορεί να
μην ταυτίζονται.¹ Πάντοτε όμως,

Πρόταση 2. Η ένωση 𝜎𝑎(𝐴) ∪ 𝜎𝑐(𝐴) ισούται με 𝜎(𝐴).

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε την Πρόταση 1 στον τελεστή 𝑇𝜆 = 𝐴 − 𝜆𝐼 ∶ 𝐸 → 𝐸:
Έχουμε 𝜆 ∉ 𝜎𝑎(𝐴) αν-ν ο 𝑇𝜆 είναι κάτω φραγμένος στη μοναδιαία σφαίρα του 𝐸, και έχουμε
𝜆 ∉ 𝜎𝑐(𝐴) αν-ν το σύνολο τιμών του 𝑇𝜆 είναι πυκνό στον 𝐸. Συνεπώς, από την Πρόταση 1,
έχουμε 𝜆 ∉ 𝜎𝑎(𝐴) ∪ 𝜎𝑐(𝐴) αν-ν ο 𝑇𝜆 είναι αντιστρέψιμος, δηλαδή αν-ν 𝜆 ∉ 𝜎(𝐴).

Το φάσμα συμπίεσης είναι κατά κάποιον τρόπο δυϊκό προς το σημειακό φάσμα. Αυτό
φαίνεται πιο εύκολα σε χώρους Hilbert. Θα χρειασθεί ένα Λήμμα:

Λήμμα 3. Έστω ℋ χώρος Hilbert και 𝑇 ∈ ℬ(ℋ). Τότε

ker 𝑇 = (𝑇 ∗(ℋ))⊥ και 𝑇 (ℋ) = (ker 𝑇 ∗)⊥.

Επομένως ο 𝑇 είναι 1-1 αν και μόνον αν το σύνολο τιμών του 𝑇 ∗ είναι πυκνό.

Απόδειξη. Έχουμε 𝑇 𝑥 = 0 αν και μόνον αν ⟨𝑇 𝑥, 𝑦⟩ = 0 για κάθε 𝑦 ∈ ℋ, αν και μόνον αν
⟨𝑥, 𝑇 ∗𝑦⟩ = 0 για κάθε 𝑦 ∈ ℋ, αν και μόνον αν το 𝑥 είναι κάθετο στο σύνολο τιμών του 𝑇 ∗.
Για την δεύτερη ισότητα, εφαρμόζοντας την πρώτη στον 𝑇 ∗ έχουμε
(ker 𝑇 ∗)⊥ = (𝑇 (ℋ))⊥⊥ = 𝑇 (ℋ).
Λήμμα 4. Έστω ℋ χώρος Hilbert και 𝑇 ∈ ℬ(ℋ). Τότε

(i) 𝜎(𝑇 ∗) = {𝜆̄ ∶ 𝜆 ∈ 𝜎(𝑇 )}
(ii) 𝜎𝑝(𝑇 ) = {𝜆̄ ∶ 𝜆 ∈ 𝜎𝑐(𝑇 ∗)} και 𝜎𝑐(𝑇 ) = {𝜆̄ ∶ 𝜆 ∈ 𝜎𝑝(𝑇 ∗)}.

Απόδειξη. Οι σχέσεις 𝐴𝐵 = 𝐼 = 𝐵𝐴 και 𝐵∗𝐴∗ = 𝐼 = 𝐴∗𝐵∗ είναι ισοδύναμες. Επομένως ο 𝐴
είναι αντιστρέψιμος αν και μόνον αν ο 𝐴∗ είναι αντιστρέψιμος και μάλιστα (𝐴∗)−1 = (𝐴−1)∗.
Η (i) έπεται θέτοντας 𝐴 = 𝑇 − 𝜆𝐼 .

Για την (ii), εφαρμόζουμε το προηγούμενο Λήμμα: έχουμε ker(𝑇 −𝜆𝐼) ≠ {0} αν και μόνον
αν το (𝑇 ∗ − 𝜆̄𝐼)(ℋ) δεν είναι πυκνό. l

¹Για παράδειγμα, όπως θα δούμε στο Παράδειγμα 5, για τον τελεστή της μετατόπισης 𝑆, το 𝜎𝑎(𝑆) είναι η
μοναδιαία περιφέρεια 𝕋, ενώ το 𝜎𝑐(𝑆) είναι ο ανοικτός μοναδιαίος δίσκος 𝔻, οπότε 𝜎𝑐(𝑆) ∩ 𝜎𝑎(𝑆) = ∅.
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Παράδειγμα 5. Αν 𝑆 ∈ ℬ(ℓ2(ℤ+)) είναι ο τελεστής της μετατόπισης 𝑆𝑒𝑛 = 𝑒𝑛+1, τότε

𝜎𝑝(𝑆) = ∅, 𝜎𝑎(𝑆) = 𝕋, 𝜎𝑐(𝑆) = 𝔻 και άρα 𝜎(𝑆) = 𝔻

(όπου 𝔻 ο ανοικτός μοναδιαίος δίσκος και 𝕋 η μοναδιαία περιφέρεια).

Απόδειξη. (i) Η σχέση ‖𝑆𝑥‖ = ‖𝑥‖ για κάθε 𝑥 ∈ ℓ2 δείχνει ότι ‖𝑆‖ = 1, άρα 𝜎(𝑆) ⊆ 𝔻.
(ii) Έστω 𝜆 ∈ ℂ και 𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ ℓ2 ώστε 𝑆𝑥 = 𝜆𝑥, δηλαδή

(0, 𝑥0, 𝑥1, …) = (𝜆𝑥0, 𝜆𝑥1, …).

Αν 𝜆 = 0 τότε η σχέση αυτή δείχνει ότι 𝑥 = 0. Αν 𝜆 ≠ 0 τότε από την σχέση 𝜆𝑥0 = 0 έχουμε
𝑥0 = 0, από την σχέση 𝜆𝑥1 = 𝑥0 έχουμε 𝑥1 = 0 και ούτω καθεξής, άρα πάλι 𝑥 = 0. Επομένως
𝜎𝑝(𝑆) = ∅.
(iii) Ισχυρίζομαι ότι 𝜎𝑝(𝑆∗) = 𝔻.

Πράγματι, έστω 𝜆 ∈ ℂ και 𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ ℓ2, 𝑥 ≠ 0 τέτοιο ώστε 𝑆∗𝑥 = 𝜆𝑥, δηλαδή

(𝑥1, 𝑥2, …) = (𝜆𝑥0, 𝜆𝑥1, …).

Τότε 𝑥1 = 𝜆𝑥0, 𝑥2 = 𝜆𝑥1 = 𝜆2𝑥0 και γενικά 𝑥𝑛 = 𝜆𝑛𝑥0. Επειδή 𝑥 ∈ ℓ2, έπεται ότι ∑𝑛 |𝜆|2𝑛 < ∞
(διότι 𝑥0 ≠ 0 αφού 𝑥 ≠ 0) άρα |𝜆| < 1.

Αντίστροφα αν 𝜆 ∈ 𝔻 τότε το διάνυσμα 𝑥 = (1, 𝜆, 𝜆2, …) είναι μη μηδενικό στοιχείο του ℓ2

και ικανοποιεί 𝑆∗𝑥 = 𝜆𝑥, άρα 𝜆 ∈ 𝜎𝑝(𝑆∗).
(iv) Έπεται τώρα ότι 𝜎(𝑆) = 𝔻.

Πράγματι, έχουμε 𝔻 = 𝜎𝑝(𝑆∗) ⊆ 𝜎(𝑆∗) ⊆ 𝔻 άρα 𝜎(𝑆∗) = 𝔻 εφόσον το 𝜎(𝑆∗) είναι κλειστό.
Επομένως 𝜎(𝑆) = {𝜆 ∶ 𝜆 ∈ 𝜎(𝑆∗)} = 𝔻.
(v) Εφόσον 𝜎𝑎(𝑆) ⊆ 𝜎(𝑆) = 𝔻, για να δείξουμε ότι 𝜎𝑎(𝑆) ⊆ 𝕋, αρκεί να δειχθεί ότι αν 𝜆 ∈ 𝔻

τότε 𝜆 ∉ 𝜎𝑎(𝑆), δηλαδή ότι ο 𝑆 − 𝜆𝐼 είναι κάτω φραγμένος στη μοναδιαία σφαίρα. Πράγματι
για κάθε 𝑥 ∈ ℓ2 έχουμε

‖(𝑆 − 𝜆𝐼)𝑥‖ ≥ ∣‖𝑆𝑥‖ − ‖𝜆𝑥‖ ∣ = ∣ ‖𝑥‖ − ‖𝜆𝑥‖ ∣ = (1 − |𝜆|) ‖𝑥‖ .

Τέλος, αν 𝜆 ∈ 𝕋, δείχνουμε ότι 𝜆 ∈ 𝜎𝑎(𝑆):
Εφόσον 𝜆 ∈ 𝔻 = 𝜎(𝑆), έχουμε ότι 𝜆 ∈ 𝜎(𝑆) = 𝜎𝑎(𝑆) ∪ 𝜎𝑐(𝑆). Όμως 𝜎𝑐(𝑆) = {𝜆 ∶ 𝜆 ∈ 𝜎𝑝(𝑆∗)}

(Λήμμα 4) και ξέρουμε ότι 𝜎𝑝(𝑆∗) = 𝔻, οπότε 𝜎𝑐(𝑆) = 𝔻, άρα 𝜆 ∉ 𝜎𝑐(𝑆), και συνεπώς 𝜆 ∈ 𝜎𝑎(𝑆).
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