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O Χωρος 𝐻2 του Hardy

Ορισμός

𝐻2 ∶= {𝑓 ∶ 𝑓(𝑧) =
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧𝑛 με
∞

∑
𝑛=0

|𝑎𝑛|2 < ∞}

Ο 𝐻2 ειναι χωρος Hilbert για το εσωτερικο γινομενο
⟨𝑓,𝑔⟩ ∶= ∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑏̄𝑛, οπου 𝑔(𝑧) = ∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛𝑧𝑛.

Πρόταση

Καθε 𝑓 ∈ 𝐻2 ειναι ολομορφη συναρτηση στον δισκο
𝔻 ∶= {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1}.

Θεώρημα

Για καθε 𝑧0 ∈ 𝔻, η απεικονιση 𝑓 ↦ 𝑓(𝑧0) ∶ (𝐻2, ‖⋅‖) → (ℂ, | ⋅ |) ειναι
συνεχης. Μαλιστα, 𝑓(𝑧0) = ⟨𝑓,𝑘𝑧0

⟩ οπου 𝑘𝑧0
(𝑧) = ∑∞

𝑛=0 ̄𝑧𝑛
0 𝑧𝑛.



O Χωρος 𝐻2 του Hardy στον κυκλο 𝕋

Θυμιζουμε τον 𝐿2(𝕋) με εσωτερικο γινομενο
⟨𝑓,𝑔⟩ ∶= 1

2𝜋 ∫𝜋
−𝜋 𝑓(𝑒𝑖𝑡)𝑔(𝑒𝑖𝑡)𝑑𝑡 και o.κ. βαση {𝑓𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℤ} οπου

𝑓𝑛(𝑒𝑖𝑡) = 𝑒𝑖𝑛𝑡. Γραφουμε ̂𝑓(𝑘) = ⟨𝑓,𝑓𝑘⟩, 𝑘 ∈ ℤ.
Ορισμός

𝐻2 ∶= { ̃𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋) ∶ ⟨ ̃𝑓,𝑓𝑛⟩ = 0 ∀𝑛 < 0}.

Ισομορφισμοι:

𝑓(𝑧) = ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑧𝑛 ⟷ (𝑎𝑛) ⟷ ̃𝑓 ∼ ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑓𝑛

𝐻2 ⟷ ℓ2 ⟷ 𝐻2



O Χωρος 𝐻2 του Hardy στον κυκλο 𝕋

Θεώρημα

Αν 𝑓 ∈ 𝐻2 με 𝑓(𝑧) =
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧𝑛 οριζουμε για 𝑟 ∈ (0,1)

𝑓𝑟(𝑒𝑖𝑡) = 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡) =
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝑡, 𝑒𝑖𝑡 ∈ 𝕋.

Τοτε 𝑓𝑟 ∈ 𝐻2 και υπαρχει το

lim
𝑟↗1

𝑓𝑟 ∶= ̃𝑓 ως προς τη νορμα του 𝐻2

οπου ̃𝑓 ∈ 𝐻2 με ⟨ ̃𝑓,𝑓𝑛⟩ = 𝑎𝑛 ∀𝑛 ≥ 0 .



O Χωρος 𝐻2 του Hardy ΙΙΙ

Θεώρημα (Ολοκληρωτικος τυπος Cauchy)

Αν 𝑓 ειναι ολομορφη σε ανοικτο συνολο που περιεχει τον κλειστο δισκο
𝔻, τοτε για καθε 𝑧0 ∈ 𝔻 εχουμε

𝑓(𝑧0) = 1
2𝜋𝑖 ∫

𝕋

𝑓(𝑤)
𝑤 −𝑧0

𝑑𝑤.

Θεώρημα (Ολοκληρωτικος τυπος Poisson)

Αν 𝑓 ∈ 𝐻2 με αντιστοιχη ̃𝑓 ∈ 𝐻2 τοτε για καθε 𝑟𝑒𝑖𝑡 ∈ 𝔻 εχουμε

𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡) = 1
2𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
̃𝑓(𝑒𝑖𝑠)𝑃𝑟(𝑠−𝑡)𝑑𝑠

οπου 𝑃𝑟 ο πυρηνας Poisson

𝑃𝑟(𝜃) ∶= 1−𝑟2

1−2𝑟cos𝜃 +𝑟2 , 𝑟 ∈ [0,1), 𝜃 ∈ [0,2𝜋] .



The (unilateral) shift 𝑆 on ℓ2 and 𝑇 on 𝐻2

𝑆 ∶ ℓ2 → ℓ2 ∶ 𝑆(𝑎0,𝑎1 …) ∶= (0,𝑎0,𝑎1 …), (𝑎0,𝑎1 …) ∈ ℓ2(ℤ+)
𝑇 ∶ 𝐻2 → 𝐻2 ∶ (𝑇 (𝑓))(𝑧) ∶= 𝑧𝑓(𝑧), 𝑓 ∈ 𝐻2

𝑓(𝑧) =
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧𝑛 ; (𝑇 (𝑓))(𝑧) =
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧𝑛+1,

ℓ2(ℤ+)

𝐻2

ℓ2(ℤ+)

𝐻2

𝑉

𝑆

𝑇

𝑉 : 𝑇 = 𝑉 𝑆𝑉 −1

οπου 𝑉 ∶ ℓ2(ℤ+) → 𝐻2 ∶ 𝑒𝑛 ↦ 𝑓𝑛



𝑆-Αναλλοιωτοι υποχωροι

Ενας κλειστος υποχωρος 𝐸 ⊆ ℓ2(ℤ+) λεγεται 𝑆-αναλλοιωτος οταν
𝑆(𝐸) ⊆ 𝐸.
Προφανεις: 𝐸𝑚 = span{𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 𝑚}.
Πρτρ. Ο 𝑉 (𝐸𝑚) ειναι 𝑇 -αναλλοιωτος και

𝑉 (𝐸𝑚) = {𝑓 ∈ 𝐻2 ∶ 𝑓 (𝑘)(0) = 0, 0 ≤ 𝑘 < 𝑚} = {𝑓𝑚𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝐻2}.

Αλλοι;



𝑆-Αναλλοιωτοι υποχωροι

Θεώρημα (Beurling)

Ενας κλειστος υποχωρος 𝐹 ⊆ 𝐻2 ειναι 𝑇 -αναλλοιωτος αν-ν υπαρχει
𝜑 ∈ 𝐻∞ με |𝜑̃(𝑒𝑖𝜃)| = 1 σχεδον παντου στο 𝕋 ωστε

𝐹 = {𝜑𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝐻2} = 𝜑𝐻2 .

Ορισμός

𝐻∞ ειναι ο χωρος των ολομορφων και φραγμενων 𝜙 ∶ 𝔻 → ℂ.
Μια 𝜑 ∈ 𝐻∞ λεγεται εσωτερικη (inner) αν |𝜑̃(𝑒𝑖𝜃)| = 1 σχεδον για
καθε 𝑒𝑖𝜃 ∈ 𝕋.
Ισχυει οτι 𝐻∞ ⊆ 𝐻2.



Παραγοντοποιηση (Factorization)

Ορισμός

Μια 𝜑 ∈ 𝐻∞ λεγεται εσωτερικη (inner) αν |𝜑̃(𝑒𝑖𝜃)| = 1 σχεδον για
καθε 𝑒𝑖𝜃 ∈ 𝕋.
Μια 𝑓 ∈ 𝐻2 λεγεται εξωτερικη (outer) αν span{𝑇 𝑘(𝑓) ∶ 𝑘 ≥ 0} = 𝐻2.

Μια εξωτερικη συναρτηση δεν εχει καμμια ριζα στο 𝔻.
Υπενθ: Οι ριζες μιας ≠ 0 ολομορφης συναρτησης στον 𝔻 αποτελουν
«μικρο» συνολο: δεν εχουν σημεια συσσωρευσης στο 𝔻.
Θεώρημα (F. και M. Riesz)

Αν 𝑓 ∈ 𝐻2 μη μηδενικη, το συνολο {𝑒𝑖𝜃 ∶ ̃𝑓(𝑒𝑖𝜃) = 0} εχει μετρο
(Lebesgue) μηδεν.

Θεώρημα (Inner-Outer factorization)

Αν 𝑓 ∈ 𝐻2 μη μηδενικη, υπαρχει εσωτερικη 𝜑 και εξωτερικη 𝑔 ωστε
𝑓 = 𝜑𝑔.



Εφαρμογη: Θεωρημα Müntz - Szász

Υπενθυμιση (Θεωρημα Weierstrass): Καθε 𝑓 ∈ 𝐶([0,1]) προσεγγιζεται
ομοιομορφα απο ακολουθια πολυωνυμων. Δηλαδη αν 𝜙𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛, η
γραμμικη θηκη span{𝜙𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} ειναι πυκνη στον (𝐶([0,1]), ‖⋅‖∞).
Θεώρημα

Αν {𝑝𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℤ+} ειναι ακολουθια θετικων αριθμων με 𝑝0 = 1,
inf𝑝𝑛 > 0 και ∑

𝑛
1

𝑝𝑛
= +∞, τοτε το συνολο span{𝜙𝑝𝑛

∶ 𝑛 ∈ ℤ+} ειναι

πυκνο στον (𝐶([0,1]), ‖⋅‖∞).

Πόρισμα

Καθε 𝑓 ∈ 𝐶([0,1]) προσεγγιζεται ομοιομορφα απο ακολουθια
πολυωνυμων με εκθετες απο το συνολο των πρωτων αριθμων.



Τελεστες στον 𝐻2

• Τελεστες πολλαπλασιασμου στον 𝐿2 ∶= 𝐿2(𝕋): Καθε 𝜑 ∈ 𝐿∞(𝕋)
επαγει φραγμενο τελεστη στον 𝐿2 με (κατα σημειο) πολλαπλασιασμο:

𝑀𝜑 ∶ 𝐿2 → 𝐿2 ∶ 𝑓 ↦ 𝜑𝑓.

• Η προβολη 𝑃 ∈ ℬ(𝐿2) επι του 𝐻2 μπορει να γραφτει

(𝑃𝑓)(𝑧) = 1
2𝜋𝑖 ∫

𝕋

𝑓(𝑤)
𝑤 −𝑧 𝑑𝑤 (𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋))



Τελεστες στον 𝐻2: (1) τελεστες Toeplitz

• Τελεστες Toeplitz: Οριζουμε

𝑇𝜑 ∶= 𝑃 ∘𝑀𝜑 ∶ 𝐻2
𝑀𝜑
⟶ 𝐿2 𝑃⟶ 𝐻2 ∶ 𝑓 ↦ 𝜑𝑓 ↦ 𝑃(𝜑𝑓).

Οταν 𝜑 ∈ 𝐻∞ τοτε 𝑇𝜑 ∶= 𝑀𝜑|𝐻2 (πρδγ: 𝑇𝜁 = 𝑇 ).

• Οι Τελεστες Toeplitz εχουν πινακες (ως προς την οκ βαση
{𝑓𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℤ+}) με σταθερες διαγωνιους
(και κατω τριγωνικους οταν 𝜑 ∈ 𝐻∞).

• Η αλγεβρα Toeplitz ειναι η νορμ-κλειστη υπαλγεβρα του ℬ(ℓ2) που
παραγουν οι {𝑆,𝑆∗, 𝐼}. Στον 𝐻2, η αντιστοιχη νορμ-κλειστη
υπαλγεβρα (που παραγουν οι {𝑇𝜁,𝑇 ∗

𝜁 , 𝐼}) ειναι η

{𝑇𝜑 +𝐾 ∶ 𝜑 ∈ 𝐶(𝕋),𝐾 ∈ 𝒦(𝐻2)}.



Τελεστες στον 𝐻2: (2) Τελεστες συνθεσης (composition)

Αν 𝜓 ∶ 𝔻 → 𝔻 ειναι ολομορφη, τοτε για καθε 𝑓 ∈ 𝐻2 η συναρτηση

𝐶𝜓(𝑓) ∶= 𝑓 ∘𝜓 ∶ 𝔻 → ℂ

ειναι ολομορφη. Ισχυει κατι ισχυροτερο:

Θεώρημα

Ο τελεστης 𝐶𝜓 στελνει τον 𝐻2 στον 𝐻2 και ειναι φραγμενος, με

𝐶𝜓 ≤ (1+|𝜓(0)|
1− |𝜓(0)|)

1/2
.

Οι τελεστες αυτοι ειναι σημαντικοι στη θεωρια δυναμικων συστηματων.



Πρελουδιο: Η εκθετικη συναρτηση

1. Για κάθε 𝑧 ∈ ℂ, οριζουμε

exp(𝑧) ∶=
∞

∑
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛! .

Η σειρα συγκλινει απολυτα για καθε 𝑧 ∈ ℂ και ομοιομορφα σε
καθε φραγμενο υποσυνολο του ℂ. Συνεπως η συναρτηση
exp ∶ ℂ → ℂ ειναι συνεχης.

2. Αποδεικνυεται απο την απολυτη συγκλιση της σειρας οτι

exp(𝑎)exp(𝑏) = exp(𝑎+𝑏) ∀𝑎,𝑏 ∈ ℂ.
Οριζουμε 𝑒 ∶= exp(1).
Εχουμε 𝑒𝑥 = exp(𝑥) για καθε 𝑥 ∈ ℝ.

3. Η μιγαδικη παραγωγος

exp′(𝑧) ∶= lim
ℎ→0

exp(𝑧 +ℎ)− exp(𝑧)
ℎ

υπάρχει για καθε 𝑧 ∈ ℂ και ισουται με exp(𝑧).



Η εκθετικη συναρτηση

4. Για κάθε 𝑧 ∈ ℂ εχουμε exp(𝑧)exp(−𝑧) = 1 αρα exp(𝑧) ≠ 0.

5. Ο περιορισμος της exp στην ευθεια ℝ ειναι γνησιως αυξουσα
συνάρτηση που απεικονιζει το ℝ ομοιομορφικα επι του ℝ+.

6. Για καθε 𝑡 ∈ ℝ εχουμε |𝑒𝑖𝑡| = 1 δηλαδη 𝑒𝑖𝑡 ∈ 𝕋. Οριζουμε

cos 𝑡 ∶= Re(𝑒𝑖𝑡), sin 𝑡 ∶= Im(𝑒𝑖𝑡) (𝑡 ∈ ℝ)

αρα
𝑒𝑖𝑡 = cos 𝑡+ 𝜄sin 𝑡 (𝑡 ∈ ℝ).

και επεται οτι οι cos και sin είναι παραγωγισιμες συναρτησεις
ℝ → ℝ με

cos′ 𝑡 = −sin 𝑡, sin′ 𝑡 = cos 𝑡 .
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