
Ασκηση: Η εκθετικη συναρτηση

Αποδειξτε τις επομενες προτασεις, με χρηση εργαλειων Απειροστικου λογισμου αποκλει-
στικα.
Για συμβολισμους μιγαδικων αριθμων, μπορειτε να συμβουλευτειτε το αρχειο complexn.pdf.

1. Για κάθε 𝑧 ∈ ℂ, οριζουμε

exp(𝑧) ∶=
∞

∑
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛! .

Η σειρα συγκλινει απολυτα για καθε 𝑧 ∈ ℂ και ομοιομορφα σε καθε φραγμενο υποσυ-
νολο του ℂ. Συνεπως η συναρτηση exp ∶ ℂ → ℂ ειναι συνεχης.

2. Αποδεικνυεται απο την απολυτη συγκλιση της σειρας οτι

exp(𝑎)exp(𝑏) = exp(𝑎+𝑏) ∀𝑎,𝑏 ∈ ℂ.

Οριζουμε 𝑒 ∶= exp(1).
Εχουμε 𝑒𝑥 = exp(𝑥) για καθε 𝑥 ∈ ℝ.

3. Η μιγαδικη παραγωγος

exp′(𝑧) ∶= lim
ℎ→0

exp(𝑧 +ℎ)− exp(𝑧)
ℎ

υπάρχει για καθε 𝑧 ∈ ℂ και ισουται με exp(𝑧).

4. Για κάθε 𝑧 ∈ ℂ εχουμε exp(𝑧)exp(−𝑧) = 1 αρα exp(𝑧) ≠ 0.

5. Ο περιορισμος της exp στην ευθεια ℝ ειναι γνησιως αυξουσα συνάρτηση που απεικο-
νιζει το ℝ ομοιομορφικα επι του ℝ+.

6. Για καθε 𝑡 ∈ ℝ εχουμε |𝑒𝑖𝑡| = 1 δηλαδη 𝑒𝑖𝑡 ∈ 𝕋. Οριζουμε

cos 𝑡 ∶= Re(𝑒𝑖𝑡), sin 𝑡 ∶= Im(𝑒𝑖𝑡) (𝑡 ∈ ℝ)

αρα
𝑒𝑖𝑡 = cos 𝑡+ 𝜄sin 𝑡 (𝑡 ∈ ℝ).

και επεται οτι οι cos και sin είναι παραγωγισιμες συναρτησεις ℝ → ℝ με

cos′ 𝑡 = −sin 𝑡, sin′ 𝑡 = cos 𝑡 .

7. Υπαρχει θετικος αριθμος 𝜋 ωστε 𝑒𝑖𝜋/2 = 𝑖
και 𝑒𝑧 = 1 αν-ν 𝑧

2𝜋𝑖 ∈ ℤ.
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8. H exp ειναι περιοδικη συναρτηση με περιοδο 2𝜋𝑖.

9. Η 𝑦 → 𝑒𝑖𝑦 απεικονιζει το ℝ επι του 𝕋:
για καθε 𝑤 ∈ 𝕋 υπαρχει 𝑦 ∈ ℝ ώστε 𝑒𝑖𝑦 = 𝑤.

10. Η exp απεικονιζει το ℂ επι του ℂ\{0}:
για καθε 𝑤 ∈ ℂ\{0} υπαρχει 𝑧 ∈ ℂ ώστε 𝑒𝑧 = 𝑤.
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