
ΤΕΛΕΣΤΕΣ ΣΤΟΝ H2, 2025-26

(notes for) ΑΣΚΗΣΕΙΣ III

Άσκηση 1. Εστω w P D και ϕw(eit) = 1 ´ we´it.
Δειξτε οτι ο τελεστης Tϕw ειναι αντιστρεψιμος.

Hint. We have ϕ̄w = (1 ´ w̄f1) so T ˚
ϕw

= I ´ w̄T1 which is invertible because the series
ř

ně0(w̄T1)
n

converges (since }w̄T1} ă 1) to (I ´ w̄T1)
´1.

Άσκηση 2. (α) Δειξτε οτι αν ϕ P L8, ο τελεστης Tϕ δεν εχει ποτε πεπερασμενη ταξη - εκτος βεβαιως
αν ειναι 0.
(β) Δειξτε οτι ο TϕT1 ´ T1Tϕ εχει ταξη το πολυ 1.

Hint. (α)¹ If =
řN
k=1 fkg

˚
k is Toeplitz, then (S

˚)nTSn = T for alln, henceT =
řN
k=1((S

˚)nfk)((S
˚)ngk)

˚

for all n. But limn }(S˚)nf}2 = 0 for all f (easily seen), hence each rank one term goes to zero. Thus T = 0.

(β) We have TϕT1 ´ T1Tϕ = TϕS ´ S(S˚TϕS) = (TϕS) ´ SS˚(TϕS) = (I ´ SS˚)TϕS = P0TϕS where
P0 is the (rank one) projection onto f0.

Άσκηση 3. Prove that Tϕψ ´ TϕTψ is a compact operator if at least one of ϕ and ψ is the sum of a function

in rH8 and a function continuous on the circle S1. (Hint: In the continuous case, this can be established by
approximating the continuous function by trigonometric polynomials and using the previous exercise. It can
then be shown that adding a function in rH2 does not change Tϕψ ´ TϕTψ).

Hint. Case (1) Suppose that ϕ P rH8. Then TϕTψ = Tϕψ hence Tϕψ ´ TϕTψ = 0 P K.

Case (2a) Suppose that ϕ = fk with k P Z. If k ě 0 then fk is in rH8 hence we are done by case (1).

If k = ´n ă 0 then Tϕ = Tfn = Sn and we have (Sn)˚TψS
n = Tψ, so

(Sn)˚(TψS
n ´ SnTψ) = Tψ ´ (Sn)˚SnTψ = Tψ ´ Tψ = 0 .

Thus ran(TψSn ´ SnTψ) Ď ker(Sn)˚ which is n-dimensional; thus TψSn ´ SnTψ = TψTfn ´ TfnTψ has
finite rank, hence is compact. But since fn P rH8 we have TψTfn = Tψfn = Tfnψ and so Tfnψ ´ TfnTψ is
compact, οπως θελαμε.

Case (2b) Suppose that ϕ P C(T). Since ϕ is in the } ¨ }8-closed linear span of tfk : k P Zu and the map
ϕ ÞÑ Tϕ is linear and continuous (recall that }Tϕ} = }ϕ}8) the compactness of Tϕψ ´ TϕTψ follows from
Case (2a).

Case (3)The case when ϕ P rH8 + C(T) now follows from Cases (1) and (2) by linearity.

Case (4) Suppose that ψ P rH8. Then (Tϕψ ´ TϕTψ)
˚ = Tψϕ ´ TψTϕ is compact by the previous case, hence

so is its adjoint Tϕψ ´ TϕTψ.

Άσκηση 4. Δειξτε οτι αν ενας μη-μηδενικος τελεστης Toeplitz T P B(H2) δεν ειναι 1-1, τοτε:
(α) Υπαρχει στο συνολο τιμων του μια g P H2 με g(0) ‰ 0.
(β) Η σταθερη συναρτηση ανηκει στο συνολο τιμων του.
(γ) Το συνολο τιμων του περιεχει καθε πολυωνυμο.

Hint. (α) Since Tϕ is not 1-1, T ˚
ϕ must be 1-1by Coburn, hence T ˚

ϕ (1) ‰ 0. Hence there is an f P H2 with
xT ˚
ϕ (1), fy ‰ 0, so x1, Tϕ(f)y ‰ 0. Thus the function g := Tϕ(f) is not orthogonal to the constant function

1, i.e. the constant term in its power series is nonzero.

¹Al., Tak!



(β)Mε απαγωγη στο ατοπο: Αν η σταθερη συναρτηση 1 δεν ανηκει στο συνολο τιμων του Tϕ, τοτε για
καθε μη μηδενικη f P H2 θα εχουμε Tϕ(f) R span 1, αρα SS˚Tϕ(f) ‰ 0. Ειδικοτερα για καθε μη
μηδενικη h P H2 θα εχουμε SS˚TϕSh ‰ 0. Ομως S˚TϕS = Tϕ, οποτε STϕh ‰ 0. Αυτο δειχνει οτι ο
STϕ ειναι 1-1, αρα και ο Tϕ ειναι 1-1, σε αντιθεση με την υποθεση.

(γ)Mε επαγωγη: Δειξαμε στο (β) την περιπτωση n = 0.
Αν n ě 1, υποθετοντας οτι fn´1 P Ran(Tϕ), να δειξουμε οτι fn P Ran(Tϕ):

There exists g P H2 with Tϕg = fn´1, hencefn = Sfn´1 = STϕg. But from Exercise 2(β) we have
TϕS ´ STϕ = P0TϕS and so

fn = Sfn´1 = STϕg = TϕSg ´ P0TϕSg P span(Ran(Tϕ), 1) .

Since by (β) 1 P Ran(Tϕ), it follows that fn P Ran(Tϕ).

Άσκηση 5. Εστω ten : n P Z+u μια ορθοκανονικη βαση ενος χωρου HilbertH .
Αν ενας φραγμενος τελεστης A P B(H) έχει ανω τριγωνικο πινακα ως προς αυτην την ορθοκανονικη
βαση (δηλ. αν amn = xAen, emy = 0 οτανm ą n) δειξτε οτι οι αριθμοι xAen, eny ειναι ιδιοτιμες του A.
Το ιδιο ισχυει κι οταν ο A έχει κατω τριγωνικο πινακα.

Hint. For every m P Z+, if n ă m we have xAen, emy = 0 and hence Aen P spantek : k ď mu. Thus the
subspace Em := spanten : n ď mu is A-invariant. Now the matrix of the operator Am := (A ´ ammI)|Em

is upper triangular, with diagonal entries ann ´ amm, n ď m. Hence Am is not not invertible, since them-th
row of its matrix vanishes. Thus there exists a non-zero x P Em with (A´ ammI)(x) = 0, i.e. Ax = ammx;
hence amm is an eigenvalue of A.

Άσκηση 6. Δειξτε οτι αν ενας τελεστης T P B(H2) αφηνει αναλλοιωτο καθε S-αναλλοιωτο (δηλαδη
T1-αναλλοιωτο) κλειστο υποχωρο του H2 τοτε ειναι αναλυτικος τελεστης Toeplitz, δηλαδη T = Tϕ
οπου ϕ P H8.

Υποδειξη. Εχουμε δειξει (Ασκηση ΙΙ.7) οτι ο T μετατιθεται με τον S. Συνεπως S˚TS = S˚ST = T .
Αυτο δειχνει, οπως ξερουμε, οτι ο T ειναι Toeplitz: υπαρχει ϕ P L8(T) ωστε T = Tϕ.

To show that in fact ϕ P rH8, we need to prove that ϕ̂(´m) = 0 for all m ą 0. But recall that the matrix
[xTϕfm, fny] of Tϕ is given by xTϕfm, fny = ϕ̂(n´m). Thus, for allm ą 0,

ϕ̂(´m) = xTϕfm, f0y = xTϕT1fm´1, f0y (sincem ą 0)

= xT1Tϕfm´1, f0y (by hypothesis)

= xTϕfm, T
˚
1 f0y = 0

οπως θελαμε.

Άσκηση 7. Δειξτε οτι καθε S˚-αναλλοιωτος υποχωρος τουH2 πεπερασμενης διαστασης ειναι η γραμ-
μικη θηκη των γενικευμενων ιδιοδιανυσματων του S˚ που περιεχει (μια f P H2 λεγεται γενικευμενο
ιδιοδιανυσμα του S˚ αν f ‰ 0 και υπαρχει n P N και λ P C ωστε (S˚ ´ λI)nf = 0).
Δωστε παραδειγμα ενος S˚-αναλλοιωτου υποχωρου πεπερασμενης διαστασης που δεν ειναι η γραμ-
μικη θηκη των ιδιοδιανυσματων του S˚ που περιεχει.

Απόδειξη. If E Ď H2 is S˚ invariant and finite dimensional, then EK is a finite codimensional nonzero S-
invariant subspace of H2 and hence (as we know) of the form ϕH2 wehre ϕ is a finite Blaschke product. If
zk P D are the distinct roots of ϕ each with multiplicity nk, we write ϕ in the form

ϕ(z) =
n

ź

k=1

ϕnk
k where ϕk(z) =

zk
|zk|

zk ´ z

1 ´ z̄kz
= χk(z)ψk(z)

where ψk(z) = z ´ zk. Note all these functions are inH8.



We claim that
spantker(S˚ ´ z̄kI)

nk : k = 1, . . . , nu = (ϕH2)K .

Note that
f P ϕH2 ðñ f P

č

k

ranTnk
ψk

.

Indeed if f P ϕH2 then for some h P H2 and for each k,

f = ϕh =
n

ź

m=1

ψnm
k χnm

m h = ψnk
k

(
χnk
k

ź

m‰k

ψnm
m χnm

m h

)
= ψnk

k hk

(note that hk P H2 since the multiplier of h is in H8); thus f = Tψnk
k
hk P ranTnk

ψk
for each k,

so f P
Ş

k ranT
nk
ψk

.

Conversely if f P
Ş

k ranT
nk
ψk

then for each k there is gk P H2 with f(z) = (z ´ zk)
nkgk(z), z P D. Thus

each zk is a root of f of multiplicity at least nk. It follows by standard complex analysis that there exists a
holomorphic function h0 on D such that f(z) =

ś

k(z ´ zk)
nkh0(z), and so f = ϕh where

h = (
ś

k χ
nk
k )´1h0 (note that h is well defined on D and holomorphic).

It remains to show thath P H2. For this, let r0 ă 1 be such that r0 ą maxktzku. Thenϕ is continuous and never
vanishes in F0 := tz P D : |z| ě r0u, so ϵ := mint|ϕ(z)| : z P F0u is strictly positive. Since |f(z)| ě ϵ|h(z)|
in F0, for each r P (r0, 1) we have

ş

T |f(reit)|2dt ě ϵ2
ş

T |h(reit)|2dt and so ϵ2
ş

T |h(reit)|2dt ď 2π}f}2H2 .
Taking sup over r we get ϵ}h}H2 ď }f}H2 ă 8 as claimed. Thus f = ϕh P ϕH2.

Now from the equality
ϕH2 =

č

k

ranTnk
ψk

we obtain ²

(ϕH2)K = (
č

k

ranTnk
ψk

)K = spantranTnk
ψk

)K : k = 1, . . . , nu = spantker(Tnk
ψk

)˚ : k = 1, . . . , nu ,

but the linear span of finitely many finite dimensional subspaces is closed, so finally

(ϕH2)K = spantker(Tnk
ψk

)˚ : k = 1, . . . , nu ,

which is what we wanted, since T ˚
ψk

= (S˚ ´ z̄kI).

Παραδειγμα ενος S˚-αναλλοιωτου υποχωρου πεπερασμενης διαστασης που δεν ειναι η γραμμικη θηκη
των ιδιοδιανυσματων του S˚ που περιεχει: Consider the two-dimensional space (f22H

2)K = ker(S˚)2. The
eigenvectors of S˚ are kλ, λ P D. The only one of these contained in ker(S˚)2 is k0 = f0. (Actually ker(S˚)2

is spanned by f0, an eigenvector and f1, a generalized eigenvector.)

Άσκηση 8. Παρατηρουμε οτι αν m,n P Z ο τελεστης πρωτης ταξης fmf˚
n εχει πινακα ως προς την

ΟΚ βαση tfn : n P Zu του L2(T) που εχει 1 στην (m,n)-θεση και μηδενικα παντου αλλου. Δηλαδη
η γραμμικη θηκη F := spantfmf

˚
n : m,n P Zu αποτελειται απο τους τελεστες που εχουν πινακες με

πεπερασμενο αριθμο μη μηδενικων γραμμων και στηλων, επομενως δεν περιεχει ολους τους τελεστες
πεπερασμενης ταξης. Δωστε ενα συγκεκριμενο παραδειγμα.
Δειξτε οτι παρολα αυτα η κλειστη θηκη του F περιεχει καθε τελεστη πεπερασμενης ταξης: καθε τελε-
στης πεπερασμενης ταξης προσεγγιζεται απο γραμμικους συνδυασμους τελεστων της μορφης fmf˚

n .

Hint. Observe first that the operator fmf˚
n lies in the subspace PkB(L2T)Pk where k = max(|m|, |n|) and

Pk is the projection onto the subspace spantfi : |i| ď ku. Thus if, say, f =
ř

kě1
1
kfk, the rank one operator

ff˚ lies in no subspace PkB(L2T)Pk and hence cannot lie in F .
On the other hand every g and h P L2(T) can be approximated in } ¨ }2 by the parial sums gn, hn of their
Fourier series (gn :=

ř

|k|ďn ĝ(k)fk). It follows that

}gh˚ ´ gnh
˚
n}B = }g(h´ hn)

˚ + (g ´ gn)h
˚
n}B ď }g}2}h´ hn}2 + }g ´ gn}2}hn}2 Ñ 0

(here we have used the easy fact that }gh˚}B ď }g}2}h}2). Thus gh˚ = limn gnh˚
n is in the closure of F ,

οπως θελαμε.
²using f P kerT˚ ðñ xf, Thy = xT˚f, hy = 0 @h ðñ f K ranT .


