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Κεϕάλαιο 1o-2o:Ακολουϑίες και σειϱές µιγαδικών αϱιϑµών-Μιγαδικοί αϱιϑµοί:

1. Βασικά όϱια ακολουϑιών:

• n
√
n! → +∞, n

√
n → 1, n

√
a → 1 αν a > 0,

(
1 + z

n

)n → ez για κάϑε z ̸= 0.

• An an → a και (bn) αλλη τυχούσα ακολουϑία,τότε lim sup anbn = a lim supn bn.

• Αν p, q είναι µιγαδικά πολυώνυµα,τότε p(n)/q(n) → 0 αν deg p < deg q,επίσης p(n)/q(n) → +∞ αν
degp > deg q και p(n)/q(n) → an/bn αν deg = deg q = n και p(z) = anzn + · · · + a1z + a0 και
q(z) = bmzm + · · ·+ b1z + b0.

2. Γνωστές σειϱές:η σειϱά
∑∞

n=1
1
np συγκλίνει αν και µόνο αν p > 1 και αποκλίνει για 0 < p < 1,η σειϱά∑∞

n=0 z
n,συγκλίνει αν και µόνο αν |z| < 1 και αποκλίνει αν |z| > 1,η σειϱά

∑∞
n=1 n

Mzn συγκλίνει για τα z µε
|z| < 1 και οποιοδήποτε M > 0.Επίσης οι πϱαγµατικές σειϱές

∑∞
n=1 r

n συγκλίνει για 0 < r < 1 και η σειϱά∑∞
n=1 n

Mrn συγκλίνει για κάϑε M > 0 και 0 < r < 1.

3. Βασική σειϱά:η σειϱά
∑∞

n=1
zn

n
συγκλίνει για z ∈ C όπου |z| = 1 αλλά z ̸= 1,αλλά η σύγκλιση δεν είναι

απόλυτη.
Εϕαϱµογή 1: Να εξετάσετε ως πϱος την σύγκλιση την σειϱά

∑∞
n=1

1
n

(2+3i)n

(1−2i
√
3)n

. Παϱατηϱούµε ότι αν ϑέσουµε

z = 2+3i
1−2i

√
3

,τότε z ̸= 1 προφανώς και |z| = |2+3i|
|1−2i

√
3|

=
√
13√
13

= 1 και άϱατην προηγούµενη ΄Ασκηση έχουµε ότι

η σειϱά
∑∞

n=1
zn

n
=

∑∞
n=1

1
n

(2+3i)n

(1−2i
√
3)n

συγκλίνει.

Εϕαϱµογή 2: Για ποιούς πραγµατικούς αριθµούς θ συγκλίνει η σειϱά
∑∞

n=1
einθ

n
.

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑέσουµε z = eiθ τότε παϱατηϱούµε ότι |z| = 1 και z = eiθ = cos θ + i sin θ = 1 ⇐⇒
θ = 2kπ και άϱα z ̸= 1 αν και µόνο αν θ /∈ {2kπ : k ∈ Z}.Τότε όµως,για αυτά τα θ έχουµε λόγω της ϐασικής

σειϱάς 3. έπεται ότι η σειϱά
∑∞

n=1
zn

n
=

∑∞
n=1

(eiθ)n

n
=

∑∞
n=1

einθ

n
συγκλίνει και για κάϑε άλλο θ έχουµε ότι∑∞

n=1
zn

n
=

∑∞
n=1

1
n

= ∞.

4. Κϱιτήϱιο σύγκϱισης για σειϱές: ΄Εστω (zn), (wn) είναι ακολουϑίες µιγαδικών αϱιϑµών.Τότε αν υπάϱχει σταϑεϱά
M > 0 ώστε για κάϑε n ∈ N να ισχύει ότι |zn| ≤ M |wn| και η

∑∞
n=1 wn συγκλίνει απολύτως,τότε και η

∑∞
n=1 zn

συγκλίνει απολύτως(και άϱα συγκλίνει και υπο την απλή έννοια)

5. Κϱιτήϱιο Λόγου για σειϱές: ΄Εστω (zn) ακολουϑία µιγαδικών αϱιϑµών µε zn ̸= 0 για κάϑε n ∈ N.Τότε ισχύουν
τα εξής:

• Αν limn

∣∣∣ zn+1

zn

∣∣∣ < 1,τότε η σειϱά
∑∞

n=1 zn συγκλίνει απολύτως και άϱα συγκλίνει.

• Αν limn

∣∣∣ zn+1

zn

∣∣∣ > 1,τότε η σειϱά
∑∞

n=1 zn αποκλίνει.

6. Κϱιτήϱιο ϱίϹας

΄Εστω (zn) ακολουϑία µιγαδικών αϱιϑµών.Τότε ισχύουν τα εξής:

• Αν limn
n
√

|zn| < 1,τότε η σειϱά
∑∞

n=1 zn συγκλίνει απολύτως και άϱα συγκλίνει.

• Αν limn
n
√

|zn| > 1,τότε η σειϱά
∑∞

n=1 zn αποκλίνει.

7. Βασικά όϱια συναϱτήσεων:

• limz→0
eaz−1

z
= a για κάϑε a ̸= 0.

• limz→0
sin(az)

z
= a για κάϑε a ̸= 0.

• limz→0
cos(az)−1

z
= a για κάϑε a ̸= 0.

• limz→0
log(1−z)

z
= 1.

8. Συνέχεια και ολοµοϱϕία γνωστών συναϱτήσεων:

• Η εκϑετική συνάϱτηση ez := ex(cos y + i sin y), z = x + iy ∈ C είναι ολόµοϱϕη στο C και άϱα και
συνεχής µε (ez)′ = ez για κάϑε z ∈ C.Επίσης ικανοποιέι τις εξής ϐασικές ιδιότητες:
ezew = ez+w,|ez | = eRez ,ez = ew ⇐⇒ z = w + 2kπi, k ∈ Z και επίσης ez ̸= 0 για κάϑε z ∈ C και
ez = ez .Τέλος elog z = z για κάϑε z ̸= 0.
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• Ο κύϱιος κλάδος του λογαϱίϑµου log z = log |z| + i arg(z), z ̸= 0 είναι ολόµοϱϕη συνάϱτηση στο
C\(−∞, 0] µε (log z)/ = 1/z για κάϑε z ∈ Ω και δεν είναι ούτε καν συνεχής στην αϱνητική ηµιευϑεία

(−∞, 0] και άϱα ούτε ολόµοϱϕη συνάϱτηση.Εν γένει δεν ισχύουν τα εξής log(z·w) = log z+logw,log ez =

z.

• Ο κύϱιος κλάδος της λ-δύναµης zλ := eλ log z , z ̸= 0 είναι ολόµοϱϕη συνάϱτηση στο C \ (−∞, 0] µε
(zλ)′ = λzλ−1 για κάϑε z ∈ Ω και δεν είναι ούτε καν συνεχής στην αϱνητική ηµιευϑεία (−∞, 0] και
άϱα ούτε ολόµοϱϕη συνάϱτηση.Εν γένει δεν ισχυουν τα εξής (zλ)µ = zλµ και (z · w)λ = zλ · wλ.Ισχύει

όµως ότι zλ+µ = zλ · zµ.

9. Τϱόπος απόδειξης µη ύπαϱξης ενός οϱίου µέσω ακολουθιών :Για να αποδείξουµε ότι ένα όϱιο limz→z0 f(z)

δεν υπάρχει αϱκεί να ϐϱούµε ακολουθίες (zn), (wn) µε zn, wn ̸= z0,zn, wn → z0 και limn f(zn) ̸= limn f(wn).
Για παϱάδειγµα:το όϱιο limz→0 e1/z δεν υπάρχει γιατί αν ϑεωρήσουµε τις ακολουθίες zn = 1/2πni και
wn = 1/(2n+ 1)πi,τότε zn, wn ̸= 0,zn, wn → 0 αλλά limn f(zn) = 1 ̸= −1 = limn f(wn).

10. Βασική ταυτότητα:Για κάϑε z ̸= 1 ισχύει ότι 1 + z + · · ·+ zn−1 = 1−zn

1−z
.

11. Η εξίσωςη zn = w: έχει ακϱιϐώς n το πλήϑος ϱίϹες πάντα οι οποίες είναι οι zk = n
√

|w|ei
arg(w)+2kπ

n , k =

0, 1, . . . , n− 1 όπου eit = cos t+ i sin t για κάϑε t ∈ R.

12. Η εξίσωση ez = w: έχει άπειϱες ϱίϹες οι οποίες και είναι zk = log |w|+ i arg(w) + 2kπi, k ∈ Z.

13. Το σύµβολο eit:είναι ο αριθµός που ορίζεται για κάϑε t ∈ R ώς eit = cos t + i sin t και ισχύει ότι |eit| = 1 για
κάϑε t ∈ R.

14. Αναλυτικός οϱισµός του arg: Για κάϑε z = a+ ib ̸= 0 ισχύει ότι

arg(z) =

arccos a√
a2+b2

, b ≥ 0

− arccos a√
a2+b2

, b < 0
(1)

όπου η επιλογή της arccos είναι έτσι ώστε arccos : [−1, 1] → [0, π] και arccos είναι η αντίστϱοϕη συνάϱτηση της
cos. Για παϱάδειγµα arccos

√
2

2
= π/4. arccos

√
3

2
= π/6, arccos 1

2
= π/3, arccos 1 = 0, arccos(−1) = π.

Κεϕάλαιο 4ο:∆υναµοσειϱές

1. Κϱιτήϱιο Οµοιόµορφης Σύγκλισης του Weirstrass:Το πιο χϱήσιµο κϱιτήϱιο για να αποδείκνύοθµε ότι µια
σειϱά συναϱτήσεων

∑∞
n=1 fn συγκλίνει οµοιόµορφα: Αν X ̸= ∅ µη κενό σύνολο και fn : X → C είναι µια

ακολουθία συναϱτήσεων.Τότε εάν η σειϱά πραγµατικών αριθµών
∑

n=1 ||fn||∞,όπου ||fn||∞ = supx∈X |fn(x)|
συγκλίνει,τότε η σειϱά συναϱτήσεων

∑∞
n=1 fn συγκλίνει οµοίοµορφα στο X.

2. Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard:
΄Εστω

∑∞
n=0 cn(z − a)n δυναµοσειϱά µε ακτίνα σύγκλισης R.Τότε ισχύουντα εξής:

• Η δυναµοσειϱά συγκλίνει απόλυτα σε κάϑε σηµείο του ανοιχτού δίσκου ∆(a,R).

• Η δυναµοσειϱά συγκλίνει οµοιόµοϱϕα στον κλειστό δίσκο ∆(a, r),για κάϑε r µε 0 < r < R.

• Η δυναµοσεϱά αποκλίνει για κάϑε z ∈ C µε |z − a| > R.

• Η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειϱάς δίνεται απο τον τύπο R = 1

lim sup n
√

|cn|
υπό την σύµϐαση 1

0
= +∞

και 1
+∞ = 0.

Πϱοσοχή!:Το ϑεώϱηµα δεν µας δίνει αποτέλεσµα για την σύγκλιση της σειϱά για τα z µε |z − a| = R,και αυτά τα
σηµεία τα ελέγχουµε ξεχωϱιστά.
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3. Η γεωµετϱική σειϱά:
∑∞

n=0 z
n συγκλίνει για τα |z| < 1,δηλαδή στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1) και µάλιστα ισχύει

ότι
∑∞

n=0 z
n = 1/(1− z) για τα z µε |z| < 1.Πϱοσοχή δεν συγκλίνει οµοιόµορφα στον ∆(0, 1).

4. Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard:
Εναλλακτικός τϱόπος υπολογισµού ακτίνας σύγκλισης:
΄Εστω (cn) µια ακολουθία µιγαδικών αριθµών µε cn ̸= 0 για κάϑε n ∈ N και a ∈ C.Τότε,αν υπάρχει το όϱιο
limn

∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣(επιτϱέπεται να παίϱνει και την τιµή +∞),τότε η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∑∞

n=0 cn(z−a)n

είναι R = limn

∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣.
5. Θεώϱηµα ∆ιαφόρισης ∆υναµοσειρών:Κάϑε δυναµοσειρά είναι ολόµορφη και µάλιστα άπειϱες ϕοϱές παραγ-

ωγίσιµη στον δίσκο σύγκλισης της.Πιο αυστηϱά:
-αν

∑∞
n=0 cn(z − a)n είναι µια δυναµοσειρά µε ακτίνα σύγκλισης R > 0,τότε η f : ∆(a,R) → C µε

f(z) =
∑∞

n=0 cn(z − a)n είναι ολόµορφη συνάϱτηση στον ανοιχτό δίσκο ∆(a,R) και ισχύει ότι f ′(z) =∑∞
n=1 ncn(z − a)n−1,για κάϑε z ∈ ∆(a,R).Επίσης οι συντελεστές cn της δυναµοσειράς δίνονται απο τον τύπο:

cn =
f(n)(a)

n!
για κάϑε n ≥ 0.

6. Η συνάϱτηση συνηµιτόνου:ΟϱίϹουµε την συνάϱτηση συνηµίτονο ως την cos : C → C µε cos z =
∑∞

n=0(−1)n z2n

(2n)!

για κάϑε z ∈ C.

7. Η συνάϱτηση ηµιτόνου:OϱίϹουµε την συνάϱτηση ηµίτονο ώς την sin : C → C µε sin z =
∑∞

n=0(−1)n z2n+1

(2n+1)!

για κάϑε z ∈ C.

8. Η εκϑετική συνάϱτηση ως δυναµοσειϱά:Η εκϑετική συνάϱτηση αναλύεται σε δυναµοσειϱά µε κέντϱο το µηδέν
ως εξής:ez =

∑∞
n=0

zn

n!
,για κάϑε z ∈ C.

9. Ο κύϱιος κλάδος του λογαρίθµου ως δυναµοσειρά:Αν z ∈ C µε |z| < 1,τότε ισχύει ότι log(1 + z) =∑∞
n=1(−1)n+1 zn

n
.

10. Τύπος του Euler:Για κάϑε z ∈ C ισχύει ότι eiz = cos z + i sin z.

11. Βασικές ιδιότητες:

• Για κάϑε z ∈ C ισχύει ότι cos z = eiz+e−iz

2
και sin z = eiz−e−iz

2i
.

• Για κάϑε z ∈ C ισχύει ότι cos2 z + sin2 z = 1.

• Ισχύει ότι cos z = 0 ⇐⇒ z = π
2
+ kπ, k ∈ Z και sin z = 0 ⇐⇒ z = kπ, k ∈ Z.

Κεϕάλαιο 5ο:Μιγαδική Ολοκλήϱωση

1. Καµπύλη-΄Ιχνος Καµπύλης: Μια συνεχής συνάϱτηση γ : [a, b] → C,όπου a < b ∈ R καλείται καµπύλη του
µιγαδικού επιπέδου.Η εικόνα ή ίχνος της γ ορίζεται ως το σύνολο τιµών της γ([a, b]) ⊂ C και ϑα το συµβολίζουµε
µε [γ],δηλαδή [γ] = γ([a, b]).

2. Παϱαδείγµατα καµπυλών:

• Αν α και r > 0, ϑεωϱούµε την καµπύλη γ : [0, 2π] → C µε γ(t) = a+ reit που είναι ο το πεϱίγϱαµµα του
κύκλου κέντϱου a και ακτίνας r και ϑα την συµϐολίϹουµε µε C(a, r).

• Αν z, w ∈ C ϑεϐϱούµε την καµπύλη γ : [0, 1] → C µε γ(t) = (1− t)z + tw που είναι η ευϑεία που ενώνει
τα z, w και ϑα την συµϐολίϹουµε µε [z, w]

3. Κλειστή καµπύλη:λέγεται κάϑε καµπύλη γ : [a, b] → R µε γ(a) = γ(b).
Παϱαδείγµατα κλειστών καµπυλών είναι οι γ = C(a, r).
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4. Μήκος καµπύλης: ΄Εστω γ : [a, b] → C κλάσεως C1 καµπύλη.Τότε ορίζουµε το µήκος της καµπύλης γ ως την
πόσοτητα: ℓ(γ) :=

∫ b
a |γ′(t)|dt.

Παϱαδείγµατα: κάϑε καµπύλη γ = C(a,R) έχει µήκος ℓ(γ) = 2πR,κάϑε καµπύλη γ = [z, w] έχει µήκος
ℓ(γ) = |z − w|.

5. Μιγαδικό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα πάνω σε C1 καµπύλες:
΄Εστω γ : [a, b] → C συνεχώς διαφορίσιµη καµπύλη,δηλαδή κλάσεως C1 και f : [γ] → C συνεχής συνάϱτηση.Ως
µιγαδικό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της f κατά µήκος της καµπύλης γ ορίζεται να είναι το ολοκλήϱωµα:

∫
γ f(z)dz :=∫ b

a f(γ(t)) · γ′(t).

6. Ανισότητα ML: ΄Εστω γ : [a, b] → C κλάσεως C1 και f : [γ] → C συνεχής συνάϱτηση.Τότε ισχύει η ανισότητα:
∣∣∣∫γ f(z)dz

∣∣∣ ≤
ℓ(γ) · ||f ||∞,όπου ||f ||∞ = sup{|f(z)| : z ∈ [γ]}.

7. Θεώϱηµα: ΄Εστω Ω ⊂ C ανοιχτό,γ : [a, b] → Ω µια C1 καµπύλη και f : Ω → C µια συνεχή συνάϱτηση.

• Αν f έχει παϱάγουσα στο Ω,τότε ισχύει ότι
∫
γ f(z)dz = F (γ(b))− F (γ(a)).

• Αν επιπλέον η f έχει παϱάγουσα και η γ είναι κλειστή(πχ γ = C(a,R)),τότε:
∫
γ f(z)dz = 0.

• Αν η f είναι ολόµοϱϕη στο Ω και γ είναι κλειστή καµπύλη(πχ γ = C(a,R) τότε:
∫
γ f ′(z)dz = 0.

πχ:Για κάϑε µιγαδικό πολυώνυµο P και κάϑε καµπύλη γ = C(a,R) ισχύει ότι
∫
γ P (z) = 0 γιατί ως πολυώνυµο

είναι ολόµορφη συνάϱτηση στο C και η γ είναι κλειστή.

8. Θεώϱηµα: ΄Εστω γ : [a, b] → C κλάσεως C1 καµπύλη και fn : [γ] → R ακολουϑία συνεχών συναϱτήσεων.

• Αν f : [γ] → C µια άλλη συνάϱτηση και fn
οµ−→ f ,τότε:

∫
γ fn(z) →

∫
γ f(z)dz.

• Αν η σειϱά συναϱτήσεων
∑∞

n=1 fn συγκλίνει οµοιόµορφα στο [γ],τότε:
∫
γ

∑∞
n=1 fn(z)dz =

∑∞
n=1

∫
γ fn(z)dz.

9. Βασικό Οϱίο: ΄Εστω f : C → C συνεχής και a ∈ C.Αποδείξτε ότι

lim
ϵ→0+

∫
C(a,ϵ)

f(z)

z − a
dz = 2πif(a).

Εϕαϱµογή Να ελέγξετε την ισότητα :

lim
ϵ→0+

∫
C(i,ϵ)

(1 + z)z log z

(1 + |z|2)
z
2 (z − i)

dz = −
π2

e
π
4

.

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την συνάϱτηση f : C \ (−∞, 0] → C µε f(z) =
(1+z)z log z

(1+|z|2)
z
2

,τότε παϱατηϱούµε

ότι η f είναι συνεχής συνάϱτηση ως πηλίκο τέτοιων και άϱα απο την πϱοηγούµενη ΄Ασκηση,έπεται ότι

lim
ϵ→0+

∫
C(i,ϵ)

f(z)

z − i
dz = 2πif(i) = 2πi

(1 + i)i log i

2
i
2

και κάνουµε πράξεις.

10. ∆είκτης στϱοϕής καµπύλης: ΄Εστω γ : [a, b] → C µια κλειστή και κατά τµήµατα C1 ή κλάσεως C1 καµπύλη
και z ∈ C \ [γ].ΟϱίϹουµε ως δείκτη στϱοϕής της καµπύλης γ γύϱω απο το z την ποσότητα: 1

2πi

∫
γ

1
ζ−z

dζ

και ϑα το συµϐολίϹουµε µε δγ(z),δηλαδή δγ(z) := 1
2πi

∫
γ

1
ζ−z

dζ. Η συνάϱτηση δγ : C \ [γ] → C ϑα καλείται
δείκτης στϱοϕής της καµπύλης γ.
΄Εστω γ; [a, b] → C µια κλειστή κατά τµήµατα C1 ή κλάσεως C1 καµπύλη. Τότε ισχύουν τα εξής:

• Για κάϑε z ∈ C \ [γ] ο δγ(z) είναι ακέϱαιος αϱιϑµός.

• Η δγ είναι σταϑεϱή συνάϱτηση σε κάϑε συνεκτική συνιστώσα του C \ [γ].

• Η δγ είναι µηδενική στην µοναδική µη ϕϱαγµένη συνεντική συνιστώσα του C \ [γ].

5



Παϱαδείγµατα: Αν γ = C(a,R) τότε δγ(b) = 1 για κάϑε b ∈ ∆(a,R)(ανήκει στην ϕϱαγµένη συνεκτική συνιστώσα
της γ)και δγ(b) = 0 για κάϑε b /∈ ∆(a,R)(δεν ανήκει στην ϕϱαγµένη συνεκτική συνιστώσα της γ)
Γεωµετϱική εϱµηνεία του δείκτη στϱοϕής µιας καµπύλης:
΄Εστω γ; [a, b] → C µια κλειστή κατά τµήµατα C1 ή κλάσεως C1 καµπύλη.Για κάϑε z ∈ C \ [γ] αποδείξαµε στο
πϱοηγούµενο Θεώϱηµα ότι ο δγ(z) είναι ακέϱαιος αϱιϑµός.
Γεωµετϱικά,σκεϕτόµαστε τον ακέϱαιο αϱιϑµό δγ(z) σαν το πλήϑος των πεϱιστϱοϕών που διαγϱάϕει η καµπύλη
γύϱω απο το σηµείο z του µιγαδικού επιπέδου,µε την ϐασική πϱουπόϑεση ότι η κατευϑύνση πεϱιστϱοϕής της
καµπύλης γ γύϱω απο το z συνεισϕέϱει +1 στον δγ(z) αν η καµπύλη γ κινείται αντιωϱολογιακά και συνεισϕέϱει
−1 στον δγ(z) αν η καµπύλη γ κινείται ωϱολογιακά γύϱω απο το z.

Κεϕάλαιο 6ο:Τύπος του Cauchy και εϕαϱµογές

1. Ακέϱαια συνάϱτηση:
Κάϑε ολόµορφη συνάϱτηση f : C → C ϑα καλείται ακέϱαια.

2. Θεώϱηµα Αναλυτικότητας Ολόµοϱϕων συναϱτήσεων:
΄Εστω Ω ⊂ C ανοιχτό και f : Ω → C ολόµοϱϕη.Τότε η f είναι αναλυτική συνάϱτηση στο Ω:
Για κάϑε a ∈ Ω υπάϱχει µια ακτίνα Ra > 0 και συντελεστές cn = cn(a) ∈ C ώστε f(z) =

∑∞
n=0 cn(z − a)n,για

κάϑε z ∈ ∆(a,Ra) και µάλιστα η ακτίνα Ra ικανοποιεί την σχέση Ra ≥ dist(a,C\Ω) = inf{|a−w| : z ∈ C\Ω}.
∆ηλαδή ο δίσκος ∆(a,Ra) είναι ο µεγαλύτεϱος ανοιχτός δίσκος κέντϱου α που πεϱίεχεται στο Ω. Επίσης
για τους συντελεστές της f γνωϱίϹουµε ότι,για κάϑε n ∈ N έχουµε ότι

cn =
f (n)(a)

n!
=

1

2πi

∫
C(a,r)

f(z)

(z − a)n+1
dz

για οποιοδήποτε 0 < r < Ra.

3. Το ϐασικό πόϱισµα του πϱοηγούµενου ϑεωϱήµατος είναι το εξής:

• Κάϑε ολόµοϱϕη συνάϱτηση f : ∆(a,R) → C(οϱισµένη δηλαδή σε δίσκο)αναλύεται σε δυναµοσειϱά κέντϱου
α στον ∆(a,R),δηλαδή υπάϱχουν συντελεστές (cn) ⊂ C ώστε f(z) =

∑∞
n=0 cn(z − a)n , z ∈ ∆(a,R).

• Κάϑε ακέϱαια συνάϱτηση f : C → C αναλύεται σε δυναµοσειϱά οποιουδήποτε κέντϱου a ∈ Cσε όλο το
C,δηλαδή υπάϱχουν συντελεστές (cn) ⊂ C ώστε f(z) =

∑∞
n=0 cn(z − a)n , z ∈ C.

4. Εκτιµήσεις Cauchy:
΄Εστω Ω ⊂ C,a ∈ Ω και R > 0 ώστε ∆(a,R) ⊂ Ω.Αν η f : Ω → C είναι ολόµορφη,τότε για κάϑε n ∈ N έχουµε

ότι: |f
(n)(a)|
n!

≤ M
Rn ,όπου M = max{|f(z)| : |z − a| = R}.

-Βασική εφαρµογή:
Να ϐρεθούν ολές οι ακέϱαιες συναρτήσεις f ώστε:|f(z)| ≤ 3 + 5

√
|z4| για κάϑε z ∈ C.

Παϱατηϱούµε ότι αν f είναι µια τέτοια συνάϱτηση.τότε αϕού είναι ακέϱαια,έπεται ότι αναλύεται στο C σε δυναµο-
σειρά κέντρου 0 και άϱα έστω f(z) =

∑∞
n=0 cnz

n, z ∈ C.Επίσης απο το Θεώϱηµα ∆ιαφόρισης ∆υναµοσειρών

γνωρίζουµε ότι για τα (cn) ισχύει ότι:cn =
f(n)(0)

n!
, n ≥ 0.Εποµένως,τώϱα αν πάϱουµε R > 0 τυχόν,τότε αϕού

∆(0, R) ⊂ C έπεται ότι απο τις Εκτιµήσεις Cauchy ϑα ισχύει ότι:|cn| = |f(n)(0)
n!

≤ M
Rn , για κάϑε n ≥ 0 όπου

M = max{f(z) : z ∈ C(0, R)}.Αϕού όµως για κάϑε z ∈ C(0, R) ισχύει ότι

|f(z)| ≤ 3 + 5
√

|z4| = 3 + 5
√

|z|4 = 3 +
5
√
R4

έπεται ότι M = max{|f(z)| : z ∈ C(0, R)} ≤ 3 +
5
√
R4. Τελικά για κάϑε n ≥ 0 έχουµε ότι:|cn| ≤ 3+

5√
R4

Rn .
΄Οµως αν n ≥ 1 > 4/5 τότε παίϱνοντας όϱιο R → +∞ στην παϱαπάνω σχέση,έχουµε ότι

|cn| ≤
3 +

5
√
R4

Rn
=

3

Rn
+

1

Rn−4/5
−→ 0 =⇒ |cn| = 0

και άϱα cn = 0.
Τελικά,f(z) = c0, z ∈ C µε |c0| ≤ 3 και άϱα οι ακέϱαιες συναϱτήσεις που ικανοποιούν την ανισότητα τις
υπόϑεσης είναι οι σταϑεϱές και ίσες µε µιγαδικό αϱιϑµό που έχει µέτϱο µικϱότεϱο του 3.
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-Βασική Εϕαϱµογή:
Σωστό ή Λάϑος;Αν η f είναι ακέϱαια συνάϱτηση,τότε υπάϱχει ακέϱαια συνάϱτηση g ώστε g(n)(0) = i

√
n|f (n)(0)|

για κάϑε n ≥ 0.
Είναι σωστό!

Αϕού η f είναι ακέϱαια συνάϱτηση έπεται ότι αναλύεται σε δυναµοσειϱά κέντϱου 0 ∈ C στο C και άϱα έστω:f(z) =∑∞
n=0 cnz

n, z ∈ C,όπου λόγω Θεωϱήµατος ∆ιαϕόϱισης ∆υναµοσειϱών,έχουµε ότι για τους συντελεστές (cn)

ισχύει ότι:cn =
f(n)(0)

n!
, n ≥ 0.Επίσης απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard για την ακτίνα σύγκλισης της Rf

ισχύει ότι: Rf = 1

lim supn
n

√∣∣∣∣ f(n)(0)
n!

∣∣∣∣
,και αϕού Rf = +∞,έπεται ότι lim supn

n

√∣∣∣ f(n)(0)
n!

∣∣∣ = 0. ΄Αν τώϱα

ϑεωϱήσουµε την g όπου

g(z) =
∞∑

n=0

i
√

n|f (n)(0)|
n!

zn

τότε παϱατηϱούµε ότι αυτή απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard έχει ακτίνα σύγκλισης Rg όπου:Rg = 1

lim supn
n

√∣∣∣∣ f(n)(0)
n!

∣∣∣∣
=

+∞ και άϱα η g οϱίϹει ακέϱαια συνάϱτηση. Επίσης,λόγω του Θεωρήµατος ∆ιαφόρισης ∆υναµοσειρών,έχουµε ότι

για κάϑε n ≥ 0,ισχύει ότι i
√

n|f(n)(0)|
n!

=
g(n)(0)

n!
=⇒ g(n)(0) = i

√
n|f (n)(0)| και έτσι έχουµε το Ϲητούµενο.

5. Θεώϱηµα Liouville:
Κάϑε ακέϱαια και ϕραγµένη συνάϱτηση είναι σταθερή.

6. Πόϱισµα Morera- Θεώϱηµα Σύγκλισης του Weirstrass:
΄Εστω Ω ⊂ C ανοιχτό και fn : Ω → C µια ακολουθιά συνεχών συναϱτήσεων η οποία συγκλίνει οµοιόµορφα στα
συµπαγή υποσύνολα του Ω σε µια συνάϱτηση f : Ω → C.Τότε η f είναι ολόµορφη συνάϱτηση.Επίσης ισχύει ότι
και f ′

n → f ′ οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα του Ω.

7. Το ϐασικό πόϱισµα του προηγούµενου Θεωρήµατος είναι το εξής:
΄Εστω Ω ⊂ C ανοιχτό και fn : Ω → C µια ακολουθιά συνεχών συναϱτήσεων ώστε η σειϱά

∑∞
n=1 fn συγκλίνει

οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα του Ω.Τότε η
∑∞

n=1 fn οϱίϹει ολόµορφη συνάϱτηση στο Ω.

-Βασική Εφαρµογή: Αποδείξτε ότι αν (an) είναι µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών,τότε η σειϱά
∑∞

n=0
n3zn

eian+z3n

συγκλίνει για κάϑε z ∈ C µε |z| < 1 και οϱίϹει για αυτά τα z ολόµορφη συνάϱτηση.
Αν αποδείξουµε ότι για κάϑε r ∈ (0, 1) ισχύει ότι η (6) συγκλίνει στον ∆(0, r),τότε η σειϱά ϑα συγκλίνει και στον
∆(0, 1) γιατί για κάϑε z ∈ ∆(0, 1) υπάρχει rz ∈ (0, 1) ώστε |z| ≤ rz και έτσι z ∈ ∆(0, rz) απ όπου και έπεται
ότι η

∑∞
n=0

n3zn

eian+z3n
ϑα συγκλίνει. Παϱατηϱούµε ότι αν πάϱουµε τυχόν r ∈ (0, 1) και ϑεωρήσουµε τον κλειστό

δίσκο ∆(0, r) αλλά και την ακολουθία συναϱτήσεων fn : ∆(0, r) → C µε fn(z) =
n3zn

eian+z3n
τότε έχουµε ότι για

z ∈ ∆(0, r) ισχύει ότι

|fn(z)| =
∣∣∣∣ n3zn

eian + z3n

∣∣∣∣ = n3|z|n

|eian + z3n|
≤

n3rn

|eian | − |z|3n
=

n3rn

1− |z|3n
≤

n3rn

1− r3n
≤

n3rn

1− r

για κάϑε n ∈ N και για να το αποδείξουµε αυτό χϱησιµοποιήσαµε ότι

|eian | = 1, r3n ≤ r =⇒ 1− r3n ≥ 1− r =⇒
1

1− r3n
≤

1

1− r

|eian | − |z|3n ≤ |eian + z3n| =⇒
1

|eian + z3n|
≤

1

|eian | − |z|3n

για κάϑε n ∈ N.΄Ετσι έχουµε όµως ότι ||fn||∞ ≤ 1
1−r

n3rnγια κάϑε n ∈ N και αϕού όπως έχουµε δεί στο
Κεφάλαιο 2.,η σειϱά πραγµατικών αριθµών

∑∞
n=1 n

3rn συγκλίνει,έπεται απο το Κϱιτήϱιο Σύγκρισης ότι και η
σειϱά

∑∞
n=1 ||fn|| συγκλίνει.΄Αϱα απο το Κϱιτήϱιο του Weirstrass έπεται ότι η σειϱά

∑∞
n=1 fn συγκλίνει οµοιό-

µορφα στον ∆(0, r) και άϱα και κανονικά σε κάϑε σηµείο του ∆(0, r). ΄Ετσι ορίζεται η f : ∆(0, 1) → C µε
f(z) =

∑∞
n=1

n3zn

eian+z3n
και παϱατηϱούµε ότι αυτή είναι ολόµορφη: Αν αποδείξουµε ότι η

∑∞
n=1 fn συγκλίνει

οµοιόµορφα σε κάϑε συµπαγές υποσύνολο του ∆(0, 1),τότε απο το Θεώϱηµα σύγκλισης του Weirstrass ϑα έχουµε
ότι η f είναι ολόµορφη στον δίσκο
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∆(0, 1).΄Εστω εποµένως K ⊂ ∆(0, 1) συµπαγές.Τότε όµως έχουµε ότι υπάρχει rK ∈ (0, 1) ώστε K ⊂ ∆(0, rK)

και άϱα λόγω αυτόυ που αποδείξαµε παραπάνω,έχουµε ότι η
∑∞

n=1 fn συγκλίνει οµοιόµορφα στον ∆(0, rK)

και άϱα και στο Κ,αϕού είναι υποσύνολο του.΄Ετσι απο το Θεώϱηµα σύγκλισης του Weirstrass έπεται ότι η σειϱά∑∞
n=1

n3zn

eian+z3n
οϱίϹει ολόµορφη συνάϱτηση στον δίσκο ∆(0, 1).

8. Ολοκληϱωτικός τύπος του Cauchy για παϱαγώγους:
΄Εστω Ω ⊂ C ένας αστϱόµοϱϕος τόπος,f : Ω → C ολόµοϱϕη συνάϱτηση και γ : [a, b] → C µια κλειστή
καµπύλη.Για κάϑε z ∈ Ω \ [γ] και n ≥ 0 ισχύει ότι:

f (n)(z) · δγ(z) =
n!

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ. (2)

Ο (2) καλείται ολοκληϱωτικός τύπος του Cauchy για παραγώγους.
∆ύο ϐασικές εφαρµογές στηο Κεφάλαιο 6ο:
1.΄Εστω Ω = {z ∈ C : Rez > 0} ⊂ C.Αποδείξτε ότι αν f : Ω → C είναι ολόµορφη,τότε υπάρχουν cn ∈
C ώστε lim supn

n
√

|cn| ≤ 1 και f(z) =
∑∞

n=0 cn
(

z−1
z+1

)n
, z ∈ Ω. -Παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωρήσουµε

την απεικόνιση g : ∆(0, 1) → Ω, g(w) = 1+w
1−w

τότε όπως έχουµε δει στο µάϑηµα αυτή είναι µια 1-1,επί
απεικόνιση οποία επιπλέον είναι και ολόµορφη επι του ∆(0, 1) ώς ϱητή και έχει αντίστροφη την g−1 : Ω →
∆(0, 1), g−1(w) = w−1

w+1
.Εποµένως,αϕού και η f είναι ολόµορφη στον Ω έπεται ότι και η σύνθεση τους

f ◦g : ∆(0, 1) → C είναι ολόµορφη στο ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1).Εποµένως απο το Θεώϱηµα Αναλυτικότητας,έχουµε
ότι αυτή αναλύεται σε δυναµοσειρά κέντρου 0 ∈ ∆(0, 1),δηλαδή υπάρχουν συντελεστές (cn) ⊂ C ώστε (f◦g)(w) =∑∞

n=0 cnw
n, w ∈ ∆(0, 1) που σηµαίνει ότι f

(
1+w
1−w

)
=

∑∞
n=0 cnw

n, w ∈ ∆(0, 1).Τελικά,έχουµε ότιf(z) =∑∞
n=0 cn

(
z−1
z+1

)n
, z ∈ Ω και αυτή έχει ακτίνα σύγκλισης R = 1

lim supn
n
√

|cn|
≥ 1 =⇒ lim supn

n
√

|cn| ≤ 1.

2.΄Εστω Ω = {z ∈ C : −π/2 < Imz < π/2}.Αποδείξτε ότι αν f : Ω → C είναι ολόµορφη,τότε υπάρχουν cn ∈ C
ώστε lim supn

n
√

|cn| ≤ 1 και f(z) =
∑∞

n=0 cn
(

ez−1
ez+1

)n
, z ∈ Ω.

-Παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωρήσουµε τις απεικονίσεις g1 : ∆(0, 1) → H+, g(w) = 1+w
1−w

και g2 : H+ →
Ω, g2(w) = logw τότε αυτές είναι 1-1 και επί συναρτήσεις και επίσης ολόµορφες,αϕού η log είναι ολόµορφη
στο C \ (−∞, 0] και άϱα και στον ηµίχωϱο H+ ⊂ C \ (−∞, 0].Επίσης η g2 έχει ως αντίστροφη,όπως ήδη γνωρί-
Ϲουµε την εκθετική συνάϱτηση και η g1 έχει αντίστροφη την g−1 : H+ → ∆(0, 1), g−1

1 (w) = 1−w
1+w

.Εποµένως
αϕού και η f είναι ολόµορφη στον Ω,έπεται ότι και η σύνθεση f ◦ g2 ◦ g1 : ∆(0, 1) → C είναι ολόµορφη στον
ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1) και λόγω του Θεωρήµατος Αναλυτικότητας,έπεται ότι αυτή αναλύεται σε δυναµοσειρά κέν-
τρου 0,δηλαδή υπάρχουν συντελεστές (cn) ⊂ C µε (f ◦ g2 ◦ g1)(w) =

∑∞
n=0 cnw

n, w ∈ ∆(0, 1) ή ισοδύναµα
΄Οµως g−1

1 ◦ g−1
2 : Ω → ∆(0, 1) όπου

(g−1
1 ◦ g−1

2 )(w) = g−1
1 (ew) =

ew − 1

ew + 1
, w ∈ Ω

και συνϑέτοντας την παϱπάνω σχέση µε g−1
1 ◦ g−1

2 έχουµε τελικά ότι f(z) =
∑∞

n=0 cn
(

ez−1
ez+1

)n
, z ∈ Ω µε

ακτίνα σύγκλισης R = 1

lim supn
n
√

|cn|
≥ 1 =⇒ lim supn

n
√

|cn| ≤ 1.

Κεϕάλαιο 7ο:Θεωϱία Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων

1. Θεώϱηµα Εύϱεσης Τάξης ΡίϹας:
Το α ∈ C είναι ϱίϹα τάξης m της f αν και µόνο αν f(a) = f ′(a) = f ′′(a) = · · · = f (m−1)(a) και f (m)(a) ̸= 0.
Παϱαδείγµατα:οι ϱίϹες zk = kπ της f(z) = sin z είναι όλες τάξης 1,οι ϱίϹες z′k = 2kπ της g(z) = cos z − 1 είναι
ολές τάξης 2,οι ϱίϹες z′′k = 2kπ

γ
της h(z) = eγz − 1 είναι όλες τάξης 1,η µοναδική ϱίϹα 0 της w(z) = log z είναι

τάξης 1.Επίσης η m(z) = ez − 1− z έχει ϱίϹα τάξης 2 στο 0.

2. Πολλαπλασιαστικός Νόµος τάξης ϱιϹών:
Αν το α είναι ϱίϹα τάξης m της f και το α είναι και ϱίϹα τάξης k της g,τότε το a είναι ϱίϹα τάξης k +m της f · g.

3. Κϱιτήϱιο Εύϱεσης τάξης πόλου:
Η f έχει πόλο τάξης m στο a ∈ C αν και µόνο αν limz→a(z − a)mf(z) = ℓ ̸= 0.
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4. Χαϱακτηϱισµός Επουσιωδών ανωµαλιών:
Η f έχει επουσιώδη ανωµαλία στο a ∈ C αν και µόνο αν limz→a f(z) ∈ C ή limz→a(z − a) · f(z) = 0.

5. Χαϱακτηϱισµός Ουσιωδών ανωµαλιών:
Η f έχει ουσιώδη ανωµαλία στο a ∈ C αν και µόνο αν limz→a f(z) δεν υπάρχει στο C̃ = C∪{∞}.Αϱκεί εποµένως
να ϐϱούµε δύο ακολουθίες (zn), (wn) ώστε zn, wn → a,zn, wn ̸= a για κάϑε n και limn f(zn) ̸= limn f(wn).
Παϱαδείγµατα:οι συναρτήσεις e1/z , sin 1

z
, cos 1

z
καθώς και συναρτήσεις που περίεχουν αυτές έχουν ουσιώδη αν-

ωµαλία στο 0,όπως πχ:οι sin z + sin 1
z
, cos(e1/z) κτλ.

6. Θεώϱηµα Casorati-Weirstrass:
Αν µια συνάϱτηση f : Ω \ {a} έχει ουσιώδη ανωµαλία στο a τότε για κάϑε R > 0 µε ∆(a,R) ⊂ Ω ισχύει ότι
το f(∆(a,R)\{0}) ⊂ C είναι πυκνό υπο΄συνολο του C,δηλαδή το σύνολο αυτό τέµνει κάϑε ανοιχτό δίσκο ∆(b, R′).

7. Σειϱά Laurent: είναι κάϑε σειϱά της µοϱϕής

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n =

∞∑
n=0

cn(z − a)n +

∞∑
n=1

c−n

(z − a)n

και για να ελέξγουµε για ποια z συγκλίνει,συγκλίνει απολύτως ή οµοιόµορφα ελέγχουµε αυτές τις ιδιότητες για τις
επιµέϱους δύο σειϱές της παραπάνω ανάλυσης και η τοµή των συνόλων σύγκλισης τους,µας δίνει το Ϲητούµενο για
την σειϱά Laurent.

8. ∆ακτύλιος: είναι κάϑε σύνολο της µοϱϕής

∆(a, r, R) = {z ∈ C : r < |z − a| < R}

όπου α ∈ C και 0 ≤ r < R ≤ +∞.Για παϱάδειγµα C \ {a} = ∆(a, 0,+∞) για κάϑε a ∈ C.

9. Θεώϱηµα Laurent:
Κάϑε ολόµοϱϕη συνάϱτηση f : ∆(a, r, R) → C-οϱισµένη δηλαδή σε δακτύλιο-αναπτύσσεται σε σειϱά Laurent
κέντϱου a στον ∆(a, r, R),δηλαδή υπάϱχουν συντελεστές cn ∈ C ώστε f(z) =

∑∞
n=−∞ cn(z − a)n.Επιπλέον

οι συγκλίσεις των επιµέϱους δύο παϱαπάνω σειϱών της (1) είναι απόλυτη στον ∆(a, r, R) και οµοιόµοϱϕη στα
συµπαγή υποσύνολα του ∆(a, r, R)(πχ στους κλειστούς δίσκους ∆(b, R′) ⊂ ∆(a, r, R)).
Για ολόµοϱϕες συναϱτήσεις f : ∆(a,R) \ {a} = ∆(a, 0, R) → C µε ανάπτυγµα Laurent κέντϱου α

f(z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n =

∞∑
n=0

cn(z − a)n +

∞∑
n=1

c−n

(z − a)n
.z ∈ ∆(a, 0, R)

ισχύουν τα εξής αποτελέσµατα:

10. Χαϱακτηϱισµός µεµονωµένων ανωµαλιών µέσω αναπτύγµατος Laurent:
Αν f(z) =

∑∞
n=−∞ cn(z−a)n =

∑∞
n=0 cn(z−a)n+

∑∞
n=1

c−n

(z−a)n
είναι το ανάπτυγµα Laurent της f κέντϱου

α,τότε:

• Το a είναι επουσιώδης ανωµαλία της f ανν c−n = 0 για κάϑε n.

• Το a είναι πόλος τάξης m της f ανν c−m ̸= 0 αλλά c−n = 0 για κάϑε n > m.

• Το α είναι ουσιώδης ανωµαλία της f ανν c−n ̸= 0 για άπειϱους n.

Για παϱάδειγµα η συνάϱτηση f(z) =
∑∞

n=0
in√
n!

1
zn

, z ̸= 0 έχει ουσιώδη ανωµαλία στο 0 αϕού όλοι οι απείϱοι

το πλήϑος συτελεστές c−n = 1√
n!

̸= 0.
Εϕαϱµογή του Casorati-Weirstrass:Να αποδείξετε ότι για την συνάϱτηση f(z) του παϱαπάνω παϱαδείγµατος(που
έχει µεµονωµένη ανωµαλία στο 0) ισχύει ότι για κάϑε a ∈ C υπάϱχει ακολουϑία (zk) του C \ {0} µε zk → a και
f(zk) → a.
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-΄Εστω α ∈ C τυχόν.Αϕού η f έχει ουσιώδης ανωµαλία στο 0,απο το Θεώϱηµα Casorati-Weirstrass (6) έπεται ότι
για κάϑε R > 0 το σύνολο f(∆(0, R) \ {0}) ⊂ C είναι πυκνό υποσύνολο του C,δηλαδή τέµνει κάϑε ανοιχτό δίσκο
και άϱα για κάϑε R > 0 έχουµε ότι f(∆(0, R) \ {0}) ∩∆(a,R) ̸= ∅.Εποµένως,εϕαϱµόϹοντας αυτό για R = 1/k

για κάϑε k ∈ N έχουµε ότι f(∆(0, 1/k) \ {0})∩∆(a, 1/k) ̸= ∅ για κάϑε k ∈ N και άϱα υπάρχει ακολουθία (zk)

µε zk ̸= 0 και |zk − 0| < 1/k και |f(zk) − a| < 1/k για κάϑε k ∈ N και που µας εξασφαλίζει ότι zk → 0 και
f(zk) → a.

11. Ολοκληϱωτικό Υπόλοιπο της f στο α:
Καλείται ο συντελεστής c−1 και τον συµϐολίϹουµε µε Res(f, a) και ισχύει ο εξής ϐασικός τύπος:

Res(f, a) := c−1 =
1

2πi

∫
C(a,ρ)

f(z)dz

για κάϑε r < ρ < R.

12. Σύνδεση µεµονωµένων ανωµαλίων µε ολοκληϱωτικό υπόλοιπο:
Ισχύουν τα εξής:

• Αν f έχει επουσιώδη ανωµαλία στο α,τότε Res(f, a) = 0.

• Αν f έχει πόλο τάξης m στο α,τότε Res(f, a) = 1
(m−1)!

limz→a g(m−1)(z),όπου g(z) = (z − a)m · f(z).

• Αν η f έχει πόλο τάξης 1(απλό πόλο) στο a,τότε Res(f, a) = limz→a(z − a) · f(z).

Παϱατήϱηση:Αν η f έχει απλό πόλο σε ένα σηµείο α τότε Res(f, a) ̸= 0.

13. Παϱατήϱηση:∆εν έχουµε κλειστό τύπο για το πόσο κάνει το Res(f, a) όταν το α είναι ουσιώδης ανωµαλία της
f άϱα ο µόνος τϱόπος να το υπολογίσουµε σε αυτήν την πεϱίπτωση είναι να αναπτύξουµε την f σε σειϱά Laurent
κέντρου α και να δούµε ποιός είναι ο συντελεστής c−1.

14. Μιγαδικός Κανόνας L’Hospital: Αν f, g είναι ολόµοϱϕες συναϱτήσεις που η f έχει ϱίϹα τάξης k στο a και η g

έχει ϱίϹα τάξης m στο a,τότε η f/g έχει µεµονωµένη ανωµαλία στο α και µάλιστα ισχύουν τα εξής:

• Αν k ≥ m,τότε η ανωµαλία της f/g στο a είναι επουσιώδης και

lim
z→a

f(z)

g(z)
=

0, k > m

f(k)(a)

g(k)(a)
, k = m

(3)

• Αν k < m,τότε η ανωµαλία της f/g στο a είναι πόλος τάξης m− k.

15. Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων:
Αν Ω ⊂ C είναι αστϱόµοϱϕος τόπος,f : Ω \ {a1, . . . , an} → C είναι ολόµοϱϕη συνάϱτηση,γ : [a, b] → Ω \
{a1, . . . , an} είναι κλειστή και κλάσεως C1 καµπύλη,τότε∫

γ
f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

Res(f, ak) · δγ(ak).

Εϕαϱµογή:Υπολογίστε το ολοκλήϱωµα ∫
|z|=2/3

sin2 πz

(2z − 1) log3(1− z)
.

• Βήµα 1ο:Βϱίσκουµε της ανωµαλίες της ολοκληϱωτέας συνάϱτησης που στην πεϱιπτωση µας είναι τα
σηµεία 1/2, 0.

• Βήµα 2ο:ΑναγνωϱίϹουµε το είδος των ανωµαλιών:Αν σε κάποιο απο τα σηµεία ανωµαλιών µηδενίϹεται
και ο αϱιϑµητής εϕαϱµόϹουµε Μιγαδικό Κανόνα L’Hospital (στην πεϱίπτωση µας µηδενίϹεται ο αϱιϑµητής
στο 0 και έχει ϱίϹα τάξης 2 στο 0 και ο παϱανοµαστής έχει ϱίϹα τάξης 3 στο 0 και άϱα η f έχει πόλο
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τάξης 3 − 2 = 1 στο 0)και αν ο αϱιϑµητής δεν µηδενίϹεται τότε ϑα µποϱούµε να ϐγάλουµε συµπέϱασµα
εύκολα(στην πεϱίπτωση µας ϐλέπουµε ότι ο αϱιϑµητής δεν µηδενίϹεται στο 1/2 και η f έχει πόλο τάξης 1
στο 1/2 αϕού limz→1/2(z − 1/2) · f(z) = ℓ ∈ C \ {0}.

• Βήµα 3ο:Χϱησιµοποιούµε το (12) για να υπολογίσουµε τα ολοκληϱωτικά υπόλοιπα στα σηµεία

ανωµαλίων:που στην πεϱιπτωσή µας είναι τα Res(f, 0), Res(f, 1/2) και αϕού είναι και τα δύο πόλοι τάξης
1,έχουµε ότι Res(f, 0) = limz→0 zf(z) και Res(f, 1/2) = limz→1/2(z − 1/2) · f(z).

• Βήµα 4ο:Βϱίσκουµε τον δείκτη στϱοϕής της καµπύλης στα σηµεία ανωµαλιών:που στην πεϱίπτωση
µας η καµπύλη είναι η γ = C(0, 2/3) και αϕού 0, 1/2 ∈ ∆(0, 2/3),δηλαδή ανήκουν στην ϕϱαγµένη
συνεκτική συνιστώσα της γ έπεται ότι δC(0,2/3)(0) = δC(0,2/3)(1/2) = 1.

• Βήµα 5ο:ΕϕαϱµόϹουµε Θεωϱήµα Ολοκληϱωτικών υπολοίπων:και στην πεϱίπτωση µας έχουµε ότι∫
|z|=2/3

f(z)dz = 2πi(Res(f, 0)δC(0,2/3)(0) +Res(f, 1/2) · δC(0,2/3)(1/2))

όπου όλες οι ποσότητες έχουν υπολογιστεί παϱαπάνω.

Εϕαϱµογή: Εξετάστε αν υπάρχει ακολουθία Pn πολυωνύµων ώστε Pn → z(ez−1)2

sin4 z
οµοιόµορφα στον δακτύλιο

∆(0, 1, 2).
΄Εστω ότι υπάρχει τέτοια ακολουθία ολόµορφων πολυωνύµων (Pn) και τότε λόγω Θεωρήµατος του Κεφαλαίου
5. ϑα είχαµε ότι αν ϑεωρήσουµε την καµπύλη γ = C(0, 2) που είναι κλειστή και C1,και περιέχεται και στον
δακτύλιο τότε:

∫
γ Pn(z)dz −→

∫
γ f(z)dz.Αϕού όµως τα πολυώνυµα Pn είναι ολόµορφες συναρτήσεις C και

έχουν παράγουσα και η γ είναι κλειστή καµπύλη,έπεται απο Θεώϱηµα ότι
∫
γ Pn(z)dz = 0,για κάϑε n ∈ N και

άϱα
∫
γ Pn(z)dz −→ 0. Απο µοναδικότητα όµως του οϱίου,έπεται τελικά ότι πϱέπει να ισχύει ότι

∫
γ f(z)dz =

0.Παϱατηϱούµε τώϱα ότι για την f(z) =
z(ez−1)2

sin4 z
ισχύει ότι αυτή έχει µεµονωµένες ανωµαλίες στα σηµεία µη-

δενισµού του παρανοµαστή,δηλαδή στα σηµεία µηδενισµού της sin που είναι τα zk = kπ, k ∈ Z και µάλιστα
παϱατηϱούµε ότι απ αυτές οι µόνες που περιέχονται στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 2) είναι αυτή που αντιστοιχεί στο
k = 0,δηλαδή το z0 = 0.Παϱατηϱούµε µάλιστα ότι αϕού ο αριθµητής έχει ϱίϹα τάξης 3 στο 0(γιατί η z έχει
ϱίϹα τάξης 1 στο 0 και η ez − 1 έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0)και ο παρανοµαστής έχει ϱίϹα τάξης 4 στο 0(γιατί η
sin έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0),έπεται απο τον Μιγαδικό Κανόνα L’Hospital ότι η f έχει πόλο τάξης 4 − 3 = 1 στο
0,δηλαδή απλό πόλο και άϱα Res(f, 0) ̸= 0.Εποµένως απο το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων,έπεται ότι∫
γ f(z)dz = 2πiRes(f, 0) ̸= 0 και άϱα,ατόπο και εποµένως δεν υπάρχει τέτοια ακολουθία.

16. Αϱχή του Rouche:
΄Εστω Ω ⊂ C ένα ανοιχτό σύνολο και a ∈ C,R > 0 ώστε ∆(a,R) ⊂ Ω.Αν για τις ολόµοϱϕες συναϱτήσεις
f, g : Ω → C,ισχύει ότι:

|f(z)| < |g(z)|, για κάϑε z ∈ C(a, r)

τότε το πλήϑος ϱιϹών της f + g στον ανοιχτό δίσκο ∆(a,R) είναι ίσο µε το πλήϑος ϱιϹών της g στον ∆(a,R).
Εϕαϱµογή: Αποδείξτε ότι το πολυώνυµο p(z) = z15 + 18z7 + 13z3 + z + 2 έχει 7 ϱίϹες στον δίσκο ∆(0, 1).
Αϱχικά παϱατηϱούµε ότι για z ∈ C(0, 1) έχουµε ότι

|p(z)− 18z7| = |z15 + 13z3 + z + 2| ≤ |z|15 + 13|z|13 + |z|+ 2 = 17 < 18 = |18z7| (4)

και άϱα απο την αϱχή του Rouche για τις ολόµορφες συναρτήσεις f(z) = p(z) − 18z7 και g(z) = 18z7 έχουµε
ότι η f + g = p έχει όσες ϱίϹες έχει και η g στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1) και αϕού αυτή έχει µοναδική ϱίϹα το 0 στον
ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1) και είναι τάξης 7,έπεται ότι και η p ϑα έχει 7 ϱίϹες στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1).

17. Αϱχή οϱίσµατος:Μας δίνει άµεσο τύπο για υπολογισµό ολοκληϱωµάτων της µοϱϕής
∫
γ zk

f ′(z)
f(z)

dz:Αν f : Ω → C
ολόµοϱϕη και γ : [a, b] → Ω κλειστή και C1 καµπύλη,τότε:

•
∫
γ

f ′(z)
f(z)

dz = 2πi× (πλήϑος ϱιϹών της f στο εσωτεϱικό της γ).

•
∫
γ z

f ′(z)
f(z)

dz = 2πi
∑

a∈Z(f),α∈εσ.της γ a.
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• Για κάϑε k ∈ N ισχύει ότι
∫
γ zk

f ′(z)
f(z)

dz = 2πi
∑

a∈Z(f),a∈εσ.της γ a
k.

Παϱάδειγµα: Να υπολογιστεί το ολοκλήϱωµα:
∫
|z|=1

z2

2z3−1
dz.Παϱατηϱούµε ότι ο παϱανοµαστής έχει ακϱιϐώς 3

διακεκϱιµένες ϱίϹες και όλες ϐϱίσκονται στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1),αϕού έχουν µέτϱο 1
3√2

< 1.Εποµένως απο την
αϱχή οϱίσµατος έχουµε ότι∫

|z|=1

z2

z3 − 1
dz =

1

6

∫
|z|=1

(2z3 − 1)′

(2z3 − 1)
dz =

1

6
2πi(1 + 1 + 1) = πi.

18. Τύποι Vieta για ϱίϹες πολυωνύµων:΄Εστω p(z) = czzn + · · · + c1z + c0 µιγαδικό πολυώνυµο p µε ϱίϹες

ρ1, . . . , ρn.Τότε ισχύουν οι εξής τύποι:
∑n

k=1 ρk = − cn−1

cn
και

∑n
k=1 ρ

2
k =

(
− cn−1

cn

)2
− 2

cn−2

cn
.

19. Σηµεία συσσώϱευσης συνόλου: ΄Εστω A ⊂ C.΄Ενα z ∈ C καλείται σηµείο συσσώϱευσης του συνόλου Α,ανν
υπάρχει ακολουθία zn στοιχείων του Α µε zn → z και zn ̸= z για κάϑε n ∈ N.Το σύνολο όλων των σηµείων
συσσώϱευσης του συνόλου Α καλείται παράγωγο σύνολο του Α και το συµβολίζουµε µε A′.
-Παϱάδειγµα:Θεωϱούµε το σύνολο A =

{
1
n

: n ∈ N
}

⊂ C και παϱατηϱούµε ότι το σύνολο αυτό έχει σηµείο
συσσώϱευσης το 0 αϕού η ακολουθία zn = 1/n είναι ακολουθία στοιχείων του Α και ισχύει ότι zn → 0 και zn ̸= 0

για κάϑε n ∈ N.Με άλλα λόγια,0 ∈ A′.

20. ΄Αϱχή της ταυτότητας: ΄Εστω Ω ⊂ C τόπος και έστω και f, g : Ω → C δύο ολόµοϱϕες συναϱτήσεις.Αν ϑεωϱήσουµε
το σύνολο ταύτισης των f,g,δηλαδή

T = {z ∈ Ω : f(z) = g(z)} ⊂ Ω

και ισχύει ότι T ′ ∩ Ω είναι µη κενό σύνολο,δηλαδή υπάϱχουν σηµεία συσσώϱευσης του Τ µέσα στο Ω,τότε
f(z) = g(z) για κάϑε z ∈ Ω.
4 ϐασικές Εϕαϱµογές στο Κεϕάλαιο 7ο:

1. Υπολογίστε την ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειϱάς
∑∞

n=0
f(n)(i+1)

n!
(z − 1)n αν f(z) =

z(ez−1−z)2

(ez−1)5
.

- Παϱατηϱούµε ότι απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard έχουµε ότι R = 1

lim supn
n

√∣∣∣∣ f(n)(1+i)
n!

∣∣∣∣
.Παϱατηϱούµε

ότι η f έχει µεµονωµένη ανωµαλία στο 0 και επειδή ο αϱιϑµητή έχει ϱίϹα τάξης 5 στο 0 γιατί καϑένας απο τους
παϱάγοντες z, ez − 1 − z έχει ϱίϹα τάξης 1 και τάξης 2 αντίστοιχα στο 0 και ο παϱανοµαστής έχει επίσης ϱίϹα
τάξης 5 στο 0 γιατί ο παϱάγοντας ez − 1 έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0.Τελικά απο το Μιγαδικό Κανόνα De L’Hospital
έπεται ότι η f έχει επουσιώδη ανωµαλία στο 0 και άϱα επεκτείνεται σε ολόµοϱϕη συνάϱτηση γύϱω απο το 0.
Παϱατηϱούµε επίσης ότι ο παϱανοµαστής µηδενίϹεται στα σηµεία zk = 2kπi, k ∈ Z και άϱα σε καϑένα απο αυτά
η f επίσης παϱουσιάϹει µεµονωµένης ανωµαλία και πιο συγκεκϱιµένα η f έχει πόλο στα zk, k ∈ Z \ {0}.Αϕού
όµως οι πλησιέστεϱοι πόλοι στο i + 1 είναι οι 2πi,−2πi,έπεται ότι η f επεκτέινεται σε ολόµοϱϕη συνάϱτηση
στον δίσκο ∆(i+ 1,M) όπου

M = min{
√

1 + (2π − 1)2,
√

1 + (2π + 1)2} =
√

1 + (2π − 1)2

και άϱα απο το Θεώϱηµα Αναλυτικότητας ολόµοϱϕων συναϱτήσεων έπεται ότι αυτή αναλύεται σε δυναµοσειϱά
κέντϱου i + 1 στον δίσκο αυτό,δηλαδή f(z) =

∑∞
n=0 cn(z − (i + 1))n, z ∈ ∆(i + 1,M) µε Rf = M και

αϕού απο Cauchy-Hadamard ισχύει ότι Rf = 1

lim supn
n
√

|cn|
= 1

lim supn
n

√∣∣∣∣ f(n)(i+1)
n!

∣∣∣∣
= M έπεται ότι και

R = M =
√

1 + (2π − 1)2 είναι η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειϱάς της εκϕώνησης.

2. Υπάϱχει ολόµοϱϕη συνάϱτηση f : C \ {0} → C για την οποία να ισχύει ότι f ′(z) = z cos
(

1+i
z

)
;

-Αν υπήϱχε τέτοια συνάϱτηση,τότε παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την κλειστή καµπύλη γ = C(0, 1) τότε
απο Θεώϱηµα έπεται ότι

∫
C(0,1) f

′(z)dz = 0 και άϱα ϑα έπϱεπε να ισχύει ότι και
∫
C(0,1) z cos

(
1+i
z

)
dz που

παϱατηϱούµε ότι η ολοκληϱωτέα συνάϱτηση έχει µοναδική µεµονωµένη ανωµαλία στο 0 και άϱα αϕού 0 ∈ ∆(0, 1)

έπεται ότι δC(0,1)(0) = 1 και απο Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων του Cauchy ϑα έπϱεπε να ισχύει ότι∫
C(0,1) z cos

(
1+i
z

)
dz = 2πiRes(g, 0)δC(0,1)(0) = 2πiRes(g, 0) όπου g(z) = z cos

(
1+i
z

)
.Πϱέπει εποµένως

να ϐϱούµε το Res(g, 0) αλλά δεν είναι εύκολο να αναγνωϱίσουµε το είδος της ανωµαλίας της g στο 0 γι αυτό και ϑα
πάµε µε το ανάπτυγµα της σε σειϱά Laurent κέντϱου 0. Παϱατηϱούµε ότι για την cos ισχύει ότι αυτή αναπτυσσεται
σε δυναµοσειϱά µε κέντϱο το 0 στο C ώς εξής: cos z =

∑∞
n=0(−1)n z2n

(2n)!
, z ∈ Cκαι άϱα για z ̸= 0 έχουµε ότι

12



cos
(

1+i
z

)
=

∑∞
n=0

(−1)n

(2n)!
(1+i)2n

z2n
και άϱα g(z) = z cos

(
1+i
z

)
=

∑∞
n=0

(−1)n(1+i)2n

(2n)!
1

z2n−1 , z ∈ C \ {0}
και έτσι ο συντελεστής του 1

z
στο παϱαπάνω ανάπτυγµα είναι αυτός που αντιστοιχεί στο n = 1 και άϱα είναι ο

(−1)1(1+i)2

2!
= − 1+2i−1

2
= −i και έτσι Res(g, 0) = −i =⇒

∫
C(0,1) g(z)dz = 2πi(−i) = 2π ̸= 0 και άϱα δεν

µποϱεί να υπάϱχει τέτοια συνάϱτηση.
3. Εξετάστε εάν υπάϱχει συνεχής f : ∆(0, 1) → C,η οποία είναι ολόµοϱϕη στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1) και
f
(
1
n

)
= 1

n+1
.

-Παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την συνάϱτηση g : ∆(0, 1) → C µε g(z) = z
1+z

,τότε παϱατηϱούµε ότι αυτή
είναι ολόµοϱϕη και αν υπήϱχε τέτοια συνάϱτηση f ϑα είχαµε ότι f(1/n) = g(1/n) για κάϑε n ∈ N και άϱα
1/n ∈ T για κάϑε n ∈ N,όπου Τ είναι σύνολο ταύτισης της f µε την g.Αϕού τώϱα 1/n → 0 και 1/n ̸= 0

για κάϑε n και η ακολουϑία (1/n) είναι ακολουϑία στοιχείων του Τ,έπεται ότι τελικά 0 ∈ T ′ ∩ ∆(0, 1) και άϱα
T ′∩∆(0, 1) ̸= ∅.Εποµένως απο την Αϱχή της Ταυτότητας,έπεται ότι f = g στον ∆(0, 1) και αυτό είναι άτοπο,γιατί
λόγω της συνέχειας της f στο −1 ∈ ∆(0, 1) έχουµε ότι

C ∋ f(−1) = lim
|z|<1,z→−1

f(z) = lim
|z|<1,z→−1

g(z) = ∞

4. Αποδείξτε ότι υπάϱχει ακολουϑία πολυνώµων Pn ∈ C[z] ώστε

Pn(z) −→
z(ez − 1)5

(πz − 1)2(1− cos z)2

οµοιόµοϱϕα στον δακτύλιο ∆(0, 1, 2).

Αϱχικά παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την συνάϱτηση f(z) =
z(ez−1)5

(πz−1)2(1−cos z)2
τότε παϱατηϱούµε ότι αυτή

παϱουσιάϹει µεµονωµένες ανωµαλίες στις ϱίϹες των εξισώσεων:cos z = 1 ⇐⇒ zk = 2kπ, k ∈ Z και πz − 1 =

ez log π − 1 = 0 ⇐⇒ ez log π = e0 ⇐⇒ z′k log π = 2kπi ⇐⇒ z′k = 2kπ
log π

i, k ∈ Z.Παϱατηϱούµε τώϱα
ότι για το 0 έχουµε ότι αϕού η ποσότητα 1 − cos z έχει ϱίϹα τάξης 2 στο 0,έπεται ότι ο παϱάγοντας (1 − cos z)2

έχει ϱίϹα τάξης 4 στο 0.Απο την άλλη,το 0 ελέγχεται ότι είναι και ϱίϹα τάξης 1 του πz − 1 = ez log π − 1 γιατί
e0 log π − 1 = e0 − 1 = 0 και (ez log π − 1)′ = log πez log π =⇒ log πe0 log π = log π ̸= 0. Εποµένως ο
παϱάγοντας (πz − 1)2 έχει ϱίϹα τάξης 2 στο 0 και τελικά όλος ο παϱανοµαστής της f έχει ϱίϹα τάξης 2 + 4 = 6

στο 0. Απο την άλλη,ο αϱιϑµητής έχει επίσης ϱίϹα τάξης 6 στο 0 γιατί ο παϱάγοντας z έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0 και ο
(ez − 1)5 έχει ϱίϹα τάξης 5 στο 0,αϕού ο ez − 1 έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0. Εποµένως απο τον Μιγαδικό Κανόνα De
L’Hospital έπεται ότι η f έχει επουσιώδης ανωµαλια στο 0 και άϱα επκτείνεται σε ολόµοϱϕη συνάϱτηση γύϱω
απο το 0. Οι υπόλοιπες ϱίϹες zk, z

′
k,για τα k ∈ Z \ {0} είναι πόλοι της f και αϕού τώϱα οι πλησιέστεϱοι στο 0

πόλοι είναι οι 2π/ log π,−2π/ log π και η f επεκτείνεται οµαλά γύϱω απο το 0,έπεται ότι επκτείνεται σε ολόµοϱϕη
συνάϱτηση στον δίσκο ∆(0, 2π/ log π) και απο το Θεώϱηµα Αναλυτικότητας Ολοµόϱϕων συναϱτήσεων,έπεται ότι
αυτή έχει ανάπτυγµα σε δυναµοσειϱά κέντϱου 0 στον ∆(0, 2π/ log π) και άϱα έστω f(z) =

∑∞
n=0 cnz

n, z ∈
∆(0, 2π/ log π) και Rf = 2π/ log π,η ακτίνα σύγκλισης της.Παϱατηϱούµε όµως ότι Rf > 2 και άϱα ∆(0, 1, 2) ⊂
∆(0, 2π/ log π) και απο το ϑεώϱηµα Cauchy-Hadamard έχουµε ότι η

∑∞
n=0 cnz

n συγκλίνει οµοιόµοϱϕα στον
δακτύλιο ∆(0, 1, 2),δηλαδή αν ϑεωϱήσουµε την ακολουϑία µεϱικών αϑϱοισµάτων της δυναµοσειϱάς,έστω Pn ∈
C[z] µε Pn(z) = c0 + c1z + · · ·+ cn−1zn−1 τότε Pn(z) −→ f(z) οµοιόµοϱϕα στον δακτύλιο ∆(0, 1, 2).
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