
Γεωμετρική Ανάλυση

Αθανάσιος Χατζηκαλέας

Περίληψη

Οι παρούσες σημειώσεις αυτές έχουν βασιστεί, εν μέρει, στη μελέτη διαφόρων
πηγών της σχετικής βιβλιογραφίας, συμπεριλαμβανομένων των συγγραμάτων των
do Carmo [6], Spivak [7], Frankel [9], Lee [5] και Κουτρουφιώτη [2], τα οποία
συνέβαλαν στη διαμόρφωση του παρόντος υλικού, τόσο ως προς τη δομή όσο
και ως προς την ερμηνευτική προσέγγιση των εννοιών. Παρουσιάζονται πλή-
ρεις και αναλυτικές αποδείξεις των βασικών θεωρημάτων, καθώς και λεπτομερείς
λύσεις ασκήσεων, οι οποίες παρατίθενται στο τέλος κάθε Κεφαλαίου. Με σκο-
πό την περαιτέρω εμβάθυνση στις σχετικές έννοιες και τη σύνδεσή τους με την
Φυσική, περιλαμβάνονται εφαρμογές από τα συγγράμματα των Flanders [3], Baez-
Muniain [4], Isham [1] και Stone-Goldbart [8]. Η διδακτέα ύλη που καλύπτεται
μέσω των σημειώσεων αυτών αντιστοιχεί πλήρως στην ύλη του προπτυχιακού μα-
θήματος ‘‘Γεωμετρική Ανάλυση’’, όπως αυτή καθορίζεται από τον οδηγό σπουδών
του Μαθηματικού Τμήματος του Εθνικού και Καποδιστριακού Πανεπιστημίου Α-
θηνών.
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Chapter 1

Διαφορικές Μορφές στον Rn

Στο Κεφάλαιο αυτό, εφοδιάζουμε τον Ευκλείδιο χώρο Rn με τις Καρτεσιανές συ-
ντεταγμένες (x1, . . . , xn) (εκτός εάν αναφέρεται διαφορετικά) και υπενθυμίζουμε
ότι αυτός έχει την συνήθη βάση {ei : i = 1, 2, . . . , n} όπου ei = (0, . . . , 1, . . . , 0),
όπου η μονάδα τοποθετείται στην i-θέση. Τα διανύσματα ei έχουν αρχή το ση-
μείο 0 = (0, · · · , 0). Μεταφέρουμε παράλληλα τα διανύσματα ei της βάσης του
Rn ώστε αυτά να έχουν αρχή το σημείο p και τα συμβολίζουμε με (ei)p.

1.1 Εφαπτόμενος και δυϊκός χώρος

Πρώτα, δίνουμε τους παρακάτω ορισμούς.

Ορισμός 1.1.1 (Εφαπτόμενος χώρος). ΄Εστω p ∈ Rn ένα σταθερό σημείο. Ο
εφαπτόμενος χώρος (tangent space) στο σημείο p ορίζεται ως το σύνολο
όλων των διανυσμάτων με αρχή το p, δηλαδή

Rn
p := {q − p : q ∈ Rn} = span ({(ei)p : i = 1, 2, . . . , n}) .

Το Σχήμα 1.2 δείχνει τον εφαπτόμενο χώρο R2
p.

Ορισμός 1.1.2 (Διανυσματικά πεδία). ΄Ενα διανυσματικό πεδίο (vector
field) είναι μία απεικόνιση v : Rn → Rn

· με

p ∈ Rn $→ v(p) =
n!

i=1

vi(p)(ei)p ∈ Rn
p ,

όπου οι συνιστώσες p $→ vi(p) είναι όλες λείες συναρτήσεις ως προς p.
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Το Σχήμα 1.1 δείχνει ένα παράδειγμα διανυσματικού πεδίου στον R2.

Σχήμα 1.1: ΄Ενα παράδειγμα διανυσματικού πεδίου στον R2. Για κάθε p ∈ R2,
έχουμε ένα διάνυσμα v(p) ∈ R2

p.

Ορισμός 1.1.3 (Δυϊκός χώρος). Ο δυϊκός χώρος (dual space) ορίζεται
ως το σύνολο όλων των γραμμικών απεικονίσεων από τον εφαπτόμενο χώρο στο
σύνολο των πραγματικών αριθμών, δηλαδή

(Rn
p)

! :=
"
ϕ : Rn

p → R : η απεικόνιση v(p) $→ ϕ(v(p)) είναι γραμμική
#
.

Ας βρούμε μία βάση του χώρου αυτού. Ορίζουμε τις γραμμικές (εξ ορισμού)
απεικονίσεις (dxi)p : Rn

p → R έτσι ώστε

(dxi)p((ej)p) = δij,

για κάθε i, j = 1, 2, . . . , n. Ορίζοντας μόνο τις τιμές των απεικονίσεων αυτών
στα στοιχεία της βάσης, καθορίζονται αυτόματα όλες οι τιμές. Πράγματι, λόγω
της γραμμικότητας αυτών, παίρνουμε

(dxi)p(v(p)) = (dxi)p

$
n!

j=1

vj(p)(ej)p

%
=

n!

j=1

vj(p)(dxi)p ((ej)p)
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=
n!

j=1

vj(p)δij = vi(p), (1.1)

για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Η σχέση αυτή δηλώνει ότι οι γραμμικές απεικονί-
σεις (dxi)p : Rn

p → R είναι απεικονίσεις συντεταγμένων για τα διανύσματα
του εφαπτομένου χώρου Rn

p ακριβώς όπως οι x
i : Rn → R είναι απεικονίσεις

συντεταγμένων για τα σημεία του Rn. Πρώτα, θα αποδείξουμε ότι το σύνολο
{(dxi)p : i = 1, 2, . . . , n} είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Πράγματι, έχουμε

n!

i=1

λi(dx
i)p = 0 =⇒

$
n!

i=1

λi(dx
i)p

%
((ej)p) = 0

=⇒
n!

i=1

λi(dx
i)p((ej)p) = 0

=⇒
n!

i=1

λiδ
i
j = 0

=⇒ λj = 0,

για κάθε j = 1, 2, . . . , n. Απομένει να δείξουμε ότι παράγει τον χώρο. ΄Εστω ένα
τυχαία επιλεγμένο στοιχείο ϕ ∈ (Rn

p)
!. Αναζητούμε (εάν υπάρχουν) συντελεστές

λi τέτοιους ώστε

ϕ =
n!

i=1

λi(dx
i)p =⇒ ϕ((ej)p) =

$
n!

i=1

λi(dx
i)p

%
((ej)p)

=⇒ ϕ((ej)p) =
n!

i=1

λi(dx
i)p((ej)p)

=⇒ ϕ((ej)p) =
n!

i=1

λiδ
i
j

=⇒ ϕ((ej)p) = λj,

για κάθε j = 1, 2, . . . , n. Συνεπώς, μπορούμε να εκφράσουμε κάθε στοιχείο
ϕ ∈ (Rn

p)
! συναρτήσει της βάσης ως εξής

ϕ =
n!

i=1

ϕ((ei)p)(dx
i)p, (1.2)
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το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη του ισχυρισμού. ΄Ετσι, έχουμε

(Rn
p)

! = span
&
{(dxi)p : i = 1, 2, . . . , n}

'
.

Προφανώς, η διάσταση του χώρου είναι

dim(Rn
p)

! = dimRn = n.

Το Σχήμα 1.2 δείχνει την βάση του εφαπτόμενου χώρου R2
p.

Σχήμα 1.2: Ο εφαπτόμενος χώρος R2
p. Το σύνολο {(e1)p, (e2)p} αποτελεί βάση

αυτού. Κάθε (ei)p προκύπτει από παράλληλη μεταφορά του αντίστοιχου στοιχείου
βάσης ei του R2. Οι συναρτήσεις (dxi)p : R2

p → R είναι συναρτήσεις συντεταγ-
μένων για τα διανύσματα v(p) του R2

p με την έννοια της (1.1) ακριβώς όπως οι
xi : R2 → R είναι συναρτήσεις συντεταγμένων για τα σημεία p του R2.
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1.2 Διαφορικές μορφές

Ορισμός 1.2.1 (1-μορφές). Μία 1-μορφή (1-form) είναι μία απεικόνιση ω :
Rn → (Rn

· )
! με

p ∈ Rn $→ ω(p) =
n!

i=1

ωi(p)(dx
i)p ∈ (Rn

p)
!,

όπου οι συνιστώσες p $→ ωi(p) := ω(p)((ei)p) είναι όλες λείες συναρτήσεις ως
προς p.

Παράδειγμα 1.2.2 (Διαφορικό συνάρτησης). ΄Ενα παράδειγμα 1-μορφής είναι
το διαφορικό μίας λείας συνάρτησης f : Rn → R σε κάποιο σημείο p ∈ Rn. Αυτό
είναι η (μοναδική) γραμμική απεικόνιση

(df)p : Rn
p → R

τέτοια ώστε ο πίνακας που την αναπαριστά ως προς την βάση {(ei)p : i =
1, 2, · · · , n} του Rn

p να είναι ο

(df)p =

(
∂f(p)

∂xj

)
.

Ισοδύναμα, αυτό σημαίνει ότι

(df)p((ej)p) =
∂f(p)

∂xj
.

Ορίζοντας μόνο τις τιμές αυτής στα στοιχεία της βάσης, καθορίζονται αυτόματα
όλες οι τιμές. Πράγματι, επειδή αυτή είναι γραμμική, παίρνουμε

(df)p(v(p)) = (df)p

$
n!

i=1

vi(p)(ei)p

%
=

n!

i=1

vi(p)(df)p ((ei)p)

=
n!

i=1

vi(p)
∂f(p)

∂xj
,
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για κάθε v(p) ∈ Rn
p . Η τιμή (df)p(v(p)) ονομάζεται κατευθυνόμενη παρά-

γωγος της f στο σημείο p στην κατεύθυνση του v(p). Ισοδύναμα, λόγω της
(1.2), η απεικόνιση αυτή γράφεται και ως

(df)p =
n!

i=1

(df)p((ej)p)(dx
j)p =

n!

i=1

∂f(p)

∂xj
(dxj)p

και εμπεριέχει όλη την πληροφορία για τις κατευθυνόμενες παραγώγους της f στο
σημείο p ως προς κάθε κατεύθυνση: υπολογίζοντάς την σε ένα διάνυσμα v(p),
παίρνουμε την κατευθυνόμενη παραγώγο της f στο σημείο p ως προς αυτήν την
κατεύθυνση v(p).

Ορισμός 1.2.3 (Χώρος των πολυγραμμικών και εναλλασσόμενων απεικονίσε-
ων). ΄Εστω k ≥ 1 έας ακέραιος αριθμός. Μία απεικόνιση

ϕ : Rn
p × · · ·× Rn

p* +, -
k αντίγραφα

→ R, (v1(p), . . . , vk(p)) $→ ϕ(v1(p), . . . , vk(p))

ονομάζεται πολυγραμμική εάν είναι γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της και
εναλλασσόμενη εάν αυτή αλλάζει πρόσημο όταν εναλλάσσουμε οι διαδοχικά το-
ποθετημένες μεταβλητές, δηλαδή

ϕ(. . . , vi(p), vi+1(p), . . . ) = −ϕ(. . . , vi+1(p), vi(p), . . . ),

για κάθε i = 1, 2, . . . , n−1. Συμβολίζουμε τον χώρο των πολυγραμμικών
και εναλλασσόμενων απεικονίσεων ως εξής

Λk(Rn
p)

! := {όλες οι πολυγραμμικές και εναλλασσόμενες απεικονίσεις} .

Παρατηρήστε ότι Λ1(Rn
p)

! = (Rn
p)

!. Ως ένα παράδειγμα, ας δούμε ένα στοιχείο
του χώρου Λk(Rn

p)
!. Για κάθε 1-μορφές ϕ1, . . . ,ϕk, ορίζουμε το στοιχείο

ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk ∈ Λk(Rn
p)

!

από τον τύπο

(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk)(v1(p), . . . , vk(p)) := det(ϕi(vj(p))), (1.3)
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για κάθε v1(p), . . . , vk(p) ∈ Rn
p . Είναι εύκολο να δεί κανείς, από τις ιδιότητες τις

ορίζουσας, ότι η απεικόνιση αυτή είναι πολυγραμμική και εναλλασσόμενη, και ως
εκ τούτου ανήκει πράγματι στον χώρο Λk(Rn

p)
!. Παρατηρήστε ότι, από την (1.3)

προκύπτει

(dxi)p ∧ (dxi)p = 0, (dxi)p ∧ (dxj)p = −(dxj)p ∧ (dxi)p. (1.4)

για κάθε i, j = 1, 2, . . . , n με i ∕= j. Στην συνέχεια, θα χρησιμοποιήσουμε
το στοιχείο αυτό για να βρούμε μία βάση του χώρου Λk(Rn

p)
!. Συγκεκριμένα,

ισχυριζόμαστε ότι

Λk(Rn
p)

! = span
&
{(dxi1)p ∧ · · · ∧ (dxik)p : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}

'
.

Πράγματι, το σύνολο {(dxi1)p ∧ · · · ∧ (dxik)p : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n} είναι
γραμμικά ανεξάρτητο αφού

!

1≤i1<···<ik≤n

λi1···ik(dx
i1)p ∧ · · · ∧ (dxik)p = 0 =⇒

$
!

1≤i1<···<ik≤n

λi1···ik(dx
i1)p ∧ · · · ∧ (dxik)p

%
((ej1)p, · · · , (ejk)p) = 0 =⇒

!

1≤i1<···<ik≤n

λi1···ik(dx
i1)p ∧ · · · ∧ (dxik)p((ej1)p, · · · , (ejk)p) = 0 =⇒

!

1≤i1<···<ik≤n

λi1···ik det((dx
iµ)p((ejν)p)) = 0 =⇒

!

1≤i1<···<ik≤n

λi1···ikδ
i1
j1
· · · δikjk = 0 =⇒

λj1···jk = 0,

για κάθε (j1, . . . , jk) με 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n. Εδώ, χρησιμοποιήσαμε το
γεγονός ότι

det((dxiµ)p((ejν)p)) = δi1j1 · · · δ
ik
jk
.

Αυτό μπορεί να αποδειχθεί πιο αναλυτικά ως εξής: Εάν i1 > j1, τότε 1 ≤
j1 < i1 < · · · < ik ≤ n και συνεπώς (dxiµ)p((ej1)p) = δ

iµ
j1

= 0, για κάθε
µ = 1, 2, . . . , k. Αυτό μας δίνει det((dxiµ)p((ejν)p)) = 0. Εάν i1 < j1, τότε
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1 ≤ i1 < j1 < · · · < jk ≤ n και συνεπώς (dxi1)p((ejν)p) = δi1jν = 0, για κάθε
ν = 1, 2, . . . , k. Αυτό μας δίνει πάλι det((dxiµ)p((ejν)p)) = 0. ΄Ετσι, για κάθε
i1 ∕= j1, έχουμε det((dxiµ)p((ejν)p)) = 0. Τώρα, υποθέτουμε ότι i1 = j1 και επα-
ναλαμβάνουμε την διαδικασία αυτή επαγωγικά για i2 < j2 και i2 > j2. Απομένει
να δείξουμε ότι το σύνολο αυτό παράγει τον χώρο. ΄Εστω ένα τυχαία επιλεγμένο
στοιχείο ϕ ∈ Λk(Rn

p)
!. Αναζητούμε (εάν υπάρχουν) συντελεστές λi1···ik τέτοιους

ώστε

ϕ =
!

1≤i1<···<ik≤n

λi1···ik(dx
i1)p ∧ · · · ∧ (dxik)p =⇒

ϕ((ej1)p, . . . , (ejk)p) =

$
!

1≤i1<···<ik≤n

λi1···ik(dx
i1)p ∧ · · · ∧ (dxik)p

%
((ej1)p, . . . , (ejk)p) =⇒

ϕ((ej1)p, . . . , (ejk)p) =
!

1≤i1<···<ik≤n

λi1···ik(dx
i1)p ∧ · · · ∧ (dxik)p((ej1)p, . . . , (ejk)p) =⇒

ϕ((ej1)p, . . . , (ejk)p) =
!

1≤i1<···<ik≤n

λi1···ik det((dx
iµ)p((ejν)p)) =⇒

ϕ((ej1)p, . . . , (ejk)p) =
!

1≤i1<···<ik≤n

λi1···ikδ
i1
j1
· · · δikjk = λj1···jk ,

για κάθε (j1, . . . , jk) με 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n. Συνεπώς, μπορούμε να
εκφράσουμε κάθε στοιχείο ϕ ∈ Λk(Rn

p)
! συναρτήσει της βάσης ως εξής

ϕ =
!

1≤i1<···<ik≤n

ϕ((ej1)p, . . . , (ejk)p)(dx
i1)p ∧ · · · ∧ (dxik)p,

το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη του ισχυρισμού. Προφανώς, η διάσταση
του χώρου αυτού είναι ίση με τον αριθμό των k συνδιασμών από n στοιχεία,
δηλαδή

dimΛk(Rn
p)

! =

(
n
k

)
=

n!

k!(n− k!)
.

Ορισμός 1.2.4 (k-μορφές). Μία k-μορφή (k-form) είναι μία απεικόνιση ω :
Rn → Λk(Rn

· )
! με

p ∈ Rn $→ ω(p) =
!

1≤i1<···<ik≤n

ωi1···ik(p)(dx
i1)p ∧ · · · ∧ (dxik)p ∈ Λk(Rn

p)
!,
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όπου οι συνιστώσες p $→ ωi1···ik(p) := ω(p)((ei1)p, . . . , (eik)p) είναι όλες λείες
συναρτήσεις ως προς p.

Παρατήρηση 1.2.5 (Πόσες k-μορφές υπάρχουν). Παρατηρήστε ότι

k > n =⇒
(
n
k

)
= 0 =⇒ Λk(Rn

p)
! = {0}.

Αυτό συνδέεται με το γεγονός ότι σε έναν χώρο διάστασης n, όπως ο δυϊκός
χώρος (Rn

p)
!, δεν μπορούν να υπάρξουν k το πλήθος γραμμικά ανεξάρτητα διανύ-

σματα με k > n. ΄Ετσι, όταν k > n, κάθε σύνολο {(v1(p), . . . , vk(p))} ⊆ Rn
p είναι

πάντα γραμμικά εξαρτημένο και ως εκ τούτου ϕ(v1(p), . . . , vk(p)) = 0, για κάθε
ϕ ∈ Λk(Rn

p)
!. Αυτό προκύπτει επειδή η απεικόνιση ϕ είναι εναλλασσόμενη. Κάθε

εναλλασσόμενη απεικόνιση μηδενίζεται όταν δύο μεταβλητές της είναι ίσες. Λόγω
της πολυγραμμικότητάς της, το ίδιο ισχύει όταν μία μεταβλητή της γράφεται ως
γραμμικός συνδιασμός των υπολοίπων. Αυτό αποδεικνύεται στην ΄Ασκηση 1.10.1.

1.3 Γεωμετρική ερμηνεία των μορφών

Για παράδειγμα, στον R3, οι μόνες μη-μηδενικές μορφές είναι οι εξής:

• 0-μορφές: κατά σύμβαση, αυτές είναι απλά συναρτήσεις

ω : R3 → R,

όπου ω = ω(x1, x2, x3).

• 1-μορφές: όπως θα δούμε αμέσως παρακάτω, αυτές εκφράζουν μήκος και είναι
της μορφής

ω = ω1dx
1 + ω2dx

2 + ω3dx
3,

όπου ωj = ωj(x
1, x2, x3), για κάθε j = 1, 2, 3.

• 2-μορφές: όπως θα δούμε αμέσως παρακάτω, αυτές εκφράζουν εμβαδό και
είναι της μορφής

ω = ω12dx
1 ∧ dx2 + ω13dx

1 ∧ dx3 + ω23dx
2 ∧ dx3,

όπου ωij = ωij(x
1, x2, x3), για κάθε i, j = 1, 2, 3 με i < j.
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• 3-μορφές: όπως θα δούμε αμέσως παρακάτω, αυτές εκφράζουν όγκο και είναι
της μορφής

ω = ω123dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3,

όπου ω123 = ω123(x
1, x2, x3).

1-μορφές στον R3

΄Εστω dλ η (μοναδική) 1-μορφή στον R3 τέτοια ώστε

dλ(e1) = 1, dλ(e2) = 0, dλ(e3) = 0.

Με βάση τον Ορισμό 1.2.4, έχουμε ότι

dλ = dλ(e1)dx
1 + dλ(e2)dx

2 + dλ(e3)dx
3 = dx1.

Η 1-μορφή αυτή ονομάζεται στοιχείο μήκους (line element) στην κατεύθυν-
ση e1. Αντίστοιχα μπορούμε να ορίσουμε το στοιχείο μήκους και στις άλλες
κατευθύνσεις. Η ονομασία αυτή προέρχεται από το γεγονός ότι εάν την εφαρ-
μόσουμε σε ένα διανυσματικό πεδίο v, παίρνουμε το (προσανατολισμένο) μήκος
του v στην κατεύθυνση του e1, δηλαδή

dλ(v) = 〈v, e1〉 = |proje1(v)|.

Πράγματι, αυτό προκύπτει ως εξής. ΄Εστω ότι

v =
3!

j=1

αjej.

Τότε, βρίσκουμε

dλ(v) =
3!

j=1

αjdλ(ej) =
3!

j=1

αjδ
j
1 = α1 = 〈v, e1〉.

Γενικά, μία 1-μορφή στον R3 είναι της μορφής

ω = ω1dx
1 + ω2dx

2 + ω3dx
3

και έτσι μπορούμε να την ερμηνεύσουμε ως την απεικόνιση που εμπεριέχει όλη
την πληροφορία για τα μήκη των προβολών των διανυσματικών πεδίων στις αντί-
στοιχες διευθύνσεις της βάσης.

14



2-μορφές στον R3

΄Εστω dA η (μοναδική) 2-μορφή στον R3 τέτοια ώστε

dA(e1, e2) = 1, dA(e2, e3) = 0, dA(e1, e3) = 0.

Με βάση τον Ορισμό 1.2.4, έχουμε ότι

dA = dA(e1, e2)dx
1 ∧ dx2 + dA(e2, e3)dx

2 ∧ dx3 + dA(e1, e3)dx
1 ∧ dx3

= dx1 ∧ dx2.

Η 2-μορφή αυτή ονομάζεται στοιχείο εμβαδού (area element) στις κατευ-
θύνσεις e1 και e2. Αντίστοιχα μπορούμε να ορίσουμε το στοιχείο εμβαδού και
στις άλλες κατευθύνσεις. Η ονομασία αυτή προέρχεται από το γεγονός ότι εάν
την εφαρμόσουμε σε δύο διανυσματικά πεδία v1 και v2, παίρνουμε το (προσανατο-
λισμένο) εμβαδό του παραλληλογράμμου που ορίζεται από αυτά, δηλαδή

dA(v1, v2) = ± det(v1, v2) = ±Area(v1, v2).

Πράγματι, αυτό προκύπτει ως εξής. ΄Εστω ότι

vi =
3!

j=1

αijej,

για κάθε i = 1, 2. Τότε, χρησιμοποιώντας την (1.3) και υποθέτοντας θετικά
προσανατολισμένη βάση {v1, v2}, δηλαδή οι κατευθύνσεις αυτών είναι αντιωρολο-
γιακές (το οποίο μεταφράζεται στην συνθήκη det(v1, v2) > 0), βρίσκουμε

A(v1, v2) = (dx1 ∧ dx2)(v1, v2) = det(dxκ(vλ)) = det(αλκ)

= det

(
α11 α12

α21 α22

)
= det(v1, v2) = |v1 × v2|

= Area(v1, v2).

Γενικά, μία 2-μορφή στον R3 είναι της μορφής

ω = ω12dx
1 ∧ dx2 + ω13dx

1 ∧ dx3 + ω23dx
2 ∧ dx3

Για τον λόγο αυτό, μπορούμε να ερμηνεύσουμε την dA ως την απεικόνιση που
εμπεριέχει όλη την πληροφορία για τα εμβαδά παραλληλόγραμμων που δημιουρ-
γούνται από δύο διανυσματικά πεδία. Εάν τα v1 και v2 είναι γραμμικά εξαρτημένα,
τότε το εμβαδόν A(v1, v2) ισούται με μηδέν.
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3-μορφές στον R3

΄Εστω dV η (μοναδική) 3-μορφή στον Rn τέτοια ώστε

dV (e1, e2, e3) = 1.

Με βάση τον Ορισμό 1.2.4, έχουμε ότι

dV = dV (e1, e2, e3)dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3 = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Η 3-μορφή αυτή ονομάζεται στοιχείο όγκου (volume element) . Η ονομασία
αυτή προέρχεται από το γεγονός ότι εάν την εφαρμόσουμε σε τρία διανυσματικά
πεδία v1, v2 και v3, παίρνουμε τον (προσανατολισμένο) όγκο του στερεού
που δημιουργείται από αυτά, δηλαδή

dV (v1, v2, v3) = ± det(v1, v2, v3) = ±vol(v1, v2, v3).

Πράγματι, αυτό προκύπτει ως εξής. ΄Εστω ότι

vi =
3!

j=1

αijej,

για κάθε i = 1, 2, 3. Τότε, χρησιμοποιώντας την (1.3) και υποθέτοντας θε-
τικά προσανατολισμένη βάση {v1, v2, v3}, δηλαδή οι κατευθύνσεις αυτών ακο-
λουθούν τον κανόνα του δεξιού χεριού (το οποίο μεταφράζεται στην συνθήκη
det(v1, v2, v3) > 0), βρίσκουμε

dV (v1, v2, v3) = (dx1 ∧ dx2 ∧ dx3)(v1, v2, v3) = det(dxκ(vλ))

= det(αλκ) = det

.

/
α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

0

1 = det(v1, v2, v3)

= (v1 × v2) · v3 = vol(v1, v2, v3).

Για τον λόγο αυτό, μπορούμε να ερμηνεύσουμε την dV ως την απεικόνιση που
εμπεριέχει όλη την πληροφορία για τους όγκους στερεών που δημιουργούνται από
τρία διανυσματικά πεδία. Εάν τα v1, v2 και v3 είναι γραμμικά εξαρτημένα, τότε ο
όγκος vol(v1, v2, v3) ισούται με μηδέν.

16



1.4 Εξωτερικό γινόμενο μορφών

Από εδώ και στο εξής, θα παραλείπουμε την εξάρτηση ως προς το αρχικό σημείο
p εκεί όπου δεν προκαλείται σύγχυση. Για να ελαφρύνουμε ακόμα περισσότερο
τον συμβολισμό, θα γράφουμε την τοπική έκραση των k-μορφών ως εξής

ω =
!

I

ωIdx
I ,

όπου I := {(i1, . . . , ik) : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}.

Ορισμός 1.4.1 (Πράξεις με k-μορφές). ΄Εστω ω μία k-μορφη και ϕ μία s-μορφή
στον ίδιο χώρο Rn με

ω =
!

I

ωIdx
I , ϕ =

!

J

ϕJdx
J .

Μόνο για k = s, ορίζουμε την πρόσθεση ω + ϕ ως την k-μορφή που δίνεται
από

ω + ϕ :=
!

I

(ωI + ϕI)dx
I .

Επίσης, για κάθε k και s, ορίζουμε το εξωτερικό γινόμενο (wedge product)
ω ∧ ϕ ως την (k + s)-μορφή που δίνεται από

ω ∧ ϕ :=
!

I,J

ωIϕIdx
I ∧ dxJ .

Ο ορισμός αυτός είναι συμβατός με αυτόν της (1.3). Ας το αποδείξουμε αυτό
στην ειδική περίπτωση όπου k = 2 και n = 3. Πράγματι, έστω ότι έχουμε k = 2
το πλήθος 1-μορφές ϕ1,ϕ2 ∈ (R3

· )
! και διανυσματικά πεδία v1, v2 ∈ R3

· . Αυτά
γράφονται και ως

ϕr =
3!

i=1

ϕridx
i, vr =

3!

i=1

virei,

για κάθε r = 1, 2, και υπολογίζουμε

ϕr(vl) =
3!

i=1

ϕridx
i(vl) =

3!

i=1

ϕriv
i
l ,
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για κάθε r = 1, 2 και για κάθε l = 1, 2, 3. Τώρα, χρησιμοποιώντας τον ορισμό
του εξωτερικού γινομένου καθώς και τις ιδιότητες (1.4), βρίσκουμε

ϕ1 ∧ ϕ2 :=
3!

i,j=1

ϕ1iϕ2jdx
i ∧ dxj

= ϕ11ϕ21dx
1 ∧ dx1 + ϕ11ϕ22dx

1 ∧ dx2 + ϕ11ϕ23dx
1 ∧ dx3

+ ϕ12ϕ21dx
2 ∧ dx1 + ϕ12ϕ22dx

2 ∧ dx2 + ϕ12ϕ23dx
2 ∧ dx3

+ ϕ13ϕ21dx
3 ∧ dx1 + ϕ13ϕ22dx

3 ∧ dx2 + ϕ13ϕ23dx
3 ∧ dx3

= ϕ11ϕ22dx
1 ∧ dx2 + ϕ11ϕ23dx

1 ∧ dx3

− ϕ12ϕ21dx
1 ∧ dx2 + ϕ12ϕ23dx

2 ∧ dx3

− ϕ13ϕ21dx
1 ∧ dx3 − ϕ13ϕ22dx

2 ∧ dx3

= (ϕ11ϕ22 − ϕ12ϕ21)dx
1 ∧ dx2 + (ϕ11ϕ23 − ϕ13ϕ21)dx

1 ∧ dx3

+ (ϕ12ϕ23 − ϕ13ϕ22)dx
2 ∧ dx3,

(ϕ1 ∧ ϕ2)(v1, v2) := (ϕ11ϕ22 − ϕ12ϕ21)(dx
1 ∧ dx2)(v1, v2)

+ (ϕ11ϕ23 − ϕ13ϕ21)(dx
1 ∧ dx3)(v1, v2)

+ (ϕ12ϕ23 − ϕ13ϕ22)(dx
2 ∧ dx3)(v1, v2)

= (ϕ11ϕ22 − ϕ12ϕ21) det

(
dx1(v1) dx1(v2)
dx2(v1) dx2(v2)

)

+ (ϕ11ϕ23 − ϕ13ϕ21) det

(
dx1(v1) dx1(v2)
dx3(v1) dx3(v2)

)

+ (ϕ12ϕ23 − ϕ13ϕ22) det

(
dx2(v1) dx2(v2)
dx3(v1) dx3(v2)

)

= (ϕ11ϕ22 − ϕ12ϕ21) det

(
v11 v12
v21 v22

)

+ (ϕ11ϕ23 − ϕ13ϕ21) det

(
v11 v12
v31 v32

)

+ (ϕ12ϕ23 − ϕ13ϕ22) det

(
v21 v22
v31 v32

)
.

Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι η παραπάνω έφραση γράφεται και ως

det

(23
i=1 ϕ1iv

i
1

23
i=1 ϕ1iv

i
223

i=1 ϕ2iv
i
1

23
i=1 ϕ2iv

i
2

)
= det

(
ϕ1(v1) ϕ1(v2)
ϕ2(v1) ϕ2(v2)

)
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το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο.

Παράδειγμα 1.4.2 (Υπολογισμός εξωτερικού γινομένου). Ως ένα παράδειγμα,
ας υπολογίσουμε το εξωτερικό γινόμενο της 1-μορφής ω με την 2-μορφή ϕ στον
R3 όπου

ω = x1dx1 + x2dx2 + x3dx3,

ϕ = x1dx1 ∧ dx2 + dx1 ∧ dx3.

Ο ορισμός και η (1.4) μας δίνουν ότι

ω ∧ ϕ = (x1dx1 + x2dx2 + x3dx3) ∧ (x1dx1 ∧ dx2 + dx1 ∧ dx3)

= (x1)2dx1 ∧ dx1 ∧ dx2 + x1dx1 ∧ dx1 ∧ dx3

+ x1x2dx2 ∧ dx1 ∧ dx2 + x2dx2 ∧ dx1 ∧ dx3

+ x3x1dx3 ∧ dx1 ∧ dx2 + x3dx3 ∧ dx1 ∧ dx3

= −x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 − x3x1dx1 ∧ dx3 ∧ dx2

= −x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + x3x1dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

= (x3x1 − x2)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3,

το οποίο είναι μία 3-μορφή στον R3.

Παράδειγμα 1.4.3 (Υπολογισμός εξωτερικού γινομένου). Από την (1.4), έ-
χουμε dxi ∧ dxi = 0, για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Αυτό δεν συνεπάγεται ανα-
γκαστικά ότι ω ∧ ω = 0, για κάθε k-μορφή ω. Πράγματι, για παράδειγμα ας
υπολογίσουμε το εξωτερικό γινόμενο ω ∧ ω όπου ω είναι η 2-μορφή στον R4 που
δίνεται από

ω = x1dx1 ∧ dx2 + x2dx3 ∧ dx4.

Ο ορισμός και η (1.4) μας δίνουν ότι

ω ∧ ω = (x1dx1 ∧ dx2 + x2dx3 ∧ dx4) ∧ (x1dx1 ∧ dx2 + x2dx3 ∧ dx4)

= (x1)2dx1 ∧ dx2 ∧ dx1 ∧ dx2 + x1x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

+ x1x2dx3 ∧ dx4 ∧ dx1 ∧ dx2 + (x2)2dx3 ∧ dx4 ∧ dx3 ∧ dx4

= x1x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 + x1x2dx3 ∧ dx4 ∧ dx1 ∧ dx2

19



= x1x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 − x1x2dx3 ∧ dx1 ∧ dx4 ∧ dx2

= x1x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 + x1x2dx3 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx4

= x1x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 − x1x2dx1 ∧ dx3 ∧ dx2 ∧ dx4

= x1x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 + x1x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

= 2x1x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4,

το οποίο είναι μία 4-μορφή στον R4. Ωστόσο, όπως θα δούμε παρακάτω, βλέπε
Λήμμα 1.4.4 (β), αυτό ισχύει για όλες τις k-μορφές με k περιττό. Πράγματι, όταν
το k είναι περιττός, το k2 είναι επίσης περιττός και τότε το Λήμμα 1.4.4 (β) μας
δίνει

ω ∧ ω = −ω ∧ ω =⇒ ω ∧ ω = 0.

Λήμμα 1.4.4 (Ιδιότητες k-μορφών). ΄Εστω ότι ω είναι μία k-μορφή, ϕ μία
s-μορφή και ϑ μία r-μορφή. Τότε, έχουμε τις ιδιότητες

(α) (ω ∧ ϕ) ∧ ϑ = ω ∧ (ϕ ∧ ϑ),

(β) ω ∧ ϕ = (−1)ks(ϕ ∧ ω),

(γ) ω ∧ (ϕ+ ϑ) = ω ∧ ϕ+ ω ∧ ϑ,

όπου το (γ) ισχύει μόνο για s = r (ώστε να ορίζεται η πρόσθεση των ϕ και ϑ).

Απόδειξη. Οι ιδιότητες (α) και (γ) προκύπτουν άμεσα από τους ορισμούς. Για
την (β), γράφουμε

ω =
!

I

ωIdx
I , ϕ =

!

J

ϕJdx
J

και παρατηρήστε ότι στο σύνολο I υπάρχουν k στοιχεία ενώ στο σύνολο J υ-
πάρχουν s στοιχεία. Χρησιμοποιώντας τον ορισμό του εξωτερικού γινομένου και
την ιδιότητα (1.4), υπολογίζουμε

ω ∧ ϕ =
!

I,J

ωIϕJdx
I ∧ dxJ

=
!

I,J

ωIϕJdx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik−1 ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · dxjs
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= −
!

I,J

ωIϕJdx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik−1 ∧ dxj1 ∧ dxik ∧ · · · dxjs.

Επαναλαμβάνοντας αυτήν την διαδικασία συνολικά k φορές, μεταφέρουμε το dxj1

στην πρώτη θέση, δηλαδή

ω ∧ ϕ = (−1)k
!

I,J

ωIϕJdx
j1 ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik−1 ∧ dxik ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjs.

Επαναλαμβάνοντας και πάλι αυτήν την διαδικασία για κάθε ένα από τα στοιχεία
του συνόλου J , βρίσκουμε

ω ∧ ϕ = (−1)ks
!

I,J

ωIϕJdx
j1 ∧ · · · ∧ dxjs ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik = (−1)ksϕ ∧ ω,

το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

1.5 Μετασχηματισμός μορφών

΄Εστω f : Rn → Rm μία λεία απεικόνιση και p ∈ Rn. Η f επάγει μία απεικόνιση
που μετατρέπει k-μορφές f(p) $→ ω(f(p)) του Rm σε k-μορφές p $→ (f !ω)(p)
του Rn. Αυτή ονομάζεται pull-back και συμβολίζεται με

f ! : Λk(Rm
f(·))

! → Λk(Rn
· )

!, ω(f(p)) $→ (f !ω)(p).

Το Σχήμα 1.3 δείχνει την απεικόνιση αυτή.

Σχήμα 1.3: Η απεικόνιση pull-back ω(f(p)) $→ (f !ω)(p) δοθέντος μίας συνάρ-
τησης f : Rn → Rm.
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΄Οταν k = 0, δηλαδή το ω είναι απλά μία λεία συνάρτηση, αυτή ορίζεται κατά
σύμβαση ως

(f !ω)(p) := ω(f(p)).

΄Οταν k ≥ 1, αυτή ορίζεται ως

(f !ω)(p)(v1(p), . . . , vk(p)) := ω(f(p))((df)p(v1(p)), . . . , (df)p(vk(p))),

για κάθε v1(p), . . . , vk(p) ∈ Rn
p . Εδώ, (df)p : Rn

p → Rm
f(p) είναι το διαφορικό της

f : Rn → Rm στο σημείο p ∈ Rn το οποίο ορίζεται ως η (μοναδική) γραμμική
απεικόνιση η οποία αναπαριστάται ως προς τις βάσεις {(ei)p : i = 1, 2, . . . , n} και
{(ei)f(p) : i = 1, 2, . . . ,m} των Rn

p και Rm
f(p) αντίστοιχα από τον πίνακα

(df)p =

(
∂f i(p)

∂xj

)
.

Ισοδύναμα, αυτό σημαίνει ότι

(df)p((ej)p) =
m!

i=1

∂f i(p)

∂xj
(ei)f(p),

για κάθε j = 1, 2, . . . , n. Ορίζοντας μόνο τις τιμές αυτής στα στοιχεία της βά-
σης, καθορίζονται αυτόματα όλες οι τιμές. Πράγματι, επειδή αυτή είναι γραμμική,
παίρνουμε

(df)p(v(p)) = (df)p

$
n!

j=1

vj(p)(ej)p

%
=

n!

j=1

vj(p)(df)p ((ej)p)

=
m!

i=1

$
n!

j=1

vj(p)
∂f i(p)

∂xj

%
(ei)f(p),

για κάθε v(p) ∈ Rn
p .

Λήμμα 1.5.1 (Ιδιότητες της απεικόνισης pull-back). ΄Εστω f : Rn → Rm

μία λεία απεικόνιση, ω,ϕ δύο k-μορφές στον Rm, ϕ1, . . . ,ϕk 1-μορφές στον Rm,
g : Rm → R και h : Rρ → Rn δύο ακόμη λείες συναρτήσεις. Τότε, έχουμε

(α) f !(ω + ϕ) = f !ω + f !ϕ,
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(β) f !(gω) = (g ◦ f)f !ω,

(γ) (f ◦ h)!(ω) = h!(f !ω),

(d) f !(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk) = f !(ϕ1) ∧ · · · ∧ f !(ϕk).

Απόδειξη. ΄Εστω p ∈ Rn και v1(p), . . . , vk(p) ∈ Rn
p . Με βάση τον ορισμό, υπο-

λογίζουμε

(f !(ω + ϕ))(p)(v1(p), . . . , vk(p))

= (ω + ϕ)(f(p))((df)p(v1(p)), . . . , (df)p(vk(p)))

= ω(f(p))((df)p(v1(p)), . . . , (df)p(vk(p)))

+ ϕ(f(p))((df)p(v1(p)), . . . , (df)p(vk(p)))

= (f !ω)(p)(v1(p), . . . , vk(p)) + (f !ϕ)(p)(v1(p), . . . , vk(p)),

το οποίο αποδεικνύει το (α). Επίσης, έχουμε

(f !(gω))(p)(v1(p), . . . , vk(p))

= (gω)(f(p))((df)p(v1(p)), . . . , (df)p(vk(p)))

= (gω)(f(p))((df)p(v1(p)), . . . , (df)p(vk(p)))

= g(f(p))ω(f(p))((df)p(v1(p)), . . . , (df)p(vk(p)))

= g(f(p))(f !ω)(p)(v1(p), . . . , vk(p)),

το οποίο αποδεικνύει το (β). Για το (γ), έχουμε

((f ◦ h)!(ω))(p)(v1(p), . . . , vk(p))
= ω(f◦h)(p)((d(f ◦ h))(p)(v1(p)), · · · , (d(f ◦ h))p(vk(p)))
= ωf(h(p))(((df)h(p) ◦ (dh)p)(v1(p)), · · · , ((df)h(p) ◦ (dh)p)(vk(p)))
= ωf(h(p))((df)h(p)((dh)p(v1(p))), · · · , (df)h(p)((dh)p(vk(p))))
= (f !ω)(h(p))((dh)p(v1(p)), · · · , (dh)p(vk(p)))
= (h!(f !ω))(p)(v1(p), · · · , vk(p)).

Τέλος, χρησιμοποιώντας και την (1.3), έχουμε

(f !(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk))(p)(v1(p), . . . , vk(p))

= (ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk)(f(p))
&
(df)p(v1(p)), . . . , (df)p(vk(p))

'

= det
&
ϕi

&
(df)p(vj(p))

''
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= det
&
(f !ϕi)(p)(vj(p))

'

= (f !ϕ1 ∧ · · · ∧ f !ϕk)(p)(v1(p), . . . , vk(p)),

το οποίο αποδεικνύει το (δ) και ολοκληρώνει την απόδειξη.

Λήμμα 1.5.2 (Γενικός υπολογισμός της απεικόνισης pull-back). ΄Εστω ότι
(x1, . . . , xn) και (y1, . . . , ym) είναι οι συντεταγμένες στους Rn και Rm αντίστοιχα
και f : Rn → Rm μία λεία απεικόνιση με

yj = f j(x1, . . . , xn),

για κάθε j = 1, 2, . . . ,m. ΄Εστω ακόμα p ∈ Rn και ω μία k-μορφή στον Rm με

ω(f(p)) =
!

1≤i1<···<ik≤m

ωi1···ik(f(p))(dy
i1)f(p) ∧ · · · ∧ (dyik)f(p).

Τότε, έχουμε

(f !ω)p =
!

1≤i1<···<ik≤m

ωi1···ik(f(x
1, . . . , xn))(df i1)p ∧ · · · ∧ (df ik)p.

Δηλαδή, η k-μορφή f !ω (ως προς dxi1 ∧ · · ·∧dxik) προκύπτει από την k-μορφή ω
(ως προς dyi1∧· · ·∧dyik) με αντικατάσταση των μεταβλητών yj = f j(x1, . . . , xn)
εκεί όπου εμφανίζονται.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε τα αποτελέσματα του Λήμματος 1.5.1. ΄Εχουμε

(f !ω)p = f !

$
!

1≤i1<···<ik≤m

ωi1···ik(f(p))(dy
i1)f(p) ∧ · · · ∧ (dyik)f(p)

%

=
!

1≤i1<···<ik≤m

f !
3
ωi1···ik(f(p))(dy

i1)f(p) ∧ · · · ∧ (dyik)f(p)

4

=
!

1≤i1<···<ik≤m

&
f !(ωi1···ik)

'
(p) f !

3
(dyi1)f(p) ∧ · · · ∧ (dyik)f(p)

4

=
!

1≤i1<···<ik≤m

(ωi1···ik ◦ f)(x1, . . . , xn)(f !(dyi1))p ∧ · · · ∧ (f !(dyik))p

=
!

1≤i1<···<ik≤m

ωi1···ik(f(x
1, . . . , xn))(df i1)p ∧ · · · ∧ (df ik)p,
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όπου στην τελευταία γραμμή χρησιμοποήσαμε την ισότητα

(f !(dyl))p = (df l)p, (1.5)

για κάθε l = 1, 2, . . . ,m. Αυτή προκύπτει ως εξής:

(f !(dyl))p(v(p)) = (dyl)f(p)((df)p(v(p))) = (d(yl ◦ f))p(v(p)) = (df l)p(v(p)),

για κάθε v(p) ∈ Rn, το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

Παράδειγμα 1.5.3 (Υπολογισμός της απεικόνισης pull-back). Ας δούμε ένα
παράδειγμα. ΄Εστω n = 2 και ω η 1-μορφή που δίνεται από

ω = − y2

(y1)2 + (y2)2
dy1 +

y1

(y1)2 + (y2)2
dy2.

Παρατηρήστε ότι αυτή ορίζεται μόνο στο R2\{(0, 0)}. Ωστόσο, όλα όσα αναπτύ-
ξαμε παραπάνω μπορούν να οριστούν και σε υποσύνολα του R2 χωρίς σύγχυση. Η
παραπάνω απεικόνιση f είναι ουσιαστικά μία απεικόνιση αλλαγής συντεταγμένων.
Αλλάζουμε συντεταγμένες από Καρτεσιανές (y1, y2) σε πολικές (r,ϑ) μέσω της
απεικόνισης

f : U → R2, f(r,ϑ) = (y1(r,ϑ), y2(r,ϑ)),

όπου

U :=
"
(r,ϑ) ∈ R2 : r > 0, ,ϑ ∈ (0, 2π)

#
,

5
y1(r,ϑ) = r cos(ϑ),

y2(r,ϑ) = r sin(ϑ).

Με βάση το Λήμμα 1.5.2, για να υπολογίσουμε την 1-μορφή f !ω πρέπει και αρ-
κεί να αντικαταστήσουμε τις μεταβλετές y1 = y1(r,ϑ) και y2 = y2(r,ϑ) στην
έκφραση του ω. ΄Ετσι, έχουμε

f !ω = − y2(r,ϑ)

(y1(r,ϑ))2 + (y2(r,ϑ))2
dy1(r,ϑ) +

y1(r,ϑ)

(y1(r,ϑ))2 + (y2(r,ϑ))2
dy2(r,ϑ)

= −r sin(ϑ)

r2
dy1(r,ϑ) +

r cos(ϑ)

r2
dy2(r,ϑ)

= −r sin(ϑ)

r2

(
∂y1(r,ϑ)

∂r
dr +

∂y1(r,ϑ)

∂ϑ
dϑ

)
+

r cos(ϑ)

r2

(
∂y2(r,ϑ)

∂r
dr +

∂y2(r,ϑ)

∂ϑ
dϑ

)
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= −r sin(ϑ)

r2
(cos(ϑ)dr − r sin(ϑ)dϑ) +

r cos(ϑ)

r2
(sin(ϑ)dr + r cos(ϑ)dϑ)

= dϑ.

Λήμμα 1.5.4 (Μετασχηματισμός του στοιχείου όγκου). ΄Εστω f : Rn → Rn

μία λεία απεικόνιση με

f(u1, . . . , un) = (x1, . . . , xn).

Συμβολίζουμε με

(dV )x := dx1 ∧ · · · ∧ dxn

το στοιχείο όγκου του Rn ως προς τις Καρτεσιανές συντεταγμένες (x1, . . . , xn)
και με

(dV )u := du1 ∧ · · · ∧ dun

το στοιχείο όγκου του Rn ως προς τις Καρτεσιανές συντεταγμένες (u1, . . . , un).
Τότε, έχουμε

f !((dV )x) = det(df(u))(dV )u.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες της pull-back απεικόνισης που αποδεί-
ξαμε παραπάνω καθώς και την (1.5), υπολογίζουμε

f !((dV )x) = f !(dx1 ∧ · · · ∧ dxn)

= f !(dx1) ∧ · · · ∧ f !(dxn)

= df 1 ∧ · · · ∧ dfn

=

$
n!

i1=1

∂f 1

∂ui1
dui1

%
∧ · · · ∧

$
n!

in=1

∂fn

∂uin
duin

%

=
n!

i1,...,in=1

∂f 1

∂ui1
· · · ∂f

n

∂uin
dui1 ∧ · · · ∧ duin.

Αυτό το άθροισμα περιλαμβάνει όλους τους συνδιασμούς των duil, για κάθε
l = 1, 2, . . . , n. Ωστόσο, εάν κάποιος δείκτης επαναλαμβάνεται, τότε το εξω-
τερικό γινόμενο dui1 ∧ · · · ∧ duin μηδενίζεται λόγω της (1.4). ΄Αρα, οι μόνο όροι
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που ουσιαστικά συμβάλλουν στο άθροισμα είναι αυτοί με διακεκριμένους δείκτες
δηλαδή όταν οι δείκτες (i1, . . . , in) είναι όλοι διαφορετικοί μεταξύ τους. Αυτό
συμβαίνει όταν η ακολουθία (i1, . . . , in) είναι μία αναδιάταξη των αριθμών του συ-
νόλου {1, 2, . . . , n} χωρίς επαναλήψεις. Το σύνολο όλων αυτών των μεταθέσεων
συμβολίζεται με Sn και οι μεταθέσεις που εμπεριέχει έιναι της μορφής

σ =

(
1 · · · n

σ(1) · · · σ(n)

)
,

όπου τα σ(i) είναι διακεκριμένοι αριθμοί αναδιάταξης του συνόλου των αριθμών
του συνόλου {1, 2, . . . , n} χωρίς επαναλήψεις. ΄Οταν η σ είναι άρτια (δηλαδή προ-
κύπτει από ζυγό αριθμό ανταλλαγών των θέσεων), έχουμε sgn(σ) = 1, ενώ όταν
αυτή είναι περιττή (δηλαδή προκύπτει από μονό αριθμό ανταλλαγών των θέσεων),
έχουμε sgn(σ) = −1. ΄Ετσι, γράφουμε το παραπάνω άθροισμα συμπεριλαμβάνο-
ντας μόνο τους μη-μηδενικούς όρους (δηλαδή μόνο αυτούς που συμβάλλουν στο
άθροισμα) και παίρνουμε

f !((dV )x) =
!

σ∈Sn

∂f 1

∂uσ(1)
· · · ∂fn

∂uσ(n)
duσ(1) ∧ · · · ∧ duσ(n).

Επιπλέον, λόγω της (1.4), έχουμε

duσ(1) ∧ · · · ∧ duσ(n) = sgn(σ)du1 ∧ · · · ∧ dun = sgn(σ)(dV )u

και συνεπώς καταλήγουμε στην έκφραση

f !((dV )x) =
!

σ∈Sn

∂f 1

∂uσ(1)
· · · ∂fn

∂uσ(n)
sgn(σ)(dV )u

=

$
!

σ∈Sn

sgn(σ)
∂f 1

∂uσ(1)
· · · ∂fn

∂uσ(n)

%
(dV )u

= det(df)(dV )u,

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο.
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1.6 Διαφορικό μορφών

Υπενθυμίζουμε ότι μια 0-μορφή είναι απλά μία λεία συνάρτηση το διαφορικό της
οποίας ορίσαμε στο Παράδειγμα 1.2.2 . Στην συνέχεια, θα ορίσουμε το διαφορικό
k-μορφών για κάθε k ≥ 1.

Ορισμός 1.6.1 (Διαφορικό k-μορφών). ΄Εστω ω μία k-μορφή στον Rn με

ω =
!

I

ωIdx
I .

Το διαφορικό (differetial) της είναι η (k + 1)-μορφή dω που ορίζεται ως

dω :=
!

I

dωI ∧ dxI :=
!

I

$
n!

j=1

∂ωI

∂xj
dxj

%
∧ dxI .

Παράδειγμα 1.6.2 (Υπολογισμός διαφορικού 1-μορφής). ΄Εστω ότι μας δίνε-
ται η 1-μορφη

ω = x1x2x3dx1 + x2x3dx2 + (x1 + x3)dx3

στον R3. Το διαφορικό της είναι η 2-μορφή

dω = d(x1x2x3) ∧ dx1 + d(x2x3) ∧ dx2 + d(x1 + x3) ∧ dx3

=

(
∂(x1x2x3)

∂x1
dx1 +

∂(x1x2x3)

∂x2
dx2 +

∂(x1x2x3)

∂x3
dx3

)
∧ dx1

+

(
∂(x2x3)

∂x1
dx1 +

∂(x2x3)

∂x2
dx2 +

∂(x2x3)

∂x3
dx3

)
∧ dx2

+

(
∂(x1 + x3)

∂x1
dx1 +

∂(x1 + x3)

∂x2
dx2 +

∂(x1 + x3)

∂x3
dx3

)
∧ dx3

=
&
(x2x3)dx1 + (x1x3)dx2 + (x1x2)dx3

'
∧ dx1

+
&
x3dx2 + x2dx3

'
∧ dx2 +

&
dx1 + dx3

'
∧ dx3

= (x2x3)dx1 ∧ dx1 + (x1x3)dx2 ∧ dx1 + (x1x2)dx3 ∧ dx1

+ x3dx2 ∧ dx2 + x2dx3 ∧ dx2 + dx1 ∧ dx3 + dx3 ∧ dx3

= −(x1x3)dx1 ∧ dx2 − (x1x2)dx1 ∧ dx3 − x2dx2 ∧ dx3 + dx1 ∧ dx3

= −x1x3dx1 ∧ dx2 + (1− x1x2)dx1 ∧ dx3 − x2dx2 ∧ dx3.
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Λήμμα 1.6.3 (Ιδιότητες διαφορικού μορφών). ΄Εστω ω μία k-μορφή και ϕ μία
s-μορφή στον Rn. Τότε, έχουμε

(α) d(ω + ϕ) = dω + dϕ,

(β) d(ω ∧ ϕ) = (dω) ∧ ϕ+ (−1)kω ∧ (dϕ),

όπου το (α) ισχύει μόνο για k = s (ώστε να ορίζεται η πρόσθεση των ω και ϕ).

Απόδειξη. Το (α) προκύτπει άμεσα από τον ορισμό. Για το (β), γράφουμε

ω =
!

I

ωIdx
I , ϕ =

!

J

ϕJdx
J

και υπολογίζουμε

d(ω ∧ ϕ) = d

.

/
!

I,J

ωIϕJdx
I ∧ dxJ

0

1 =
!

I,J

d(ωIϕJ) ∧ dxI ∧ dxJ

=
!

I,J

(ϕJ(dωI) + ωI(dϕJ)) ∧ dxI ∧ dxJ

=
!

I,J

ϕJ(dωI) ∧ dxI ∧ dxJ +
!

I,J

ωI(dϕJ) ∧ dxI ∧ dxJ

=
!

I,J

ϕJ(dωI) ∧ dxI ∧ dxJ + (−1)k
!

I,J

ωIdx
I ∧ (dϕJ) ∧ dxJ

=

$
!

I

(dωI) ∧ dxI

%
∧
$
!

J

ϕJdx
J

%

+ (−1)k

$
!

I

ωIdx
I

%
∧

.

/
!

I,J

(dϕJ) ∧ dxJ

0

1

= (dω) ∧ ϕ+ (−1)kω ∧ (dϕ),

το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

Λήμμα 1.6.4 (Το διαφορικό μορφών αντιμετατίθεται με την απεικόνιση pul-
l-back). ΄Εστω f : Rn → Rm μία λεία απεικόνιση και ω μία k-μορφή στον Rm.
Τότε, έχουμε

d(f !ω) = f !(dω).
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Απόδειξη. Θα χωρίσουμε την απόδειξη σε δύο βήματα. Πρώτα, υποθέτουμε ότι
k = 0, δηλαδή η μορφή ω είναι απλά μία λεία συνάρτηση την οποία και θα συμ-
βολίσουμε με g : Rm → R. ΄Εστω (x1, . . . , xn) οι Καρτεσιανές συντεταγμένες
στον Rn και (y1, . . . , ym) οι Καρτεσιανές συντεταγμένες στον Rm. Τότε, χρη-
σιμοποιώντας τους ορισμούς του διαφορικού και της απεικόνισης pull-back, το
Λήμμα 1.5.2 και τον κανόνα αλυσίδας, βρίσκουμε

d(f !g) = d(g ◦ f) =
n!

j=1

∂(g ◦ f)(x)
∂xj

dxj =
n!

j=1

m!

i=1

∂g(f(x))

∂yi
∂f i(x)

∂xj
dxj

=
m!

i=1

∂g(f(x))

∂yi

$
n!

j=1

∂f i(x)

∂xj
dxj

%
=

m!

i=1

∂g(f(x))

∂yi
df i(x)

=
m!

i=1

(
∂g

∂yi
◦ f(x)

)
df i(x) = f !

$
m!

i=1

∂g(y)

∂yi
dyi

%
= f !(dg),

το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη του πρώτου μέρους. Τώρα, υποθέτουμε
ότι k ≥ 1 και γράφουμε

ω =
!

I

ωIdx
I .

Τότε, χρησιμοποιώντας τους ορισμούς του διαφορικού και της απεικόνισης pull-
back, το Λήμμα 1.5.1 και το πρώτο κομμάτι της απόδεξης που αποδείξαμε παρα-
πάνω (για g = ωI), βρίσκουμε

d(f !ω) = d

$
f !

$
!

I

ωIdx
I

%%
= d

$
!

I

(ωI ◦ f)f !(dxI)

%

= d

$
!

I

f !(ωI)f
!(dxI)

%
=

!

I

d
&
f !(ωI)f

!(dxI)
'

=
!

I

d(f !(ωI)) ∧ f !(dxI) =
!

I

f !(dωI) ∧ f !(dxI)

=
!

I

f !(dωI ∧ dxI) = f !

$
!

I

dωI ∧ dxI

%

= f !(dω),
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το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη του δεύτερου μέρους.

Λήμμα 1.6.5 (Διπλή εφαρμογή του διαφορικού μορφών). ΄Εστω ω μία k-μορφή
στον Rn. Τότε, έχουμε

d(dω) = 0.

Απόδειξη. Θα χωρίσουμε την απόδειξη σε δύο βήματα. Πρώτα, υποθέτουμε ότι
k = 0, δηλαδή η μορφή ω είναι απλά μία λεία συνάρτηση την οποία και θα συμβο-
λίσουμε με f : Rn → R. Τότε, χρησιμοποιώντας τον ορισμό του διαφορικού και
τις ιδιότητες (1.4), βρίσκουμε

d(df) = d

$
n!

j=1

∂f

∂xj
dxj

%
=

n!

j=1

d

(
∂f

∂xj

)
∧ dxj

=
n!

j=1

$
n!

i=1

∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)
dxi

%
∧ dxj =

n!

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj

=
n!

i,j=1
i<j

∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj +

n!

i,j=1
i=j

∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj +

n!

i,j=1
i>j

∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj

=
n!

i,j=1
i<j

∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj −

n!

i,j=1
i>j

∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi

=
n!

i,j=1
i<j

∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj −

n!

j,i=1
j>i

∂2f

∂xj∂xi
dxi ∧ dxj

=
n!

i,j=1
i<j

(
∂2f

∂xi∂xj
− ∂2f

∂xj∂xi

)
dxi ∧ dxj = 0,

το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη του πρώτου μέρους. Τώρα, υποθέτουμε
ότι k ≥ 1 και γράφουμε

ω =
!

I

ωIdx
I .
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Τότε, χρησιμοποιώντας τον ορισμό του διαφορικού και τις ιδιότητες που αποδεί-
ξαμε στο Λήμμα 1.6.3, βρίσκουμε

dω = d

$
!

I

ωIdx
I

%
=

!

I

d
&
ωIdx

I
'

=
!

I

&
(dωI) ∧ dxI + (−1)0ωI ∧ d(dxI)

'

=
!

I

(dωI) ∧ dxI ,

αφού ο ίδιος ο ορισμός του διαφορικού μορφών μας δίνει

d(dxI) = d(1 · dxI) = d(1) ∧ dxI = 0 ∧ dxI = 0.

΄Ετσι, συνεχίζοντας από τον παραπάνω υπολογισμό, παίρνουμε

d(dω) = d

$
!

I

(dωI) ∧ dxI

%
=

!

I

d
&
(dωI) ∧ dxI

'

=
!

I

d
&
(dωI) ∧ dxI

'

=
!

I

&
d(dωI) ∧ dxI + (−1)1dωI ∧ d(dxI)

'
= 0,

αφού d(dxI) = 0 όπως δείξαμε παραπάνω και d(dωI) = 0 από το πρώτο μέρος
της απόδειξης, το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη του δεύτερου μέρους.

1.7 Το Λήμμα Poincare
Λήμμα 1.7.1 (Λήμμα Poincare για 1-μορφές στον R3). ΄Εστω ότι ω είναι μία
1-μορφή ορισμένη σε όλο τον Ευκλείδιο χώρο R3 με Καρτεσιανές συντεταγμένες
(x1, x2, x3). Εάν η ω δίνεται από

ω =
3!

j=1

ωj(x
1, x2, x3)dxj,
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για κάποιες λείες συναρτήσεις ωj = ωj(x
1, x2, x3), ορίζουμε την λεία συνάρτηση

f : R3 → R από τον τύπο

f(x1, x2, x3) :=

6 1

0

7
3!

j=1

ωj(tx
1, tx2, tx3)xj

8
dt,

για κάθε (x1, x2, x3) ∈ R3. Τότε, έχουμε

dω = 0 ⇐⇒ ω = df.

Απόδειξη. Πρώτα, υποθέτουμε ότι ω = df . Τότε, έχουμε dω = d(df) = 0 από
το Λήμμα 1.6.5. Τώρα, υποθέτουμε ότι dω = 0 και θα αποδείξουμε ότι ω = df .
Υπολογίζουμε

dω = d
&
ω1dx

1 + ω2dx
2 + ω3dx

3
'
= d

&
ω1dx

1
'
+ d

&
ω2dx

2
'
+ d

&
ω3dx

3
'

= dω1 ∧ dx1 + dω2 ∧ dx2 + dω3 ∧ dx3

=

$
3!

j=1

∂ω1

∂xj
dxj

%
∧ dx1 +

$
3!

j=1

∂ω2

∂xj
dxj

%
∧ dx2 +

$
3!

j=1

∂ω3

∂xj
dxj

%
∧ dx3

=

$
3!

j=1
j ∕=1

∂ω1

∂xj
dxj

%
∧ dx1 +

$
3!

j=1
j ∕=2

∂ω2

∂xj
dxj

%
∧ dx2 +

$
3!

j=1
j ∕=3

∂ω3

∂xj
dxj

%
∧ dx3

=

(
∂ω1

∂x2
dx2 +

∂ω1

∂x3
dx3

)
∧ dx1 +

(
∂ω2

∂x1
dx1 +

∂ω2

∂x3
dx3

)
∧ dx2

+

(
∂ω3

∂x1
dx1 +

∂ω3

∂x2
dx2

)
∧ dx3

=
∂ω1

∂x2
dx2 ∧ dx1 +

∂ω1

∂x3
dx3 ∧ dx1 +

∂ω2

∂x1
dx1 ∧ dx2 +

∂ω2

∂x3
dx3 ∧ dx2

+
∂ω3

∂x1
dx1 ∧ dx3 +

∂ω3

∂x2
dx2 ∧ dx3

= −∂ω1

∂x2
dx1 ∧ dx2 − ∂ω1

∂x3
dx1 ∧ dx3 +

∂ω2

∂x1
dx1 ∧ dx2 − ∂ω2

∂x3
dx2 ∧ dx3

+
∂ω3

∂x1
dx1 ∧ dx3 +

∂ω3

∂x2
dx2 ∧ dx3

=

(
∂ω2

∂x1
− ∂ω1

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 +

(
∂ω3

∂x1
− ∂ω1

∂x3

)
dx1 ∧ dx3
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+

(
∂ω3

∂x2
− ∂ω2

∂x3

)
dx2 ∧ dx3.

Επείδη το σύνολο {dx1 ∧ dx2, dx1 ∧ dx3, dx2 ∧ dx3} είναι γραμμικά ανεξάρτητο,
η υπόθεση dω = 0 μας δίνει το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων

∂ω2(x
1, x2, x3)

∂x1
=

∂ω1(x
1, x2, x3)

∂x2
,

∂ω3(x
1, x2, x3)

∂x1
=

∂ω1(x
1, x2, x3)

∂x3
,

∂ω3(x
1, x2, x3)

∂x2
=

∂ω2(x
1, x2, x3)

∂x3
,

για κάθε (x1, x2, x3) ∈ R3. Εξ ορισμού, έχουμε

df =
3!

j=1

∂f

∂xj
dxj.

Συνεπώς, για να αποδείξουμε το ζητούμενο ω = df , πρέπει και αρκεί να δείξουμε
ότι

∂f

∂x1
= ω1,

∂f

∂x2
= ω2,

∂f

∂x3
= ω3.

΄Ετσι, θέτουμε yj = txj, για κάθε j = 1, 2, 3, και υπολογίζουμε

∂f

∂x1
=

∂

∂x1

6 1

0

7
3!

j=1

ωj(tx
1, tx2, tx3)xj

8
dt

=
3!

j=1

6 1

0

∂

∂x1

9
ωj(tx

1, tx2, tx3)xj
:
dt

=

6 1

0

∂

∂x1

9
ω1(tx

1, tx2, tx3)x1
:
dt+

6 1

0

∂

∂x1

9
ω2(tx

1, tx2, tx3)x2
:
dt

+

6 1

0

∂

∂x1

9
ω3(tx

1, tx2, tx3)x3
:
dt

=

6 1

0

(
x1

∂

∂x1

9
ω1(tx

1, tx2, tx3)
:
+ ω1(tx

1, tx2, tx3)

)
dt
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+ x2
6 1

0

∂

∂x1

9
ω2(tx

1, tx2, tx3)
:
dt+ x3

6 1

0

∂

∂x1

9
ω3(tx

1, tx2, tx3)
:
dt

=

6 1

0

;
x1t

∂ω1(tx
1, tx2, tx3)

∂y1
+ ω1(tx

1, tx2, tx3)

<
dt

+ x2
6 1

0

9
t
∂ω2(tx

1, tx2, tx3)

∂y1

:
dt+ x3

6 1

0

9
t
∂ω3(tx

1, tx2, tx3)

∂y1

:
dt

=

6 1

0

;
x1t

∂ω1(tx
1, tx2, tx3)

∂y1
+ ω1(tx

1, tx2, tx3)

<
dt

+ x2
6 1

0

9
t
∂ω1(tx

1, tx2, tx3)

∂y2

:
dt+ x3

6 1

0

9
t
∂ω1(tx

1, tx2, tx3)

∂y3

:
dt,

όπου χρησιμοποιήσαμε το παραπάνω σύστημα των διαφορικών εξισώσεων στην
τελευταία γραμμή. Τώρα, παρατηρήστε ότι η παραπάνω έκφραση γράφεται και ως

∂f(x1, x2, x3)

∂x1
=

6 1

0

9
ω1(y

1, y2, y3) +
3!

j=1

yj
∂ω1(y

1, y2, y3)

∂yj

:
dt

=

6 1

0

d

dt

9
tω1(y

1, y2, y3)
:
dt

= tω1(y
1, y2, y3)

===
t=1

− tω1(y
1, y2, y3)

===
t=0

= ω1(x
1, x2, x3),

για κάθε (x1, x2, x3) ∈ R3. Με παρόμοιο τρόπο, μπορεί να δείξει κανείς ότι
∂f/∂x2 = ω2 και ∂f/∂x3 = ω3, το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

Παρατήρηση 1.7.2 (Γενίκευση του Λήμματος 1.7.1). Το αποτέλεσμα του
Λήμματος 1.7.1 ισχύει, όχι μόνο για n = 3, αλλά και για κάθε n ≥ 1. Ισχύει
επίσης και εάν αντικαταστήσουμε τον Ευκλείδιο χώρο Rn με ένα ανοικτό σύνολο
U ⊂ Rn το οποίο είναι αστερόμορφο (star-shaped), δηλαδή υπάρχει κάποιο
x0 ∈ U τέτοιο, ώστε όλο το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το x0 με κάθε άλλο
x ∈ U κείται εξ ολοκλήρου μέσα στο U . Με άλλα λόγια, το U δεν περιέχει τρύπες
στο εσωτερικό του. Ανατρέξτε στην παραπάνω απόδειξη και επαληθεύστε τους
ισχυρισμούς αυτούς.
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1.8 Ο τελεστής Hodge
Ορισμός 1.8.1 (Ο τελεστής Hodge). Ο τελεστής Hodge (Hodge star
operator) είναι η (μοναδική) γραμμική απεικόνιση που απεικονίζει k-μορφές ω του
Rn σε (n− k)-μορφές -ω του Rn έτσι ώστε

-(dxI) = sgn(σ)dxJ , J := {1, 2, . . . , n} \ I

όπου

σ =

(
1 · · · k k + 1 · · · n

I J

)
=

(
1 · · · k k + 1 · · · n
i1 · · · ik j1 · · · jn−k

)
,

είναι μία μετάθεση των {1, 2, . . . , n} με sgn(σ) = −1 εάν αυτή είναι περιττή (δη-
λαδή προκύπτει από περιττό αριθμό ανταλλαγών των θέσεων) και sgn(σ) = 1 εάν
αυτή είναι άρτια (δηλαδή προκύπτει από ζυγό αριθμό ανταλλαγών των θέσεων).
Εδώ, τα στοιχεία των συνόλων I και J συμβολίζονται με

I = {(i1, . . . , ik) : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n} ,
J = {(j1, . . . , jn−k) : 1 ≤ j1 < · · · < jn−k ≤ n} .

Παρατήρηση 1.8.2 (Τελεστής Hodge και εσωτερικό γινόμενο). Σημειώνου-
με ότι ο τελεστής Hodge εξαρτάται από την επιλογή εσωτερικού γινομένου στον
χώρο R3. Ο Ορισμός 1.8.1 ισχύει μόνο εάν ο R3 είναι εφοδιασμένος με το συνήθες
Ευκλείδιο εσωτερικό γινόμενο. Αργότερα, βλέπε Κεφαλάιο 4.4, θα μελετήσουμε
μία εφαρμογή στην οποία θα εφοδιάσουμε τον Ευκλείδιο χώρο R4 με ένα διαφο-
ρετικό εσωτερικό γινόμενο (το εσωτερικό γινόμενο Minkowski) και συνεπώς θα
τροποποιήσουμε κατάλληλα τον Ορισμό 1.8.1.

Παράδειγμα 1.8.3 (Υπολογισμός του τελεστή Hodge). ΄Εστω ότι έχουμε την
1-μορφή στον R2 η οποία δίνεται από

ω = ω1dx
1 + ω2dx

2.

Επειδή η απεικόνιση ω $→ -ω είναι γραμμική, έχουμε

-ω = ω1 - (dx
1) + ω2 - (dx

2).
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Εδώ, έχουμε k = 1 και n = 2. Για το πρώτο στοιχείο, έχουμε I = {1} και άρα
αναγκαστικά J = {2}. Αυτό μας δίνει την μετάθεση

σ =

(
1 2
I J

)
=

(
1 2
1 2

)
= (1)

η οποία είναι άρτια και συνεπώς

-(dx1) = dx2.

Για το δεύτερο στοιχείο, έχουμε I = {2} και άρα αναγκαστικά J = {1}. Αυτό
μας δίνει την μετάθεση

σ =

(
1 2
I J

)
=

(
1 2
2 1

)
= (1 2)

η οποία είναι περιττή και συνεπώς

-(dx2) = −dx1.

΄Ετσι, καταλήγουμε στην έκφραση

-ω = ω1dx
2 − ω2dx

1

η οποία είναι μία n− k = 2− 1 = 1-μορφή στον R2.

Παράδειγμα 1.8.4 (Υπολογισμός του τελεστή Hodge). Ας δούμε ένα ακόμα
παράδειγμα. ΄Εστω ότι έχουμε την 2-μορφή στον R3 η οποία δίνεται από

ω = ω12dx
1 ∧ dx2 + ω13dx

1 ∧ dx3 + ω23dx
2 ∧ dx3.

Επειδή η απεικόνιση ω $→ -ω είναι γραμμική, έχουμε

-ω = ω12 - (dx
1 ∧ dx2) + ω13 - (dx

1 ∧ dx3) + ω23 - (dx
2 ∧ dx3).

Εδώ, έχουμε k = 2 και n = 3. Για το πρώτο στοιχείο, έχουμε I = {1, 2} και άρα
αναγκαστικά J = {3}. Αυτό μας δίνει την μετάθεση

σ =

(
1 2 3
I J

)
=

(
1 2 3
1 2 3

)
= (1)
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η οποία είναι άρτια και συνεπώς

-(dx1 ∧ dx2) = dx3.

Για το δεύτερο στοιχείο, έχουμε I = {1, 3} και άρα αναγκαστικά J = {2}. Αυτό
μας δίνει την μετάθεση

σ =

(
1 2 3
I J

)
=

(
1 2 3
1 3 2

)
= (2 3)

η οποία είναι περιττή και συνεπώς

-(dx1 ∧ dx3) = −dx2.

Για το τρίτο και τελευταίο στοιχείο, έχουμε I = {2, 3} και άρα αναγκαστικά
J = {1}. Αυτό μας δίνει την μετάθεση

σ =

(
1 2 3
I J

)
=

(
1 2 3
2 3 1

)
= (1 2 3) = (1 3)(1 2)

η οποία είναι άρτια και συνεπώς

-(dx2 ∧ dx3) = dx1.

΄Ετσι, καταλήγουμε στην έκφραση

-ω = ω12dx
3 − ω13dx

2 + ω23dx
1

η οποία είναι μία n− k = 3− 2 = 1-μορφή στον R3.

Λήμμα 1.8.5 (Διπλή εφαρμογή του τελεστή Hodge). ΄Εστω ω μία k-μορφή
στον Rn. Τότε, έχουμε

- - ω = (−1)k(n−k)ω.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η k-μορφή ω δίνεται από

ω =
!

I

ωIdx
I , I = {(i1, . . . , ik) : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}.
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Επειδή η απεικόνιση ω $→ -ω είναι γραμμική, αρκεί να αποδείξουμε ότι

- - dxI = (−1)k(n−k)dxI .

Η dxI είναι μία k-μορφή και συνεπώς η -dxI είναι μία (n−k)-μορφή ενώ η --dxI

είναι μία (n − (n − k)) = k-μορφή. Η πρώτη εφαρμογή του τελεστή Hodge μας
δίνει ότι

-dxI = sgn(σ)dxJ ,

όπου

σ =

(
1 · · · k k + 1 · · · n
i1 · · · ik j1 · · · jn−k

)
.

Η δεύτερη εφαρμογή του τελεστή Hodge μας δίνει ότι

- - dxI = sgn(σ) - dxJ = sgn(σ)sgn(τ)dxL,

όπου L = {(l1, . . . , lk) : 1 ≤ l1 < · · · < lk ≤ n} και

τ =

(
1 · · · n− k n− k + 1 · · · n
j1 · · · jn−k l1 · · · lk

)
.

Οι δείκτες του L συνπληρώνουν στο σύνολο J ώστε L ∪ J = {1, 2, . . . , n} και
οι δείκτες του J συνπληρώνουν στο σύνολο I ώστε I ∪J = {1, 2, . . . , n}. ΄Ετσι,
έχουμε L = I. Χρησιμοποιώντας το γεγονός αυτό, η σύνθεση π := τ ◦ σ−1 των
δύο μεταθέσεων τ και σ είναι

π =

(
1 · · · n− k n− k + 1 · · · n
j1 · · · jn−k l1 · · · lk

)
◦
(
1 · · · k k + 1 · · · n
i1 · · · ik j1 · · · jn−k

)−1

=

(
1 · · · n− k n− k + 1 · · · n
j1 · · · jn−k l1 · · · lk

)
◦
(
i1 · · · ik j1 · · · jn−k

1 · · · k k + 1 · · · n

)

=

(
i1 · · · ik j1 · · · jn−k

j1 · · · jn−k i1 · · · ik

)
,

δηλαδή η μετάθεση π αντιστρέφει τα δύο μπλόκ (i1, . . . , ik) και (j1, . . . , jn−k).
΄Οταν μετακινήσουμε τα k σε πλήθος στοιχεία (i1, . . . , ik), κάθε ένα πρέπει να
ανταλλαχθεί με τα (n − k) σε πλήθος στοιχεία (j1, . . . , jn−k). ΄Ετσι, έχουμε
sgn(π) = (−1)k·(n−k), το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.
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1.9 Διαφορικοί τελεστές

Στο Κεφάλαιο αυτό, θα ορίσουμε 4 σημαντικούς διαφορικούς τελεστές. Καταρ-
χήν, σημειώνουμε ότι το συνήθες εσωτερικό γινόμενο 〈·, ·〉 του Rn μας επιτρέπει
να μετατρέπουμε διανυσματικά πεδία σε 1-μορφές και αντίστροφα. Συγκεγκριμέ-
να, δοθέντος ενός διανυσματικού πεδίου v : Rn → Rn

· με

v(p) =
n!

i=1

vi(p)(ei)p, (1.6)

ορίζουμε την 1-μορφή ω : Rn → (Rn
· )

! από τον τύπο

ω(p) := 〈·, v(p)〉. (1.7)

Πιο αναλυτικά, αυτό σημαίνει ότι

ω(p)(u(p)) := 〈u(p), v(p)〉 =
>

n!

i=1

ui(p)(ei)p,
n!

i=1

vi(p)(ei)p

?
:=

n!

i=1

ui(p)vi(p),

για κάθε u(p) ∈ Rn
p . Η παραπάνω έκφραση γράφεται και ως

ω(p) :=
n!

i=1

vi(p)(dxi)p (1.8)

αφού

ω(p)(u(p)) :=
n!

i=1

vi(p)(dxi)p(u(p)) =
n!

i=1

vi(p)(dxi)p

$
n!

j=1

ujp(ej)p

%

=
n!

i=1

vi(p)
n!

j=1

ujp(dx
i)p ((ej)p) =

n!

i=1

vi(p)
n!

j=1

ujpδ
i
j

=
n!

i=1

vi(p)ui(p),

για κάθε u(p) ∈ Rn
p . Συγκίνετε τις (1.6) και (1.8): η μετατροπή από v(p) σε

ω(p) (και ανάποδα) γίνεται ουσιαστικά διατηρώντας ίδιους τους συντελεστές και
αλλάζοντας μόνο την βάση.
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(1) Απόκλιση διανυσματικών πεδίων

Ορισμός 1.9.1 (Απόκλιση διανυσματικών πεδίων). ΄Εστω p ∈ Rn. Η από-
κλιση (divergence) ενός διανυσματικού πεδίου p $→ v(p) ∈ Rn

p είναι η συνάρ-
τηση p $→ (div v)(p) ∈ R που ορίζεται ως το ίχνος της γραμμικής απεικόνισης
(dv)p : Rn

p → Rn
p , δηλαδή

(div v)(p) := trace((dv)p).

Λήμμα 1.9.2 (Ιδιότητες απόκλισης). ΄Εστω p = (x1, . . . , xn) ∈ Rn και p $→
v(p) ∈ Rn

p ένα διανυσματικό πεδίο με

v(p) =
n!

i=1

vi(p)(ei)p.

(α) ΄Εχουμε

(div v)(p) =
n!

i=1

∂vi(p)

∂xi
.

(β) Ακολουθώντας τις πράξεις v $→ ω $→ -ω $→ d(-ω), έχουμε

d(-ω) = (div v)dV,

όπου dV είναι το στοιχείο όγκου του Rn.

Απόδειξη. Για το (α), αρκεί να παρατηρήσουμε ότι

(dv)p((ej)p) =
n!

i=1

∂vi(p)

∂xj
(ei)p

και συνεπώς ο πίνακας που αναπαριστά την γραμμική απεικόνιση (dv)p : Rn
p → Rn

p

είναι ο (∂vi(p)/∂xj). Το ίχνος δίνεται από το άθροισμα των διαγωνίων στοιχείων
του πίνακα αυτού. Για το (β), θα ακολουθήσουμε τις πράξεις όπως υποδεικνύεται.
Παραλείπουμε την εξάρτηση ως προς p. Το διανυσματικό πεδίο

v =
n!

i=1

viei
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ορίζει την 1-μορφή που δίνεται από την (1.8), δηλαδή

ω =
n!

i=1

vidxi.

Αυτή είναι μία 1-μορφή στον Rn. Ο τελεστής Hodge την μετατρέπει στην (n−1)-
μορφή -ω, βλέπε Ορισμό 1.8.1. Συγκεκριμένα, έχουμε

-ω =
n!

i=1

vi(-dxi) =
n!

i=1

vi(−1)i−1dxJi,

όπου Ji = {j1, . . . , jn−1} με 1 ≤ j1 < · · · < jn−1 ≤ n και Ji = {1, 2, . . . , n} \
{i} = {1, 2, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , n} καθώς και

σi =

(
1 2 · · · n
i j1 · · · jn−1

)

είναι μία μετάθεση των {1, 2, . . . , n} με sgn(σ) = (−1)i−1. ΄Ετσι, έχουμε

-ω =
n!

i=1

vi(−1)i−1dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.

Τώρα, το διαφορικό της (n − 1)-μορφής -ω θα είναι η n-μορφή d(-ω). Αυτή
δίνεται από

d(-ω) = d

$
n!

i=1

vi(−1)i−1dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

%

=
n!

i=1

(−1)i−1d
&
vidx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

'

=
n!

i=1

(−1)i−1dvi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

=
n!

i=1

(−1)i−1

$
n!

j=1

∂vi

∂xj
dxj

%
∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

=
n!

i=1

(−1)i−1

$
n!

j=1
j=i

∂vi

∂xj
dxj

%
∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn
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=
n!

i=1

(−1)i−1∂v
i

∂xi
dxi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

=
n!

i=1

∂vi

∂xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

=
n!

i=1

∂vi

∂xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxn =

$
n!

i=1

∂vi

∂xi

%
dV = (div v)dV,

το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

(2) Κλίση συνάρτησης

Ορισμός 1.9.3 (Κλίση συνάρτησης). Η κλίση (gradient) μίας λείας συνάρ-
τησης f : Rn → R ορίζεται ως το διανυσματικό πεδίο p $→ (grad f)(p) ∈ Rn

p για
το οποίο

〈(grad f)(p), u(p)〉 = (df)p(u(p)),

για κάθε u(p) ∈ Rn
p .

Λήμμα 1.9.4 (Ιδιότητες κλίσης). ΄Εστω p = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. (α) ΄Εχουμε

(grad f)(p) =
n!

i=1

∂f(p)

∂xi
(ei)p.

(β) ΄Εστω ότι (grad f)(p) ∕= 0. Τότε, το (grad f)(p) είναι κάθετο στην επιφάνεια
στάθμης Σ := {q ∈ Rn : f(q) = f(p)}. Επίσης, ο εφαπτόμενος χώρος της Σ
στο σημείο p δίνεται από το σύνολο ker((df)p).

(γ) ΄Εστω ότι (grad f)(p) ∕= 0 και συμβολίζουμε με Sp := {v(p) ∈ Rn
p :

|v(p)| = 1} την μοναδιαία σφαίρα στον εφαπτόμενο χώρο με κέντρο το p. Τό-
τε, η απεικόνιση (df)p : Sp → R λαμβάνει την μέγιστη τιμή της για v(p) =
(grad f)(p)/|(grad f)(p)|.
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Απόδειξη. Το (α) προκύπτει άμεσα από τον ορισμό. Πράγματι, επειδή (grad f)(p) ∈
Rn

p , θα γράφεται συναρτήσει της βάσης του Rn
p ως

(grad f)(p) =
n!

i=1

λi(p)(ei)p,

για κάποιες λείες συναρτήσεις p $→ λi(p). ΄Εστω j ∈ {1, 2, . . . , n}. Από τον
Ορισμό 1.9.3 για u(p) = (ej)p, έχουμε

∂f(p)

∂xj
= (df)p((ej)p) = 〈(grad f)(p), (ej)p〉 = λj(p),

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο. Για το (β), υποθέτουμε ότι (grad f)(p) ∕=
0. Προφανώς p ∈ Σ. ΄Εστω ότι έχουμε μία λεία καμπύλη t $→ γ(t) ∈ Σ με
συντεταγμένες γ(t) = (x1(t), · · · , xn(t)), για κάθε t ∈ (−ε, ε). Το διάνυσμα
γ̇(t) = (ẋ1(t), · · · , ẋn(t)) ανήκει στον εφαπτόμενο χώρο της Σ. Τότε, για κάθε
t ∈ (−ε, ε), ο κανόνας αλυσίδας μας δίνει

γ(t) ∈ Σ =⇒ f(γ(t)) = f(p) =⇒ d

dt
f(γ(t)) = 0

=⇒
n!

j=1

∂f(γ(t))

∂xj
d

dt
γj(t) = 0

=⇒
n!

j=1

∂f(γ(t))

∂xj
ẋj(t) = 0

=⇒ 〈(grad f)(γ(t)), γ̇(t)〉 = 0,

το οποίο δηλώνει ότι το διάνυσμα (grad f)(γ(t)) είναι κάθετο στον εφαπτόμενο
χώρο της Σ στο σημείο γ(t) ∈ Σ και ως εκ τούτου είναι αναγκαστικά κάθετο σε
αυτήν. Επίσης, εξ ορισμού της κλίσης, το συμπέρασμα 〈(grad f)(γ(t)), γ̇(t)〉 = 0
γράφεται και ως (df)γ(t)(γ̇(t)) = 0 το οποίο αποδεικνύει ότι ο εφαπτόμενος χώ-
ρος της Σ στο σημείο γ(t) ∈ Σ δίνεται από το σύνολο ker((df)γ(t)) το οποίο
αποδεικνύει το ζητούμενο γιατί κάθε p ∈ Σ μπορεί να γραφεί ως γ(t) για κά-
ποιο t. Για το (γ), υποθέτουμε πάλι ότι (grad f)(p) ∕= 0 και θέτουμε v(p) :=
(grad f)(p)/|(grad f)(p)|. Αφενός, επειδή η απεικόνιση v(p) $→ (df)p(v(p)) είναι
γραμμική, έχουμε

(df)p(v(p)) = (df)p

(
(grad f)(p)

|(grad f)(p)|

)
=

(df)p((grad f)(p))

|(grad f)(p)|
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=
〈(grad f)(p), (grad f)(p)〉

|(grad f)(p)| =
|(grad f)(p)|2
|(grad f)(p)|

= |(grad f)(p)|.

Αφετέρου, συμβολίζοντας με Sp := {v(p) ∈ Rn
p : |v(p)| = 1} την μοναδιαία

σφαίρα στον εφαπτόμενο χώρο με κέντρο το p, η ανισότητα Cauchy-Schwarz1
μας δίνει ότι

(df)p(w(p)) = 〈(grad f)(p), w(p)〉 ≤ |〈(grad f)(p), w(p)〉|
≤ |(grad f)(p)||w(p)| = |(grad f)(p)|
= (df)p(v(p)),

για κάθε w(p) ∈ Sp. Συνεπώς, η απεικόνιση (df)p : Sp → R λαμβάνει την μέγιστη
τιμή της (η οποία είναι ίση με (df)p(v(p)) = |(grad f)(p)|) για w(p) = v(p) το
οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

(3) Τελεστής Laplace

Ορισμός 1.9.5 (Τελεστής Laplace). Ο τελεστής Laplace (Laplacian op-
erator) μίας λείας συνάρτησης f : Rn → R είναι η λεία συνάρτηση ∆f : Rn → R
η οποία ορίζεται ως

(∆f)(p) := (div (grad f))(p),

για κάθε p ∈ Rn.

Λήμμα 1.9.6 (Ιδιότητες του τελεστή Laplace). ΄Εστω p = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
(α) ΄Εχουμε

(∆f)(p) =
n!

i=1

∂2f(p)

∂(xi)2
.

(β) Ισχύει ο κανόνας γινομένου

(∆(fh))(p) = f(p)(∆h)(p) + h(p)(∆f)(p) + 2〈(grad f)(p), (grad h)(p)〉.
1Για κάθε δύο διανύσματα x και y του Rn, έχουμε |〈x, y〉| ≤ |x||y|.
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(γ) Ακολουθώντας τις πράξεις f $→ df $→ -(df) $→ d(-(df)), έχουμε

d(-(df)) = (∆f)dV,

όπου dV είναι το στοιχείο όγκου του Rn.

Απόδειξη. Το (α) προκύπτει άμεσα από τα Λήμματα 1.9.2 και 1.9.4. Πράγματι,
από το Λήμμα 1.9.2, έχουμε

(div v)(p) =
n!

i=1

∂vi(p)

∂xi
, v(p) =

n!

i=1

vi(p)(ei)p

και, από το Λήμμα 1.9.4, έχουμε

(grad f)(p) =
n!

i=1

∂f(p)

∂xi
(ei)p.

΄Ετσι, το ζητούμενο προκύπτει θέτοντας vi(p) = ∂f(p)/∂xi. Το (β) είναι άμεση
συνέπεια του (α). Για το (γ), θα ακολουθήσουμε τις πράξεις όπως υποδεικνύεται.
Παραλείπουμε την εξάρτηση ως προς p. Η απεικόνιση f : Rn → R επάγει την
1-μορφή p $→ (df)p ∈ (Rn

p)
! η οποία δίνεται από

df =
n!

i=1

∂f

∂xi
dxi,

βλέπε Παράδειγμα 1.2.2. Τώρα, θέτουμε ω = df στο αποτέλεσμα του Λήμματος
1.9.2 (β). Η 1-μορφή αυτή αντιστοιχεί στο διανυσματικό πεδίο v = grad f μέσω
της (1.7). ΄Ετσι, χρησιμοποιώντας και τον Ορισμό 1.9.5, παίρνουμε ότι

d(-(df)) = (div grad f)dV = (∆f)dV.

το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

(4) Στροβιλισμός διανυσματικών πεδίων

Ορισμός 1.9.7 (Στροβιλισμός διανυσματικών πεδίων). Ο στροβιλισμός
(rotational) ενός διανυσματικού πεδίου p $→ v(p) ∈ Rn

p είναι η (n − 2)-μορφή
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p $→ (curl v)(p) ∈ Λn−2(Rn
p)

! η οποία ορίζεται ακολουθώντας τις πράξεις v $→
ω $→ dω $→ -(dω), δηλαδή

(curl v)(p) := (-(dω))(p),

για κάθε p ∈ Rn.

Λήμμα 1.9.8 (Ιδιότητες του στροβιλισμού). ΄Εστω p = (x1, . . . , xn) ∈ Rn και
p $→ v(p) ∈ Rn

p ένα διανυσματικό πεδίο με

v(p) =
n!

i=1

vi(p)(ei)p.

(α) Μόνο για n = 3, έχουμε

(curl v)(p) =
(
∂v3(p)

∂x2
− ∂v2(p)

∂x3

)
(e1)p +

(
∂v1(p)

∂x3
− ∂v3(p)

∂x1

)
(e2)p

+

(
∂v2(p)

∂x1
− ∂v1(p)

∂x2

)
(e3)p.

(β) Για κάθε n ≥ 1 και για κάθε λεία συνάρτηση f : Rn → R, έχουμε

curl grad f = 0, div (curl v) = 0.

Απόδειξη. Το (α) προκύπτει μετά από έναν στοιχειώδη υπολογισμό. Πράγματι,
έστω ότι έχουμε n = 3. Τότε, ακολουθώντας τις πράξεις v $→ ω $→ dω $→ -(dω),
βρίσκουμε

v = v1e1 + v2e2 + v3e3,

ω = v1dx1 + v2dx2 + v3dx3,

dω = dv1 ∧ dx1 + dv2 ∧ dx2 + dv3 ∧ dx3

=

$
3!

j=1

∂v1

∂xj
dxj

%
∧ dx1 +

$
3!

j=1

∂v2

∂xj
dxj

%
∧ dx2 +

$
3!

i=1

∂v3

∂xj
dxj

%
∧ dx3

=

$
3!

j=1
j ∕=1

∂v1

∂xj
dxj

%
∧ dx1 +

$
3!

j=1
j ∕=2

∂v2

∂xj
dxj

%
∧ dx2 +

$
3!

j=1
j ∕=3

∂v3

∂xj
dxj

%
∧ dx3
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=
∂v1

∂x2
dx2 ∧ dx1 +

∂v1

∂x3
dx3 ∧ dx1 +

∂v2

∂x1
dx1 ∧ dx2 +

∂v2

∂x3
dx3 ∧ dx2

+
∂v3

∂x1
dx1 ∧ dx3 +

∂v3

∂x2
dx2 ∧ dx3

= −∂v1

∂x2
dx1 ∧ dx2 − ∂v1

∂x3
dx1 ∧ dx3 +

∂v2

∂x1
dx1 ∧ dx2 − ∂v2

∂x3
dx2 ∧ dx3

+
∂v3

∂x1
dx1 ∧ dx3 +

∂v3

∂x2
dx2 ∧ dx3

=

$
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2

%
dx1 ∧ dx2 +

$
∂v3

∂x1
− ∂v1

∂x3

%
dx1 ∧ dx3

+

$
∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3

%
dx2 ∧ dx3.

Η dω είναι μία 2-μορφή στον R3. Ο τελεστής Hodge την μετατρέπει στην (3−2) =
1-μορφή -(dω), βλέπε Ορισμό 1.8.1. Επειδή η απεικόονιση - $→ -(dω) είναι
γραμμική, έχουμε

-(dω) =

$
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2

%
- (dx1 ∧ dx2) +

$
∂v3

∂x1
− ∂v1

∂x3

%
- (dx1 ∧ dx3)

+

$
∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3

%
- (dx2 ∧ dx3).

Ο καθένας από αυτούς τους όρους δίνεται από το Παράδειγμα 1.8.4. Εκεί αποδεί-
ξαμε ότι

-(dx1 ∧ dx2) = dx3, -(dx1 ∧ dx3) = −dx2, -(dx2 ∧ dx3) = dx1

και έτσι καταλήγουμε στην έκφραση

-(dω) =

$
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2

%
dx3 +

$
∂v1

∂x3
− ∂v3

∂x1

%
dx2 +

$
∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3

%
dx1.

Τέλος, η 1-μορφή αυτή αντιστοιχεί μέσω της (1.7) στο διανυσματικό πεδίο

curl v =

$
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2

%
e3 +

$
∂v1

∂x3
− ∂v3

∂x1

%
e2 +

$
∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3

%
e1
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το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

Συνοψίζουμε τους διαφορικούς αυτούς τελεστές στον ακόλουθο πίνακα:

d(!ω) = (div v)dV

d(!(df )) = (∆f )dV

curl v = !(dω)

όπου τα διανυσματικά πεδία v μετατρέπονται σε 1-μορφές ω μέσω της (1.7) και
dV είναι το στοιχείο όγκου στον R3 το οποίο δίνεται από dV = dx1 ∧ · · ·∧ dxn,
βλέπε Κεφάλαιο 2.6.

1.10 Ασκήσεις επανάληψης

΄Ασκηση 1.10.1 (Εναλλασσόμενες απεικονίσεις). ΄Εστω ϕ : R3×R3 → R μία
διγραμμική απεικόνιση. Να αποδείξετε ότι

ϕ εναλλασσόμενη ⇐⇒ ϕ(v, v) = 0, ∀v ∈ R3.

Να αποδείξετε ακόμα ότι, εάν η ϕ είναι εναλλασσόμενη και τα v και w γραμμικά
εξαρτημένα, τότε ϕ(v, w) = 0, για κάθε v, w ∈ R3.

Απόδειξη. Πρώτα, υποθέτουμε ότι η ϕ είναι εναλλασσόμενη, δηλαδή ϕ(v, w) =
−ϕ(w, v), για κάθε v, w ∈ R3. Για v = w, έχουμε ϕ(v, v) = −ϕ(v, v) το οποίο
συνεπάγεται ϕ(v, v) = 0. Τώρα, υποθέτουμε ότι ϕ(v, v) = 0, για κάθε v ∈ R3,
και θα αποδείξουμε ότι η ϕ είναι εναλλασσόμενη. ΄Εστω v, w ∈ R3. Από την
υπόθεση και την διγραμμικότητα της απεικόνισης, παίρνουμε

0 = ϕ(v + w, v + w)

= ϕ(v, v) + ϕ(v, w) + ϕ(w, v) + ϕ(w,w)

= ϕ(v, w) + ϕ(w, v),

το οποίο συνεπάγεται ότι ϕ(v, w) = −ϕ(w, v). Τέλος, εάν η ϕ είναι εναλλασσό-
μενη και τα v και w γραμμικά εξαρτημένα, τότε θα υπάρχει λ ∕= 0 τέτοιο, ώστε
w = λv και συνεπώς

ϕ(v, w) = ϕ(v,λv) = λϕ(v, v) = 0,

για κάθε v, w ∈ R3, το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.
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΄Ασκηση 1.10.2 (Βασικοί υπολογισμοί). ΄Εστω οι ακόλουθες μορφές στον R3

ϕ = x1dx1 − x2dx2, ψ = x3dx1 ∧ dx2 + x1dx2 ∧ dx3, ϑ = x3dx2.

Να υπολογίσετε τις μορφές ϕ ∧ ψ, ϑ ∧ ϕ ∧ ψ, dϕ, dψ και dϑ.

Απόδειξη. Υπολογίζουμε

ϕ ∧ ψ = (x1dx1 − x2dx2) ∧ (x3dx1 ∧ dx2 + x1dx2 ∧ dx3)

= x1x3dx1 ∧ dx1 ∧ dx2 + (x1)2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

− x2x3dx2 ∧ dx1 ∧ dx2 − x1x2dx2 ∧ dx2 ∧ dx3

= (x1)2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3,

dϑ = d(x3dx2) = dx3 ∧ dx2.

Τα υπόλοιπα προκύπτουν ανάλογα.

΄Ασκηση 1.10.3 (Υπολογισμός της pull-back). ΄Εστω f : Rn → Rm μία λεία
απεικόνιση και ω μία k-μορφή στον Rm. Να αποδείξετε ότι

k > n =⇒ f !ω = 0.

Απόδειξη. Επειδή η ω είναι μία k-μορφή στον Rm, η f !ω θα είναι μία k-μορφή
στον Rn. Συνεπώς, για k > n, έχουμε f !ω = 0, βλέπε Παρατήρηση 1.2.5.

΄Ασκηση 1.10.4 (Υπολογισμός εξωτερικού γινομένου). ΄Εστω ω η 2-μορφή
στον R2n από δίνεται από τον τύπο

ωn = dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4 + · · ·+ dx2n−1 ∧ dx2n.

Να υπολογίσετε το εξωτερικό γινόμενο ωn ∧ · · · ∧ ωn όπου η ωn εμφανίζεται n
φορές.

Απόδειξη. Για n = 1, έχουμε

ω1 = dx1 ∧ dx2.

Για n = 2, έχουμε

ω2 = dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4,
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ω2 ∧ ω2 = (dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4) ∧ (dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4)

= dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 + dx3 ∧ dx4 ∧ dx1 ∧ dx2

= dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 − dx3 ∧ dx1 ∧ dx4 ∧ dx2

= dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 + dx1 ∧ dx3 ∧ dx4 ∧ dx2

= dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 − dx1 ∧ dx3 ∧ dx2 ∧ dx4

= dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 + dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4,

= 2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4.

΄Ετσι, υποψιαζόμαστε ότι για

ωn =
n!

i=1

dx2i−1 ∧ dx2i

έχουμε

ωn ∧ · · · ∧ ωn* +, -
n αντίγραφα

= n!dx1 ∧ · · · ∧ dx2n.

Μπορούμε να αποδείξουμε με επαγωγή ότι ο ισχυρισμός αυτός ισχύει για κάθε
n ≥ 1. Με βάση τους παραπάνω υπολογισμούς, ισχύει για n = 1 και n = 2.
΄Εστω ότι ισχύει για κάποιο n ≥ 3, δηλαδή

ωn =
n!

i=1

dx2i−1 ∧ dx2i =⇒ ωn ∧ · · · ∧ ωn* +, -
n αντίγραφα

= n!dx1 ∧ · · · ∧ dx2n.

Τότε, θα αποδείξουμε ότι ισχύει και για n+ 1 στην θέση του n, δηλαδή

ωn+1 =
n+1!

i=1

dx2i−1 ∧ dx2i =⇒ ωn+1 ∧ · · · ∧ ωn+1* +, -
n+1 αντίγραφα

= (n+ 1)!dx1 ∧ · · · ∧ dx2(n+1).

΄Εστω ότι η μορφή δίνεται από

ωn+1 =
n+1!

i=1

dx2i−1 ∧ dx2i.
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Παρατηρήστε ότι

ωn+1 =
n+1!

i=1

dx2i−1 ∧ dx2i = ωn + dx2n+1 ∧ dx2n+2.

Στην έκφραση

ωn+1 ∧ · · · ∧ ωn+1* +, -
n+1 αντίγραφα

όλοι οι όροι που περιέχουν το ίδιο στοιχείο μηδενίζονται λόγω της (1.4) και
οι μόνοι μη-μηδενικοί όροι είναι εκείνοι που περιέχουν n αντίγραφα του ωn και
ακριβώς μία φορά το νέο στοιχείο dx2n+1 ∧ dx2n+2 σε οποιαδήποτε θέση. Με
άλλα λόγια, κάθε τέτοιος όρος είναι

ωn ∧ · · · ∧ ωn* +, -
n αντίγραφα

∧dx2n+1 ∧ dx2n+2

και θα εμφανιστούν ακριβώς

(
n+ 1
1

)
= n+ 1

φορές. Συνεπώς, το αποτέλεσμα της πράξης αυτής θα είναι

ωn+1 ∧ · · · ∧ ωn+1* +, -
n+1 αντίγραφα

= (n+ 1)ωn ∧ · · · ∧ ωn* +, -
n αντίγραφα

∧dx2n+1 ∧ dx2n+2.

Η επαγωγική υπόθεση μας δίνει

ωn+1 ∧ · · · ∧ ωn+1* +, -
n+1 αντίγραφα

= (n+ 1)ωn ∧ · · · ∧ ωn* +, -
n αντίγραφα

∧dx2n+1 ∧ dx2n+2

= (n+ 1)n!dx1 ∧ · · · ∧ dx2n ∧ dx2n+1 ∧ dx2n+2

= (n+ 1)!dx1 ∧ · · · ∧ dx2n ∧ dx2n+1 ∧ dx2n+2,

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο.
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΄Ασκηση 1.10.5 (Διανυσματικά πεδία που προκύπτουν από δυναμικό). ΄Εστω
U ⊂ Rn ένα ανοικτό σύνολο και p $→ v(p) ∈ Rn

p ένα διανυσματικό πεδίο που
ορίζεται για κάθε p ∈ U . Λέμε ότι το διανυσματικό πεδίο προκύπτει το-
πικά από ένα δυναμικό εάν και μόνο εάν υπάρχει ανοικτή περιοχή V ⊂ Rn

με p ∈ V ⊆ U και λεία συνάρτηση F : V → R (που ονομάζεται δυναμικό)
έτσι ώστε v(p) = (grad(F ))p, για κάθε p ∈ V . Το διανυσματικό πεδίο αυτό
αντιστοιχεί σε μία 1-μορφή ω μέσω της (1.7).

(α) Να αποδείξετε ότι ένα διανυσματικό πεδίο v προκύπτει τοπικά από ένα δυνα-
μικό F εάν και μόνο εάν

dω = 0.

(β) Να αποδείξετε ότι η συνθήκη του (α) είναι ισοδύναμη με την

curl v = 0.

(γ) ΄Εστω τώρα V ένα ανοικτό σύνολο με (0, 0, 0) /∈ V , p = (x1, x2, x3) ∈ V και

v(p) := −
3!

j=1

xj

((x1)2 + (x2)2 + (x3)2)3/2
(ej)p.

Το διανυσματικό πεδίο αυτό ονομάζεται ηλεκτρική έλξη (electric attraction).
Να δείξετε ότι το διανυσματικό πεδίο αυτό προκύπτει τοπικά από το δυναμικό
F : V → R που δίνεται από

F (p) :=
1

((x1)2 + (x2)2 + (x3)2)1/2
+ c,

όπου το c ∈ R είναι μία οποιαδήποτε σταθερά.

(δ) Να αποδείξετε ότι το δυναμικό F του ερωτήματος (γ) είναι αρμονική συ-
νάρτηση, δηλαδή (∆F )(p) = 0, για κάθε p ∈ V .

Απόδειξη. Για το (α), αρκεί να παρατηρήσουμε ότι το διανυσματικό πεδίο v =
grad(F ) αντιστοιχεί στην 1-μορφη ω = dF μέσω της (1.7). ΄Ετσι, το ζητούμενο
προκύπτει από το Λήμμα 1.7.1 και την Παρατήρηση 1.7.2. Για το (β), υπενθυμί-
ζουμε τον ορισμό curl v = -(dω). ΄Ετσι, το ζητούμενο είναι ισοδύναμο με την
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συνεπαγωγή dω = 0 ⇐⇒ -(dω) = 0 το οποίο προκύπτει κατευθείαν από τον ο-
ρισμό του τελεστή Hodge καθώς αυτός δεν αλλάζει τις συνιστώσες της 1-μορφής
dω αλλά μόνο τα στοιχέια της βάσης. Για το (γ), πρέπει και αρκεί να δείξουμε
ότι

∂F (p)

∂xj
=

−xj

((x1)2 + (x2)2 + (x3)2)3/2
,

για κάθε j = 1, 2, 3. Ορίζουμε την ακτινική μεταβλητή

r(x1, x2, x3) = ((x1)2 + (x2)2 + (x3)2)1/2,

για κάθε p = (x1, x2, x3) ∈ V . Παρατηρήστε ότι

F (p) = G(r(p)), G(r) =
1

r
+ c,

∂r(p)

∂xj
=

xj

r(p)
,

για κάθε j = 1, 2, 3. Επομένως, ο κανόνας αλυσίδας μας δίνει ότι

∂F (p)

∂xj
=

dG(r)

dr

∂r(p)

∂xj
=

−1

r2
xj

r
=

−xj

r3
=

−xj

((x1)2 + (x2)2 + (x3)2)3/2
,

για κάθε p = (x1, x2, x3) ∈ V , το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο. Τέλος,
το (δ) προκύπτει μετά από έναν στοιχειώδη υπολογισμό. Ο υπολογισμός αυτός
απλοποιείται επείδη η συνάρτηση F είναι ακτινική. Πράγματι, είναι εύκολο να δεί
κανείς ότι, στην περίπτωση όπου η συνάρτηση F είναι ακτινική όπως παραπάνω,
δηλαδή F (p) = G(r(p)), η έκφραση (βλέπε Λήμμα 1.9.6 (α))

(∆F )(p) =
n!

i=1

∂2F (p)

∂(xi)2

γίνεται

(∆F )(p) =
d2G(r)

dr2
+

n− 1

r
· dG(r)

dr
,

όπου r = r(p). Εδώ, έχουμε n = 3. Επομένως, υπολογίζουμε

(∆F )(p) =
2

r3
+

2

r
· −1

r2
=

2

r3
− 2

r3
= 0,

για κάθε p = (x1, x2, x3) ∈ V , το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.
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Κεφάλαιο 2

Διαφορίσιμες Πολλαπλότητες

2.1 Η έννοια της πολλαπλότητας

Μία (ομαλή) καμπύλη ή επιφάνεια είναι κάποιο υποσύνολο ενός Ευκλείδιου χώρου
Rn. Οι ορισμοί τους εξαρτώνται από τις συντεταγμένες του Ευκλείδιου χώρου
που τις περιβάλλει. Για παράδειγμα, μία ευθεία στο επίπεδο των x1x2 στον R3

δίνεται από

E :=
"
(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 + x2 = 1, x3 = 0

#

και μία σφαίρα στον R3 δίνεται από

S2 :=
"
(x1, x2, x3) ∈ R3 : (x1)2 + (x2)2 + (x2)2 = 1

#
.

Εάν επιλέξουμε ένα σημείο, είτε p ∈ E είτε p ∈ S2, τότε αυτό θα είναι της μορφής
p = (x1, x2, x3) με κάποιον περιορισμό για τα x1, x2 και x3. Με άλλα λόγια, για
να ορίσουμε τα σημεία πάνω στα E και S2, χρησιμοποιούμε τις συντεταγμές του
Ευκλείδιου χώρου Rn που τις περιβάλλει. Αυτό δεν είναι αναγκαίο και μπορεί να
βελτιωθεί! Η έννοια της (διαφορίσιμης) πολλαπλότητας αποτελεί γενίκευση της
έννοιας μίας (ομαλής) καμπύλης ή επιφάνειας στις ακόλουθες κατευθύνσεις:

• Η πολλαπλότητα δεν είναι αναγκαστικά υποσύνολο κάποιου Ευκλείδιου χώρου1
αλλά ένας γενικός τοπολογικός χώρος.

• Τα ‘‘σημεία’’ της έχουν συντεταγμένες που ορίζονται χωρίς την παρουσία κά-
ποιου Ευκλείδιου χώρου να τα περιβάλλει, είναι η δομή που θα της δώσουμε
από τον ορισμό της τέτοια ώστε αυτό να είναι εφικτό.
1εάν και η διαφορική δομή της θα της επιτρέψει εκ των υστέρων να τοποθετηθεί μέσα σε κάποιον

Ευκλείδιο χώρο RN για κάποιο μεγάλο N , αυτό είναι το διάσημο Θεώρημα Whitney.
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• Ο ορισμός της πολλαπλότητας είναι τόσο γενικός όσο ‘‘πρέπει’’ ώστε να επι-
τρέπει τον ορισμό γεωμετρικών εννοιών σε αυτήν.

Ας δούμε μέσα από ένα παράδειγμα πως θα ορίσουμε μία τέτοια δομή σε ένα
σύνολο ώστε τα παραπάνω να είναι εφικτά. Ας υποθέσουμε ότι μελετάμε την
σφαίρα που είδαμε παραπάνω, δηλαδή

S2 :=
"
(x1, x2, x3) ∈ R3 : f(x1, x2, x3) = 1

#
,

όπου

f : R3 → R, f(x1, x2, x3) := (x1 − x10)
2 + (x2 − x20)

2 + (x3 − x30)
2,

για κάποιο σταθερό (x10, x
2
0, x

3
0) ∈ R3. Καταρχήν, το σύνολο αυτό είναι τοπολο-

γικός χώρος και ως εκ τούτου έχει ήδη τοπολογική δομή: ένα υποσύνολο U ⊂ S2
της σφαίρας (προσοχή, όχι του R3) είναι ανοικτό (στην S2) εάν και μόνο εάν

∃A ⊂ R3 : A ανοικτό (στον R3) και U = A ∩ S2. (2.1)

Η τοπολογία αυτή ονομάζεται σχετική τοπολογία (relative topology).

Εάν επιλέξουμε ένα σημείο p ∈ S2, τότε αυτό θα είναι της μορφής p = (x1, x2, x3),
δηλαδή με βάση τον ορισμό αυτό χρησιμοποιούμε τις συντεταγμές του Ευκλείδιου
χώρου R3 που την εμπεριέχει. Αυτο θέλουμε να το αποφύγουμε και ο τρόπος
για να το πετύχουμε αυτό είναι να εφαρμόσουμε το θεώρημα πεπλεγμένων
συναρτήσεων: επιλέγουμε ένα τυχαίο αλλά σταθερό σημείο

p = (α, β) ∈ S2, α = (α1,α2) ∈ R2, β ∈ R

και υπολογίζουμε

f(α, β) = 1 ⇐⇒ (α1 − x10)
2 + (α2 − x20)

2 + (β − x30)
2 = 1

=⇒ (α1,α2, β) ∕= (x10, x
2
0, x

3
0)

και καθώς και

(∇f)(α, β) =

(
∂f

∂x1
(α, β),

∂f

∂x2
(α, β)

∂f

∂x3
(α, β)

)

= 2(α1 − x10,α2 − x20, β − x30)

∕= (0, 0, 0).

Επομένως, από το θεώρημα πεπλεγμένων συναρτήσεων παίρνουμε ότι υπάρχουν:
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• ένα ανοικτό (στον R2) σύνολο Vα με α ∈ Vα ⊂ R2,

• ένα ανοικτό (στον R) σύνολο Wβ με β ∈ Wβ ⊂ R,

• μία λεία συνάρτηση Fp : Vα → Wβ τέτοια ώστε Fp(α) = β,

• το σύνολο Up := (Vα×Wβ)∩S2 είναι ανοικτό (στην S2) ως προς την τοπολογία
(2.1),

• το σύνολο Up := (Vα × Wβ) ∩ S2 είναι το γράφημα της Fp, δηλαδή Up =
graph(Fp) = {(x1, x2, Fpj(x

1, x2)) : (x1, x2) ∈ Vα}.

Το Σχήμα 2.1 δείχνει τα σύνολα Vα,Wβ καθώς και την απεικόνιση Fp : Vα → Wβ.

Σχήμα 2.1: Τα σύνολα Vα, Wβ καθώς και την απεικόνιση Fp : Vα → Wβ. Το
σύνολο Up := (Vα×Wβ)∩S2 βρίσκεται πάνω στην S2, είναι ανοικτό (στην S2, ως
προς την τοπολογία (2.1) και είναι το γράφημα της Fp, δηλαδή graph(Fp) = Up.

Εν γένει, η απεικόνιση Fp εξαρτάται από το σημείο p καθώς η γεωμετρία του
Up ενδέχεται να μην είναι ίδια σε κάθε σημείο. Είναι προφανές ότι μπορούμε να
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επαναλάβουμε την διαδικασία αυτή για κάθε p ∈ S2 και έτσι να την καλύψουμε
από τα ανοικτά (στην S2) σύνολα Up, δηλαδή

S2 =
@

p∈S2
Up, Up = graph(Fp).

Η σφαίρα είναι ένας συμπαγής τοπολογικός χώρος2. Αυτό σημαίνει ότι η ανοικτή
κάλυψη {Up : p ∈ S2} έχει πεπερασμένη υποκάλυψη, δηλαδή υπάρχει ένας φυσικός
αριθμός N και σημεία p1, · · · , pN ∈ S2 τέτοια ώστε

S2 =
N@

j=1

Upj , Upj = graph(Fpj). (2.2)

Ας μελετήσουμε τώρα τις συντεταγμένες των σημείων στην σφαίρα. ΄Εστω q ∈ S2
ένα τυχαία επιλεγμένο σημείο. Λόγω της σχέσης (2.2), υπάρχει τουλάχιστον ένα
σημείο pj έτσι ώστε

q ∈ Upj = graph(Fpj).

Εδώ είναι το ουσιαστικό σημείο! Η σχέση αυτή δηλώνει ότι δεν χρειαζόμαστε
τον Ευκλείδιο χώρο R3 που περιβάλλει την S2 για να ορίσουμε συντενταγμένες
στο q. Μπορούμε να παραλείψουμε τελείως την ύπαρξη του R3 και να ορίσουμε
συντεταγμένες στο q μέσω της προβολής

πpj : Upj ⊆ S2 → πpj(Upj) = Vα ⊆ R2,

η οποία ορίζεται ως

πpj(x
1, x2, Fpj(x

1, x2)) := (x1, x2), ∀(x1, x2) ∈ Vα.

Με άλλα λόγια, κάθε σημείο q ∈ S2, θα ανήκει σε κάποιο Upj = graph(Fpj), συνε-
πώς θα γράφεται ως (x1, x2, Fpj(x

1, x2)) για κάποιο (x1, x2) ∈ Vα και τότε κληρο-
νομεί τις συντεταγμένες που έχει η προβολή αυτού, δηλαδή το πpj(x

1, x2, Fpj(x
1, x2))

2΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος και A ⊆ X ένα υποσύνολο. Τότε, το A είναι συμπαγές εάν
και μόνο εάν κάθε κάλυψη του από ανοικτά σύνολα έχει πεπερασμένη υποκάλυψη, δηλαδή για κάθε
συλλογή {Ai : i ∈ I} από ανοικτά σύνολα Ai με X = ∪i∈IAi, υπάρχει πεπερασμένο σύνολο δεικτών
J με J ⊆ I ΄τετοιο, ώστε X = ∪i∈JAi. Υπενθυμίζουμε ότι η συνεπαγωγη: ‘‘το A είναι συμπαγές εάν
και μόνο εάν είναι κλειστό και φραγμένο’’ προυποθέτει X ⊆ Rn, για κάποιο n ≥ 1.
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που εξ ορισμού είναι απλά (x1, x2). ΄Ετσι, κάθε σημείο της δισδιάστατης σφαίρας
S2 αποκτά ακριβώς 2 συντεταγμένες (και όχι 3) όπως και αρμόζει στην πραγμα-
τική της διάσταση. Το Σχήμα 2.2 δείχνει την απεικόνιση προβολής.

Σχήμα 2.2: Η απεικόνιση προβολής πpj : Upj ⊆ S2 → πpj(Upj) = Vα ⊆
R2. Κάθε σημείο q ∈ Upj γράφεται ως (x1, x2, Fpj(x

1, x2)) για κάποιο
(x1, x2) ∈ Vα και του προσάπτουμε τις συντεταγμένες (x1, x2) ∈ Vα του σημείου
πpj(x

1, x2, Fpj(x
1, x2)).

Ωστόσο, κάθε απεικόνιση που ορίζει συντεταγμένες, έτσι και η προβολή πpj , δεν
μπορεί να είναι αυθαίρετη καθώς πρέπει να επάγει, όχι απλά ένα ζεύγος (x1, x2),
αλλά ένα ζεύγος (x1, x2) που να έχει την έννοια των συντεταγμένων. Αυτό σημαί-
νει ότι η προβολή πpj πρέπει να ικανοποιεί ιδιότητες που την καθιστούν απεικόνιση
συντεταγμένων. Με την σειρά του, αυτό σημαίνει δύο αναγκαίες προυποθέσεις.

Πρώτα, η απεικόνιση πpj πρέπει να είναι ομοιομορφισμός (homomorphism), δηλα-
δή συνεχής, αντιστρέψιμη με συνεχή αντίστροφο. Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι
ένα σημείο q ∈ Upj αποκτά τις συντεταγμένες (x

1, x2) = πpj(x
1, x2, Fpj(x

1, x2))
ακριβώς όπως αναφέραμε παραπάνω. Εάν λίγο μεταβάλλουμε το σημείο, από
q ∈ Upj σε q ∈ Upj με |q − q| < δ, πρέπει και οι αντίστοιχες συντεταγμένες
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τους, ας τις ονομάσουμε (x1, x2) ∈ Vα και (x1, x2) ∈ Vα, να έχουν μεταβληθεί
αντίστοιχα λίγο, δηλαδή |(x1, x2)− (x1, x2)| < ε. Αυτό σημαίνει ότι η απεικόνιση
πpj : Upj → Vα πρέπει να είναι συνεχής. Το ίδιο πρέπει να ισχύει και αντίστροφα.
Εάν λίγο μεταβάλλουμε τις συντεταγμένες, από (x1, x2) ∈ Vα σε (x1, x2) ∈ Vα

με |(x1, x2)− (x1, x2)| < δ, πρέπει και τα αντίστοιχα σημεία q ∈ Upj και q ∈ Upj

να έχουν μεταβληθεί αντίστοιχα λίγο, δηλαδή |q − q| < ε. Αυτό σημαίνει ότι η
αντίστροφη απεικόνιση π−1

pj
: Vα → Upj πρέπει (να υπάρχει και) να είναι συνεχής.

Δεύτερον, η απεικόνιση πpj πρέπει να επιτρέπει την αλλαγή συντεταγμένων με
λείο τρόπο. Πράγματι, έστω ότι έχουμε ένα σημείο q ∈ S2 το οποίο τυγχάνει να
ανήκει σε δύο ανοικτά σύνολα Upi και Upj τα οποία προέρχονται από δύο διαφο-
ρετικά (εν γένει) σημεια pi και pj. ΄Ετσι, με βάση τα όσα είπαμε παραπάνω, το
σημείο αυτό θα κληρονομήσει δύο (εν γένει) διαφορετικές συντεταγμένες, ας τις
πούμε (x1, x2) = πpi(x

1, x2, Fpj(x
1, x2)) και (y1, y2) = πpj(y

1, y2, Fpj(y
1, y2)).

Πρέπει να εξασφαλίσουμε ότι η αλλαγή από (x1, x2) σε (y1, y2) είναι εφικτή και
γίνεται με λείο τρόπο. Αυτό σημαίνει ότι η απεικόνιση

πpj ◦ π−1
pi

: πpi(Upi ∩ Upj) ⊆ R2 → πpj(Upi ∩ Upj) ⊆ R2

που δίνεται από

(πpj ◦ π−1
pi
)(x1, x2) = (y1, y2), ∀(x1, x2) ∈ πpi(Upi ∩ Upj)

πρέπει να είναι λεία, δηλαδή άπειρες φορές παραγωγίσιμη. Το ίδιο πρέπει να ισχύει
και για την αλλαγή από (y1, y2) σε (x1, x2). Αυτό σημαίνει ότι η απεικόνιση

πpi ◦ π−1
pj

: πpj(Upi ∩ Upj) ⊆ R2 → πpi(Upi ∩ Upj) ⊆ R2

που δίνεται από

(πpi ◦ π−1
pj
)(y1, y2) = (x1, x2), ∀(y1, y2) ∈ πpj(Upi ∩ Upj)

πρέπει να είναι λεία. Παρατηρήστε ότι η μία είναι η αντίστροφη της άλλης, δηλαδή

(πpi ◦ π−1
pj
)−1 = πpj ◦ π−1

pi
.

Το Σχήμα 2.3 δείχνει την απεικόνιση αλλαγής συντεταγμένων.
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Σχήμα 2.3: Η απεικόνιση αλλαγής συντεταγμένων πpj ◦ π−1
pi

: πpi(Upi ∩ Upj) ⊆
R2 → πpj(Upi∩Upj) ⊆ R2. Αυτή απεικονίζει τα (x1, x2) στα (y1, y2) και συνεπώς
y1 = y1(x1, x2) και y2 = y2(x1, x2). Οι απεικονίσεις αυτές πρέπει να είναι λείες.

Συνοψίζοντας, για να επεκτείνουμε την έννοια των καμπυλών και των επιφανειών
όπως αναφέραμε στην αρχή του Κεφαλαίου αυτού, χρειαζόμαστε τα εξής:

(1) Την ύπαρξη μίας οικογένειας {Ui : i ∈ I} από ανοικτά σύνολα Ui τα οποία
καλύπτουν την S2. Η υπόθεση αυτή είναι αναγκαία και πρέπει να συμπεριληφθεί
στον ορισμό της πολλαπλότητας.

(2) Μία ιδιότητα (όχι αναγκαστικά αυτή της συμπάγειας όπως στο παράδειγμα εδώ)
η οποία θα μας επιτρέψει να ελέγχουμε το πλήθος του συνόλου I, δηλαδή πόσα
σύνολα από την οικογένεια {Ui : i ∈ I} καλύπτουν την S2. Αφενός, δεν είναι
αναγκαίο αυτά να είναι πεπερασμένα σε πλήθος όπως στην (2.2). Αφετέρου
όμως, χρειάζεται το σύνολο I να μην είναι υπεραριθμήσιμο. ΄Ετσι, οδηγούμαστε
στην υπόθεση ότι το σύνολο I είναι το πολύ αριθμήσιμο. ΄Οταν ένα σύνολο
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ικανοποιεί την υπόθεση αυτή λέμε ότι έχει αριθμήσιμη βάση. Η υπόθεση
αυτή είναι αναγκαία για την ύπαρξη διαμερισμού της μονάδας (partition of
unity) και επομένως πρέπει να συμπεριληφθεί στον ορισμό της πολλαπλότητας.

(3) Την ύπαρξη μίας οικογένειας {ϕi : i ∈ I} από απεικονίσεις ϕi : Ui ⊆
S2 → ϕi(Ui) ⊆ R2 οι οποίες ορίζουν συντεταγμένες για τα σημεία του
συνόλου S2, δηλαδή να είναι συνεχείς, αντιστρέψιμες με συνεχή αντίστρο-
φη ϕ−1

i : ϕi(Ui) ⊆ R2 ⊆ S2 → Ui ⊆ S2. Απεικονίσεις σαν τις ϕi με αυτές
τις ιδιότητες ονομάζονται ομοιομορφισμοί. Επιπρόσθετα, οι απεικονισέις
αυτές πρέπει να είναι τέτοιες ώστε, εφόσον Ui ∩ Uj ∕= ∅, οι απεικονίσεις αλ-
λαγής συντεταγμένων ϕi ◦ ϕ−1

j : ϕj(Ui ∩ Uj) ⊆ R2 → ϕi(Ui ∩ Uj) ⊆ R2 και
ϕj ◦ ϕ−1

i : ϕi(Ui ∩ Uj) ⊆ R2 → ϕj(Ui ∩ Uj) ⊆ R2 να είναι (άπειρες φορές)
παραγωγίσιμες. Απεικονίσεις σαν τις ϕi ◦ ϕ−1

j με αυτές τις ιδιότητες ονομά-
ζονται διαφορομορφισμοί. Οι υποθέσεις αυτές είναι αναγκαίες και πρέπει
να συμπεριληφθούν στον ορισμό της πολλαπλότητας.

(4) Μία τοπολογία στο σύνολο S2 (ώστε να έχει νόημα η συνέχεια των απεικονίσε-
ων από το σύνολο S2 στον Ευκλείδιο χώρο R2) όπως αυτή της (2.1). Ωστόσο,
η προυπόθεση αυτή προκύπτει από τις παραπάνω, ως εκ τούτου, δεν συμπε-
ριλαμβάνεται στον ορισμό της πολλαπλότητας. Πράγματι, εάν έχουμε ήδη μία
συλλογή {Ui : i ∈ I} από ανοικτά σύνολα (όπως στα (1) και (2)) και μία συλ-
λογή απεικονίσεων {ϕi : i ∈ I} (όπως στο (3)), τότε ορίζουμε ένα υποσύνολο
U ⊆ M να είναι ανοικτό (στην πολλαπλότηταM) εάν και μόνο εάν

∀i ∈ I : ϕi(U ∩ Ui) ανοικτά (στον R3).

Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι η συλλογή όλων αυτών των ανοικτών συνόλων
είναι πράγματι μία τοπολογία στην πολλαπλότητα. Αυτή ονομάζεται επαγώ-
μενη (από την διαφορική δομή) τοπολογία.

(5) Τα σύνολα που ικανοποιούν τις προυποθέσεις (1)-(4) είναι πολύ γενικά και
αφηρημένα, έτσι ενδέχεται να μην παρουσιάζουν γεωμετρικό ενδιαφέρον. Προ-
κειμένουν να αποκλείσουμε τέτοιες περιπτώσεις εισάγουμε μία επιπλέον υπο-
θεση:

∀p, q ∈ S2, ∃U, V ⊆ S2 : p ∈ U, q ∈ V, U ∩ V = ∅.
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΄Οταν ένα σύνολο ικανοποιεί την υπόθεση αυτή λέμε ότι είναι Hausdorff. Η
υπόθεση αυτή είναι αναγκαία ώστε το όριο των συγκλίνουσων ακολουθιών
στην πολλαπλότητα να είναι μοναδικό και επομένως πρέπει να συμπεριληφθεί
στον ορισμό της πολλαπλότητας.

΄Ετσι, οδηγούμαστε στον ορισμό της (διαφορίσιμης) πολλαπλότητας.

2.2 Πολλαπλότητες χωρίς σύνορο

Ορισμός 2.2.1 (Διαφορίσιμη πολλαπλότητα χωρίς σύνορο). ΄Ενα σύνολοM
ονομάζεται διαφορίσιμη πολλαπλότητα διάστασης n ≥ 1 χωρίς σύνορο
εάν και μόνο εάν είναι Hausdorff με αριθμήσιμη βάση και υπάρχουν μία οικογένεια
{Ui : i ∈ I} συνόλων και μία οικογένεια {ϕi : i ∈ I} απεικονίσεων τέτοια ώστε:

• Η οικογένεια {Ui : i ∈ I} αποτελείται από ανοικτά (στο M) σύνολα και
καλύπτει τηνM:

M =
@

i∈I
Ui,

• Οι απεικονίσεις συντεταγμένων

ϕi : Ui ⊆ M → ϕi(Ui) ⊆ Rn

είναι ομοιομορφισμοί, δηλαδή αυτές καθώς και οι αντίστροφές τους είναι συνε-
χείς.

• Για κάθε i, j ∈ I με Ui ∩ Uj ∕= ∅, τα σύνολα ϕj(Ui ∩ Uj) είναι ανοικτά (στον
Rn) και οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητής

ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj(Ui ∩ Uj) ⊆ Rn → ϕi(Ui ∩ Uj) ⊆ Rn

είναι διαφορομορφισμοί, δηλαδή αυτές καθώς και οι αντίστροφές τους είναι
(άπειρες φορές) παραγωγίσιμες.

Το Σχήμα 2.4 δείχνει την απεικόνιση συντεταγμένων και το Σχήμα 2.5 την απει-
κόνιση αλλαγής συντεταγμένων.
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Σχήμα 2.4: Η απεικόνιση συντεταγμένων ϕi : Ui ⊆ M → ϕi(Ui) ⊆ Rn. Αυτή
προσάπτει σε κάθε p ∈ Ui τις συντεταγμένες (x1, . . . , xn) που έχει στο σημείο
ϕi(p) = (x1, . . . , xn). Οι απεικονίσεις αυτές πρέπει να είναι ομοιομορφισμοί,
δηλαδή αυτές καθώς και οι αντίστροφές τους είναι συνεχείς.
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Σχήμα 2.5: Η απεικόνιση αλλαγής συντεταγμένων ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj) ⊆

Rn → ϕj(Ui ∩ Uj) ⊆ Rn. Αυτή απεικονίζει τα (x1, . . . , xn) στα (y1, . . . , yn)
και συνεπώς yl = yl(x1, . . . , xn για κάθε l = 1, 2, . . . , n. Οι απεικονίσεις αυτές
πρέπει να είναι διαφορομορφισμοί, δηλαδή αυτές καθώς και οι αντίστροφές τους
είναι (άπειρες φορές) παραγωγίσιμες.

Ορισμός 2.2.2 (Ονοματολογία). Οι συντεταγμένες (coordinates) ενός
σημείου p ∈ Ui στην πολλαπλότητα M ορίζονται ως οι συντεταγμένες του
ϕi(p) = (x1, . . . , xn) ∈ ϕi(Ui) ⊆ Rn. Τα σύνολα Ui ονομάζονται περιοχές
συντεταγμένων (coordinate neighborhoods), οι απεικονίσεις ϕi ονομάζονται
απεικονίσεις συντεταγμένων (coordinate maps), κάθε ζεύγος (Ui,ϕi) ο-
νομάζεται σύστημα συντεταγμένων (coordinate system) και ολόκληρη η
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συλλογή {(Ui,ϕi) : i ∈ I}, που θεωρείται η μέγιστη δυνατή, ονομάζεται διαφο-
ρική δομή (differentiable structure).

Παρατήρηση 2.2.3 (Τα ανοικτά υποσύνολα είναι πολλαπλότητες ίδιας διάστα-
σης). ΄ΕστωM μία πολλαπλότητα διάστσης n ≥ 1 με διαφορική δομή {(Ui,ϕi) :
i ∈ I} και U ⊆ M ένα ανοικτό σύνολο. Είναι έυκολο να δεί κανείς από τον
Ορισμό 2.2.1 ότι το υποσύνολο U είναι πολλαπλότητα ίδιας διάστασης n ≥ 1 και
συγκεκριμένα η συλλογή {(Ui ∩ U,ϕi|U) : i ∈ I} είναι η διαφορική της δομή. ΄Ω-
στοσο, όπως θα δούμε παρακάτω, βλέπε Παράδειγμα 2.2.5, δεν ισχύει το ίδιο για
τα κλειστά σύνολα. Προσοχή: εάν ένα σύνολο είναι κλειστό, αυτό δεν σημαίνει
ότι δεν είναι ανοικτό. Για παράδειγμα, σε κάθε τοπολογικό χώρο X, τα σύνολα
X και ∅ είναι και ανοικτά και κλειστά ταυτόχρονα.

Ορισμός 2.2.4 (Προσανατολίσιμη πολλαπλότητα). Η πολλαπλότητα ονομάζε-
ται προσανατολίσιμη (orientable) όταν για κάθε i, j ∈ I με Ui ∩ Uj ∕= ∅, το
διαφορικό της απεικόνισης αλλαγής συντεταγμένων

(x1, · · · , xn) $→ (y1, · · · , yn) = (ϕi ◦ ϕ−1
j )(x1, · · · , xn)

έχει γνήσια θετική ορίζουσα, δηλαδη

det(d(ϕi ◦ ϕ−1
j )) = det

(
∂yβ

∂xα

)
> 0.

Σε αντίθετη περίπτωση, ονομάζεται μη-προσανατολίσιμη (non-orientable).

Παράδειγμα 2.2.5 (Σύνολα πίνακων). Το σύνολο όλων των πινάκων με πραγ-
ματικούς συντελεστές ορίζεται ως

R3×3 := {A = (αij) : αij ∈ R, ∀i, j = 1, 2, 3.}

και είναι πολλαπλότητα διάστασης n = 9. Πράγματι, η απεικόνιση ϕ : R3×3 → R9

που ορίζεται ως

ϕ

.

/

.

/
α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

0

1

0

1 := (α11,α12,α13* +, -
1η γραμμή

,α21,α22,α23* +, -
2η γραμμή

,α31,α32,α33* +, -
3η γραμμή

)
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είναι η (μοναδική) απεικόνιση συντεγαγμένων. Το σύνολο όλων των αντιστρέψι-
μων πινάκων με πραγματικούς συντελεστές ορίζεται ως

GL3(R) := {A ∈ R3×3 : det(A) ∕= 0}

και είναι ένα ανοικτό υποσύνολό του R3×3 γιατί η απεικόνιση A $→ det(A) εί-
ναι συνεχής. Ως εκ τούτου (βλέπε Παρατήρηση 2.2.3) είναι πολλαπλότητα ίδιας
διάστασης n = 9 και η απεικόνιση ϕ : GL3(R) → R9 που ορίζεται όπως παρα-
πάνω (αλλά με αυτό το ανοικτό υποσύνολο ως πεδίο ορισμού) είναι η (μοναδική)
απεικόνιση συντεγαγμένων. Ωστόσο, το κλειστό υποσύνολο

G := {A ∈ GL3(R) : α22 = 0}

είναι πολλαπλότητα διάστασης n = 8. Πράγματι, η απεικόνιση ψ : G → R8 που
ορίζεται ως

ψ

.

/

.

/
α11 α12 α13

α21 0 α23

α31 α32 α33

0

1

0

1 := (α11,α12,α13* +, -
1η γραμμή

,α21,α23* +, -
2η γραμμή

,α31,α32,α33* +, -
3η γραμμή

)

είναι η (μοναδική) απεικόνιση συντεγαγμένων. Με παρόμοιο τρόπο, το υποσύνολο

SL3(R) := {A ∈ R3×3 : det(A) = 1}

είναι πολλαπλότητα διάστασης n = 8, αφού η συνθήκη det(A) = 1 περιορίζει
τα στοιχεία αij του πίνακα A και μας δίνει τουλάχιστον ένα από αυτά, ας πούμε
το α11, συναρτήσει των υπολοίπων. ΄Ετσι, η απεικόνιση χ : SL3(R) → R8 που
ορίζεται ως

χ

.

/

.

/
α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

0

1

0

1 := (α12,α13* +, -
1η γραμμή

,α21,α22,α23* +, -
2η γραμμή

,α31,α32,α33* +, -
3η γραμμή

)

είναι η (μοναδική) απεικόνιση συντεγαγμένων. Τέλος, το σύνολο όλων των συμ-
μετρικών πινάκων με πραγματικούς συντελεστές ορίζεται ως

Sym3(R) := {A ∈ R3×3 : AT = A}
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είναι πολλαπλότητα διάστασης n = 6. Πράγματι, η απεικόνιση ζ : Sym3(R) → R6

που ορίζεται ως

ζ

.

/

.

/
α11 α12 α13

α12 α22 α23

α13 α23 α33

0

1

0

1 := (α11,α12,α13* +, -
1η γραμμή

,α22,α23* +, -
2η γραμμή

, α33*+,-
3η γραμμή

)

είναι η (μοναδική) απεικόνιση συντεγαγμένων. Είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι,
σε όλες αυτές τις περιπτώσεις, οι απεικονίσεις συντεταγμένων είναι ομοιομορ-
φισμοί. Ακόμα, η διαφορική δομή τους αποτελείται και ένα και μόνο σύστημα
συντεταγμένων με μία και μόνο ολική περιοχή συντεταγμένων (δηλαδή η μοναδι-
κή περιοχή συντεταγμένων είναι ολόκληρη την πολλαπλότητα). Αυτό συνεπάγεται
ότι οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητής είναι όλες η ταυτοτική απεικόνιση (επομέ-
νως λεία) και, ως εκ τούτου, όλες οι πολλαπλότητες αυτές είναι προσανατολίσιμες.

Παράδειγμα 2.2.6 (Λωρίδα Möbius). Η λωρίδα Möbius είναι μία (άπειρη)
κορδέλα που περιστρέφεται μία φορά κατά 180◦ στο ένα άκρο της και ενώνεται με
τον ευατό της με το άλλο άκρο της δημιουργώντας ένα σχήμα με μόνο μία πλευρά.
Αυτό το σχήμα προκύπτει από την λωρίδα

R :=
"
(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ R, −1 < x2 < 1

#

ταυτίζοντας τα σημεία του ως εξής

(x1, x2) ∼ (x1 + 1,−x2), ∀(x1, x2) ∈ R.

Με αυτόν τον τρόπο, τα ‘‘σημεία’’ της λωρίδαMöbius είναι οι κλάσεις ισοδυναμίας

[(x1, x2)] :=
"
(x1, x2) ∈ R : (x1, x2) ∼ (x1, x2)

#

= {(x1 + k, (−1)kx2) : k ∈ Z}

και ο ίδιος ο χώρος μπορεί να γραφεί ως το σύνολο όλων των κλάσεων ισοδυνα-
μίας, δηλαδή

M := R/ ∼ .

Θα αποδείξουμε ότι το σύνολο αυτό είναι πολλαπλότητα διάστασης 2.

Βήμα 1: Οι απεικονίσεις συντεταγμένων.
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Πράγματι, για μικρό ε > 0, ορίζουμε τα σύνολα

U1 :=
"
[(x1, x2)] ∈ M : ε < x1 < 1− ε

#
,

U2 :=
"
[(x1, x2)] ∈ M : 0 < x1 < 2ε

#
,

U3 :=
"
[(x1, x2)] ∈ M : 1− 2ε < x1 < 1

#

καθώς και τις απεικονίσεις

ϕj : Uj ⊆ M → ϕj(Uj) ⊆ R2

από τους τύπους

ϕ1([(x
1, x2)]) := (x1, x2),

ϕ2([(x
1, x2)]) := (x1, x2),

ϕ3([(x
1, x2)]) := (x1 − 1,−x2).

Σημειώνουμε ότι, επειδή (0, x2) ∼ (1,−x2), για κάθε 0 < x2 < 1, οι περιοχές
ϕj(Uj) κολλάνε ομαλά, δηλαδή

ϕ1(U1) = (ε, 1− ε)× (−1, 1),

ϕ2(U2) = (0, 2ε)× (−1, 1),

ϕ3(U3) = (−2ε, 0)× (−1, 1).

Βήμα 2: Οι απεικονίσεις συντεταγμένων είναι ομοιομορφισμοί.

Εφοδιάζουμε τον χώρο πηλίκο M = R/ ∼ με την τοπολογία πηλίκου
(quotient topology), δηλαδή ένα υποσύνολο U ⊆ M είναι ανοικτό (στο M)
εάν και μόνο εάν το υποσύνολο π−1(U) ⊆ R είναι ανοικτό (στο R2), όπου
π : R → M = R/ ∼ με π(x1, x2) = [(x1, x2)], για κάθε (x1, x2) ∈ R. Ας το α-
ποδείξουμε αυτό μόνο για j = 1 καθώς για τα υπόλοιπα η απόδειξη είναι πανομοιό-
τυπη. Θα δείξουμε ότι η απεικόνιση ϕ1 : U1 ⊆ M → ϕ1(U1) ⊆ R2 που ορίζεται
ως ϕ1([(x

1, x2)]) := (x1, x2) είναι συνεχής. Αυτό είναι προφανές από τον ορισμό
της τοπολογίας στοM: εάν A ⊆ ϕ1(U1) ⊆ R2 είναι ένα ανοικτό (στον R2) σύ-
νολο, τότε η αντίστροφη εικόνα δίνεται από ϕ−1

1 (A) = {[(x1, x2)] : (x1, x2) ∈ A}
που είναι ένα ανοικτό (στονM) σύνολο. Επειδή η ϕ1 αντιστρέφει ανοικτά (στον
R2) σε ανοικτά (στον M) σύνολα είναι συνεχής. Επίσης, η ϕ1 είναι προφανώς
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1-1 και επί (λόγω των ιδιοτήτων των κλάσεων ισοδυναμίας), και επομένως η α-
ντίστροφη απεικόνιση ϕ−1

1 : ϕ1(U1) ⊆ R2 → U1 ⊆ M υπάρχει και ορίζεται ως
ϕ−1
1 (x1, x2) = [(x1, x2)]. Με παρόμοιο τρόπο μπορεί κανείς να δεί ότι αυτή είναι
συνεχής.

Βήμα 3: Οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητής είναι λείες.

Ας το αποδείξουμε αυτό μόνο για i = 1 και j = 3 καθώς για τα υπόλοιπα
η απόδειξη είναι πανομοιότυπη (οι υπόλοιπες δίνονται σε κλειστό τύπο αμέσως
παρακάτω). Καταρχήν, παρατηρήστε ότι U1 ∩ U3 ∕= ∅ και συγκεκριμένα

U1 ∩ U3 = U3 =
"A&

x1, x2
'B

∈ M : 1− ε < x1 < 1
#

καθώς και

ϕ1(U1 ∩ U3) = (1− ε, 1)× (−1, 1), ϕ3(U1 ∩ U3) = (−ε, 0)× (−1, 1).

Η απεικόνιση

ϕ1 ◦ ϕ−1
3 : ϕ3(U1 ∩ U3) ⊆ R2 → ϕ1(U1 ∩ U3) ⊆ R2

ορίζεται ως

(ϕ1 ◦ ϕ−1
3 )(x1, x2) = ϕ1(ϕ

−1
3 (x1, x2)) = ϕ1([(x

1 + 1,−x2)]) = (x1 + 1,−x2),

για κάθε (x1, x2) ∈ ϕ3(U1∩U3). Αυτή είναι προφανώς λεία, αντιστρέψιμη με λεία
αντίστροφο.

΄Ετσι, η συλλογή {(Ui,ϕi) : i ∈ I} με I = {1, 2, 3} αποτελεί μία διαφορική
δομή καθιστώντας την λωρίδα Möbius πολλαπλότητα διάστασης n = 2. Είναι
όμως προσανατολίσιμη πολλαπλότητα;

Βήμα 4: Προσανατολισμός

Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι οι απεικονίσεις αλλαγής συντεταγμένων δίνονται
από

(ϕ1 ◦ ϕ−1
2 )(x1, x2) = (x1, x2), (x1, x2) ∈ (0, ε)× (−1, 1),

(ϕ1 ◦ ϕ−1
3 )(x1, x2) = (x1 + 1,−x2), (x1, x2) ∈ (−ε, 0)× (−1, 1).
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ενώ η ϕ2 ◦ ϕ−1
3 δεν ορίζεται γιατί U2 ∩ U3 = ∅. Επομένως, υπολογίζουμε τις

ορίζουσες

det(d((ϕ1 ◦ ϕ−1
2 ))) =

(
∂x1

∂x1
∂x2

∂x1

∂x2

∂x1
∂x2

∂x2

)
=

(
1 0
0 1

)
= 1 > 0,

det(d((ϕ1 ◦ ϕ−1
3 ))) =

(
∂

∂x1

&
x1 + 1

'
∂

∂x1

&
−x2

'
∂

∂x2

&
x1 + 1

'
∂

∂x2

&
−x2

'
)

=

(
1 0
0 −1

)
= −1 < 0.

Οι ορίζουσες αλλάζουν πρόσημο και συνεπώς η λωρίδαMöbius είναι μη-προσανατολίσιμη
πολλαπλότητα.

Παράδειγμα 2.2.7 (Προβολικός χώρος). Ο (πραγματικός) προβολικός
χώρος (real projective plane) συμβολίζεται με P 2(R) και ορίζεται ως το σύνο-
λο όλων των ευθειών στον R3 που διέρχονται από την αρχή των αξόνων. Κάθε
‘‘σημείο’’ του είναι μία τέτοια ευθεία. Ισοδύναμα, μπορούμε να αποκτήσουμε μία
τέτοια ευθεία με το να ταυτίσουμε όλα τα σημεία (x1, x2, x3) του R3 \ {0} που
ανήκουν σε αυτήν, δηλαδή ορίζουμε την σχέση ισοδυναμίας

(x1, x2, x3) ∼ (x1, x2, x3) ⇐⇒ ∃λ ∕= 0 : xj = λxj, ∀j = 1, 2, 3.

Με αυτόν τον τρόπο, τα ‘‘σημεία’’ του προβολικού χώρου είναι οι κλάσεις ισοδυ-
ναμίας

[(x1, x2, x3)] :=
"
(x1, x2, x3) ∈ R3 \ {0} : (x1, x2, x3) ∼ (x1, x2, x3)

#

:=
"
(x1, x2, x3) ∈ R3 \ {0} : ∃λ ∕= 0 : xj = λxj, ∀j = 1, 2, 3

#

:=
"
λ(x1, x2, x3) ∈ R3 \ {0} : λ ∕= 0

#

και ο ίδιος ο χώρος μπορεί να γραφεί ως το σύνολο όλων των κλάσεων ισοδυνα-
μίας, δηλαδή

P 2(R) = (R3 \ {0})/ ∼ .

Θα αποδείξουμε ότι το σύνολο αυτό είναι πολλαπλότητα διάστασης 2.

Βήμα 1: Οι απεικονίσεις συντεταγμένων.
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Πράγματι, ορίζουμε τα σύνολα

Uj := {[(x1, x2, x3)] ∈ P 2(R) : xj ∕= 0},

για κάθε j = 1, 2, 3. Παρατηρήστε ότι, εάν x1 ∕= 0, τότε

[(x1, x2, x3)] :=
C
λ(x1, x2, x3) ∈ R3 \ {0} : λ =

µ

x1
∕= 0

D

:=

E
µ

(
1,

x2

x1
,
x3

x1

)
∈ R3 \ {0} : µ ∕= 0

F

=

;(
1,

x2

x1
,
x3

x1

)<

και παρομοίως εάν x2 ∕= 0 ή x3 ∕= 0. ΄Ετσι, έχουμε

U1 =
"
[(1, u, v)] ∈ P 2(R) : (u, v) ∈ R2

#
,

U2 =
"
[(u, 1, v)] ∈ P 2(R) : (u, v) ∈ R2

#
,

U3 =
"
[(u, v, 1)] ∈ P 2(R) : (u, v) ∈ R2

#
.

Επιπλέον, ορίζουμε τις απεικονίσεις

ϕj : Uj ⊆ P 2(R) → ϕj(Uj) ⊆ R2

από τους τύπους

ϕ1([(1, u, v)]) := (u, v),

ϕ2([(u, 1, v)]) := (u, v),

ϕ3([(u, v, 1)]) := (u, v).

Παρατηρήστε ότι ϕj(Uj) = R2, για κάθε j = 1, 2, 3. Καταρχήν, τα σύνολα
Uj είναι όλα ανοικτά (στο P 2(R)) ως προς την επαγώμενη τοπολογία αφού το
σύνολο R2 ανοικτό (στον R2) ως προς την συνήθης τοπολογία του Ευκλείδιου
χώρου. Επίσης, είναι προφανές ότι η οικογένεια {U1, U2, U3} είναι πεπερασμένη
και καλύπτει τον χώρο P 2(R).

Βήμα 2: Οι απεικονίσεις συντεταγμένων είναι ομοιομορφισμοί.
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Εφοδιάζουμε τον χώρο πηλίκο P 2(R) = (R3 \ {0})/ ∼ με την τοπολογία πηλί-
κου (quotient topology), δηλαδή ένα υποσύνολο U ⊆ P 2(R) είναι ανοικτό (στο
P 2(R)) εάν και μόνο εάν το υποσύνολο π−1(U) ⊆ R3\{0} είναι ανοικτό (στο R3),
όπου π : R3 \ {0} → P 2(R) = (R3 \ {0})/ ∼ με π(x1, x2, x3) = [(x1, x2, x3)],
για κάθε (x1, x2, x3) ∈ R3 \ {0}. Ας το αποδείξουμε αυτό μόνο για j = 1
καθώς για τα υπόλοιπα η απόδειξη είναι πανομοιότυπη. Θα δείξουμε ότι η α-
πεικόνιση ϕ1 : U1 ⊆ P 2(R) → R2 που ορίζεται ως ϕ1([(1, u, v)]) := (u, v)
είναι συνεχής. Αυτό είναι προφανές από τον ορισμό της τοπολογίας στο P 2(R):
εάν A ⊆ R2 είναι ένα ανοικτό (στον R2) σύνολο, τότε η αντίστροφη εικόνα
δίνεται από ϕ−1

1 (A) = {[(1, u, v)] : (u, v) ∈ A} που είναι ένα ανοικτό (στον
P 2(R)) σύνολο. Επειδή η ϕ1 αντιστρέφει ανοικτά (στον R2) σε ανοικτά (στον
P 2(R)) σύνολα είναι συνεχής. Επίσης, η ϕ1 είναι προφανώς 1-1 και επί (λόγω
των ιδιοτήτων των κλάσεων ισοδυναμίας), και επομένως η αντίστροφη απεικόνιση
ϕ−1
1 : R2 → U1 ⊆ P 2(R) υπάρχει και ορίζεται ως ϕ−1

1 (u, v) = [(1, u, v)]. Με
παρόμοιο τρόπο μπορεί κανείς να δεί ότι αυτή είναι συνεχής.

Βήμα 3: Οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητής είναι λείες.

Ας το αποδείξουμε αυτό μόνο για i = 1 και j = 2 καθώς για τα υπόλοιπα
η απόδειξη είναι πανομοιότυπη (οι υπόλοιπες δίνονται σε κλειστό τύπο αμέσως
παρακάτω). Καταρχήν, παρατηρήστε ότι U1 ∩ U2 ∕= ∅ και συγκεκριμένα

U1 ∩ U2 =
"
[(1, u, v)] ∈ P 2(R) : (u, v) ∈ R2, u ∕= 0

#

καθώς και

ϕ1(U1 ∩ U2) = ϕ2(U1 ∩ U2) =
"
(u, v) ∈ R2 : u ∕= 0

#
,

Η απεικόνιση

ϕ1 ◦ ϕ−1
2 : ϕ2(U1 ∩ U2) ⊆ R2 → ϕ1(U1 ∩ U2) ⊆ R2

ορίζεται ως

(ϕ1 ◦ ϕ−1
2 )(u, v) = ϕ1(ϕ

−1
2 (u, v)) = ϕ1([(u, 1, v)])

= ϕ1

(;(
1,

1

u
,
v

u

)<)
=

(
1

u
,
v

u

)
,
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για κάθε (u, v) ∈ ϕ1(U1 ∩ U2). Αυτή είναι προφανώς λεία, αντιστρέψιμη με λεία
αντίστροφο.

΄Ετσι, η συλλογή {(Ui,ϕi) : i ∈ I} με I = {1, 2, 3} αποτελεί μία διαφορική
δομή καθιστώντας τον προβολικό χώρο πολλαπλότητα διάστασης n = 2. Είναι
όμως προσανατολίσιμη πολλαπλότητα;

Βήμα 4: Προσανατολισμός

Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι οι απεικονίσεις αλλαγής συντεταγμένων δίνονται
από

(ϕ1 ◦ ϕ−1
2 )(u, v) =

(
1

u
,
v

u

)
, u ∕= 0

(ϕ1 ◦ ϕ−1
3 )(u, v) =

(
v

u
,
1

u

)
, u ∕= 0

(ϕ2 ◦ ϕ−1
3 )(u, v) =

(
u

v
,
1

v

)
, v ∕= 0.

Επομένως, υπολογίζουμε τις ορίζουσες

det(d((ϕ1 ◦ ϕ−1
2 ))) =

(
∂
∂u

&
1
u

'
∂
∂u

&
v
u

'
∂
∂v

&
1
u

'
∂
∂v

&
1
v

'
)

=

(
− 1

u2 − v
u2

0 − 1
v2

)
=

1

u2v2
> 0,

det(d((ϕ1 ◦ ϕ−1
3 ))) =

(
∂
∂u

&
v
u

'
∂
∂u

&
1
u

'
∂
∂v

&
v
u

'
∂
∂v

&
1
u

'
)

=

(
− v

u2 − 1
u2

1
u 0

)
=

1

u3
∈ R,

det(d((ϕ2 ◦ ϕ−1
3 ))) =

(
∂
∂u

&
u
v

'
∂
∂u

&
1
v

'
∂
∂v

&
u
v

'
∂
∂v

&
1
v

'
)

=

(
1
v 0

− u
v2 − 1

v2

)
= − 1

v3
∈ R.

Οι ορίζουσες αλλάζουν πρόσημο και συνεπώς ο προβολικός χώρος είναι μη-
προσανατολίσιμη πολλαπλότητα.

2.3 Μερικές παράγωγοι

Ορισμός 2.3.1 (Λείες απεικονίσεις μεταξύ πολλαπλοτήτων). ΄Εστω M1 και
M2 δύο πολλαπλότητες διάστασης n1 και n2 με διαφορικές δομές {(Ui,ϕi) : i ∈
I} και {(Vj,ψj) : j ∈ J} αντίστοιχα. Η απεικόνιση f : M1 → M2 είναι λεία
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στο σημείο p ∈ M1 εάν και μόνο εάν για κάθε Ui με p ∈ Ui και για κάθε Vj

με f(p) ∈ Vj έχουμε ότι η απεικόνιση

ψj ◦ f ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ f−1(Vj)) ⊆ Rn1 → ψj(Vj) ⊆ Rn2

είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο σημείο ϕi(p).

Ορισμός 2.3.2 (Μερική παράγωγος). ΄ΕστωM μία πολλαπλότητα διάστασης
n, ένα σημείο p ∈ M και ένα σύστημα συντεταγμένων (U,ϕ) όπου ϕ : U ⊆
M → ϕ(U) ⊆ Rn είναι η απεικόνιση συντεταγμένων. ΄Εστω ακόμα f : M → R
μία λεία απεικόνιση στο p. Με βάση τον Ορισμό 2.3.1, η απεικόνιση

f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊆ Rn → R

είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο σημείο ϕ(p). Ορίζουμε την μερική πα-
ράγωγο της f στο σημείο p ως τον τελεστή

f $→
(

∂

∂xi

)

p

(f)

που ορίζεται ως
(

∂

∂xi

)

p* +, -
μερική παράγωγος
σε συναρτήσεις
με πεδίο ορισμού
μία πολλαπλότητα

(f) :=

(
∂

∂xi

)

ϕ(p)* +, -
μερική παράγωγος
σε συναρτήσεις
με πεδίο ορισμού

τον Ευκλείδιο χώρο Rn

(f ◦ ϕ−1). (2.3)

Παράδειγμα 2.3.3 (Μερική παράγωγος των συναρτήσεων συντεταγμένων).
΄ΕστωM μία πολλαπλότητα διάστασης n και ένα σύστημα συντεταγμένων (U,ϕ),
όπου ϕ : U ⊆ M → ϕ(U) ⊆ Rn είναι η απεικόνιση συντεταγμένων. ΄Οπως είδαμε
στον Ορισμό 2.2.1, ένα σημείο p ∈ U αποκτά τις συντεταγμένως του σημείου
ϕ(p) = (x1, . . . , xn). Ας υπολογίσουμε την μερική παράγωγο των συναρτήσεων
συντεταγμένων xj : U ⊆ M → R, για κάθε j = 1, 2, . . . , n. Χρησιμοποιώντας
τον Ορισμό 2.3.2, έχουμε

(
∂

∂xi

)

p

(xj) :=

(
∂

∂xi

)

ϕ(p)

(xj ◦ ϕ−1) =
∂xj

∂xi
(x1, . . . , xn) = δij.
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2.4 Εφαπτόμενος και δυϊκός χώρος

Ορισμός 2.4.1 (Εφαπτόμενος χώρος). ΄Εστω M μία πολλαπλότητα, (U,ϕ)
ένα σύστημα συντεταγμένων και p ∈ U ⊆ M ένα σταθερό σημείο. Ο εφαπτό-
μενος χώρος (tangent space) στο σημείο p ορίζεται ως το σύνολο όλων των
τελεστών που παράγουν οι μερικές παράγωγοι στο σημείο αυτο, δηλαδή

TpM := span

$5(
∂

∂xi

)

p

: i = 1, 2, . . . , n

G%
.

Το Σχήμα 2.6 δείχνει την βάση αυτή.

Παρατήρηση 2.4.2 (Αλλαγή βάσης στον εφαπτόμενο χώρο). ΄ΕστωM μία
πολλαπλότητα διάστασης n, δύο συστήματα συντεταγμένων (U1,ϕ1) και (U2,ϕ2)
και p ∈ U1 ∩ U2. Με βάση τον Ορισμό 2.2.1, το σημείο p κληρονομεί δύο n-
άδες συντεταγμένων: ας πούμε την ϕ1(p) = (x1, · · · , xn) από την απεικόνιση
ϕ1 : U1 ⊆ M → ϕ1(U1) ⊆ Rn και την ϕ2(p) = (y1, · · · , yn) από την απεικόνιση
ϕ2 : U2 ⊆ M → ϕ2(U2) ⊆ Rn. Οι απεικονίσεις αλλαγής συντεταγμένων είναι

ϕ1 ◦ ϕ−1
2 : ϕ2(U1 ∩ U2) ⊆ Rn → ϕ1(U1 ∩ U2) ⊆ Rn

και ορίζονται από τον τύπο

(ϕ1 ◦ ϕ−1
2 )(y1, · · · , yn) = (x1(y1, · · · , yn), . . . , xn(y1, · · · , yn)).

Ως εκ τούτου και ο εφαπτόμενος χώρος στο σημείο p θα έχει δύο βάσεις: την
{(∂/∂xj)p : j = 1, 2, . . . , n} από την απεικόνιση ϕ1 : U1 ⊆ M → ϕ1(U1) ⊆ Rn

και την {(∂/∂yj)p : j = 1, 2, . . . , n} από την απεικόνιση ϕ2 : U2 ⊆ M →
ϕ2(U2) ⊆ Rn. Ισχυριζόμαστε ότι τα στοιχέια της δεύτερης βάσης δίνονται συ-
ναρτήσεις των στοιχέιων της πρώτης βάσης ως εξής

(
∂

∂yj

)

p

=
n!

i=1

∂xi(p)

∂yj

(
∂

∂xi

)

p

.

Πράγματι, επειδή κάθε ένα στοιχείο (∂/∂yj)p ανήκει στον εφαπτόμενο χώρο TpM
και το σύνολο {(∂/∂xj)p : j = 1, 2, . . . , n} είναι μία βάση αυτού, θα υπάρχουν
συντελεστές λi

j(p) τέτοιοι ώστε
(

∂

∂yj

)

p

=
n!

i=1

λi
j(p)

(
∂

∂xi

)

p

.
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Τώρα, επιλέγουμε ένα k = 1, 2, . . . , n και εφαρμόζουμε και τα δύο μέλη αυτης
της ισότητας στις συναρτήσεις συντεταγμένων xk : U1 ∩ U2 ⊆ M → R. Χρησι-
μοποιώντας τον Ορισμό 2.3.2 και το Παράδειγμα 2.3.3, βρίσκουμε

∂xk(p)

∂yj
=

(
∂

∂yj

)

p

(xk) =
n!

i=1

λi
j(p)

(
∂

∂xi

)

p

(xk) =
n!

i=1

λi
j(p)δik = λk

j (p),

το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη του ισχυρισμού.

Ορισμός 2.4.3 (Διανυσματικά Πεδία). ΄Ενα διανυσματικό πεδίο (vector
field) είναι μία απεικόνιση

p $→ v(p) =
n!

i=1

vi(p)

(
∂

∂xi

)

p

∈ TpM,

όπου οι συνιστώσες p $→ vi(p) είναι όλες λείες (με την έννοια του Ορισμού 2.3.1)
συναρτήσεις ως προς p.

Ορισμός 2.4.4 (Δυϊκός χώρος). Ο δυϊκός χώρος (dual space) ορίζεται
ως το σύνολο όλων των γραμμικών απεικονίσεων από τον εφαπτόμενο χώρο στο
σύνολο των πραγματικών αριθμών, δηλαδή

(TpM)! := {ϕ : TpM → R : η απεικόνιση v(p) $→ ϕ(v(p)) είναι γραμμική} .

Ας βρούμε μία βάση του χώρου αυτού. Ορίζουμε τις γραμμικές (εξ ορισμού)
απεικονίσεις (dxi)p : TpM → R έτσι ώστε

(dxi)p

$(
∂

∂xi

)

p

%
= δij,

για κάθε i, j = 1, 2, . . . , n. Ορίζοντας μόνο τις τιμές των απεικονίσεων αυτών
στα στοιχεία της βάσης, καθορίζονται αυτόματα όλες οι τιμές. Πράγματι, λόγω
της γραμμικότητας αυτών, παίρνουμε

(dxi)p(v(p)) = (dxi)p

$
n!

j=1

vj(p)

(
∂

∂xi

)

p

%
=

n!

j=1

vj(p)(dxi)p

$(
∂

∂xi

)

p

%
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=
n!

j=1

vj(p)δij = vi(p), (2.4)

για κάθε i = 1, 2, . . . , n. Η σχέση αυτή δηλώνει ότι οι γραμμικές απεικονίσεις
(dxi)p : TpM → R είναι απεικονίσεις συντεταγμένων για τα διανυσματικά πεδία
ακριβώς όπως οι απεικονίσεις xi : M → R για τα σημεία της ποαλλαπλότηταςM.
Αριβώς όπως αποδείξαμε στο Κεφάλαιο 1.1, έτσι και εδώ, το σύνολο {(dxi)p :
i = 1, 2, . . . , n} είναι γραμμικά ανεξάρτητο και παράγει τον χώρο. Πιο αναλυτικά,
μπορούμε να εκφράσουμε κάθε στοιχείο ϕ ∈ (TpM)! συναρτήσει της βάσης ως
εξής

ϕ =
n!

i=1

ϕ

$(
∂

∂xi

)

p

%
(dxi)p.

΄Ετσι, έχουμε

(TpM)! = span
&
{(dxi)p : i = 1, 2, . . . , n}

'
.

Προφανώς, η διάσταση του χώρου (TpM)! είναι n.

Το Σχήμα 2.6 δείχνει την βάση του εφαπτόμενου χώρου TpM.
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Σχήμα 2.6: Ο εφαπτόμενος χώρος TpM μίας πολλαπλότητας M. Το σύνολο
{(∂/∂x1)p, . . . , (∂/∂xn)p} αποτελεί βάση αυτού. Κάθε (∂/∂xi)p προκύπτει ως
γενίκευση της κλασσικής μερικής παραγώγου με την έννοια της (2.3). Οι συναρ-
τήσεις (dxi)p : TpM → R είναι συναρτήσεις συντεταγμένων για τα διανύσματα
v(p) του TpM με την έννοια της (2.4) ακριβώς όπως οι συναρτήσεις xi : M → R
είναι συναρτήσεις συντεταγμένων για τα σημεία p τουM, βλέπε Σχήμα 2.4.

2.5 Διαφορικές μορφές

΄Ολη η θεωρία των k-μορφών στον Ευκλείδιο χώρο Rn, όπως αυτή αναπτύχθηκε
στα Κεφάλαια 1.2−1.8, επεκτείνεται με φυσικό τρόπο στις k-μορφές σε πολλα-
πλότητεςM. Απλά αντικαθιστούμε τον Rn με την πολλαπλότηταM (τα σημεία
αυτών έχουν συντεταγμένες (x1, · · · , xn)) και τον εφαπτόμενο χώρο Rn

p με τον
εφαπτόμενο χώρο TpM (οι βάσεις αυτών είναι {(dxi)p : i = 1, 2, . . . , n}). ΄Οταν
κάποια συνάρτηση με πεδίο ορισμού είτε την πολλαπλότητα είτε κάποιο ανοικτό
υποσύνολό της υποτίθεται λεία (όπως οι συντελεστές των k-μορφών για παράδειγ-
μα), τότε είναι λεία με την έννοια του Ορισμού 2.3.1. Ωστόσο, για να μεταφέρουμε
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τις έννοιες του Κεφαλαίου 1.9 από τον Ευκλείδιο χώρο Rn σε πολλαπλότητεςM,
χρειαζόμαστε την έννοια της μετρικής. Αυτή είναι ένα εσωτερικό γινόμενο για
διανύσματα του TpM, δηλαδή

g(p) : TpM× TpM → R, (v1(p), v2(p)) $→ g(p)(v1(p), v2(p))

το οποίο αντικαθιστά στην σχέση (1.7) το εσωτερικό γινόμενο για διανύσματα
του Rn,

〈·, ·〉 : Rn
p × Rn

p → R, (v1(p), v2(p)) $→ 〈v1(p), v2(p)〉.

Ο πίνακας που αναπαριστά την γραμμική απεικόνιση g(p) : TpM × TpM → R
δίνεται από

g(p) = (gij(p)), gij(p) := g(p)

$(
∂

∂xi

)

p

,

(
∂

∂xj

)

p

%
.

Αυτό σημαίνει ότι

g(p)(v(p), w(p)) = g(p)

$
n!

i=1

vi(p)

(
∂

∂xi

)

p

,
n!

j=1

wj(p)

(
∂

∂xj

)

p

%

=
n!

i,j=1

vi(p)wj(p)g(p)

$(
∂

∂xi

)

p

,

(
∂

∂xj

)

p

%

=
n!

i,j=1

gij(p)v
i(p)wj(p),

για κάθε διανύσματα v(p), w(p) ∈ TpM. Το μήκος ενός διανύσματος v(p) ∈
TpM ορίζεται ως

|v(p)|g :=
H

g(p)(v(p), v(p)) =

IJJK
n!

i,j=1

gij(p)vi(p)vj(p).

Παρατηρήστε ότι, σε αντίθεση με το εσωτερικό γινόμενο για διανύσματα του Rn,
η μετρική δεν είναι αναγκαστικά διαγώνια. Ο αντίστροφος του πίνακα g = (gij)
συμβολίζεται με g−1 = (gij). Τέλος, ανατρέξτε στο Λήμμα 1.9.4 και επαληθεύστε
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ότι η κλίση μίας λείας συνάρτησης f : M → R ορισμένη σε μία πολλαπλότητα
M δίνεται από

(grad f)(p) =
3!

k,l=1

gkl(p)
∂f(p)

∂xl

(
∂

∂xl

)

p

.

2.6 Γεωμετρική ερμηνεία των μορφών

Σε μία πολλαπλότηταM διάστασης n = 3, οι μόνες μη-μηδενικές μορφές είναι οι
εξής:

• 0-μορφές: κατά σύμβαση, αυτές είναι απλά συναρτήσεις

ω : M → R,

όπου ω = ω(x1, x2, x3).

• 1-μορφές: όπως θα δούμε αμέσως παρακάτω, αυτές εκφράζουν μήκος και είναι
της μορφής

ω = ω1dx
1 + ω2dx

2 + ω3dx
3,

όπου ωj = ωj(x
1, x2, x3), για κάθε j = 1, 2, 3.

• 2-μορφές: όπως θα δούμε αμέσως παρακάτω, αυτές εκφράζουν εμβαδό και
είναι της μορφής

ω = ω12dx
1 ∧ dx2 + ω13dx

1 ∧ dx3 + ω23dx
2 ∧ dx3,

όπου ωij = ωij(x
1, x2, x3), για κάθε i, j = 1, 2, 3 με i < j.

• 3-μορφές: όπως θα δούμε αμέσως παρακάτω, αυτές εκφράζουν όγκο και είναι
της μορφής

ω = ω123dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3,

όπου ω123 = ω123(x
1, x2, x3).
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Ορισμός 2.6.1 (΄Ιωση διανυσματικού πεδίου). Δοθέντος μίας k-μορφής p $→
ω(p) ∈ Λk(TpM)! και ενός διανυσματικού πεδίου p $→ Xp ∈ TpM, ορίζουμε την
(k − 1)-μορφή p $→ (ιXω)p ∈ Λk(TpM)! ως εξής

(ιXω)p(v1(p), · · · , (vk−1)p) := ω(p)(Xp, v1(p), · · · , (vk−1)p),

για κάθε v1(p), · · · , (vk−1)p ∈ TpM. Η απεικόνιση ιX ονομάζεται ίωση (con-
traction) του X.

3-μορφές σε πολλαπλότητες

΄ΕστωM μία πολλαπλότητα διάστασης n = 3 την οποία υποθέτουμε προσανατο-
λισμένη και dV η (μοναδική) 3-μορφή στην πολλαπλότητα τέτοια ώστε

dV

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)
=

H
det(g),

όπου g = (gij) είναι ο πίνακας που αναπαριστά την μετρική. ΄Εχουμε ότι

dV = dV

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =

H
det(g)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Η 3-μορφή αυτή ονομάζεται στοιχείο όγκου (volume element) στην πολλα-
πλότητα M. Η ονομασία αυτή προέρχεται από το γεγονός ότι εάν την εφαρμό-
σουμε σε τρία διανυσματικά πεδία (v1, v2, v3) με v1, v2, v3 ∈ TpM, παίρνουμε τον
(προσανατολισμένο) όγκο του στερεού που δημιουργείται από αυτά, δηλαδή

dV (v1, v2, v3) = volg(v1, v2, v3).

Πράγματι, αυτό προκύπτει ως εξής. ΄Εστω ότι

vi =
3!

j=1

αij
∂

∂xj
,

για κάθε i = 1, 2, 3. Θέτουμε α = (αij) και Gij := g(vi, vj) και υπολογίζουμε

Gij = g(vi, vj) = g

$
3!

k=1

αik
∂

∂xk
,

3!

l=1

αjl
∂

∂xl

%
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=
3!

k,l=1

αikαjlg

(
∂

∂xk
,
∂

∂xl

)

=
3!

k,l=1

αikαjlgkl = (α · g · αT )ij.

Τότε, χρησιμοποιώντας την (1.3) και υποθέτοντας ότι det(α) > 0 (δηλαδή θετικά
προσανατολισμένη βάση), βρίσκουμε

dV (v1, v2, v3) =
H

det(g)(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3)(v1, v2, v3)

=
H

det(g) det(α) =
L

det(α · g · αT )

=
H

det(G) = volg(v1, v2, v3)

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο.

2-μορφές σε πολλαπλότητες

Ας υποθέσουμε ότι f : R3 → R είναι μία λεία συνάρτηση. Ορίζουμε το σύνολο

Σ := f−1(α) :=
"
(x1, x2, x3) ∈ R3 : f(x1, x2, x3) = α

#
,

όπου α ∈ R είναι μία τιμή τέτοια ώστε η γραμμική απεικόνιση (df)p : R3
p → R να

είναι επί για κάθε p ∈ Σ. Η συνθήκη αυτή είναι ισοδύναμη με rank(df)p = 1, για
κάθε p ∈ Σ. Με την σειρά του, αυτό είναι ισοδύναμο με την συνθήκη (df)p ∕= 0,
για κάθε p ∈ Σ. Το σύνολο Σ είναι μία λεία πολλαπλότητα διάστασης n = 2
μέσα στον Ευκλείδιο χώρο R3 διάστασης n = 3. Το αποτέλεσμα αυτό ονομάζε-
ται θεώρημα κανονικής τιμής (regular value theorem) και προκύπτει με
εφαρμογή του θεωρήματος πεπλεγμένων συναρτήσεων όπως είδαμε στο Κεφάλαιο
2.1. Το μοναδιαίο διανυσματικό πεδία κάθετο στην Σ δίνεται από

N :=
grad f

|grad f | =
∂f
∂x1e1 +

∂f
∂x2e2 +

∂f
∂x3e3M3

∂f
∂x1

42

+
3

∂f
∂x2

42

+
3

∂f
∂x3

42
,

για κάθε p ∈ Σ. Η 2-μορφή που ορίζεται ως

dA := ιNdV := dV (N, ·, ·)
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ονομάζεται στοιχείο εμβαδού (area element) στην πολλαπλότητα Σ. Μετά
απο στοιχειώδεις πράξεις, βρίσκουμε

dA =
∂f
∂x1dx

2 ∧ dx3 − ∂f
∂x2dx

1 ∧ dx3 + ∂f
∂x3dx

1 ∧ dx2
M3

∂f
∂x1

42

+
3

∂f
∂x2

42

+
3

∂f
∂x3

42
.

Η ονομασία αυτή προέρχεται από το γεγονός ότι εάν την εφαρμόσουμε σε δύο
διανυσματικά πεδία v1 ∈ TpΣ και v2 ∈ TpΣ, παίρνουμε το (προσανατολισμένο)
εμβαδό του παραλληλογράμμου που ορίζεται από αυτά, δηλαδή

A(v1, v2) = Areag(v1, v2).

Πράγματι, αυτό προκύπτει χρησιμοποιώντας τον ορισμό dA := dV (N, ·, ·) ως
εξής

dA(v1, v2) = dV (N, v1, v2) = volg (N, v1, v2) = Areag(v1, v2),

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι το διανυσματικό
πεδίο p $→ N(p) είναι κάθετο στα v1 και v2 (αφού είναι κάθετο σε όλο τον εφα-
πτόμενο χώρο TpΣ) και είναι μοναδιαίο, δηλαδή |N(p)| = 1. ΄Ετσι, ο όγκος του
στερεού που σχηματίζεται από τα N, v1, v2 μας δίνει το εμβαδόν του παραλληλο-
γράμμου που σχηματίζεται από τα v1, v2.

1-μορφές σε πολλαπλότητες

΄Εστω γ : (−ε, ε) ⊂ R → Σ μία λεία καμπύλη πάνω στην πολλαπλότητα Σ =
f−1(α) η οποία, με την σειρά της, κείται στον Ευκλείδιο χώρο R3. Η ταχύ-
τητά της είναι το διανυσματικό πεδίο γ̇(t) ∈ Tγ(t)Σ και είναι εφαπ΄τομενο στην
Σ. Συγκεκριμε΄να, εάν επιλέξουμε το ε > 0 αρκούντως μικρό, μπορούμε να ε-
ξασφαλίσουμε ότι ολόκληρη η εικόνα γ((−ε, ε)) θα κείται μέσα σε μία και μόνο
περιοχή συντεταγμένων U από την διαφορική δομή της Σ ως πολλαπλότητα. ΄Ε-
τσι, εάν (U,ϕ) είναι αυτό το σύστημα συντεταγμένων, κάθε σημείο γ(t) ∈ Σ της
καμπύλης αποκτά συντεταγμένες

ϕ(γ(t)) = (x1(t), · · · , xn(t)),
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για κάθε t ∈ (−ε, ε). Σε αυτήν την περίπτωση, η ταχύτητα της καμπύλης είναι το
διανυσματικό πεδίο

γ̇(t) :=
n!

j=1

dxj(t)

dt

(
∂

∂xj

)

γ(t)

∈ Tγ(t)Σ.

Επειδή η πολλαπλότητα Σ είναι διάστασης n = 2, και ο εφαπτόμενός της χώρος θα
είναι επίσης διάστσης n = 2. ΄Ετσι, υπάρχει ένα διανυσματικό πεδίο t $→ w(γ(t))
κατά μήκος της γ με

|w(γ(t))| = 1, 〈γ̇(t), w(γ(t))〉 = 0,

για κάθε t ∈ (−ε, ε), τέτοιο, ώστε

Tγ(t)Σ = span ({γ̇(t), w(γ(t))}) ,

για κάθε t ∈ (−ε, ε). Η 1-μορφή που ορίζεται ως

dλ := ιwdA := dA(w, ·) := dV (N,w, ·)

ονομάζεται στοιχείο μήκους (line element) στην πολλαπλότητα Σ. Μετά απο
στοιχειώδεις πράξεις, βρίσκουμε

dλ =

3
∂f
∂x1w

2 − ∂f
∂x2w

1
4
dx3 +

3
∂f
∂x3w

1 − ∂f
∂x1w

3
4
dx2 +

3
∂f
∂x2w

3 − ∂f
∂x3w

2
4
dx1

M3
∂f
∂x1

42

+
3

∂f
∂x2

42

+
3

∂f
∂x3

42
.

Η ονομασία αυτή προέρχεται από το γεγονός ότι εάν την εφαρμόσουμε στο διανυ-
σματικό πεδίο γ̇(t), παίρνουμε το (προσανατολισμένο) μήκος της ταχύτητας,
δηλαδή

dλ(γ̇(t)) = |γ̇(t)|.

Πράγματι, αυτό προκύπτει χρησιμοποιώντας τον ορισμό dλ := ιwdA ως εξής

dλ(γ̇(t))) = dA(w(γ(t)), γ̇(t)) = Areag(w(γ(t)), γ̇(t)) = |γ̇(t)|g,

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι το διανυσματικό
πεδίο t $→ w(γ(t)) είναι κάθετο στο γ̇(t) (αφού είναι κάθετο σε όλο τον εφαπτό-
μενο χώρο Tγ(t)γ((−ε, ε))) και είναι μοναδιαίο, δηλαδή |w(γ(t))| = 1. ΄Ετσι, το το
εμβαδόν ενός παραλληλογράμμου με την μία ακμή του τέτοια ώστε |w(γ(t))| = 1
και w(γ(t)) ⊥g γ̇(t) εκφράζει το μήκος της άλλης ακμής, δηλαδή το |γ̇(t)|.

85



2.7 Ασκήσεις επανάληψης

΄Ασκηση 2.7.1 (Εφαπτομενική δέσμη). ΄Εστω M μία πολλαπλότητα διάστα-
σης n. Η εφαπτομενική δέσμη (tangent bundle) συμβολίζεται με TM και
ορίζεται ως το σύνολο όλων των σημείων σε μία πολλαπλότητα μαζί με όλα τα
εφαπτόμενα διανύσματα στο σημείο αυτό, δηλαδή

TM := {(p, v(p)) : p ∈ M, v(p) ∈ TpM} .

Να αποδείξετε ότι το σύνολο αυτό είναι πολλαπλότητα διάστασης 2n και μάλιστα
προσανατολίσιμη (ακόμα και στην περίπτωση όπου η πολλαπλότηταM δεν είναι).

Απόδειξη. ΄Εστω {(Ui,ϕi) : i ∈ I} η διαφορική δομή στην πολλαπλότηταM. Εξ
ορισμού, αυτό σημαίνει ότι τα σύνολα Ui είναι ανοικτά (στηνM), καλύπτουν την
πολλαπλότηταM και οι απεικονίσεις

ϕi : Ui ⊆ M → ϕi(Ui) ⊆ Rn, p $→ ϕi(p) = (x1, . . . , xn)

είναι ομοιομορφισμοί. Επίσης, εάν έχουμε δύο τέτοιες απεικονίσεις με

ϕi : Ui ⊆ M → ϕi(Ui) ⊆ Rn, ϕj : Uj ⊆ M → ϕj(Uj) ⊆ Rn

που ορίζονται ως

p $→ ϕi(p) = (x1, . . . , xn), p $→ ϕj(p) = (y1, . . . , yn)

και είναι τέτοιες ώστε Ui ∩ Uj ∕= ∅, τότε οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητών

ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj(Ui ∩ Uj) ⊆ Rn → ϕi(Ui ∩ Uj) ⊆ Rn

που ορίζονται ως

(y1, . . . , yn) $→ (ϕi ◦ ϕ−1
j )(y1, . . . , yn) = (x1(y1, . . . , yn), . . . , xn(y1, . . . , yn))

είναι διαφορομορφισμοί.

Βήμα 1: Οι απεικονίσεις συντεταγμένων.
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Για κάθε i ∈ I, ορίζουμε τα σύνολα

Vi := Ui × Rn ⊆ TM

καθώς και τις απεικονίσεις

ψi : Vi ⊆ TM → ψi(Vi) ⊆ R2n

από τους τύπους

ψi(p, v(p)) = ψi

$
ϕ−1
i (x1, . . . , xn),

n!

j=1

vj(p)

(
∂

∂xj

)

p

%

:= (x1, . . . , xn, v1(p), . . . , vn(p)),

για κάθε (p, v(p)) ∈ Vi. Καταρχήν, παρατηρήστε ότι αυτές είναι καλά ορισμένες
γιατί (p, v(p)) ∈ Vi := Ui × Rn συνεπάγεται ότι το ϕi(p) ∈ ϕi(Ui) ⊆ Rn

δίνεται από ϕi(p) = (x1, . . . , xn) και το v(p) ∈ TpM γράφεται ως γραμμικός
συνδιασμός της βάσης {(∂/∂xl)p : l = 1, 2, . . . , n} του TpM ως προς αυτές τις
συντεταγμένες. Επίσης, είναι εύκολο να δεί κανείς ότι ψi(Vi) = ϕi(Ui) × Rn.
Τέλος, παρατηρήστε ότι τα σύνολα Vi είναι ανοικτά (στην TM) και η συλλογή
{Vi : i ∈ I} καλύπτει ολόκληρο το σύνολο TM.
Βήμα 2: Οι απεικονίσεις συντεταγμένων είναι ομοιομορφισμοί.

Οι απεικονίσεις συντεταγμένων είναι προφανώς συνεχείς. Επίσης, είναι αντιστρέ-
ψιμες γιατι οι απεικονίσεις ϕi είναι αντιστρέψιμες και οι συντελεστές vj(p) μονα-
δικά ορισμένοι.

Βήμα 3: Οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητής είναι λείες.

Επιλέγουμε i, j ∈ I τέτοια ώστε Vi∩Vj ∕= ∅. Αυτό συνεπάγεται ότι Ui∩Uj ∕= ∅.
Θα αποδείξουμε ότι και οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητών

ψi ◦ ψ−1
j : ψj(Vi ∩ Vj) ⊆ R2n → ψi(Vi ∩ Vj) ⊆ R2n

είναι επίσης λείες. Για κάθε (p, v(p)) ∈ Vi := Ui × Rn (και άρα το ϕi(p) ∈
ϕi(Ui) ⊆ Rn δίνεται από ϕi(p) = (x1, . . . , xn) και το v(p) γράφεται ως γραμμικός
συνδιασμός της βάσης {(∂/∂xl)p : l = 1, 2, . . . , n}), έχουμε

ψi(p, v(p)) = ψi

$
ϕ−1
i (x1, . . . , xn),

n!

l=1

vl(p)

(
∂

∂xl

)

p

%
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:= (x1, . . . , xn, v1(p), . . . , vn(p)).

Επίσης, για κάθε (p, w(p)) ∈ Vj := Uj × Rn (και άρα το ϕj(p) ∈ ϕj(Uj) ⊆ Rn

δίνεται από ϕj(p) = (y1, . . . , yn) και το w(p) γράφεται ως γραμμικός συνδιασμός
της βάσης {(∂/∂yk)p : k = 1, 2, . . . , n}), έχουμε

ψj(p, v(p)) = ψj

$
ϕ−1
j (y1, . . . , yn),

n!

k=1

wk(p)

(
∂

∂yk

)

p

%

:= (y1, . . . , yn, w1(p), . . . , wn(p)).

Υπενθυμίζουμε την Παρατήρηση 2.4.2. ΄Ετσι, οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητών
δίνονται από

(ψi ◦ ψ−1
j )(y1, . . . , yn, w1(p), · · · , wn(p)) =

ψi

&
ψ−1
j (y1, . . . , yn, w1(p), · · · , wn(p))

'
=

ψi

$
ϕ−1
j (y1, . . . , yn),

n!

k=1

wk(p)

(
∂

∂yk

)

p

%
=

ψi

$
ϕ−1
j (y1, . . . , yn),

n!

k=1

wk(p)

$
n!

l=1

∂xl(p)

∂yk

(
∂

∂xl

)

p

%%
=

ψi

$
ϕ−1
i

&
(ϕi ◦ ϕ−1

j )(y1, . . . , yn)
'
,

n!

l=1

$
n!

k=1

wk(p)
∂xl(p)

∂yk

%(
∂

∂xl

)

p

%
=

$
(ϕi ◦ ϕ−1

j )(y1, . . . , yn),
n!

k=1

wk(p)
∂x1(p)

∂yk
, · · · ,

n!

k=1

wk(p)
∂xn(p)

∂yk

%

&
(ϕi ◦ ϕ−1

j )(y1, . . . , yn), (d(ϕi ◦ ϕ−1
j ))(y1,...,yn)(w)

'
,

για κάθε (y1, . . . , yn, w1(p), · · · , wn(p)) ∈ ψj(Vi ∩ Vj). Αυτές είναι προφανώς
διαφορομορφισμοί γιατί οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητών ϕi ◦ ϕ−1

j : ϕj(Ui ∩
Uj) ⊆ Rn → ϕi(Ui ∩ Uj) ⊆ Rn είναι διαφορομορφισμοί.

Βήμα 4: Προσανατολισμός

΄Οπως είδαμε παραπάνω, οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητής δίνονται από

ψi ◦ ψ−1
j : ψj(Vi ∩ Vj) ⊆ R2n → ψi(Vi ∩ Vj) ⊆ R2n
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και ορίζονται από τους τύπους

(ψi ◦ ψ−1
j )(u) = (h1(u), . . . , h2n(u))

= (h1(u), · · · , hn(u), hn+1(u), . . . , h2n(u))

= (f 1(y), · · · , fn(y), g1(y, w), . . . , gn(y, w)),

όπου

y $→ f(y) := (ϕi ◦ ϕ−1
j )(y) = (x1(y), . . . , xn(y)),

(y, w) $→ g(y, w) := (d(ϕi ◦ ϕ−1
j ))(y1,...,yn)(w)

καθώς και

u = (u1, . . . , u2n) = (u1, . . . , un, un+1, . . . , u2n)

= (y1, . . . , yn, w1(p), . . . , wn(p)) = (y, w).

Το διαφορικό της απεικόνισης ψi ◦ ψ−1
j είναι μία γραμμική απεικόνιση. Ο πίνακας

που την αναπαριστά ως προς τις συνήθεις βάσεις είναι

d(ψi ◦ ψ−1
j ) =

(
∂hi

∂uj

)
.

Πιο αναλυτικά, αυτός γράφεται ως

d(ψi ◦ ψ−1
j ) =

.

NNNNNNNN/

∂
∂y1f

1 · · · ∂
∂ynf

1 · · · ∂
∂w1f

1 · · · ∂
∂wnf

1

... · · · ... · · · ... · · · ...
∂
∂y1f

n · · · ∂
∂ynf

n · · · ∂
∂w1f

n · · · ∂
∂wnf

n

∂
∂y1g

1 · · · ∂
∂yng

1 · · · ∂
∂w1g

1 · · · ∂
∂wng

1

... · · · ... · · · ... · · · ...
∂
∂y1g

n · · · ∂
∂yng

n · · · ∂
∂w1g

n · · · ∂
∂wng

n

0

OOOOOOOO1

=

.

NNNNNNNN/

∂
∂y1x

1 · · · ∂
∂ynx

1 · · · 0 · · · 0
... · · · ... · · · ... · · · ...

∂
∂y1x

n · · · ∂
∂ynx

n · · · 0 · · · 0
∂
∂y1g

1 · · · ∂
∂yng

1 · · · ∂
∂y1x

1 · · · ∂
∂ynx

1

... · · · ... · · · ... · · · ...
∂
∂y1g

n · · · ∂
∂yng

n · · · ∂
∂y1x

n · · · ∂
∂ynx

n

0

OOOOOOOO1
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=

$
d((ϕi ◦ ϕ−1

j )) 03
∂gi

∂yj

4
d((ϕi ◦ ϕ−1

j ))

%
.

Η ορίζουσα αυτού δίνεται από

det(d(ψi ◦ ψ−1
j )) = [det(d(ϕi ◦ ϕ−1

j ))]2

και είναι γνήσια θετική για κάθε i, j ∈ I ανεξάρτητα από το πρόσημο των
det(d(ϕi ◦ ϕ−1

j )). Συνεπώς, η εφαπτομενική δέσμη TM είναι πάντα προσανα-
τολίσιμη ακόμα και εάν ηM δεν είναι.

΄Ασκηση 2.7.2 (Καρτεσιανό γινόμενο πολλαπλοτήτων). ΄Εστω ότιM και N
είναι δύο πολλαπλότητες διάστασης m και n αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι το Καρ-
τεσιανό γινόμενο M × N είναι πολλαπλότητα διάστασης m + n και βρείτε την
διαφορική δομή του. Επίσης, να δείξετε ότι η πολλαπλότηταM×N είναι προσανα-
τολίσιμη εάν και οι δύο πολλαπλότητεςM και N είναι προσανατολίσιμες. Τέλος,
να δείξετε ότι η πολλαπλότηταM ×M είναι πάντα προσανατολίσιμη ακόμα και
εάν ηM δεν είναι.

Απόδειξη. ΄Εστω {(Ui,ϕi) : i ∈ I} και {(Vj,ψj) : j ∈ J} οι διαφορικές δομές
των M και N αντίστοιχα. Εξ ορισμού, αυτό σημαίνει ότι τα σύνολα Ui είναι
ανοικτά (στηνM), καλύπτουν την πολλαπλότηταM, τα σύνολα Vj είναι ανοικτά
(στην N ), καλύπτουν την πολλαπλότητα N και οι απεικονίσεις

ϕi : Ui ⊆ M → ϕi(Ui) ⊆ Rm, p $→ ϕi(p) = (x1, . . . , xm),

ψj : Vj ⊆ N → ψj(Vj) ⊆ Rn, q $→ ψj(q) = (y1, . . . , yn)

είναι ομοιομορφισμοί. Επίσης, εάν έχουμε δύο τέτοιες απεικονίσεις από κάθε
πολλαπλότητα με

ϕi1 : Ui1 ⊆ M → ϕ
i1
(Ui1) ⊆ Rm, ϕi2 : Ui2 ⊆ M → ϕi2(Ui2) ⊆ Rm,

ψi1 : Vi1 ⊆ N → ψi1(Vi1) ⊆ Rn, ψi2 : Vi2 ⊆ N → ψi2(Vi2) ⊆ Rn

που ορίζονται ως

p $→ ϕi1(p) = (x1, . . . , xm), p $→ ϕi2(p) = (x1, . . . , xm),

q $→ ψi1(q) = (y1, . . . , ym), q $→ ψi2(p) = (y1, . . . , ym)
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και είναι τέτοιες ώστε Ui1∩Ui2 ∕= ∅ και Vi1∩Vi2 ∕= ∅, τότε οι απεικονίσεις αλλαγής
μεταβλητών

ϕi1 ◦ ϕ−1
i2

: ϕi2(Ui1 ∩ Ui2) ⊆ Rm → ϕi1(Ui1 ∩ Ui2) ⊆ Rm,

ψi1 ◦ ψ−1
i2

: ψi2(Vi1 ∩ Vi2) ⊆ Rn → ψi1(Vi1 ∩ Vi2) ⊆ Rn

που ορίζονται ως

(x1, . . . , xm) $→ (ϕi1 ◦ ϕ−1
i2
)(x1, . . . , xm) = (x1(x1, . . . , xm), . . . , xn(x1, . . . , xm)),

(y1, . . . , yn) $→ (ψi1 ◦ ψ−1
i2
)(y1, . . . , yn) = (y1(y1, . . . , yn), . . . , yn(y1, . . . , yn))

είναι διαφορομορφισμοί.

Βήμα 1: Οι απεικονίσεις συντεταγμένων.

Για κάθε (i, j) ∈ I × J , ορίζουμε τα σύνολα

Wij := Ui × Vj ⊆ M×N

καθώς και τις απεικονίσεις

ζij : Wij ⊆ M×N → ζij(Wij) ⊆ Rm+n

από τους τύπους

ζij(p, q) = (ϕi(p),ψj(q)) = (x1, · · · , xm, y1, · · · , yn),

για κάθε (p, q) ∈ Wij. Καταρχήν, παρατηρήστε ότι αυτές είναι καλά ορισμένες.
Επίσης, είναι εύκολο να δεί κανείς ότι ζij(Wij) = ϕi(Ui)× ψj(Vj) ⊆ Rm ×Rn =
Rm+n. Τέλος, παρατηρήστε ότι τα σύνολα Wij είναι ανοικτά (στηνM×N ) και
η συλλογή {Wij : (i, j) ∈ I × J} καλύπτει ολόκληρο το σύνολοM×N .
Βήμα 2: Οι απεικονίσεις συντεταγμένων είναι ομοιομορφισμοί.

Οι απεικονίσεις συντεταγμένων ζij είναι προφανώς συνεχείς γιατι οι απεικονίσεις
ϕi και ψj είναι συνεχείς. Επίσης, είναι και αντιστρέψιμες γιατι οι απεικονίσεις ϕi

και ψj είναι αντιστρέψιμες. Οι αντίστροφες είναι

ζ−1
ij : ζij(Wij) ⊆ Rm+n → Wij ⊆ M×N
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και ορίζονται από τους τύπους

ζ−1
ij (x1, · · · , xm, y1, · · · , yn) = ζ−1

ij (ϕi(p),ψj(q)) = (p, q)

= (ϕ−1
i (x1, · · · , xm),ψ−1

j (y1, · · · , yn)),

για κάθε (x1, · · · , xm, y1, · · · , yn) ∈ ζij(Wij) = ϕi(Ui)× ψj(Vj) ⊆ Rm+n.

Βήμα 3: Οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητής είναι λείες.

Επιλέγουμε (i1, j1) ∈ I × J και (i2, j2) ∈ I × J τέτοια ώστε Wi1j1 ∩Wi2j2 ∕= ∅.
Αυτό συνεπάγεται ότι Ui1 ∩Ui2 ∕= ∅ και Vj1 ∩ Vj2 ∕= ∅. Θα αποδείξουμε ότι και οι
απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητών

ζi1j1 ◦ ζ−1
i2j2

: ζi2j2(Wi1j1 ∩Wi2j2) ⊆ Rm+n → ζi1j1(Wi1j1 ∩Wi2j2) ⊆ Rm+n

είναι επίσης λείες. Με βάση τον υπολογισμό στο Βήμα 2, αυτές δίνονται από

(ζi1j1 ◦ ζ−1
i2j2

)(x1, · · · , xm, y1, · · · , yn) =
ζi1j1(ζ

−1
i2j2

(x1, · · · , xm, y1, · · · , yn)) =
ζi1j1(ϕ

−1
i2
(x1, · · · , xm),ψ−1

i2
(y1, · · · , yn)) =

(ϕi1(ϕ
−1
i2
(x1, · · · , xm)),ψi1(ψ

−1
i2
(y1, · · · , yn))) =

((ϕi1 ◦ ϕ−1
i2
)(x1, · · · , xm), (ψi1 ◦ ψ−1

i2
)(y1, · · · , yn)),

για κάθε (x1, · · · , xm, y1, · · · , yn) ∈ ζi2j2(Wi1j1 ∩Wi2j2). Αυτές είναι προφανώς
διαφορομορφισμοί γιατί οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητών ϕi1 ◦ϕ−1

i2
: ϕi2(Ui1 ∩

Ui2) ⊆ Rm → ϕi1(Ui1 ∩ Ui2) ⊆ Rm και ψi1 ◦ ψ−1
i2

: ψi2(Vi1 ∩ Vi2) ⊆ Rn →
ψi1(Vi1 ∩ Vi2) ⊆ Rn είναι διαφορομορφισμοί.

Βήμα 4: Προσανατολισμός

΄Οπως είδαμε παραπάνω, οι απεικονίσεις αλλαγής μεταβλητής δίνονται από

(ζi1j1 ◦ ζ−1
i2j2

)(u) = ((ϕi1 ◦ ϕ−1
i2
)(x), (ψi1 ◦ ψ−1

i2
)(y),

όπου x := (x1, · · · , xm), y := (y1, · · · , yn) και u = (x, y). Το διαφορικό της
απεικόνισης ζi1j1 ◦ ζ−1

i2j2
είναι μία γραμμική απεικόνιση. Ο πίνακας που την αναπα-

ριστά ως προς τις συνήθεις βάσεις είναι

(d(ζi1j1 ◦ ζ−1
i2j2

))u =

$
∂(ζi1j1 ◦ ζ−1

i2j2
)(u)

∂uj

%
.
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Πιο αναλυτικά, αυτός γράφεται ως

(d(ζi1j1 ◦ ζ−1
i2j2

))u =

(
(d(ϕi1 ◦ ϕ−1

i2
))x 0

0 (d(ψi1 ◦ ψ−1
i2
))y

)

και η ορίζουσα αυτού δίνεται από

det((d(ζi1j1 ◦ ζ−1
i2j2

))u) = [det((d(ϕi1 ◦ ϕ−1
i2
))x)][det((d(ψi1 ◦ ψ−1

i2
))y)].

Από αυτό προκύπτει ότι η πολλαπλότητα γινόμενοM×N είναι προσανατολίσιμη
εάν και οι δύο πολλαπλότητες M και N είναι προσανατολίσιμες. Τέλος, για
M = N , έχουμε

det((d(ζi1j1 ◦ ζ−1
i2j2

))(x,x)) = [det((d(ϕi1 ◦ ϕ−1
i2
))x)]

2

το οποίο αποδεικνύει ότι η πολλαπλότηταM ×M είναι πάντα προσανατολίσιμη
ακόμα και εάν ηM δεν είναι. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.
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Κεφάλαιο 3

Το Θεώρημα του Stokes σε
πολλαπλότητες

3.1 Πολλαπλότητες με σύνορο

Ορισμός 3.1.1 (Διαφορίσιμη πολλαπλότητα με σύνορο). ΄Ενα σύνολο M ο-
νομάζεται διαφορίσιμη πολλαπλότητα διάστασης n ≥ 1 με σύνορο εάν
και μόνο εάν ικανοποιεί τον Ορισμό που προκύπτει αντικαθιστώντας τον Rn του
Ορισμού 2.2.1 με το σύνολο Rn

− := {(x1, · · · , xn) : x1 ≤ 0}.

Ορισμός 3.1.2 (Ονοματολογία). ΄Ενα σημείο ανήκει πάνω στο σύνορο της
πολλαπλότητας, δηλαδή p ∈ ∂M, εάν και μόνο εάν η απεικόνιση συντεταγμέ-
νων ϕi που αποδίδει συντεταγμένες στον Rn−1 και συγκεκριμένα με την πρώτη
μεταβλητή μηδενική, δηλαδή ϕi(p) = (0, x2, . . . , xn) ∈ ϕi(Ui) ⊆ Rn

−.

Παρατήρηση 3.1.3 (ΟΟρισμός 3.1.2 είναι καλώς ορισμένος). Θα αποδείξουμε
ότι η έννοια του σημείου πάνω στο σύνορο που ορίσαμε στον Ορισμός 3.1.2 είναι
ανεξάρτητη από την επιλογή των συστημάτων συτεταγμένων. Αυτό σημαίνει ότι
εάν ένα σημείο βρίσκεται στο σύνορο ως προς ένα σύστημα συντεταγμένων, τότε
θα βρίσκεται στο σύνορο ως προς κάθε άλλο σύστημα συντεταγμένων. ΄Εστω
ότι αυτό δεν ισχύει και θα καταλήξουμε σε άτοπο. ΄Ετσι, υποθέτουμε ότι έχουμε
ένα σημείο p ∈ M στο οποίο όμως αποδίδονται δύο διαφορετικές συντεταγμένες
από διαφορετικές περιοχές συντεταγμένων (U1,ϕ1) και (U2,ϕ2) με U1 ∩ U2 ∕= ∅
και συγκεκριμένα η μία δηλώνει ότι αυτό ανήκει στο σύνορο, ενώ η άλλη στο
εσωτερικό. Αυτό σημαίνει ότι

ϕ1(p) = (0, x2, . . . , xn), ϕ2(p) = (x1, x2, . . . , xn), x1 < 0.
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Αφενός, η απεικόνιση ϕ1 ◦ ϕ−1
2 : ϕ2(U1 ∩ U2) ⊆ Rn → ϕ1(U1 ∩ U2) ⊆ Rn

−
είναι διαφορομορφισμός. Αφετέρου, επειδή x1 < 0, το U2 είναι ανοικτό και η
ϕ2 : U2 → ϕ2(U2) είναι συνεχής, υπάρχει μία μικρή περιοχή V2 ⊆ U2 ΄τετοια,
ώστε p ∈ V2 ⊆ U2 και η V2 να μην τέμνει τον άξονα x1. Αυτό σημαίνει ότι,
υπάρχει δ > 0 τέτοιο, ώστε ϕ2(V2) = {ϕ2(q) : q ∈ V2} = {(y1, y2, . . . , yn) :
y1 < −δ < 0}. Τώρα, θέτουμε W := U1 ∩ V2 το οποίο είναι επίσης ανοικτό
και p ∈ W . Περιορίζοντας την απεικόνιση ϕ1 ◦ ϕ−1

2 στο ϕ2(W ), παίρνουμε μία
απεικόνιση ψ := (ϕ1 ◦ ϕ−1

2 )|ϕ2(W ) : ϕ2(W ) → ϕ1(W ) με det(dψ) ∕= 0. Από
το θεώρημα αντίστροφης απεικόνισης, έχουμε ότι η ψ είναι τοπικά αντιστρέψιμη
και η αντίστροφη είναι επίσης τοπικός διαφορομορφισμός. ΄Ομως ϕ2(p) ∈ M ενώ
ϕ1(p) ∈ ∂M κάτι που είναι αδύνατον γιατί ο διαφορομορφισμός ψ δεν μπορεί να
μεταφέρει σημεία από το εσωτερικό στο σύνορο και αντίστροφα.

Λήμμα 3.1.4 (Το σύνορο ∂M ως πολλαπλότητα). ΄ΕστωM μία πολλαπλότητα
με σύνορο διάστασης n ≥ 1. Τότε, το σύνορο ∂M (όπως αυτό ορίστηκε στον
Ορισμό 3.1.2) είναι μία πολλαπλότητα χωρίς σύνορο διάστασης n − 1. Επίσης,
εάν ηM είναι προσανατολίσιμη, τότε και το ∂M είναι προσανατολίσιμο.

Απόδειξη. ΄ΕστωM μία πολλαπλότητα με σύνορο διάστασης n ≥ 1. Εξ ορισμού,
βλέπε Ορισμό 3.1.1, έχουμε μία συλλογή {(Ui,ϕi) : i ∈ I} η οποία καλύπτει την
M καθώς και απεικονίσεις ϕi : Ui ⊆ M → ϕi(Ui) ⊆ Rn

−. ΄Εστω p ∈ ∂M. Τότε,
ο Ορισμός 3.1.2 μας δίνει ϕi(p) = (0, x2, . . . , xn) ∈ ϕi(Ui) ⊆ Rn

−. Ορίζουμε τα
σύνολα

Vi := Ui ∩ ∂M = Ui ∩ ϕ−1
i ({(x1, · · · , xn) ∈ Rn : x1 = 0}).

Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι αυτά είναι ανοικτά (στο ∂M) σύνολα (ως προς την
σχετική τοπολογία, δηλαδή αυτήν των υποσυνόλων) και καλύπτουν πλήρως το
σύνολο ∂M. Επίσης, περιορίζοντας τις απεικονίσεις ϕi : Ui ⊆ M → ϕi(Ui) ⊆
Rn

− στα σύνολα αυτά παίρνουμε τις

ψi := ϕi|Vi
: Vi ⊆ ∂M → ϕi(Vi) = {x1 = 0} ∩ Rn

− = Rn−1

οι οποίες είναι ομοιομορφισμοί με τις αλλαγές συντεταγμένων να είναι διαφορομορ-
φισμοί. ΄Ετσι, η συλλογή {(Vi,ψi) : I ∈ I} είναι η διαφορική δομή που καθιστά
το σύνορο ∂M πολλαπλότητα διάστασης n− 1. ΄Εστω τώρα ότι η πολλαπλότητα
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M είναι προσανατολίσιμη, δηλαδή έχουμε det(d(ϕi ◦ϕ−1
j )) > 0, για κάθε i, j ∈ I

με Ui ∩ Uj ∕= ∅. ΄Εστω ότι

ϕi : Ui ⊆ M → ϕi(Ui) ⊆ Rn, q $→ ϕi(q) = (x1, . . . , xn),

ϕj : Uj ⊆ M → ϕj(Uj) ⊆ Rn, q $→ ϕj(q) = (y1, . . . , yn)

καθώς και

ψi : Vi ⊆ ∂M → ψi(Vi) ⊆ Rn−1, q $→ ψi(q) = (0, x2, . . . , xn),

ψj : Vj ⊆ ∂M → ψj(Vj) ⊆ Rn−1, q $→ ψj(q) = (0, y2, . . . , yn).

Παρατηρήστε ότι

(ϕi ◦ ϕ−1
j )(y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn),

(ψi ◦ ψ−1
j )(0, y2, . . . , yn) = (0, x2, . . . , xn).

Συνεπώς, ο πίνακας

d(ϕi ◦ ϕ−1
j ) =

(
∂xi

∂yj

)

1≤i,j≤n

=

.

NNN/

∂x1

∂y1
∂x1

∂y2 · · · ∂x1

∂yn

∂x2

∂y1
∂x2

∂y2 · · · ∂x2

∂yn
...

... · · · ...
∂xn

∂y1
∂xn

∂y2 · · · ∂xn

∂yn

0

OOO1

εμπεριέχει τον πίνακα

d(ψi ◦ ψ−1
j ) =

(
∂xi

∂yj

)

2≤i,j≤n

=

.

N/

∂x2

∂y2 · · · ∂x2

∂yn
... · · · ...

∂xn

∂y2 · · · ∂xn

∂yn

0

O1 .

Για κάθε p ∈ Vj ⊆ ∂M, έχουμε y1 = 0 και επομένως

d((ϕi ◦ ϕ−1
j )ψj(p)) =

.

NNN/

∂x1

∂y1
∂x1

∂y2 · · · ∂x1

∂yn

0 ∂x2

∂y2 · · · ∂x2

∂yn
...

... · · · ...
0 ∂xn

∂y2 · · · ∂xn

∂yn

0

OOO1
.
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Τώρα, αναπτύσουμε την ορίζουσα ως προς την πρώτη στήλη και παιρνουμε

det((d(ϕi ◦ ϕ−1
j ))ψj(p)) =

∂x1

∂y1
det((d(ψi ◦ ψ−1

j ))ψj(p)).

για κάθε p ∈ ∂M. Επειδή υποθέτουμε ότι η πολλαπλότητα M είναι προσα-
νατολίσιμη, έχουμε det((d(ϕi ◦ ϕ−1

j ))ψj(p)) > 0. Επίσης, ∂x1/∂y1 > 0 γιατί η
συνάρτηση y1 $→ x1 = x1(y1) αυξάνει από το y1 < 0 που έχει στο εσωτερι-
κό M προς το y1 = 0 που έχει στο σύνορο ∂M. Επομένως, παίρνουμε ότι
det((d(ψi ◦ ψ−1

j ))ψj(p)) > 0 το οποίο και αποδεικνύει ότι το σύνορο ∂M είναι
προσανατολίσιμη πολλαπλότητα και ολοκληρώνει την απόδειξη.

3.2 Ολοκλήρωση σε πολλαπλότητες

Ορισμός 3.2.1 (Ολοκλήρωση n-μορφών). ΄Εστω μία πολλαπλότηταM χωρίς
σύνορο διάστσης n ≥ 1 και {(Ui,ϕi) : i ∈ I} η διαφορική δομή της. ΄Εστω
{χl : l = 1, 2, . . . , N} ένας διαμερισμός της μονάδας, δηλαδή μία συλλογή
λείων συναρτήσεων τέτοια ώστε

χl : M → [0, 1],
N!

l=1

χl = 1,

για κάθε l = 1, 2, . . . , N . Επίσης, προσαρμόζουμε την διαμέριση στην
διαφορική δομή, δηλαδή υποθέτουμε επιπρόσθετα ότι

∀l = 1, 2, . . . , N, ∃i = i(l) ∈ I : supp(χl) ⊂ Ui.

΄Εστω ω μία n-μορφή στηνM. Επειδή supp(χlω) ⊂ Ui, η χlω είναι μία n-μορφή
στο Ui. Συνεπώς, αυτή μπορεί να γραφτεί ως προς την βάση ως

χlω = χlω1···ndx
1 ∧ · · · ∧ dxn.

Η αντίστροφη απεικόνιση συντεταγμένων

ϕ−1
i : ϕi(Ui) ⊆ Rn → Ui ⊆ M, x = (x1, . . . , xn) $→ p = ϕ−1

i (x1, . . . , xn)

98



ορίζει την pull-back απεικόνιση η οποία μετατρέπει την n-μορφή χlω στο υποο-
σύνολο Ui του M στην n-μορφή (ϕ−1

i )!(χlω) στο υποοσύνολο ϕi(Ui) του Rn.
Με βάση το Λήμμα 1.5.2, αυτή μπορεί να γραφτεί ως προς την βάση ως

(ϕ−1
i )!(χlω) = (χlωi1···in) ◦ ϕ−1

i dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Ορίζουμε το ολοκλήρωμα της μορφής ω στην πολλαπλότητα ως εξής:

6

M
ω =

N!

l=1

6

M
χlω =

N!

l=1

6

Ui

χlω =
N!

l=1

6

ϕi(Ui)

(ϕ−1
i )!(χlω)

=
N!

l=1

6

ϕi(Ui)

(χlωi1···in) ◦ ϕ−1
i dx1 · · · dxn.

3.3 Το Θεώρημα του Stokes
Θεώρημα 3.3.1 (Το Θεώρημα του Stokes). ΄Εστω M μία πολλαπλότητα με
σύνορο η οποία είναι συμπαγής και προσανατολισμένη. Για κάθε (n − 1)-μορφή
ω στηνM, έχουμε

6

M
dω =

6

∂M
ω.

όπου στο δεξί μέλος περιορίζουμε την ω στο σύνορο ∂M χρησιμοποιώντας το
ίδιο σύμβολο για τον περιορισμό αυτό1.

Απόδειξη. Ορίζουμε το κλειστό σύνολο

K := supp(ω) := {p ∈ M : ω(p) ∕= 0}.

Επειδή στο σύνολο αυτό εμπεριέχονται όλα τα p ∈ M για τα οποία ω(p) ∕= 0,
έχουμε ω(p) = 0, για κάθε p /∈ K. Διακρίνουμε τις ακόλουθες δύο περιπτώσεις:

1Στο δεξί μέλος, περιορίζουμε την (n−1)-μορφή ω στο σύνορο ∂M. Ο περιορισμός αυτός γίνεται
μέσω της απεικόνισης έγκλισης (inclusion map). Αυτή είναι η απεικόνιση ι : ∂M → M και ορίζει την
pull-back απεικόνιση η οποία μετατρέπει κάθε (n−1)-μορφή ω στηνM στην (n−1)-μορφή ι!(ω) στο
∂M. Με βάση το Λήμμα 1.5.2, η ι!(ω) είναι η ίδια μορφή ω αλλά περιορισμένη στο σύνορο ∂M. ΄Ετσι,
στο δεξί μέλος, μέσα στο ολοκλήρωμα του συνόρου ∂M πρέπει κανονικά να έχουμε ι!(ω) αντί της ω.
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Περίπτωση 1: Το K εμπεριέχεται σε μία και μόνο περιοχή συντεταγμέων

Υποθέτουμε ότι υπάρχει μία απεικόνιση συντεταγμέων ϕ : U ⊆ M → ϕ(U) ⊆
Rn

− τέτοια ώστε K ⊆ U . Η απεικόνιση αυτή επάγει συντεταγμένες ϕ(q) =
(x1, · · · , xn) για όλα τα σημεία q ∈ U και κατά συνέπεια ορίζει τις βάσεις {∂xi :
i = 1, 2, . . . , n} και {dxi : i = 1, 2, . . . , n} των TM και T !M αντίστοιχα.
Ως προς αυτές τις (τοπικές) συντεταγμένες κάθε (n − 1)-μορφή γράφεται ως
γραμμικός συνδιασμός (n−1)-μορφών όπου σε κάθε μία από αυτές απουσιάζει μία
(και μόνο) εκ των μεταβλητών dx1, . . . , dxn. ΄Ετσι, μπορούμε να την εκφράσουμε
ως

ω =
n!

j=1

ωjdx
1 ∧ · · · ∧ Pdx

j
∧ · · · ∧ dxn.

όπου το σύμβολο Pdx
j
δηλώνει ότι η συγκεκριμένη μεταβλητή απουσιάζει από την

συνολική έκφραση. Εξ ορισμού, οι συναρτήσεις ωj = ωj(p) είναι όλες λείες με
την έννοια του Ορισμού 2.3.1. Υπολογίζουμε το διαφορικό αυτής ως εξής

dω =
n!

j=1

d(ωjdx
1 ∧ · · · ∧ Pdx

j
∧ · · · ∧ dxn)

=
n!

j=1

dωj ∧ dx1 ∧ · · · ∧ Pdx
j
∧ · · · ∧ dxn

=
n!

j=1

$
n!

i=1

∂ωj

∂xi
dxi

%
∧ dx1 ∧ · · · ∧ Pdx

j
∧ · · · ∧ dxn

=
n!

j=1

∂ωj

∂xj
dxj ∧ dx1 ∧ · · · ∧ Pdx

j
∧ · · · ∧ dxn

=
n!

j=1

∂ωj

∂xj
(−1)j−1dx1 ∧ · · · ∧ dxj ∧ · · · ∧ dxn

=

$
n!

j=1

(−1)j−1∂ωj

∂xj

%
dx1 ∧ · · · ∧ · · · ∧ dxn

=

$
n!

j=1

(−1)j−1∂ωj

∂xj

%
dV,
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η οποία είναι προφανώς μία n-μορφή και πολλαπλάσιο του στοιχείου όγκου dV :=
dx1 ∧ · · · ∧ · · · ∧ dxn. Τώρα, διακρίνουμε δύο ακόμα περιπτώσεις:

Περίπτωση 1Α: Το U δεν τέμνει το σύνορο ∂M
Υποθέτουμε ότι U∩∂M = ∅. Τότε, ω = 0 σε κάθε σημείο του ∂M και συνεπώς

6

∂M
ω = 0.

΄Ετσι, ο στόχος μας είναι να αποδείξουμε ότι
6

M
dω = 0.

Θέτουμε ω̃ := ωj ◦ ϕ−1. Οι συναρτήσεις ωj υπολογίζονται στο p ενώ οι συναρ-
τήσεις ω̃j υπολογίζονται στο (x1, · · · , xn). Οι συναρτήσεις ω̃j = ω̃j(x

1, · · · , xn)
ορίζονται μόνο για (x1, · · · , xn) ∈ ϕ(U). Επειδή K ⊆ U , έχουμε ϕ(K) ⊆ ϕ(U).
Για (x1, · · · , xn) ∈ ϕ(K), οι τιμές ω̃j(x

1, · · · , xn) είναι μη-μηδενικές λόγω του
ορισμού του K. Επεκτείνουμε (διατηρώντας το ίδιο σύμβολο για τις επεκτάσεις
αυτών) τις συναρτήσεις ω̃j : ϕ(U) → R ώστε αυτές να ορίζονται σε όλο τον Rn

−
θέτοντας

ω̃j(x
1, · · · , xn) :=

Q
RS

RT

ω̃j(x
1, · · · , xn), (x1, · · · , xn) ∈ ϕ(K)

hj(x
1, · · · , xn), (x1, · · · , xn) ∈ ϕ(U) \ ϕ(K)

0, (x1, · · · , xn) ∈ Rn
− \ ϕ(U)

(3.1)

για κάθε j = 1, 2, . . . , n. Εδώ, επιλέγουμε τις συναρτήσεις hj : ϕ(U)\ϕ(K) → R
ώστε αυτές να είναι λέιες στο πεδίο ορισμού τους αλλά και να συνδέουν τις τιμές
ω̃j(x

1, · · · , xn) και 0 με τέτοιο τρόπο ώστε οι επεικτάσεις ω̃j : Rn
− → R να είναι

λείες συναρτήσεις σε όλο το Rn
−. Ορίζουμε το παραλληλεπίπεδο

Q :=
"
(x1, · · · , xn) ∈ Rn

− : xj ∈ Qj, ∀j = 1, 2, . . . , n
#

όπου τα επιμέρους διαστήματα δίνονται από

Qj := [αj, βj],

για κάθε j = 1, 2, . . . , n. Παρατηρήστε ότι (x1, · · · , xn) ∈ Q ενώ xj ∈ Qj.
Επιλέγουμε τις πλευρές {αj : j = 1, 2, . . . , n} και {βj : j = 1, 2, . . . , n} αρκού-
ντως μεγάλες έτσι ώστε ϕ(K) ⊂ Q αλλά και ώστε τα άκρα του Q να βρίσκονται
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εκτός του ϕ(U), βλέπε Σχήμα 3.1. Με την βοήθεια του παραλληλεπιπέδου αυτού,
υπολογίζουμε

6

M
dω =

6

K

dω =
n!

j=1

(−1)j−1

6

K

∂ωj

∂xj
dV

=
n!

j=1

(−1)j−1

6

ϕ(K)

∂ω̃j

∂xj
dx1 · · · dxn

=
n!

j=1

(−1)j−1

6

Q

∂ω̃j

∂xj
dx1 · · · dxn

=
n!

j=1

(−1)j−1

6

Q1×···×Qn

∂ω̃j

∂xj
dx1 · · · dxn

=
n!

j=1

(−1)j−1

6

Q1×···× !Qj×···×Qn

(6

Qj

∂ω̃j

∂xj
dxj

)
dx1 · · ·Pdx

j
· · · dxn.

Επειδή

(x1, · · · , xj−1,αj, x
j+1 · · · , xn) /∈ ϕ(U),

(x1, · · · , xj−1, βj, x
j+1 · · · , xn) /∈ ϕ(U),

η (3.1) μας δίνει ότι

ω̃j(x
1, · · · , xj−1,αj, x

j+1 · · · , xn) = 0,

ω̃j(x
1, · · · , xj−1, βj, x

j+1 · · · , xn) = 0,

και τα δύο για κάθε j = 1, 2, . . . , n, και συνεπώς παίρνουμε
6

Qj

∂ω̃j

∂xj
dxj =

6 βj

αj

∂ω̃j

∂xj
dxj

= ω̃j(x
1, · · · , xj−1, βj, x

j+1 · · · , xn)
− ω̃j(x

1, · · · , xj−1,αj, x
j+1 · · · , xn)

= 0,

για κάθε j = 1, 2, . . . , n, το οποίο αποδεικνύει το ζητούμενο. Η κατασκευή που
αντιστοιχεί στην Περίπτωση 1Α δίνεται στο Σχήμα 3.1.
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Σχήμα 3.1: Περίπτωση 1Α: Τα σύνολα ϕ(U) και ϕ(K) της απόδειξης του Θεω-
ρήματος 3.3.1. Το Q είναι ένα παραλληλεπίπεδο που εμπεριέχει το ϕ(K) και δεν
τέμνει το σύνολο ϕ(∂M) το οποίο έχει τις συντεταγμένες που συνόρου ∂M.
Παρατηρήστε ότι τα άκρα του Q βρίσκονται εκτός του ϕ(U).

Περίπτωση 1Β: Το U τέμνει το σύνορο ∂M

Υποθέτουμε ότι U ∩ ∂M ∕= ∅. Τότε, το σύνολο U ∩ ∂M είναι μία περιοχή
συντεταγμένων για τα σημεία του συνόρου. Ο περιορισμός της ω στην περιοχή
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αυτή γίνεται με το να θέτουμε x1 = 0 σε αυτήν. Πιο αναλυτικά, ο περιορισμός
της ω στην συρνοριακή αυτή περιοχή συντεταγμένων είναι

ω|∂M = ω̃1(0, x
2, · · · , xn)dx2 ∧ · · · ∧ dxn.

Επεκτείνουμε (διατηρώντας το ίδιο σύμβολο για τις επεκτάσεις αυτών) τις συναρ-
τήσεις ω̃j : ϕ(U) → R ώστε αυτές να ορίζονται και να είναι λείες σε όλο τον
Rn

− όπως στην (3.1). Ωστόσο τροποποιούμε τον ορισμό του παραλληλεπιπέδου
Q θέτοντας

Q :=
"
(x1, · · · , xn) ∈ Rn

− : x1 ∈ [α1, 0], xj ∈ Qj, ∀j = 2, 3, . . . , n
#

όπου τα επιμέρους διαστήματα δίνονται από

Qj := [αj, βj],

για κάθε j = 2, 3, . . . , n. Επιλέγουμε τις πλευρές {αj : j = 1, 2, . . . , n} και
{βj : j = 2, 3, . . . , n} αρκούντως μεγάλες έτσι ώστε ϕ(K) ⊂ Q αλλά και ώστε
τα άκρα του Q να βρίσκονται εκτός του ϕ(U), βλέπε Σχήμα 3.2. Με την βοήθεια
του παραλληλεπιπέδου αυτού, υπολογίζουμε

6

M
dω =

6

K

dω =
n!

j=1

(−1)j−1

6

K

∂ωj

∂xj
dV

=
n!

j=1

(−1)j−1

6

ϕ(K)

∂ω̃j

∂xj
dx1 · · · dxn

=
n!

j=1

(−1)j−1

6

Q

∂ω̃j

∂xj
dx1 · · · dxn

=

6

Q

∂ω̃1

∂x1
dx1 · · · dxn +

n!

j=2

(−1)j−1

6

Q

∂ω̃j

∂xj
dx1 · · · dxn.

Αφενός, επειδή

(β1, x
2, · · · , xn) /∈ ϕ(U),

η (3.1) μας δίνει ότι

ω̃1(β1, x
2, · · · , xn) = 0
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και συνεπώς παίρνουμε
6

Q

∂ω̃1

∂x1
dx1 · · · dxn =

6

Q1×···×Qn

∂ω̃1

∂x1
dx1 · · · dxn

=

6

Q2×···×Qn

(6

Q1

∂ω̃1

∂x1
dx1

)
dx2 · · · dxn

=

6

Q2×···×Qn

&
ω̃1(0, x

2, · · · , xn)− ω̃1(β1, x
2, · · · , xn)

'
dx2 · · · dxn

=

6

Q2×···×Qn

ω̃1(0, x
2, · · · , xn)dx2 · · · dxn

=

6

∂M
ω|∂M.

Αφετέρου, επειδή

(x1, · · · , xj−1,αj, x
j+1 · · · , xn) /∈ ϕ(U),

(x1, · · · , xj−1, βj, x
j+1 · · · , xn) /∈ ϕ(U),

η (3.1) μας δίνει ότι

ω̃j(x
1, · · · , xj−1,αj, x

j+1 · · · , xn) = 0,

ω̃j(x
1, · · · , xj−1, βj, x

j+1 · · · , xn) = 0

και τα δύο για κάθε j = 2, 3, . . . , n, και συνεπώς παίρνουμε
6

Q

∂ω̃j

∂xj
dx1 · · · dxn =

6

Q1×···×Qn

∂ω̃j

∂xj
dx1 · · · dxn

=

6

Q1×···× !Qj×···×Qn

(6

Qj

∂ω̃j

∂xj
dxj

)
dx1 · · ·Pdx

j
· · · dxn

=

6

Q1×···× !Qj×···×Qn

9
ω̃j(x

1, · · · , xj−1, βj, x
j · · · , xn)

− ω̃j(x
1, · · · , xj−1,αj, x

j, · · · , xn)
:
dx1 · · ·Pdx

j
· · · dxn

= 0,

για κάθε j = 2, 3, . . . , n, το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο. Η κατασκευή
που αντιστοιχεί στην Περίπτωση 1Α δίνεται στο Σχήμα 3.2.
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Σχήμα 3.2: Περίπτωση 1Β: Τα σύνολα ϕ(U) και ϕ(K) της απόδειξης του Θε-
ωρήματος 3.3.1. Το Q είναι ένα παραλληλεπίπεδο που εμπεριέχει το ϕ(K) και
τέμνει το σύνολο ϕ(∂M) το οποίο έχει τις συντεταγμένες που συνόρου ∂M.
Παρατηρήστε ότι τα άκρα του Q βρίσκονται εκτός του ϕ(U).

Περίπτωση 2: Χωρίς καμία υπόθεση για το K
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΄Εστω ότι έχουμε μία διαμέριση {χi : i = 1, 2, · · · , N} προαρμοσμένη στην δια-
φορική δομή {(Ui,ϕi) : i = 1, 2, · · · , n} όπως στον Ορισμό 3.2.1. ΄Ετσι, όλες
οι (n − 1)-μορφές χlω ικανοποιούν την υπόθεση της Περίπτωσης 1 καθώς το
αντίστοιχο σύνολο Kl := supp(χlω) εμπεριέχεται σε μία και μόνο περιοχή συ-
ντεταγμένων. Τώρα, εφαρμόζοντας το Θεώρημα Stokes της Περίπτωσης 1 στις
(n− 1)-μορφές χlω, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι

6

M
dω =

N!

l=1

6

M
d(χlω) =

N!

l=1

6

∂M
χlω =

6

∂M

N!

l=1

χlω =

6

∂M
ω,

το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

3.4 Ασκήσεις επανάληψης

΄Ασκηση 3.4.1 (Στοιχείο μήκους σε επιφανειακή καμπύλη). ΄Εστω Σ ⊂ R3 μία
συμπαγής δισδιάστατη επιφάνεια με μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο p $→
N(p), [α, β] ⊂ R ένα κλειστό διάστημα και γ : [α, β] → Σ μία επιφανειακή
καμπύλη. ΄Εστω ακόμα p ∈ γ([α, β]) $→ T (p) := T 1(p)(e1)p + T 2(p)(e2)p +
T 3(p)(e3)p το μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο κάθετο στην επιφάνεια Σ. Εδώ,
{(e1)p, (e2)p, (e3)p} είναι η συνήθης ορθοκανονική βάση του R3

p η οποία επάγει
την συνήθης βάση {(dx1)p, (dx2)p, (dx3)p} του (R3

p)
!.

(1) Να δείξετε ότι το στοιχείο μήκους στην επιφανειακή καμπύλη γ γράφεται ως

dλ = T 1dx1 + T 2dx2 + T 3dx3.

(2) Για κάθε p ∈ γ([α, β]), επιλέγουμε μία άλλη ορθοκανονική βάση του R3
p την

οποία συμβολίζουμε με {(E1)p, (E2)p, (E3)p} τέτοια ώστε (E1)p := T (p). ΄Εστω
ω μία 1-μορφή στον R3 και v το διανυσματικό πεδίο που προκύπτει από αυτήν
μέσω της (1.7). Τότε, έχουμε

(ω|Tγ([α,β]))(p) = 〈v(p), T (p)〉(dλ)p.

Απόδειξη. (1) ΄Εστω p ∈ Σ $→ T (p) το μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο εφαπτόμενο
στην καμπύλη γ, p ∈ Σ $→ N(p) το μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο κάθετο στην
επιφάνεια Σ και ορίζουμε ως B(p) το μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο που είναι
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κάθετο στο επίπεδο που ορίζουν τα T (p) και στο N(p), δηλαδή B(p) := (N ×
T )(p). ΄Εξ ορισμού, βλέπε Κεφάλαιο 2.6, το στοιχείο μήκους για μία καμπύλη γ
ορίζεται ως dλ := ιBdA, όπου dA είναι το στοιχείο εμβαδού, δηλαδή

dλ(v) := det(v, B,N) = det

.

/
v1 v2 v3

B1 B2 B3

N 1 N 2 N 3

0

1 ,

για κάθε διανυσματικό πεδίο v ∈ Tpγ με p ∈ γ([α, β]). Αναπτύσσοντας την
ορίζουσα ως προς τα στοιχεία της 1ης γραμμής, βρίσκουμε

dλ(v) = v1 det

(
B2 B3

N 2 N 3

)
− v2 det

(
B1 B3

N 1 N 3

)
+ v3 det

(
B1 B2

N 1 N 2

)

= v1 det

(
B2 B3

N 2 N 3

)
+ v2 det

(
B3 B1

N 3 N 1

)
+ v3 det

(
B1 B2

N 1 N 2

)

= v1(B ×N)1 + v2(B ×N)2 + v3(B ×N)3

= dx1(v)T 1 + dx2(v)T 2 + dx3(v)T 3

= (T 1dx1 + T 2dx2 + T 3dx3)(v),

για κάθε διανυσματικό πεδίο v ∈ Tpγ([α, β]) με p ∈ γ([α, β]), το οποίο και απο-
δεικνύει το ζητούμενο. Εδώ, χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι T = B × N το
οποίο προκύπτει από το B = N × T .

(2) Για κάθε p ∈ γ([α, β]), επιλέγουμε μία άλλη ορθοκανονική βάση του R3
p την

οποία συμβολίζουμε με {(E1)p, (E2)p, (E3)p} τέτοια ώστε (E1)p := T (p), βλέπε
Σχήμα 3.3.
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Σχήμα 3.3: Η νέα βάση {(E1)p, (E2)p, (E3)p} του R3
p σε σχέση με την συνήθη

{(e1)p, (e2)p, (e3)p}. ΄Εχουμε (E1)p := T (p), για κάθε p ∈ γ([α, β]).

Η νέα αυτή βάση επάγει την νέα βάση {(dX1)p, (dX
2)p, (dX

3)p} του (R3
p)

! η
οποία είναι προσαρμοσμένη σε αυτήν, δηλαδή (dX i)p((Ej)p) = δij, για κάθε i, j =
1, 2, 3. Το μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο p $→ T (p) εφαπτόμενο στην καμπύλη γ
δίνεται ως προς αυτήν την βάση ως T (p) = (E1)p και συνεπώς, ως προς αυτές τις
νέες συντεταγμένες, έχουμε

T 1(p) = 1, T 2(p) = T 3(p) = 0, (dλ)p = (dX1)p.

΄Εστω ω μία 1-μορφή στον R3 και v το διανυσματικό πεδίο που προκύπτει από
αυτήν μέσω της (1.7). Τότε, μπορούμε να εκφράσουμε τα T , v και ω ως προς την
νέα βάση και έχουμε

T (p) = (E1)p, v(p) =
3!

j=1

vj(p)(Ej)p, ω(p) =
3!

j=1

vj(p)(dXj)p.

Επειδή η βάση {(E1)p, (E2)p, (E3)p} είναι ορθοκανονική, έχουμε

〈v(p), T (p)〉 = v1(p).

Τώρα, για κάθε Zp ∈ Tpγ([α, β]) (δηλαδή είναι πολλαπλάσιο του (E1)p), έχουμε
(dX2)p(Zp) = (dX3)p(Zp) = 0 και ως εκ τούτου παίρνουμε

ω(p)(Zp) = v1(p)(dX1)p(Zp).
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΄Ετσι, καταλήγουμε στην σχέση

〈v(p), T (p)〉(dλ)p(Zp) = v1(p)(dX1)p(Zp) = ω(p)(Zp),

για κάθε Zp ∈ Tpγ([α, β]), την οποία και γράφουμε ως

〈v(p), T (p)〉(dλ)p = (ω|Tγ([α,β]))(p),

για κάθε p ∈ γ([α, β]) το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

΄Ασκηση 3.4.2 (Στοιχείο εμβαδού σε επιφάνεια). ΄Εστω V ⊂ R3 ένα συμπαγές
τρισδιάστατο χωρίο με λείο σύνορο Σ := ∂V . ΄Εστω ακόμα p ∈ Σ $→ N(p) :=
N 1(p)(e1)p + N 2(p)(e2)p + N 3(p)(e3)p το μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο κάθετο
στην επιφάνεια Σ. Εδώ, {(e1)p, (e2)p, (e3)p} είναι η συνήθης ορθοκανονική βάση
του R3

p η οποία επάγει την συνήθης βάση {(dx1)p, (dx2)p, (dx3)p} του (R3
p)

!.

(1) Να δείξετε ότι το στοιχείο εμβαδού στην επιφάνεια Σ γράφεται ως

dA = N 1dx2 ∧ dx3 +N 2dx3 ∧ dx1 +N 3dx1 ∧ dx2.

(2) Για κάθε p ∈ Σ, επιλέγουμε μία άλλη ορθοκανονική βάση του R3
p την ο-

ποία συμβολίζουμε με {(E1)p, (E2)p, (E3)p} τέτοια ώστε (E1)p, (E2)p ∈ TpΣ και
(E3)p := N(p). ΄Εστω ω μία 1-μορφή στον R3 και v το διανυσματικό πεδίο που
προκύπτει από αυτήν μέσω της (1.7). Τότε, έχουμε

((-ω)|TΣ)(p) = 〈v(p), N(p)〉(dA)p.

Απόδειξη. (1) ΄Εξ ορισμού, βλέπε Κεφάλαιο 2.6, το στοιχείο εμβαδού στην επι-
φάνεια Σ ορίζεται ως dA := ιNdV , όπου dV είναι το στοιχείο όγκου, δηλαδή

dA(v, w) := det(v, w,N) = det

.

/
v1 v2 v3

w1 w2 w3

N 1 N 2 N 3

0

1 ,

για κάθε διανυσματικά πεδία v, w ∈ TpΣ με p ∈ Σ. Αναπτύσσοντας την ορίζουσα
ως προς τα στοιχεία της 3ης γραμμής, βρίσκουμε

dA(v, w) = N 1 det

(
v2 v3

w2 w3

)
−N 2 det

(
v1 v3

w1 w3

)
+N 3 det

(
v1 v2

w1 w2

)
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= N 1 det

(
v2 v3

w2 w3

)
+N 2 det

(
v3 v1

w3 w1

)
+N 3 det

(
v1 v2

w1 w2

)

= N 1 det

(
dx2(v) dx3(v)
dx2(w) dx3(w)

)
+N 2 det

(
dx3(v) dx1(v)
dx3(w) dx1(w)

)

+N 3 det

(
dx1(v) dx2(v)
dx1(w) dx2(w)

)

= N 1(dx2 ∧ dx3)(v, w) +N 2(dx3 ∧ dx1)(v, w) +N 3(dx1 ∧ dx2)(v, w)

= (N 1dx2 ∧ dx3 +N 2dx3 ∧ dx1 +N 3dx1 ∧ dx2)(v, w),

για κάθε διανυσματικά πεδία v, w ∈ TpΣ, το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο.

(2) Για κάθε p ∈ Σ, επιλέγουμε μία άλλη ορθοκανονική βάση του R3
p την ο-

ποία συμβολίζουμε με {(E1)p, (E2)p, (E3)p} τέτοια ώστε (E1)p, (E2)p ∈ TpΣ και
(E3)p := N(p), βλέπε Σχήμα 3.4.

Σχήμα 3.4: Η νέα βάση {(E1)p, (E2)p, (E3)p} του R3
p σε σχέση με την συνήθη

{(e1)p, (e2)p, (e3)p}. ΄Εχουμε (E1)p, (E2)p ∈ TpΣ και (E3)p := N(p) για κάθε
p ∈ Σ := ∂V .
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Η νέα αυτή βάση επάγει την νέα βάση {(dX1)p, (dX
2)p, (dX

3)p} του (R3
p)

! η
οποία είναι προσαρμοσμένη σε αυτήν, δηλαδή (dX i)p((Ej)p) = δij, για κάθε i, j =
1, 2, 3. Το μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο p $→ N(p) κάθετο στην επιφάνεια Σ
δίνεται ως προς αυτήν την βάση ως N(p) = (E3)p και συνεπώς, ως προς αυτές
τις νέες συντεταγμένες, έχουμε

N 1(p) = N 2(p) = 0, N 3(p) = 1, (dA)p = (dX1)p ∧ (dX2)p.

΄Εστω ω μία 1-μορφή στον R3 και v το διανυσματικό πεδίο που προκύπτει από
αυτήν μέσω της (1.7). Τότε, μπορούμε να εκφράσουμε τα N , v και ω ως προς
την νέα βάση και έχουμε

N(p) = (E3)p, v(p) =
3!

j=1

vj(p)(Ej)p, ω(p) =
3!

j=1

vj(p)(dXj)p.

Επειδή η βάση {(E1)p, (E2)p, (E3)p} είναι ορθοκανονική, έχουμε

〈v(p), N(p)〉 = v3(p).

Επίσης, έχουμε

(-ω)p = v1(p) - (dX1)p + v2(p) - (dX2)p + v3(p) - (dX3)p

= v1(p)(dX2)p ∧ (dX3)p + v2(p)(dX3)p ∧ (dX1)p + v3(p)(dX1)p ∧ (dX2)p.

Τώρα, για κάθε Zp ∈ TpΣ (δηλαδή είναι γραμμικός συνδιασμός μόνο των (E1)p
και (E2)p), έχουμε (dX3)p(Zp) = 0 και ως εκ τούτου παίρνουμε

(-ω)p(Zp) = v3(p)((dX1)p ∧ (dX2)p)(Zp).

΄Ετσι, καταλήγουμε στην σχέση

〈v(p), N(p)〉(dA)p(Zp) = v3(p)((dX1)p ∧ (dX2)p)(Zp) = (-ω)p(Zp),

για κάθε Zp ∈ TpΣ, την οποία και γράφουμε ως

〈v(p), N(p)〉(dA)p = ((-ω)|TΣ)(p),

για κάθε p ∈ Σ το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.
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΄Ασκηση 3.4.3 (Βασικά θεωρήματα διανυσματικού λογισμού). Να αποδείξετε
ότι το θεώρημα του Stokes περιλαμβάνει όλους τους ακόλουθους κανόνες ολο-
κλήρωσης του διανυσματικού λογισμού:

(1) (Θεώρημα Gauss) ΄Εστω F : R3 → R3 ένα λείο διανυσματικό πεδίο, U
ένα τρισδιάστατο και συμπαγές χωρίο του R3 με λείο σύνορο ∂U , N είναι το
μοναδιαίο κάθετο διανσυματικό πεδίο στην επιφάνεια ∂U (με φορά προς τα έξω),
dA στο στοιχείο εμβαδού και dV στο στοιχείο όγκου. Τότε,

6

U

(div F )dV =

6

∂U

〈F,N〉dA.

(2) (Θεώρημα Stokes) ΄Εστω F : R3 → R3 ένα λείο διανυσματικό πεδίο,
S μία συμπαγής δισδιάστατη επιφάνεια του R3 με λείο σύνορο ∂S, N είναι το
μοναδιαίο κάθετο διανσυματικό πεδίο στην επιφάνεια S (με φορά προς τα έξω),
T είναι το μοναδιαίο εφαπτόμενο διανσυματικό πεδίο στην καμπύλη ∂S, dA στο
στοιχείο εμβαδού και dλ στο στοιχείο μήκους. Τότε,

6

S

〈curl F,N〉dA =

6

∂S

〈F, T 〉dλ,

(3) (Θεώρημα Green) ΄Εστω G : R2 → R2 ένα λείο διανυσματικό πεδίο, D
ένα συμπαγές δισδιάστατο χωρίο του R2 με λείο σύνορο ∂D, dA στο στοιχείο
εμβαδού και dλ στο στοιχείο μήκους. Τότε,

6

D

(curl G)dA =

6

∂D

〈G, T 〉dλ.

Απόδειξη. (1) ΄Εστω U ένα τρισδιάστατο και συμπαγές χωρίο του R3 με λείο
σύνορο ∂U και N το μοναδιαίο κάθετο διανσυματικό πεδίο στην επιφάνεια ∂U .
΄Εστω F : R3 → R3 ένα διανυσματικό πεδίο και ω η 1-μορφή που προκύπτει από
αυτην μέσω της (1.7). Αφενός, η ΄Ασκηση 1.9.2 (β) μας δίνει

d(-ω) = (div v)dV.

Αφετέρου, η ΄Ασκηση 3.4.2 (2) μας δίνει

(-ω)|T (∂U) = 〈F,N〉dA
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Τώρα, εφαρμόζουμε το Θεώρημα Stokes στην 2-μορφή -ω του R3 και παίρνουμε
ότι

6

U

(div F )dV =

6

U

d(-ω) =

6

∂U

-ω =

6

∂U

〈F,N〉dA,

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο.

(2) ΄Εστω S μία συμπαγής δισδιάστατη επιφάνεια του R3 με λείο σύνορο ∂S
και N είναι το μοναδιαίο κάθετο διανσυματικό πεδίο στην επιφάνεια S. ΄Εστω
F : R3 → R3 ένα διανυσματικό πεδίο και ω η 1-μορφή που προκύπτει από αυτην
μέσω της (1.7). Αφενός, ο Ορισμός 1.9.7 μας δίνει

-(dω) = curl F

και εφαρμόζοντας τον τελεστή Hodge μία ακόμα φορά (βλέπε Λήμμα 1.8.5) και
την ΄Ασκηση 3.4.2 (2), βρίσκουμε

dω = -(curl F ) = 〈curl F,N〉dA.

Αφετέρου, η ΄Ασκηση 3.4.1 (2) μας δίνει

ω|T∂S = 〈F, T 〉dλ.

Τώρα, εφαρμόζουμε το Θεώρημα Stokes στην 1-μορφή ω στην πολλαπλότητα S
και παίρνουμε ότι

6

S

〈curl F,N〉dA =

6

S

dω =

6

∂S

ω =

6

∂S

〈F, T 〉dλ,

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο. Το ίδιο αποτέλεσμα μπορεί να προκύ-
ψει και χωρίς την χρήση της ΄Ασκησης 3.4.1 (2). Πράγματι, εάν γ : [t0, t1] →
γ([t0, t1]) = ∂S ⊂ R2 είναι μία αναπαραμέτρηση του συνόρου ∂S με γ(t) =
(x1(t), x2(t)), τότε έχουμε

6

∂S

ω =

6

γ([t0,t1])

ω =

6

[t0,t1]

γ!ω

=

6

[t0,t1]

γ!(F 1dx1 + F 2dx2)
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=

6

[t0,t1]

F 1(γ(t))dx1(t) + F 2(γ(t))dx2(t)

=

6

[t0,t1]

;
F 1(γ(t))

dx1(t)

dt
+ F 2(γ(t))

dx2(t)

dt

<
dt

=

6

[t0,t1]

〈F (γ(t)), γ̇(t)〉dt

=

6

[t0,t1]

〈F (γ(t)), T (t)〉|γ̇(t)|dt

=

6

∂D

〈F, T 〉dλ,

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο.

(3) ΄ΕστωG : R2 → R2 ένα λείο διανυσματικό πεδίο,D ένα συμπαγές δισδιάστατο
χωρίο του R2 με λείο σύνορο ∂D, dA στο στοιχείο εμβαδού και dλ στο στοιχείο
μήκους. ΄Εστω ακόμα ω η 1-μορφή στον R2 που προκύπτει από το διανυσματικό
πεδίο G μέσω της (1.7). Τότε, έχουμε

G = G1e1 +G2e2,

ω = G1dx1 +G2dx2,

dω = dG1 ∧ dx1 + dG2 ∧ dx2

=
∂G1

∂x2
dx2 ∧ dx1 +

∂G2

∂x1
dx1 ∧ dx2

=

(
∂G2

∂x1
− ∂G1

∂x2

)
dx1 ∧ dx2

= (curl G)dA,

όπου χρησιμοποιήσαμε τον Ορισμό 1.9.7 στην τελευταία γραμμή. Τώρα, εφαρμό-
ζουμε το Θεώρημα Stokes στην 1-μορφή ω στην πολλαπλότητα S και παίρνουμε
ότι

6

D

(curl G)〉dA =

6

D

dω =

6

∂D

ω =

6

∂D

〈G, T 〉dλ,

όπου χρησιμοποιήσαμε την ΄Ασκηση 3.4.1 (2) στην τελευταία ισότητα, το οποίο και
αποδεικνύει το ζητούμενο. Το ίδιο αποτέλεσμα μπορεί να προκύψει και χωρίς την
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χρήση της ΄Ασκησης 3.4.1 (2). Πράγματι, εάν γ : [t0, t1] → γ([t0, t1]) = ∂D ⊂ R2

είναι μία αναπαραμέτρηση του συνόρου ∂D με γ(t) = (x1(t), x2(t)), τότε έχουμε
6

∂D

ω =

6

γ([t0,t1])

ω =

6

[t0,t1]

γ!ω

=

6

[t0,t1]

γ!(G1dx1 +G2dx2)

=

6

[t0,t1]

G1(γ(t))dx1(t) +G2(γ(s))dx2(t)

=

6

[t0,t1]

;
G1(γ(t))

dx1(t)

dt
+G2(γ(t))

dx2(t)

dt

<
dt

=

6

[t0,t1]

〈G(γ(t)), γ̇(t)〉dt

=

6

[t0,t1]

〈G(γ(t)), T (t)〉|γ̇(t)|dt

=

6

∂D

〈G, T 〉dλ,

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο.
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Κεφάλαιο 4

Εφαρμογές

4.1 Εφαρμογές στην Διαφορική Γεωμετρία

΄Ασκηση 4.1.1 (Αγκλύλη Lie διανυσματικών πεδίων). ΄Εστω M μία πολλα-
πλότητα και v και w δύο διανυσματικά πεδία σε αυτήν. Η αγκλύλη Lie (Lie
bracket) αυτών ορίζεται ως το διανυσματικό πεδίο [v, w] που δίνεται από

[v, w](·) := v(w(·))− w(v(·)).

(1) Να δείξετε ότι οι συντεταγμένες της αγκλύλης Lie δίνονται από

[v, w] =
n!

i=1

([v, w])i
∂

∂xi
, ([v, w])i =

n!

j=1

(
vj
∂wi

∂xj
− wj ∂v

i

∂xj

)
.

(2) ΄Εστω ω μία 1-μορφή στην πολλαπλότητα. Να αποδείξετε ότι

(dω)(v, w) = v(ω(w))− w(ω(v))− ω([v, w]).

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε τοπικές συντεταγμένες. ΄Εστω (U,ϕ) ένα (τοπι-
κό) σύστημα συντεταγμένων με p ∈ U και ϕ(p) = (x1, · · · , xn). ΄Ετσι, για κάθε
p ∈ U , ο εφαπτόμενος χώρος TpU αποκτά την βάση {(∂/∂xi)p : i = 1, 2, . . . , n}
και ο δυϊκός χώρος (TpU)! αποκτά την βάση {(dxi)p : i = 1, 2, . . . , n}. Παρα-
λέιπουμε την εξάρτηση ως προς p. Συνεπώς, μπορούμε να εκφράσουμε τα v, w
και ω ως

v =
n!

i=1

vi
∂

∂xi
, w =

n!

j=1

wj ∂

∂xj
, ω =

n!

l=1

ωldx
l.
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(1) Για κάθε σημείο στο σύνολο U , υπολογίζουμε

[v, w] = v(w)− w(v)

=
n!

i=1

vi
∂

∂xi

$
n!

j=1

wj ∂

∂xj

%
−

n!

j=1

wj ∂

∂xj

$
n!

i=1

vi
∂

∂xi

%

=
n!

i,j=1

vi
∂

∂xi

(
wj ∂

∂xj

)
−

n!

i,j=1

wj ∂

∂xj

(
vi

∂

∂xi

)

=
n!

i,j=1

vi
(
∂wj

∂xi
∂

∂xj
+ wj ∂2

∂xi∂xj

)
−

n!

i,j=1

wj

(
∂vi

∂xj
∂

∂xi
+ vi

∂2

∂xj∂xi

)

=
n!

i,j=1

vj
(
∂wi

∂xj
∂

∂xi
+ wi ∂2

∂xj∂xi

)
−

n!

i,j=1

wj

(
∂vi

∂xj
∂

∂xi
+ vi

∂2

∂xj∂xi

)

=
n!

i,j=1

(
vj
∂wi

∂xj
− wj ∂v

i

∂xj

)
∂

∂xi
+

n!

i,j=1

vjwi ∂2

∂xj∂xi
−

n!

i,j=1

viwj ∂2

∂xj∂xi

=
n!

i,j=1

(
vj
∂wi

∂xj
− wj ∂v

i

∂xj

)
∂

∂xi
+

n!

i,j=1

vjwi ∂2

∂xj∂xi
−

n!

i,j=1

vjwi ∂2

∂xi∂xj

=
n!

i,j=1

(
vj
∂wi

∂xj
− wj ∂v

i

∂xj

)
∂

∂xi
+

n!

i,j=1

vjwi

(
∂2

∂xj∂xi
− ∂2

∂xi∂xj

)

=
n!

i,j=1

(
vj
∂wi

∂xj
− wj ∂v

i

∂xj

)
∂

∂xi
=

n!

i=1

7
n!

j=1

(
vj
∂wi

∂xj
− wj ∂v

i

∂xj

)8
∂

∂xi
,

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
,

για κάθε λεία συνάρτηση f : U → R. ΄Ετσι, αποδείξαμε το ζητούμενο.
(2) Για κάθε σημείο στο σύνολο U , ισχυριζόμαστε ότι το δεξί μέλος v(ω(w))−
w(ω(v))− ω([v, w]) ισούται με

n!

j,l=1

;
vj

∂

∂xj
&
ωlw

l
'
− wj ∂

∂xj
&
ωlv

l
'<

−
n!

l=1

ωl([v, w])
l.
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Πράγματι, υπολογίζουμε

ω(w) =
n!

l=1

ωldx
l(w) =

n!

l=1

ωlw
l,

v(ω(w)) =
n!

i=1

vi
∂

∂xi
(ω(w)) =

n!

i=1

vi
∂

∂xi

$
n!

l=1

ωlw
l

%
=

n!

i,l=1

vi
∂

∂xi
&
ωlw

l
'
,

ω(v) =
n!

l=1

ωldx
l(v) =

n!

l=1

ωlv
l,

w(ω(v)) =
n!

j=1

wj ∂

∂xj
(ω(v)) =

n!

j=1

wj ∂

∂xj

$
n!

l=1

ωlv
l

%
=

n!

j,l=1

wj ∂

∂xj
&
ωlv

l
'
,

ω([v, w]) =
n!

l=1

ωldx
l([v, w]) =

n!

l=1

ωl([v, w])
l.

Αντικαθιστούμε τους συντελετές ([v, w])l από την (1) στην έκφραση που μόλις
αποδείξαμε και, μετά από έναν εκτενή υπολογισμό, βρίσκουμε ότι οι παράγωγοι
των vi και wj ακυρώνονται μετα΄ξυ τους (επαληθεύστε τον υπολογισμό αυτό!).
Συγκεκριμένα, μετά την αντικατάσταση, παίρνουμε

v(ω(w))− w(ω(v))− ω([v, w]) =
n!

j,l=1

&
vjwl − wjvl

' ∂ωl

∂xj
.

Για κάθε σημείο στο σύνολο U , ισχυριζόμαστε ότι

(dω)(v, w) =
n!

k,l=1
k<l

(
∂ωl

∂xk
− ∂ωk

∂xl

)&
vkwl − wkvl

'
.

Πράγματι, υπολογίζουμε

dω =
n!

l=1

dωl ∧ dxl =
n!

l=1

$
n!

k=1

∂ωl

∂xk
dxk

%
∧ dxl =

n!

k,l=1

∂ωl

∂xk
dxk ∧ dxl

=
n!

k,l=1
k<l

∂ωl

∂xk
dxk ∧ dxl +

n!

k,l=1
k=l

∂ωl

∂xk
dxk ∧ dxl +

n!

k,l=1
k>l

∂ωl

∂xk
dxk ∧ dxl
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=
n!

k,l=1
k<l

∂ωl

∂xk
dxk ∧ dxl +

n!

l,k=1
l>k

∂ωk

∂xl
dxl ∧ dxk

=
n!

k,l=1
k<l

∂ωl

∂xk
dxk ∧ dxl −

n!

l,k=1
l>k

∂ωk

∂xl
dxk ∧ dxl

=
n!

k,l=1
k<l

(
∂ωl

∂xk
− ∂ωk

∂xl

)
dxk ∧ dxl,

(dω)(v, w) =
n!

k,l=1
k<l

(
∂ωl

∂xk
− ∂ωk

∂xl

)
dxk ∧ dxl(v, w)

=
n!

k,l=1
k<l

(
∂ωl

∂xk
− ∂ωk

∂xl

)
det

(
dxk(v) dxk(w)
dxl(v) dxl(w)

)

=
n!

k,l=1
k<l

(
∂ωl

∂xk
− ∂ωk

∂xl

)
det

(
vk wk

vl wl

)
.

Επομένως, για να αποδείξουμε την ζητούμενη σχέση πρέπει και αρκεί να δείξουμε
ότι

n!

j,l=1

&
vjwl − wjvl

' ∂ωl

∂xj
=

n!

k,l=1
k<l

(
∂ωl

∂xk
− ∂ωk

∂xl

)&
vkwl − wkvl

'
.

το οποίο προκύπτει με απλές αλγεβρικές πράξεις (επαληθεύστε τον υπολογισμό
αυτό!) και ολοκληρώνει την απόδειξη.

΄Ασκηση 4.1.2 (Παράγωγος Lie μορφών). ΄ΕστωM μία πολλαπλότητα, ω μία
1-μορφή σε αυτήν και v ένα διανυσματικό πεδίο. Η ροή του v είναι η (μονα-
δική) απεικόνιση Φ : (−ε0, ε0) → M με t $→ Φt που προκύπτει ως λύση του
προβλήματος αρχικών τιμών

d

dt
Φt(p) = v(Φt(p)), Φ0(p) = p,
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για κάθε p ∈ M. Αυτή επάγει την απεικόνιση Φt : M → M η οποία ουσιαστικά
μετακινεί τα σημεία p της πολλαπλότητας ακολουθώντας το διανυσματικό πεδίο v.
Η pull-back απεικόνιση μετατρέπει την 1-μορφή ω στην πολλαπλότηταM στην
1-μορφή Φ!

t (ω) στην πολλαπλότηταM. Ορίζουμε την παράγωγο Lie της ω
στην κατεύθυνση του v ως την 1-μορφή Lv(ω) που δίνεται από

(Lvω)p((v)p) :=
d

dt

===
t=0

9
(Φ!

t (ω))p((v)p)
:
.

Ζητούνται τα εξής:

(1) Να αποδείξτε ότι

Φt+ε(p) = (Φt ◦ Φε)(p), Φ!
t+ε(ω) = Φ!

t (ω) ◦ Φ!
ε(ω),

για κάθε t, ε ∈ (−ε0, ε0) και p ∈ M.

(2) Να αποδείξτε ότι
(
d

dt
Φ!

t

)
(ω) = Φ!

t (Lvω),

για κάθε t ∈ (−ε0, ε0).

(3) ΄Εστω ότι τα v και ω έχουν τις τοπικές εκφράσεις

v =
n!

j=1

vj
∂

∂xj
, ω =

n!

i=1

ωidx
i.

Να αποδείξτε ότι η δράση της παραγώγου Lie δίνεται από

(Lvω)(X) =
n!

i,j=1

(
Xjωi

∂vi

∂xj
+X i∂ωi

∂xj
vj
)
,

για κάθε διανυσματικό πεδίο X στην πολλαπλότηταM.

(4) Να αποδείξτε ότι η δράση της παραγώγου Lie δίνεται από

(Lvω)(X) = v(ω(X))− ω([v,X]),

για κάθε διανυσματικό πεδίο X στην πολλαπλότητα M, όπου [·, ·] είναι η α-
γκλύλη Lie, βλέπε ΄Ασκηση 4.1.1.
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(5) Να αποδείξτε τον τύπο του Cartan:

Lv(ω) = d(ιvω) + ιv(dω),

όπου ιv είναι η ίωση του v, βλέπε Ορισμό 2.6.1.

Απόδειξη. (1) ΄Εστω ε ∈ (−ε0, ε0) και p ∈ M. Θα αποδείξουμε ότι και οι δύο
συναρτήσεις t $→ Ψt(p) := Φt+ε(p) και t $→ Xt(p) := Φt(Φε(p)) ικανοποιούν
το ίδιο πρόβλημα αρχικών τιμών. Αφενός, έχουμε Ψ0(p) = Φε(p) και, θέτοντας
τ := t+ ε, παίρνουμε

d

dt
Ψt(p) =

d

dt
Φt+ε(p) =

d

dτ
Φτ(p) = v(Φτ(p)) = v(Φt+ε(p)) = v(Ψt(p)).

Αφετέρου, έχουμε X0(p) := Φ0(Φε(p)) = Φε(p) και, θέτοντας q := Φε(p),
παίρνουμε

d

dt
Xt(p) =

d

dt
Φt(Φε(p)) =

d

dt
Φt(q) = v(Φt(q)) = v(Φt(Φε(p))) = v(Xt(p)).

Αφού το πρόβλημα αρχικών τιμών αυτό έχει μοναδική λύση, προκύπτει η ισότητα.
Ο δεύτερος ισχυρισμός προκύπτει άμεσα από το Λήμμα 1.5.1 (γ) και την ισότητα
που μόλις αποδείξαμε.

(2) ΄Εστω t ∈ (−ε0, ε0). Παραλείπουμε την εξάρτηση ως προς v1(p), . . . , vk(p).
Χρησιμοποιώντας το (1), την γραμμικότητα της απεικόνισης pull-back, βλέπε Λήμ-
μα 1.5.1 (α), και τον ορισμό της παραγώγου Lie, βρίσκουμε
(
d

dt
Φ!

t

)
(ω) = lim

ε→0

1

ε

9
Φ!

t+ε(ω)− Φ!
t (ω)

:
= lim

ε→0

1

ε

9
Φ!

t (Φ
!
ε(ω))− Φ!

t (Φ
!
0(ω))

:

= Φ!
t

(
lim
ε→0

1

ε

9
Φ!

ε(ω)− Φ!
0(ω)

:)
= Φ!

t

(
d

dε

===
ε=0

Φ!
ε(ω)

)

= Φ!
t (Lv(ω)) ,

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο.

(3) ΄Εστω X ένα διανυσματικό πεδίο στην πολλαπλότητα M. Εξ ορισμού, το
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Lv(ω) είναι μία 1-μορφή. Εξ ορισμού της παραγώγου Lie , για κάθε διανυσματικό
πεδίο X, έχουμε

(Lvω)p(Xp) =
d

dt

===
t=0

9
(Φ!

t (ω))p(Xp)
:
=

d

dt

===
t=0

9
ωΦt(p)((dΦt)p(Xp))

:
.

Υπολογίζουμε

(dΦt)p(Xp) = (dΦt)p

$
n!

j=1

Xj(p)

(
∂

∂xj

)

p

%
=

n!

j=1

Xj(p)(dΦt)p

$(
∂

∂xj

)

p

%

=
n!

j=1

Xj(p)
n!

i=1

∂Φi
t(p)

∂xj

(
∂

∂xi

)

Φt(p)

,

ωΦt(p)((dΦt)p(Xp)) =

$
n!

l=1

ωl(Φt(p))(dx
l)Φt(p)

%$
n!

i,j=1

Xj(p)
∂Φi

t(p)

∂xj

(
∂

∂xi

)

Φt(p)

%

=
n!

i,j,l=1

Xj(p)
∂Φi

t(p)

∂xj
ωl(Φt(p))

&
(dxl)Φt(p)

'
$(

∂

∂xi

)

Φt(p)

%

=
n!

i,j,l=1

Xj(p)
∂Φi

t(p)

∂xj
ωl(Φt(p))δ

l
i

=
n!

i,j=1

Xj(p)
∂Φi

t(p)

∂xj
ωi(Φt(p)).

Τώρα, από τον ορισμό της ροής, έχουμε

Φ0(p) = p,
d

dt

===
t=0

Φt(p) = v(Φt(p))
==
t=0

= v(Φ0(p)) = v(p)

και συνεπώς, αναπτύσσοντας κατά Taylor γύρω από το t = 0, βρίσκουμε ότι
υπάρχει κάποια θετική σταθερά C > 0, τέτοια ώστε για κάθε −C ≤ t ≤ C,
έχουμε

Φt(p) = p+ tv(p) +O(t2).

Από αυτό προκύπτει ότι

∂Φi
t(p)

∂xj
=

∂

∂xj
&
xi + tvi(p) +O(t2)

'
= δij + t

∂vi(p)

∂xj
+O(t2),
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ωi(Φt(p)) = ωi(Φ0(p)) + t
d

dt

===
t=0

ωi(Φt(p)) +O(t2)

= ωi(Φ0(p)) + t
n!

l=1

∂ωi(Φ0(p))

∂xl
d

dt

===
t=0

Φl
t(p) +O(t2)

= ωi(Φ0(p)) + t
n!

l=1

∂ωi(Φ0(p))

∂xl
vl(Φ0(p)) +O(t2)

= ωi(p) + t
n!

l=1

∂ωi(p)

∂xl
vl(p) +O(t2).

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις αυτές, βρίσκουμε

ωΦt(p)((dΦt)p(Xp)) =
n!

i,j=1

Xj(p)
∂Φi

t(p)

∂xj
ωi(Φt(p))

=
n!

i,j=1

Xj(p)

(
δij + t

∂vi(p)

∂xj
+O(t2)

)$
ωi(p) + t

n!

l=1

∂ωi(p)

∂xl
vl(p) +O(t2)

%

=
n!

i,j=1

Xj(p)

$
ωi(p)δ

i
j + t

$
ωi(p)

∂vi(p)

∂xj
+ δij

n!

l=1

∂ωi(p)

∂xl
vl(p)

%
+O(t2)

%

Και συνεπώς

(Lvω)p(Xp) =
d

dt

===
t=0

9
ωΦt(p)((dΦt)p(Xp))

:

=
n!

i,j=1

Xj(p)

$
ωi(p)

∂vi(p)

∂xj
+ δij

n!

l=1

∂ωi(p)

∂xl
vl(p)

%

=
n!

i,j=1

Xj(p)ωi(p)
∂vi(p)

∂xj
+

n!

i,l=1

X i(p)
∂ωi(p)

∂xl
vl(p),

το οποίο είναι και το ζήτούμενο.

(4) Αυτό προκύπτει άμεσα από το προηγούμενο ερώτημα (3) και την ΄Ασκηση
4.1.1 (1). Πράγματι, αρκεί να παρατηρήσουμε ότι

v(ω(X))− ω([v,X]) =
n!

j=1

vj
∂

∂xj

$
n!

i=1

ωiX
i

%
−

n!

i=1

ωi([v,X])i
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=
n!

j=1

vj
∂

∂xj

$
n!

i=1

ωiX
i

%
−

n!

i=1

ωi

n!

j=1

(
vj
∂X i

∂xj
−Xj ∂v

i

∂xj

)

=
n!

i,j=1

vj
(
∂ωi

∂xj
X i + ωi

∂X i

∂xj

)
−

n!

i,j=1

ωiv
j ∂X

i

∂xj
+

n!

i,j=1

ωiX
j ∂v

i

∂xj

=
n!

i,j=1

ωiX
j ∂v

i

∂xj
+

n!

i,j=1

X i∂ωi

∂xj
vj = (Lvω)(X),

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο.

(5) Από την υπόθεση, η ω είναι μία 1-μορφή και συνεπώς το ιvω είναι μία 0-
μορφή (δηλαδή συνάρτηση), το d(ιvω) είναι μία 1-μορφή, το dω είναι μία 2-μορφή
και τέλος το ιv(dω) είναι μία 1-μορφή, βλέπε Ορισμό 2.6.1. Συνεπώς, ο τύπος
του Cartan στην προκειμένη περίπτωση είναι μία ισότητα μεταξύ δύο 1-μορφών.
Ισοδύναμα, θα δείξουμε ότι

(Lvω)(X) = (d(ιvω))(X) + (ιv(dω))(X),

για κάθε διανυσματικό πεδίο X στην πολλαπλότηταM.΄Εχουμε1

ιvω = ω(v),

(d(ιvω))(X) = X(ιvω) = X(ω(v)),

(ιv(dω))(X) = (dω)(v,X).

Επομένως, η παραπάνω σχέση είναι ισοδύναμη με την

(Lvω)(X) = X(ω(v)) + (dω)(v,X).

Χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα (2) της ΄Ασκησης 4.1.1, αυτή είναι με την σειρά
της ισοδύναμη με την σχέση

(Lvω)(X) = X(ω(v)) + v(ω(X))−X(ω(v))− ω([v,X])

= v(ω(X))− ω([v,X]),

το οποίο και αποδείξαμε ήδη στο προηγούμενο ερώτημα (3). ΄Ετσι, ολοκληρώνεται
η απόδειξη.

1Πιο αναλυτικά, στην πρώτη γραμμή, δείχνουμε ότι το ιvω είναι συνάρτηση και συγκεκριμένα η
ιvω = ω(v). Ας την πούμε αυτήν f . Στην δεύτερη γραμμή, χρησιμοποιούμε τον ορισμό df(X) = X(f)
του διαφορικού μίας λείας συνάρτησης. Στην τρίτη γραμμή, χρησιμοποιούμε τον Ορισμό 2.6.1.
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4.2 Εφαρμογές στην Ανάλυση

΄Ασκηση 4.2.1 (Θεώρημα Green). ΄Εστω f : R3 → R και h : R3 → R δύο
λέιες συναρτήσεις και U ⊆ R3 ένα συμπαγές χωρίο με λείο σύνορο. Τότε, έχουμε

(a)

6

U

〈grad f, grad h〉dV +

6

U

f∆hdV =

6

∂U

f〈grad h,N〉dA,

(β)

6

U

(f∆h− h∆f) dV =

6

∂U

(f〈grad h,N〉 − h〈grad f,N〉) dA,

όπου N είναι το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο στην επιφάνεια ∂U και dV
και dA είναι τα στοιχεία όγκου και εμβαδού αντίστοιχα.

Απόδειξη. Το (a) προκύπτει από την ΄Ασκηση 3.4.3 (1) για F := fgrad h. Πράγ-
ματι, είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι

div (fgrad h) = fdiv (grad h) + 〈grad f, grad h〉
= f∆h+ 〈grad f, grad h〉,

όπου χρησιμοποιήσαμε και τον Ορισμό 1.9.5 στην τελευταία ισότητα. Επαληθεύ-
στε τον ισχυρισμό αυτό χρησιμοποιώντας το Λήμμα 1.9.2. ΄Ετσι, από την σχέση

6

U

(div (fgrad h))dV =

6

∂U

〈fgrad h,N〉dA.

συνεπάγεται ότι
6

U

[f∆h+ 〈grad f, grad h〉] dV =

6

∂U

f〈grad h,N〉dA

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο. Το (β) προκύπτει από το Το (a). Πράγ-
ματι, από το (a) παίρνουμε

6

U

[f∆h+ 〈grad f, grad h〉] dV =

6

∂U

f〈grad h,N〉dA,
6

U

[h∆f + 〈grad h, grad f〉] dV =

6

∂U

h〈grad f,N〉dA

και αφαιρώτας κατά μέλη παίρνουμε το ζητούμενο, το οποίο και ολοκληρώνει την
απόδειξη.
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΄Ασκηση 4.2.2 (Αρμονικές συναρτήσεις). Μία λεία συνάρτηση f : R3 → R
ονομάζεται αρμονική σε ένα χωρίο V ⊆ R3 εάν και μόνο εάν (∆f)(p) = 0, για
κάθε p ∈ V . ΄Εστω U ⊆ R3 ένα φραγμένο χωρίο με λείο σύνορο. Συμβολίζουμε
με N το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο στην επιφάνεια ∂U και με dA το
στοιχείο εμβαδού στην επιφάνεια ∂U . Να αποδείξετε τα εξής:

(1) Εάν f1 και f2 είναι δύο αρμονικές συναρτήσεις στο U τέτοιες ώστε f1 = f2
στο ∂U , τότε f1 = f2 στο U .

(2) Εάν f είναι μία αρμονική συνάρτηση στο U τέτοια ώστε df(N) = 0, τότε
υπάρχει σταθερά c ∈ R έτσι ώστε f = c στο U .

(3) Εάν f1 και f2 είναι δύο αρμονικές συναρτήσεις στο U τέτοιες ώστε df1(N) =
df2(N), τότε υπάρχει σταθερά c ∈ R έτσι ώστε f1 = f2 + c στο U .

(4) Εάν f είναι μία αρμονική συνάρτηση στο U , τότε
6

∂U

df(N)dA = 0.

(5) Εάν f είναι μία αρμονική συνάρτηση στην κλειστή μπάλα BR(p0) := {p ∈ R3 :
|p− p0| ≤ R}, τότε

f(p0) =
1

4πR2

6

SR(p0)

fdA,

όπου SR(p0) := ∂BR(p0) είναι η σφαίρα ακτίνας R. Το αποτέλεσμα αυτό
ονομάζεται θεώρημα μέσης τιμής.

(6) Εάν f είναι μία μη-σταθερή, αρμονική συνάρτηση σε ένα κλειστό και φραγμένο
χωρίο U ⊆ R3, τότε η f λαμβάνει την μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της
σε κάποιο σημείο του συνόρου ∂U . Το αποτέλεσμα αυτό ονομάζεται αρχή
μεγίστου.

Απόδειξη. (1) ΄Εστω f1 και f2 δύο αρμονικές συναρτήσεις στο U τέτοιες ώστε
f1 = f2 στο ∂U . Εφαρμόζουμε το Θεώρημα του Green, βλέπε ΄Ασκηση 4.2.1 (1),
για h := f := f1 − f2 και παίρνουμε

6

U

〈grad (f1 − f2), grad (f1 − f2)〉dV +

6

U

(f1 − f2)∆(f1 − f2)dV
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=

6

∂U

(f1 − f2)〈grad (f1 − f2), N〉dA.

Επειδή f1 = f2 στο ∂U , το ολοκλήρωμα στο δεξί μέλος μηδενίζεται. Επίσης,
επειδή ο τελεστής Laplace είναι γραμμικός και οι f1 και f2 είναι αρμονικές συναρ-
τήσεις στο U , έχουμε (∆(f1 − f2))(p) = 0, για κάθε p ∈ U . ΄Ετσι, το δεύτερο
ολοκλήρωμα στο αριστερό μέλος μηδενίζεται. Συνεπώς, έχουμε

6

U

|grad (f1 − f2)|2dV =

6

U

〈grad (f1 − f2), grad (f1 − f2)〉dV = 0,

από το οποίο παίρνουμε ότι (grad (f1 − f2))(p) = 0, για κάθε p ∈ U . Αυτό
συνεπάγεται ότι υπάρχει σταθερά c ∈ R έτσι ώστε f1 − f2 = c στο U . Επειδή
f1 = f2 στο ∂U , αυτή η σταθερά είναι αναγκαστικά c = 0. ΄Ετσι, οι σχέσεις
f1 = f2 στο U (που μόλις αποδείξαμε) και f1 = f2 στο ∂U (από την υπόθεση)
μας δίνουν f1 = f2 στο U το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

(2) ΄Εστω f μία αρμονική συνάρτηση στο U τέτοια ώστε df(N) = 0. Υπεν-
θυμίζουμε από τον Ορισμό 1.9.3, ότι df(N) := 〈grad f,N〉. Εφαρμόζουμε το
Θεώρημα του Green, βλέπε ΄Ασκηση 4.2.1 (1), για h := f και παίρνουμε

6

U

〈grad f, grad f〉dV +

6

U

f∆fdV =

6

∂U

f〈grad f,N〉dA.

Επειδή η f είναι αρμονική στο U , έχουμε (∆f)(p) = 0, για κάθε p ∈ U . ΄Ετσι, το
δεύτερο ολοκλήρωμα στο αριστερό μέλος μηδενίζεται. Επίσης, επειδή df(N) :=
〈grad f,N〉 = 0 από την υπόθεση, το ολοκλήρωμα στο δεξί μέλος μηδενίζεται.
Συνεπώς, παίρνουμε

6

U

|grad f |2dV =

6

U

〈grad f, grad f〉dV = 0

το οποίο συνεπάγεται ότι (grad f)(p) = 0, για κάθε p ∈ U . Αυτό με την σειρά
του μας δίνει ότι υπάρχει σταθερά c ∈ R έτσι ώστε f = c στο U το οποίο και
αποδεικνύει το ζητούμενο.

(3) Αυτό προκύπτει άμεσα από το (2) επειδή οι τελεστές f $→ ∆(f) και f $→
df(N) είναι γραμμικοί.

(4) ΄Εστω ότι f είναι μία αρμονική συνάρτηση στο U . Εφαρμόζουμε το Θεώρημα
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του Green, βλέπε ΄Ασκηση 4.2.1 (2), για h := 1 και παίρνουμε
6

U

∆fdV =

6

∂U

〈grad f,N〉dA.

Υπενθυμίζουμε ότι df(N) := 〈grad f,N〉. Επειδή η f είναι αρμονική στο U ,
έχουμε (∆f)(p) = 0, για κάθε p ∈ U . ΄Ετσι, το ολοκλήρωματο αριστερό μέλος
μηδενίζεται το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

(5) ΄Εστω f μία αρμονική συνάρτηση στην κλειστή μπάλα Br := {p ∈ R3 :
|p− p0| ≤ R}. Επιλέγουμε 0 < ρ < R και ορίζουμε την περιοχή U := BR(p0) \
Bρ(p0). Υπενθυμίζουμε από την ΄Ασκηση 1.10.5, ότι η συνάρτηση

F (p) :=
1

r(p)
, r(p) := r(x1, x2, x3) := ((x1)2 + (x2)2 + (x3)2)1/2

είναι αρμονική στο R3\{0}. Εφαρμόζουμε το Θεώρημα του Green, βλέπε ΄Ασκηση
4.2.1 (2), για h := 1/r και παίρνουμε

6

∂U

(
f

U
grad

1

r
,N

V
− 1

r
〈grad f,N〉

)
dA =

6

U

(
f∆

(
1

r

)
− 1

r
∆f

)
dV.

Επειδή, οι συναρτήσεις f και h := 1/r είναι αρμονικές, παίρνουμε
6

∂U

(
f

U
grad

1

r
,N

V
− 1

r
〈grad f,N〉

)
dA = 0.

Επίσης, το σύνορο ∂U της περιοχής U δίνεται από ∂U = SR ∪ Sρ με θετικό
προσανατολισμό για την SR και αρνητικό προσανατολισμό για την Sρ. Επομένως,
βρίσκουμε

6

SR(p0)

(
f

U
grad

1

r
,N

V
− 1

r
〈grad f,N〉

)
dA =

6

Sρ(p0)

(
f

U
grad

1

r
,N

V
− 1

r
〈grad f,N〉

)
dA

το οποίο γράφεται ισοδύναμα και ως εξής
6

SR(p0)

f

U
grad

1

r
,N

V
dA−

6

Sρ(p0)

f

U
grad

1

r
,N

V
dA =
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1

R

6

SR(p0)

〈grad f,N〉 dA− 1

ρ

6

Sρ(p0)

〈grad f,N〉 dA.

Τα ολοκληρώματα στο δεξί μέλος μηδενίζονται λόγω του (δ): ολοκληρώνου-
με συναρτήσεις της μορφής df(N) σε σύνορο με την f να είναι αρμονική από
την υπόθεση. Τα ολοκληρώματα στο αριστερό μέλος εμπεριέχουν την ποσότη-
τα 〈grad (1/r), N〉 η οποία υπολογίζεται. Πράγματι, χρησιμοποιώντας το Λήμμα
1.9.4 και το γεγονός ότι N(p) = N(x1, x2, x3) = (x1/r)e1+(x2/r)e2+(x3/r)e3,
υπολογίζουμε

grad
1

r
=

3!

i=1

∂

∂xi

(
1

r

)
ei =

3!

i=1

−1

r2
∂r

∂xi
ei =

3!

i=1

−xi

r3
ei,

U
grad

1

r
,N

V
=

−1

r4

3!

i=1

(xi)2 =
−1

r4
r2 =

−1

r2
.

΄Ετσι, καταλήγουμε στην σχέση
6

SR(p0)

f
−1

r2
dA−

6

Sρ(p0)

f
−1

r2
dA = 0

η οποία συνεπάγεται ότι

1

4πR2

6

SR(p0)

fdA =
1

4πρ2

6

Sρ(p0)

fdA.

Η σχέση αυτή ισχύει για κάθε R > 0 και ρ > 0 με 0 < ρ < R. Τέλος,
επιτρέπουμε στο ρ να τείνει στο μηδέν και βρίσκουμε

1

4πR2

6

SR(p0)

fdA = lim
ρ→0

1

4πρ2

6

Sρ(p0)

fdA = f(p0),

το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

(6) ΄Εστω U ⊆ R3 ένα κλειστό και φραγμένο χωρίο και f μία μη-σταθερή και
αρμονική συνάρτηση σε αυτό. Επειδή το U ένα κλειστό, έχουμε ∂U ⊆ U . Θα
αποδείξουμε ότι η f λαμβάνει την μέγιστη τιμή της σε κάποιο σημείο του συνόρου
∂U . ΄Εστω ότι αυτό δεν ισχύει, δηλαδή η f λαμβάνει την μέγιστη τιμή της σε
κάποιο σημείο του εσωτερικού το οποίο δίνεται από U \ ∂U . Με άλλα λόγια,
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υποθέτουμε ότι υπάρχει p! ∈ U \ ∂U τέτοιο ώστε f(p!) > f(p), για κάθε
p ∈ U \ {p!}. Επειδή το p! είναι εσωτερικό σημείο, υπάρχει R > 0 τέτοιο
ώστε BR(p!) ⊂ U . Τότε, από το θεώρημα μέσης τιμής, βλέπε υποερώτημα (5),
παίρνουμε

f(p!) =
1

4πR2

6

SR(p0)

fdA <
1

4πR2

6

SR(p0)

f(p!)dA

= f(p!)
1

4πR2

6

SR(p0)

dA = f(p!)
1

4πR2
Area(SR(p0)) = f(p!),

το οποίο είναι άτοπο. ΄Ετσι, αποδείξαμε ότι μία μη-σταθερή και αρμονική συνάρ-
τηση σε ένα κλειστό και φραγμένο χωρίο δεν μπορεί να λαμβάνει την μέγιστη τιμή
της στο εσωτερικό. Το αποτέλεσμα για την ελάχιστη τιμή προκύπτει με παρόμοιο
τρόπο (ή πιο απλά, αντικαθιστώντας −f αντί της f), το οποίο και ολοκληρώνει
την απόδειξη.

4.3 Εφαρμογές στην Ρευστομηχανική

΄Ασκηση 4.3.1 (Αστρόβια ροή ρευστού σε κυλινδρικό σωλήνα). ΄Εστω ιδανι-
κό, ασυμπίεστο, ιξώδες ρευστό που ρέει σταθερά μέσα σε ένα άπειρο κυλινδρικό
σωλήνα CR ακτίνας R > 0 γύρω από τον άξονα x3 του R3 με ταχύτητα της
μορφής

v(x1, x2, x3) := f(r)(−x2, x1, 0),

όπου r =
H

(x1)2 + (x2)2 και r $→ f(r) είναι μία λεία συνάρτηση που εκφράζει
την περιστροφή του ρευστού γύρων από τον άξονα x3. Δίνεται ότι f(1) = 1.
Ζητούνται τα εξής:

(1) Εκφράστε την ταχύτητα ως μία 1-μορφή ω.

(2) Υπολογίστε την μορφή -ω. Δείξτε ότι, για κάθε συνάρτηση περιστροφής f =
f(r), η ροή του ρευστού να είναι ασυμπίεστη, δηλαδή div(v) = 0.

(3) Υπολογίστε το διαφορικό dω. Βρείτε τις περιστροφές f = f(r) ώστε η 1-
μορφή ω να είναι κλειστή. Τι σημαίνει αυτό για την ταχύτητα v του ρευστού;
Προκύπτει η ταχύτητα του ρευστού από κάποιο δυναμικό;
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(4) Υπολογίστε την κυκλοφορία του ρεστού γύρω από τον κύκλοK := {(x1, x2, x3) :
(x1)2 + (x2)2 = R2, x3 = α}. Πόση είναι η κυκλοφορία του ρεστού όταν ο
στροβιλισμός του v είναι μηδενικός; Είναι το αποτέλεσμα αυτό παράδοξο ή όχι;

Απόδειξη. (1) Κάθε διανυσματικό πεδίο v αντιστοιχεί σε μία 1-μορφή ω η οποία
δίνεται από την (1.8). Στην περίπτωση μας, έχουμε

v = f(r)(−x2e1 + x1e2) =⇒ ω = f(r)(−x2dx1 + x1dx2).

(2) Η ω είναι μία 1-μορφή στον R3. Επομένως, η -ω θα είναι μία 2-μορφή στον
R3. Υπολογίζουμε

ω = −x2f(r)dx1 + x1f(r)dx2,

-ω = −x2f(r) - dx1 + x1f(r) - dx2

= −x2f(r)dx2 ∧ dx3 − x1f(r)dx1 ∧ dx3,

d(-ω) = −d(x2f(r)dx2 ∧ dx3)− d(x1f(r)dx1 ∧ dx3)

= −d(x2f(r)) ∧ dx2 ∧ dx3 − d(x1f(r)) ∧ dx1 ∧ dx3

= −
(
∂(x2f(r))

∂x1
dx1 +

∂(x2f(r))

∂x2
dx2 +

∂(x2f(r))

∂x3
dx3

)
∧ dx2 ∧ dx3

−
(
∂(x1f(r))

∂x1
dx1 +

∂(x1f(r))

∂x2
dx2 +

∂(x1f(r))

∂x3
dx3

)
∧ dx1 ∧ dx3

= −∂(x2f(r))

∂x1
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 − ∂(x1f(r))

∂x2
dx2 ∧ dx1 ∧ dx3

= −∂(x2f(r))

∂x1
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 +

∂(x1f(r))

∂x2
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

=

(
−∂(x2f(r))

∂x1
+

∂(x1f(r))

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

=

(
−∂(x2f(r))

∂x1
+

∂(x1f(r))

∂x2

)
dV,

όπου dV είναι στο στοιχείο όγκου του R3. Από το Λήμμα 1.9.2, έχουμε d(-ω) =
(div v)dV . Ως εκ τούτου, παίρνουμε

div v = −∂(x2f(r))

∂x1
+

∂(x1f(r))

∂x2
= −x2

df(r)

dr

r

∂x1
+ x1

df(r)

dr

r

∂x2
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= −x2
df(r)

dr

x1

r
+ x1

df(r)

dr

x2

r
= 0.

(3) Υπολογίζουμε το διαφορικό της ω ως εξής

dω = d(−f(r)x2dx1 + f(r)x1dx2) = −d(f(r)x2dx1) + d(f(r)x1dx2)

= −d(f(r)x2) ∧ dx1 + d(f(r)x1) ∧ dx2

= −
(
∂(f(r)x2)

∂x1
dx1 +

∂(f(r)x2)

∂x2
dx2

)
∧ dx1

+

(
∂(f(r)x1)

∂x1
dx1 +

∂(f(r)x1)

∂x2
dx2

)
∧ dx2

= −∂(f(r)x2)

∂x2
dx2 ∧ dx1 +

∂(f(r)x1)

∂x1
dx1 ∧ dx2

=

(
∂(f(r)x2)

∂x2
+

∂(f(r)x1)

∂x1

)
dx1 ∧ dx2

=

(
∂f(r)

∂x2
x2 + f(r) +

∂f(r)

∂x1
x1 + f(r)

)
dx1 ∧ dx2

=

(
df(r)

dr

∂r

∂x2
x2 +

df(r)

dr

∂r

∂x1
x1 + 2f(r)

)
dx1 ∧ dx2

=

(
df(r)

dr

x2

r
x2 +

df(r)

dr

x1

r
x1 + 2f(r)

)
dx1 ∧ dx2

=

(
r
df(r)

dr
+ 2f(r)

)
dx1 ∧ dx2.

Η 1-μορφή ω είναι κλειστή εάν και μόνο εάν dω = 0 το οποίο είναι ισοδύναμο με

r
df(r)

dr
+ 2f(r) = 0.

Η λύση του προβλήματος αρχικών τιμών που ορίζεται από την πρώτης τάξης
διαφορική εξίσωση αυτή και την δοθείσα αρχική συνθήκη f(1) = 1 δίνεται από

f(r) =
1

r2
.

Προφανώς, αυτή ορίζεται μόνο για r > 0. Με βάση τον Ορισμό 1.9.7, αυτό
σημαίνει ότι το διανυσματικό πεδίο v έχει μηδενικό στροβιλισμός, δηλαδή curl v :=
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-(dω) = 0. Επίσης, με βάση την ΄Ασκηση 1.10.5 (είτε το (α), είτε το (β)), αυτό
σημαίνει ότι το διανυσματικό πεδίο v προκύπτει τοπικά από ένα δυναμικό, δηλαδή
υπάρχει ανοικτή περιοχή V ⊂ R3 με p ∈ V ⊆ CR και ένα δυναμικό F : V → R
έτσι ώστε v(p) = (grad(F ))p, για κάθε p ∈ V . ΄Εστω p = (x1, x2, x3). Με βάση
το Λήμμα 1.9.4, έχουμε

(grad f)(p) =
3!

i=1

∂f(p)

∂xi
(ei)p

και συνεπώς το δυναμικό αυτό δίνεται από

v(p) = (grad(F ))p ⇐⇒

Q
RRRRRRS

RRRRRRT

∂F (p)

∂x1
= −f(r)x2 = − x2

(x1)2 + (x2)2
,

∂F (p)

∂x2
= f(r)x1 =

x1

(x1)2 + (x2)2
,

∂F (p)

∂x3
= 0.

Η τρίτη εξίσωση μας δίνει F = F (x1, x2). Ολοκληρώνοντας την πρώτη ως προς
x1, παίρνουμε

F (p) = −
6

x2

(x1)2 + (x2)2
dx1 +G(x2) = − arctan

(
x1

x2

)
+G(x2),

όπου G = G(x2) είναι μία αυθαίρετη συνάρτηση του x2 και μόνο. Αντικαθιστώ-
ντας την έκφραση αυτή στην δεύτερη εξίσωση, βρίσκουμε

∂F (p)

∂x2
=

x1

(x1)2 + (x2)2
⇐⇒ d

dx2

(
− arctan

(
x1

x2

))
+

dG(x2)

dx2
=

x1

(x1)2 + (x2)2

⇐⇒ x1

(x1)2 + (x2)2
+

dG(x2)

dx2
=

x1

(x1)2 + (x2)2

⇐⇒ dG(x2)

dx2
= 0 ⇐⇒ G(x2) = c,

όπου c ∈ R είναι μία αυθαίρετη σταθερά. ΄Ετσι, καταλήγουμε στο δυναμικό

F (p) = − arctan

(
x1

x2

)
+ c,
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το οποίο πράγματι ορίζεται μόνο τοπικά, δηλαδή για p ∈ V := {(x1, x2, x3) ∈
R3 : x2 ∕= 0}.
(4) ΄Εστω dλ = (dx1, dx2, dx3) το στοιχείο μήκους. Η κυκλοφορία του ρεστού
γύρω από τον κύκλο K δίνεται από το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα

Γ =

6

K

〈v, dλ〉 =
6

K

3!

j=1

vjdxj =

6

K

ω.

Ο κύκλος K είναι το σύνορο του δίσκου D := {(x1, x2, x3) : (x1)2 + (x2)2 ≤
R2, x3 = α}, δηλαδή K = ∂D. ΄Ετσι, εφαρμόζοντας το Θεώρημα Stokes,
βρίσκουμε

6

K

ω =

6

∂D

ω =

6

D

dω.

Εισάγουμε τις πολικές συντεταγμένες x1 = x1(r,ϑ) = r cos(ϑ) και x2 = x2(r,ϑ) =
r sin(ϑ) για κάθε (r,ϑ) ∈ T := [0, R]× [0, 2π]. Με αυτόν τον τρόπο, ορίζεται μία
συνάρτηση h : T ⊆ R2 → D ⊆ R2 με h(r,ϑ) = (x1(r,ϑ), x2(r,ϑ)). Η 2-μορφή
ως προς τις πολικές συντεταγμένες δίνεται από

h!(dω) = h!

;(
r
df(r)

dr
+ 2f(r)

)
dx1 ∧ dx2

<

=

(
r
df(r)

dr
+ 2f(r)

)
dx1(r,ϑ) ∧ dx2(r,ϑ)

=

(
r
df(r)

dr
+ 2f(r)

)(
∂x1

∂r
dr +

∂x1

∂ϑ
dϑ

)
∧
(
∂x2

∂r
dr +

∂x2

∂ϑ
dϑ

)

=

(
r
df(r)

dr
+ 2f(r)

)(
∂x1

∂r

∂x2

∂ϑ
dr ∧ dϑ+

∂x1

∂ϑ

∂x2

∂r
dϑ ∧ dr

)

=

(
r
df(r)

dr
+ 2f(r)

)(
∂x1

∂r

∂x2

∂ϑ
− ∂x1

∂ϑ

∂x2

∂r

)
dr ∧ dϑ

=

(
r
df(r)

dr
+ 2f(r)

)&
r cos2(ϑ) + r sin2(ϑ)

'
dr ∧ dϑ

=

(
r
df(r)

dr
+ 2f(r)

)
rdr ∧ dϑ.
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Επομένως, έχουμε

6

D

dω =

6

T

h!(dω) =

6 2π

0

6 R

0

(
r
df(r)

dr
+ 2f(r)

)
rdrdϑ

= 2π

6 R

0

(
r
df(r)

dr
+ 2f(r)

)
rdr = 2π

6 R

0

(
r2
df(r)

dr
+ 2rf(r)

)
dr

= 2π

6 R

0

d

dr

&
r2f(r)

'
dr = 2πR2f(R).

Συνοψίζοντας, η ζητούμενη κυκλοφορία είναι

Γ =

6

K

〈v, dλ〉 = 2πR2f(R).

΄Οταν ο στροβιλισμός του v είναι μηδενικός, από το ερώτημα (3), έχουμε f(r) =
1/r2. Τότε, η κυκλοφορία του ρεστού είναι Γ = 2π και είναι μάλιστα ανεξάρτητη
του R. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι το διανυσματικό πεδίο της ταχύτητας
προκύπτει μόνο τοπικά από το δυναμικό F και όχι ολικά (δηλαδή σε όλο το σύνολο
CR) και αυτό λόγω του πεδίου ορισμού της πολικής γωνίας ϑ = arctan(x1/x2)
απο την οποία εκφράζεται το F . Η συνάρτηση (x1, x2) $→ arctan(x1/x2) δεν
μπορεί να οριστεί σε όλο το R2 ως συνεχής συνάρτηση καθώς έχει ασυνέχεια
στο x2 = 0. Εάν όμως το διανυσματικό πεδίο της ταχύτητας προέκυπτε (όχι μόνο
τοπικά αλλά) ολικά από το δυναμικό F , τότε η κυκλοφορία γύρω από αποιοδήποτε
κλειστό βρόχο (όπως ο κύκλοςK) θα ήταν μηδενική, διότι, στην περίπτωση αυτή,
ο κανόνας αλυσίδας μας δίνει

Γ =

6

K

〈v, dλ〉 =
6

K

〈grad F, dλ〉 =
6

K

3!

j=1

∂F

∂xj
dxj

=

6 2π

0

3!

j=1

∂F (γ(t))

∂xj
dxj(t)

dt
dt =

6 2π

0

d

dt
F (γ(t))dt

= F (γ(2π))− F (γ(0)) = 0,

όπου t $→ γ(t) = (x1(t), x2(t)) = (cos t, sin t) είναι μία αναπαραμέτρηση του
κύκλου K. Αυτό όμως δεν συμβαίνει εδώ. ΄Εχουμε μηδενικό στροβιλισμό (για
r > 0) αλλά μη-μηδενική και σταθερή κυκλοφορία. Συνεπώς, μπορούμε να πούμε
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ότι το διανυσματικό πεδίο της ταχύτητας έχει όλο τον μη-μηδενικό στροβιλισμό
του συγκεντρωμένο σε ένα και μόνο σημείο (στο r = 0) με συνολική ένταση
I = 2π. Αυτό είναι ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα ενός ιδανικού στροβίλου
στην ρευστομηχανική.

΄Ασκηση 4.3.2 (Οι εξισώσεις Euler). ΄Εστω ότι ένα ιδανικό ρευστό ρέει μέσα
σε ένα χωρίο του Rn. Συμβολίζουμε με v = v(t, x) το διανυσματικό πεδίο της
ταχύτητάς του και με P = P (t, x) την συνάρτηση πίεσής του. Ζητούνται τα εξής:

(1) Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις Euler για ένα ιδανικό ρευστό
(
∂

∂t
+ 〈·, grad ·〉

)
v = −grad P

μπορούν να εκφραστούν με διαφορικές μορφές ως εξής
(
∂

∂t
+ Lv

)
ω = −dQ,

όπου ω είναι η 1-μορφή που προκύπτει από τη ταχύτητα μέσω της (1.7), Lv

είναι η παράγωγος Lie, βλέπε ΄Ασκηση 4.1.2, και Q είναι η συνολική ενέργεια,
δηλαδή

Q := P − V, V :=
1

2
|v|2.

(2) Να αποδείξετε το θεώρημα Kelvin: σε ένα ιδανικό ρευστό με συντηριτικές
δυνάμεις σώματος, η κυκλοφορία γύρω από κάθε κλειστή διαδρομή που ρέει
μαζί με το ρευστό διατηρείται σταθερή στο χρόνο.

Απόδειξη. (1) ΄Εστω v ένα διανυσματικό πεδίο και ω η 1-μορφή που προκύπτει
από αυτή μέσω της (1.7). ΄Εστω ακόμα {ej : j = 1, 2, . . . , n} και {dxl : l =
1, 2, . . . , n} οι βάσεις των Rn

p και (Rn
p)

! αντίστοιχα για κάποιο p ∈ Rn. Τότε,

v =
n!

j=1

vjej, ω =
n!

l=1

ωldx
l, ωl := vl.
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Υπενθυμίζουμε από την ΄Ασκηση 4.1.2 (3) ότι

(Lvω)(X) =
n!

i,j=1

(
Xjωi

∂vi

∂xj
+X i∂ωi

∂xj
vj
)
,

για κάθε διανυσματικό πεδίο X, η οποία για ωl := vl γίνεται

(Lvω)(X) =
n!

i,j=1

(
Xjvi

∂vi

∂xj
+X i ∂v

i

∂xj
vj
)
.

Για τον πρώτο όρο, παρατηρήστε ότι

∂V

∂xj
=

∂

∂xj

(
1

2
|v|2

)
=

∂

∂xj

$
1

2

n!

i=1

(vi)2

%
=

n!

i=1

vi
∂vi

∂xj
,

n!

i,j=1

Xjvi
∂vi

∂xj
=

n!

j=1

Xj

$
n!

i=1

vi
∂vi

∂xj

%
=

n!

j=1

Xj ∂V

∂xj
= 〈X, grad V 〉 .

Για τον δεύτερο όρο, παρατηρήστε ότι, επειδή το v είναι διάνυσμα, το grad v είναι
πίνακας με συνιστώσες ∂vi/∂xj (αυτό αποτελεί γενίκευση του Λήμματος 1.9.4
από συναρτήσεις f σε διανύσματα v). ΄Ετσι, το 〈grad v, v〉 είναι το διάνυσμα
που προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό του πίνακα grad v με το διάνυσμα v και
〈X, 〈grad v, v〉〉 είναι το εσωτερικό γινόμενο του διανύσματος X με το διάνυσμα
〈grad v, v〉. Επομένως, έχουμε

〈grad v, v〉 =
n!

i=1

$
n!

j=1

vj
∂vi

∂xj

%
ei,

〈X, 〈grad v, v〉〉 =
n!

i=1

X i

$
n!

j=1

vj
∂vi

∂xj

%
=

n!

i,j=1

X ivj
∂vi

∂xj
.

Συνεπώς, παίρνουμε

(Lvω)(X) = 〈X, 〈grad v, v〉〉+ 〈X, grad V 〉
= 〈X, 〈grad v, v〉+ grad V 〉 .
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Επιπλέον, επειδή ωl := vl, έχουμε

∂v

∂t
=

n!

l=1

∂vl

∂t
el,

∂ω

∂t
=

n!

l=1

∂ωl

∂t
dxl =

n!

l=1

∂vl

∂t
dxl,

(
∂ω

∂t

)
(X) =

n!

l=1

∂vl

∂t
X l =

U
X,

∂v

∂t

V
.

Επομένως, εφαρμόζοντας την 1-μορφή

∂ω

∂t
+ Lvω + dQ

σε ένα τυχαίο διανυσματικό πεδίο X, χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις Euler και
τον ορισμό Q := P − V , βρίσκουμε

(
∂ω

∂t
+ Lvω + dQ

)
(X) =

(
∂ω

∂t

)
(X) + (Lvω)(X) + dQ(X)

=

U
X,

∂v

∂t

V
+ 〈X, 〈grad v, v〉+ grad V 〉+ 〈X, grad Q〉

=

U
X,

∂v

∂t
+ 〈grad v, v〉+ grad V + grad Q

V

= 〈X,−grad P + grad V + grad Q〉 = 0,

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο.

(2) ΄Εστω ότι το ρευστό κινείται με ταχύτητα v = v(t, x). Ας υποθέσουμε ότι
έχουμε μία κλειστή διαδρομή γt που ρέει μαζί με το ρευστό. Για κάθε σταθερό
t ∈ (−ε0, ε0), αυτή είναι μία κλειστή καμπύλη s $→ γt(s), με παράμετρο το s ∈
(α, β). ΄Οταν το t ∈ (−ε0, ε0) μεταβάλλεται, η εξέλιξή της δίνεται από το πρόβλημα
αρχικών τιμών

d

dt
γt(s) = v(t, γt(s)), γ0(s) = γ(s),

για κάθε s ∈ (α, β), βλέπε Σχήμα 4.1.
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Σχήμα 4.1: Η καμπύλη γt είναι μία κλειστή διαδρομή που ρέει μαζί με το ρευστό.
Για κάθε σταθερό t, η καμπύλη s $→ γt(s) έχει παράμετρο το s ∈ (α, β). ΄Οταν
το t μεταβάλλεται, από t = t1 προς t = t2, η γt εξέλισσεται προς την κατεύθυνση
του ρευστού, δηλαδή στην κατεύθυνση του v(t, x) για x = γt(s).

Η κυκλοφορία γύρω από την κλειστή διαδρομή γt δίνεται από

Γ(t) :=

6

γt

ω,

όπου ω είναι η 1-μορφή που αντιστοιχεί στο διανυσματικό πεδίο v μέσω της (1.7),
δηλαδή ω := 〈v, ·〉. Επομένως, θέλουμε να αποδείξουμε ότι dΓ(t)/dt = 0, για
κάθε t ∈ (−ε0, ε0). Η καμπύλη γt δημιουργεί την ροή Φt του διανυσματικού
πεδίου v (βλέπε ΄Ασκηση 4.1.2) που ορίζεται ως γt = Φt(γ0). Η απεικόνιση
Φt : Rn → Rn επάγει την pull-back απεικόνιση Φ!

t η οποία μετατρέπει την 1-
μορφή ω στην 1-μορφή Φ!

tω. Χρησιμοποιούμε αυτήν για να αλλάξουμε μεταβλητές
στο ολοκλήρωμα. ΄Εχουμε

Γ(t) :=

6

γt

ω =

6

Φt(γ0)

ω =

6

γ0

Φ!
tω.

Τώρα, η παράγωγος ως προς t είναι

dΓ(t)

dt
=

d

dt

6

γ0

Φ!
tω =

6

γ0

d

dt
(Φ!

tω) .
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΄Οπως στην ΄Ασκηση 4.1.2 (3), μπορεί κανείς να δείξει (επαληθεύστε τον υπολογι-
σμό αυτό!) ότι, όταν η 1-μορφή ω εξαρτάται από τον χρόνο (όπως στην περίπτωση
αυτή, αφού v = v(t, x)), τότε

d

dt
(Φ!

tω) =

(
d

dt
Φ!

t

)
ω + Φ!

t

(
∂ω

∂t

)

και, αφού από την ΄Ασκηση 4.1.2 (2) έχουμε
(
d

dt
Φ!

t

)
ω = Φ!

t (Lvω),

παίρνουμε

dΓ(t)

dt
=

6

γ0

d

dt
(Φ!

tω) =

6

γ0

(
Φ!

t (Lvω) + Φ!
t

(
∂ω

∂t

))

=

6

γ0

Φ!
t

(
Lvω +

∂ω

∂t

)
=

6

Φt(γ0)

(
Lvω +

∂ω

∂t

)

=

6

γt

(
Lvω +

∂ω

∂t

)
.

Από το πρώτο υποερώτημα, οι εξισώσεις Euler εκφρασμένες με διαφορικές μορφές
μας δίνουν

dΓ(t)

dt
=

6

γt

(
Lvω +

∂ω

∂t

)
= −

6

γt

dQ.

Τέλος, με βάση το Θεώρημα Stokes, βρίσκουμε

dΓ(t)

dt
= −

6

γt

dQ = −
6

∂γt

Q = −
A
Q(γt(β))−Q(γt(α))

B
= 0,

επειδή η καμπύλη γt είναι κλειστή και συνεπώς το τελικό της σημείο γt(β) είναι
ίδιο με το αρχικό γt(α). Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

΄Ασκηση 4.3.3 (Θεώρημα Αρχιμήδη). ΄Ενα ρευστό σταθερής πυκνότητας γ >
0 εμπεριέχεται στο χωρίο Q :=

"
(x1, x2, x3) ∈ R3 : x3 < 0

#
και η (προς τα πάνω)

πίεσή του δίνεται από το διανυσματικό πεδίο

F (x1, x2, x3) := γx3e3,
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για κάθε (x1, x2, x3) ∈ U . Υποθέτουμε ότι το ρευστό ασκεί ίση πίεση προς
όλες τις κατευθύνσεις. (α) Να υπολογιστεί η άνωση που δέχεται μία συμπαγής,
τρισδιάστατη πολλαπλότητα U με λείο σύνορο ∂U τοποθετημένη μέσα στο χωρίο
U . (β) Τι συμβαίνει εάν η πολλαπλότητα U δεν είναι πλήρως βυθισμένη μέσα στο
Q;

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι μία συμπαγής και τρισδιάστατη πολλαπλότητα U με
λείο σύνορο ∂U τοποθετείται μέσα στο χωρίο Q, δηλαδή έχουμε U ⊂ Q. ΄Εστω
ακόμα N το μοναδιαίο κάθετο διανσυματικό πεδίο στην δισδιάστατη επιφάνεια
∂U (με φορά προς τα έξω). (α) Η άνωση που δέχεται η πολλαπλότητα U λόγω
του ρευστού ισούται με την συνολική ποσότητα της πίεσης στο σύνορο ∂U στην
κατεύθυνση του N , δηλαδή

A :=

6

∂U

〈F,N〉dA.

Με βάση το Θεώρημα Gauss (που προκύπτει από το Θεώρημα Stokes, βλέπε
΄Ασκηση 3.4.3), έχουμε

A =

6

U

(div F )dV =

6

U

∂F 3

∂x3
dV = γ

6

U

dV = γVol(U).

Εδώ, χρησιμοποιήσαμε το Λήμμα 1.9.2 (α) για να υπολογίσουμε την απόκλιση του
διανυσματικού πεδίου F . (β) Εάν η πολλαπλότητα U δεν είναι πλήρως βυθισμένη
μέσα στο Q, τότε το μόνο μέρος της πολλαπλότητας που δέχεται πίεση από το
ρευστό είναι αυτό που βρίσκεται εντός του Q. ΄Ετσι, παίρνουμε ότι η άνωση στην
προκειμένη περίπτωση είναι

A = γVol(U ∩Q),

δηλαδή όσο μεγαλύτερο μέρος του σώματος είναι βυθισμένο, τόσο μεγαλύτερη
είναι η άνωση.

4.4 Εφαρμογές στον Ηλεκτρομαγνητισμό

΄Ασκηση 4.4.1 (Οι εξισώσεις Maxwell). Ο χωροχρόνος Minkowski ορίζεται
ως το σύνολο R4 με συντεταγμένες (t := x0, x1, x2, x3) εφοδιασμένο με την
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μετρική

〈X, Y 〉 :=
!

i,j=1

ηijX
iY j, η := (ηij) =

.

NN/

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

0

OO1 ,

για κάθε διανυσματικά πεδία X = X0e0 +X1e1 +X2e2 +X3e3 και Y = Y 0e0 +
Y 1e1+Y 2e2+Y 3e3. Η εισαγωγή νέου εσωτερικού γινομένου αλλάζει τον Ορισμό
1.8.1 του τελεστή Hodge ως εξής:

-(dxI) = sgn(σ)

$
W

α∈J
ηαα

%
dxJ ,

όπου συμβολίζουμε με ηij τα στοιχεία του αντίστροφου πίνακα η−1. Το ηλε-
κτρομαγνητικό πεδίο F είναι η 2-μορφή που δίνεται από

F := E ∧ dt+B,

όπου το ηλεκτρικό πεδίο και το μαγνητικό πεδίο δίνονται αντίστοιχα από

E := E1dx
1 + E2dx

2 + E3dx
3,

B := B12dx
1 ∧ dx2 +B13dx

1 ∧ dx3 +B23dx
2 ∧ dx3,

για κάποιες λείες συναρτήσεις Ei = Ei(t, x
1, x2, x3) και Bij = Bij(t, x

1, x2, x3).
Επίσης, η πυκνότητα ρεύματος J είναι η 1-μορφή που δίνεται από

J := ρdt+
3!

l=1

J̃ldx
l,

για κάποιες λείες συναρτήσεις ρ = ρ(t, x1, x2, x3) και J̃l := J̃l(t, x
1, x2, x3). Η

πρώτη συνιστώσα ρ = ρ(t, x1, x2, x3) αυτής ονομάζεται πυκνότητα φορτίου.
Ζητούνται τα εξής:

(1) Να αποδείξετε ότι η 1η εξισώση Maxwell

dF = 0

είναι ισοδύναμη τους ακόλουθους νόμους στην διαφορική τους μορφή:
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(α) Νόμος του Faraday:

curl E = −∂B

∂t
,

(β) Νόμος του Gauss για το μαγνητικό πεδίο:

div B = 0.

(2) Να αποδείξετε ότι η 2η εξισώση Maxwell

d(-F ) = -J

είναι ισοδύναμη με τους ακόλουθους νόμους στην διαφορική τους μορφή:

(α) Νόμος του Gauss για το ηλεκτρικό πεδίο:

−div E = ρ,

(β) Νόμος του Ampere:

curl B = J̃ +
∂E

∂t
.

(3) Να αποδείξετε ότι η 3η εξισώση Maxwell

d(-J) = 0

είναι ισοδύναμη με την εξίσωση συνέχειας φορτίου:

∂ρ

∂t
+ divJ̃ = 0.

(4) Να αποδείξετε ότι το θεώρημα του Stokes περιλαμβάνει όλους τους ακόλουθους
νόμους στην ολοκληρωτική τους μορφή:

(α) Νόμος του Gauss για το ηλεκτρικό πεδίο:

−
6

∂U

〈E,N〉dA =

6

U

ρdV,
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(β) Νόμος του Gauss για το μαγνητικό πεδίο:
6

∂U

〈B,N〉dA = 0,

(γ) Νόμος του Faraday:
6

∂S

〈E, T 〉dλ = − d

dt

6

S

〈B,N〉 dA,

(δ) Νόμος του Ampere:
6

∂S

〈B, T 〉dλ =

6

S

〈J̃, N〉dA+
d

dt

6

S

〈E,N〉 dA.

(ε) Εξίσωση συνέχειας φορτίου:

d

dt

6

U

ρdV = −
6

∂U

〈J̃, N〉dA.

Εδώ, U είναι ένα τρισδιάστατο και συμπαγές χωρίο του R4 με λείο σύνορο ∂U ,
S μία δισδιάστατη επιφάνεια του R4, N είναι το μοναδιαίο κάθετο διανσυματικό
πεδίο στις επιφάνειες ∂U και S, T είναι το μοναδιαίο εφαπτόμενο διανσυματικό
πεδίο στην καμπύλη ∂S, dλ στο στοιχείο εμβαδού, dA στο στοιχείο εμβαδού
και dV στο στοιχείο όγκου

Απόδειξη. (1) ΄Εστω ότι η 2-μορφή F στον R4 δίνεται όπως παραπάνω. Χρησι-
μοποιώντας τις ιδιότητες του διαφορικού μορφών, υπολογίζουμε

dE ∧ dt = d

$
3!

i=1

Eidx
i ∧ dt

%
=

3!

i=1

d
&
Eidx

i ∧ dt
'

=
3!

i=1

dEi ∧ dxi ∧ dt =
3!

i=1

$
3!

λ=0

∂Ei

∂xλ
dxλ

%
∧ dxi ∧ dt

=
3!

i=1

$
3!

λ=0
λ ∕=i,0

∂Ei

∂xλ
dxλ

%
∧ dxi ∧ dt.
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Για i = 1, έχουμε

$
3!

λ=0
λ ∕=1,0

∂E1

∂xλ
dxλ

%
∧ dx1 ∧ dt =

$
!

λ∈{2,3}

∂E1

∂xλ
dxλ

%
∧ dx1 ∧ dt

=

(
∂E1

∂x2
dx2 +

∂E1

∂x3
dx3

)
∧ dx1 ∧ dt

=
∂E1

∂x2
dx2 ∧ dx1 ∧ dt+

∂E1

∂x3
dx3 ∧ dx1 ∧ dt

= −∂E1

∂x2
dt ∧ dx1 ∧ dx2 − ∂E1

∂x3
dt ∧ dx1 ∧ dx3.

Για i = 2, έχουμε

$
3!

λ=0
λ ∕=2,0

∂E2

∂xλ
dxλ

%
∧ dx2 ∧ dt =

$
!

λ∈{1,3}

∂E2

∂xλ
dxλ

%
∧ dx2 ∧ dt

=

(
∂E2

∂x1
dx1 +

∂E2

∂x3
dx3

)
∧ dx2 ∧ dt

=
∂E2

∂x1
dx1 ∧ dx2 ∧ dt+

∂E2

∂x3
dx3 ∧ dx2 ∧ dt

=
∂E2

∂x1
dt ∧ dx1 ∧ dx2 − ∂E2

∂x3
dt ∧ dx2 ∧ dx3.

Για i = 3, έχουμε

$
3!

λ=0
λ ∕=3,0

∂E3

∂xλ
dxλ

%
∧ dx3 ∧ dt =

$
!

λ∈{1,2}

∂E3

∂xλ
dxλ

%
∧ dx3 ∧ dt

=

(
∂E3

∂x1
dx1 +

∂E3

∂x2
dx2

)
∧ dx3 ∧ dt

=
∂E3

∂x1
dx1 ∧ dx3 ∧ dt+

∂E3

∂x2
dx2 ∧ dx3 ∧ dt

=
∂E3

∂x1
dt ∧ dx1 ∧ dx3 +

∂E3

∂x2
dt ∧ dx2 ∧ dx3.
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΄Ετσι, ο πρώτος όρος είναι

3!

i=1

$
3!

λ=0
λ ∕=i,0

∂Ei

∂xλ
dxλ

%
∧ dxi ∧ dt =

(
∂E2

∂x1
− ∂E1

∂x2

)
dt ∧ dx1 ∧ dx2

+

(
∂E3

∂x1
− ∂E1

∂x3

)
dt ∧ dx1 ∧ dx3 +

(
∂E3

∂x2
− ∂E2

∂x3

)
dt ∧ dx2 ∧ dx3.

Παρομοίως, ο δεύτερος όρος είναι (επαληθεύστε τον υπολογισμό αυτό!)

dB =

(
∂B12

∂x3
− ∂B13

∂x2
+

∂B23

∂x1

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

+
∂B12

∂t
dt ∧ dx1 ∧ dx2 +

∂B13

∂t
dt ∧ dx1 ∧ dx3

+
∂B23

∂t
dt ∧ dx2 ∧ dx3. (4.1)

Τοποθετώντας αυτά τα δύο μαζί στον τύπο dF = dE ∧ dt+ dB, βρίσκουμε

dF =

(
∂E2

∂x1
− ∂E1

∂x2
+

∂B12

∂t

)
dt ∧ dx1 ∧ dx2

+

(
∂E3

∂x1
− ∂E1

∂x3
+

∂B13

∂t

)
dt ∧ dx1 ∧ dx3

+

(
∂E3

∂x2
− ∂E2

∂x3
+

∂B23

∂t

)
dt ∧ dx2 ∧ dx3

+

(
∂B12

∂x3
− ∂B13

∂x2
+

∂B23

∂x1

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Αυτή είναι μία 3-μορφή στον R4. Ο τελεστής Hodge την μετατρέπει σε μία 1-
μορφή -dF στον R4. Επειδή η απεικόνιση ω $→ -ω είναι γραμμική, έχουμε

-dF =

(
∂E2

∂x1
− ∂E1

∂x2
+

∂B12

∂t

)
- (dt ∧ dx1 ∧ dx2)

+

(
∂E3

∂x1
− ∂E1

∂x3
+

∂B13

∂t

)
- (dt ∧ dx1 ∧ dx3)

+

(
∂E3

∂x2
− ∂E2

∂x3
+

∂B23

∂t

)
- (dt ∧ dx2 ∧ dx3)

147



+

(
∂B12

∂x3
− ∂B13

∂x2
+

∂B23

∂x1

)
- (dx1 ∧ dx2 ∧ dx3).

Ας υπολογίσουμε το -(dt ∧ dx1 ∧ dx2). Εδώ, έχουμε I = {0, 1, 2} και το συ-
μπλήρωμα του είναι J = {3}. Συνεπώς, έχουμε την μετάθεση

σ =

(
0 1 2 3
0 1 2 3

)

η οποία είναι προφανώς άρτια. ΄Ετσι, sgn(σ) = +1. Σύμφωνα με τον ορισμό που
δόθηκε στην εκφώνηση, έχουμε

-(dt ∧ dx1 ∧ dx2) = sgn(σ)η33dx3 = (+1)(+1)dx3 = dx3.

Για το -(dt ∧ dx1 ∧ dx3), έχουμε I = {0, 1, 3} και το συμπλήρωμα του είναι
J = {2}. Συνεπώς, έχουμε την μετάθεση

σ =

(
0 1 2 3
0 1 3 2

)

η οποία είναι προφανώς περιττή. ΄Ετσι, sgn(σ) = −1. Σύμφωνα με τον ορισμό
που δόθηκε στην εκφώνηση, έχουμε

-(dt ∧ dx1 ∧ dx3) = sgn(σ)η22dx2 = (−1)(+1)dx2 = −dx2.

Για το -(dt ∧ dx2 ∧ dx3), έχουμε I = {0, 2, 3} και το συμπλήρωμα του είναι
J = {1}. Συνεπώς, έχουμε την μετάθεση

σ =

(
0 1 2 3
0 2 3 1

)

η οποία είναι προφανώς άρτια. ΄Ετσι, sgn(σ) = +1. Σύμφωνα με τον ορισμό που
δόθηκε στην εκφώνηση, έχουμε

-(dt ∧ dx2 ∧ dx3) = sgn(σ)η11dx1 = (+1)(+1)dx1 = dx1.

Αυτά είναι τα ίδια αποτελέσματα με αυτά που θα έπαιρνε κανείς εάν δεν άλλαζε
το εσωτερικό γινόμενο και είχαμε το Ευκλείδιο. Η μόνη διαφορά είναι στον όρο
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-(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3). Εδώ, έχουμε I = {1, 2, 3} και το συμπλήρωμα του είναι
J = {0}. Συνεπώς, έχουμε την μετάθεση

σ =

(
0 1 2 3
1 2 3 0

)

η οποία είναι προφανώς περιττή. ΄Ετσι, sgn(σ) = −1. Σύμφωνα με τον ορισμό
που δόθηκε στην εκφώνηση, έχουμε

-(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) = sgn(σ)η00dx0 = (−1)(−1)dx0 = dt.

Αντικαθιστώντας αυτά στον προηγούμενο υπολογισμό, παίρνουμε

-dF =

(
∂E2

∂x1
− ∂E1

∂x2
+

∂B12

∂t

)
dx3 −

(
∂E3

∂x1
− ∂E1

∂x3
+

∂B13

∂t

)
dx2

+

(
∂E3

∂x2
− ∂E2

∂x3
+

∂B23

∂t

)
dx1 +

(
∂B12

∂x3
− ∂B13

∂x2
+

∂B23

∂x1

)
dt.

Αυτή είναι μία 1-μορφή στον R4. Την ταυτίζουμε με ένα διανυσματικό πεδίο, έστω
X, μέσω της (1.7). Συγκεκριμένα, αυτό δίνεται από

X =

(
∂E2

∂x1
− ∂E1

∂x2
+

∂B12

∂t

)
e3 −

(
∂E3

∂x1
− ∂E1

∂x3
+

∂B13

∂t

)
e2

+

(
∂E3

∂x2
− ∂E2

∂x3
+

∂B23

∂t

)
e1 +

(
∂B12

∂x3
− ∂B13

∂x2
+

∂B23

∂x1

)
e0

και χωρίζουμε τους όρους του ως εξής

X =

(
∂E2

∂x1
− ∂E1

∂x2

)
e3 −

(
∂E3

∂x1
− ∂E1

∂x3

)
e2 +

(
∂E3

∂x2
− ∂E2

∂x3

)
e1

* +, -
πρώτος όρος

+

(
∂B12

∂x3
− ∂B13

∂x2
+

∂B23

∂x1

)

* +, -
δεύτερος όρος

e0 +

(
∂B12

∂t
e3 −

∂B13

∂t
e2 +

∂B23

∂t
e1

)

* +, -
τρίτος όρος

.

Απομένει να ερμηνεύσουμε τους τρείς αυτούς όρους. Ο πρώτος είναι ο στροβιλι-
σμός του ηλεκτρικού πεδίου. Πράγματι, μετατρέπουμε την 1-μορφή E := E1dx

1+
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E2dx
2+E3dx

3 μέσω της (1.7) στο διανυσματικό πεδίο E := E1e1+E2e2+E3e3.
Με βάση το Λήμμα 1.9.8 (a), έχουμε

curl E =

(
∂E3

∂x2
− ∂E2

∂x3

)
e1 +

(
∂E1

∂x3
− ∂E3

∂x1

)
e2 +

(
∂E2

∂x1
− ∂E1

∂x2

)
e3

το οποίο και ταυτίζεται με τον πρώτο όρο. Ο δεύτερος είναι η απόκλιση του
μαγνητικού πεδίου. Πράγματι, το μαγνητικό πεδίο είναι η 2-μορφή

B = B12dx
1 ∧ dx2 +B13dx

1 ∧ dx3 +B23dx
2 ∧ dx3.

Για να υπολογίσουμε την απόκλιση του B, πρέπει πρώτα να το μετατρέψουμε
σε διανυσματικό πεδίο. Αυτό επιτυγχάνεται με το να εφαρμόσουμε τον τελεστή
Hodge ο οποίος μετατρέπει την 2-μορφή B του R3 στην 1-μορφή -B του R3 ως
εξής

-B = B12 - (dx
1 ∧ dx2) +B13 - (dx

1 ∧ dx3) +B23 - (dx
2 ∧ dx3)

= B12dx
3 − B13dx

2 +B23dx
1.

Εδώ, χρησιμοποιήσαμε το Παράδειγμα 1.8.4 στην δεύτερη γραμμή όπου υπολογί-
σαμε αναλυτικά ότι -(dx1∧dx2) = dx3, -(dx1∧dx3) = −dx2 και -(dx2∧dx3) =
dx1. Τώρα, ταυτίζουμε την 1-μορφή -B με ένα διανυσματικό πεδίο, έστω β, μέσω
της (1.7) και παίρνουμε

β = B12e3 − B13e2 +B23e1.

΄Ετσι, η απόκλιση του B ορίζεται ως η απόκλιση του διανυσματικού πεδίου β και
το Λήμμα 1.9.2 (α) μας δίνει ότι

div B := div β :=
∂B12

∂x3
− ∂B13

∂x2
+

∂B23

∂x1
. (4.2)

Παρομοίως, ο τρίτος όρος είναι

∂B

∂t
:=

∂β

∂t
:=

∂B12

∂t
e3 −

∂B13

∂t
e2 +

∂B23

∂t
e1.

Συνοψίζοντας έχουμε

X =
3!

j=1

(
curl E +

∂B

∂t

)j

ej + (div B)e0
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το οποίο μας δίνει το ζητούμενο, δηλαδή

dF = 0 ⇐⇒ -dF = 0 ⇐⇒ X = 0 ⇐⇒

Q
S

T
curl E = −∂B

∂t
,

div B = 0.

(2) Το F είναι μία 2-μορφή στον R4 και ο τελεστής Hodge το μετατρέπει στην
2-μορφή -F στον R4. Αυτή δίνεται από

-F = -(E ∧ dt) + -B

= -((E1dx
1 + E2dx

2 + E3dx
3) ∧ dt)

+B12 - (dx
1 ∧ dx2) +B13 - (dx

1 ∧ dx3) +B23 - (dx
2 ∧ dx3)

= -(E1dx
1 ∧ dt+ E2dx

2 ∧ dt+ E3dx
3 ∧ dt)

+B12 - (dx
1 ∧ dx2) +B13 - (dx

1 ∧ dx3) +B23 - (dx
2 ∧ dx3)

= E1 - (dx
1 ∧ dt) + E2 - (dx

2 ∧ dt) + E3 - (dx
3 ∧ dt)

+B12 - (dx
1 ∧ dx2) +B13 - (dx

1 ∧ dx3) +B23 - (dx
2 ∧ dx3).

Υπενθυμίζουμε ότι x0 = t. Για το -(dx1 ∧ dt), έχουμε I = {0, 1} και το
συμπλήρωμα του είναι J = {2, 3}. Συνεπώς, έχουμε την μετάθεση

σ =

(
0 1 2 3
1 0 2 3

)

η οποία είναι προφανώς περιττή. ΄Ετσι, sgn(σ) = −1. Σύμφωνα με τον ορισμό
που δόθηκε στην εκφώνηση, έχουμε

-(dx1 ∧ dt) = sgn(σ)η22η33dx2 ∧ dx3 = (−1)(+1)(+1)dx2 ∧ dx3 = −dx2 ∧ dx3.

Με αυτόν τον τρόπο υπολογίζουμε και τα υπόλοιπα. Εν τέλη, έχουμε

-F = −E1dx
2 ∧ dx3 + E2dx

1 ∧ dx3 − E3dx
1 ∧ dx2 (4.3)

− B12dt ∧ dx3 +B13dt ∧ dx2 − B23dt ∧ dx1. (4.4)

Στην συνέχεια, το διαφορικό θα μετατρέψει την 2-μορφή -F στην 3-μορφή d(-F ).
Συγκεκριμένα, έχουμε

d(-F ) = −d(E1dx
2 ∧ dx3) + d(E2dx

1 ∧ dx3)− d(E3dx
1 ∧ dx2)
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− d(B12dt ∧ dx3) + d(B13dt ∧ dx2)− d(B23dt ∧ dx1)

= −dE1 ∧ dx2 ∧ dx3 + dE2 ∧ dx1 ∧ dx3 − dE3 ∧ dx1 ∧ dx2

− dB12 ∧ dt ∧ dx3 + dB13 ∧ dt ∧ dx2 − dB23 ∧ dt ∧ dx1

= −
$

3!

λ=0

∂E1

∂xλ
dxλ

%
∧ dx2 ∧ dx3 +

$
3!

λ=0

∂E2

∂xλ
dxλ

%
∧ dx1 ∧ dx3

−
$

3!

λ=0

∂E3

∂xλ
dxλ

%
∧ dx1 ∧ dx2 −

$
3!

λ=0

∂B12

∂xλ
dxλ

%
∧ dt ∧ dx3

+

$
3!

λ=0

∂B13

∂xλ
dxλ

%
∧ dt ∧ dx2 −

$
3!

λ=0

∂B23

∂xλ
dxλ

%
∧ dt ∧ dx1

= −∂E1

∂t
dt ∧ dx2 ∧ dx3 − ∂E1

∂x1
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

+
∂E2

∂t
dt ∧ dx1 ∧ dx3 +

∂E2

∂x2
dx2 ∧ dx1 ∧ dx3

− ∂E3

∂t
dt ∧ dx1 ∧ dx2 − ∂E3

∂x3
dx3 ∧ dx1 ∧ dx2

− ∂B12

∂x1
dx1 ∧ dt ∧ dx3 − ∂B12

∂x2
dx2 ∧ dt ∧ dx3

+
∂B13

∂x1
dx1 ∧ dt ∧ dx2 +

∂B13

∂x3
dx3 ∧ dt ∧ dx2

− ∂B23

∂x2
dx2 ∧ dt ∧ dx1 − ∂B23

∂x3
dx3 ∧ dt ∧ dx1

= −∂E1

∂t
dt ∧ dx2 ∧ dx3 − ∂E1

∂x1
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

+
∂E2

∂t
dt ∧ dx1 ∧ dx3 − ∂E2

∂x2
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

− ∂E3

∂t
dt ∧ dx1 ∧ dx2 − ∂E3

∂x3
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

+
∂B12

∂x1
dt ∧ dx1 ∧ dx3 +

∂B12

∂x2
dt ∧ dx2 ∧ dx3

− ∂B13

∂x1
dt ∧ dx1 ∧ dx2 +

∂B13

∂x3
dt ∧ dx2 ∧ dx3

− ∂B23

∂x2
dt ∧ dx1 ∧ dx2 − ∂B23

∂x3
dt ∧ dx1 ∧ dx3.
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Ομαδοποιώντας τους όρους, καταλήγουμε στην σχέση

d(-F ) =

(
−∂B23

∂x2
− ∂B13

∂x1
− ∂E3

∂t

)
dt ∧ dx1 ∧ dx2

+

(
∂B13

∂x3
+

∂B12

∂x2
− ∂E1

∂t

)
dt ∧ dx2 ∧ dx3

+

(
−∂B23

∂x3
+

∂E2

∂t
+

∂B12

∂x1

)
dt ∧ dx1 ∧ dx3

+

(
−∂E2

∂x2
− ∂E1

∂x1
− ∂E3

∂x3

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3. (4.5)

Αυτή είναι μία 3-μορφή στον R4. Η τελεστής Hodge την μετατρέπει σε μία 1-
μορφή -d(-F ) στον R4. Αυτή δίνεται από

-d(-F ) =

(
−∂B23

∂x2
− ∂B13

∂x1
− ∂E3

∂t

)
- (dt ∧ dx1 ∧ dx2)

+

(
∂B13

∂x3
+

∂B12

∂x2
− ∂E1

∂t

)
- (dt ∧ dx2 ∧ dx3)

+

(
−∂B23

∂x3
+

∂E2

∂t
+

∂B12

∂x1

)
- (dt ∧ dx1 ∧ dx3)

+

(
−∂E2

∂x2
− ∂E1

∂x1
− ∂E3

∂x3

)
- (dx1 ∧ dx2 ∧ dx3).

Υπενθυμίζουμε ότι στο υποερώτημα (α) υπολογίσαμε -(dt ∧ dx1 ∧ dx2) = dx3,
-(dt∧dx2∧dx3) = dx1, -(dt∧dx1∧dx3) = −dx2, και -(dx1∧dx2∧dx3) = dt.
΄Ετσι, παίρνουμε

-d(-F ) =

(
−∂B23

∂x2
− ∂B13

∂x1
− ∂E3

∂t

)
dx3 +

(
∂B13

∂x3
+

∂B12

∂x2
− ∂E1

∂t

)
dx1

−
(
−∂B23

∂x3
+

∂E2

∂t
+

∂B12

∂x1

)
dx2 +

(
−∂E2

∂x2
− ∂E1

∂x1
− ∂E3

∂x3

)
dt.

Αυτή είναι μία 1-μορφή στον R4. Την ταυτίζουμε με ένα διανυσματικό πεδίο, έστω
Y , μέσω της (1.7). Συγκεκριμένα, αυτό δίνεται από

Y =

(
−∂B23

∂x2
− ∂B13

∂x1
− ∂E3

∂t

)
e3 +

(
∂B13

∂x3
+

∂B12

∂x2
− ∂E1

∂t

)
e1
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−
(
−∂B23

∂x3
+

∂E2

∂t
+

∂B12

∂x1

)
e2 +

(
−∂E2

∂x2
− ∂E1

∂x1
− ∂E3

∂x3

)
e0.

και χωρίζουμε τους όρους του ως εξής

Y =

(
−∂B23

∂x2
− ∂B13

∂x1

)
e3 +

(
∂B13

∂x3
+

∂B12

∂x2

)
e1 −

(
−∂B23

∂x3
+

∂B12

∂x1

)
e2

* +, -
πρώτος όρος

−
(
∂E2

∂x2
+

∂E1

∂x1
+

∂E3

∂x3

)

* +, -
δεύτερος όρος

e0 −
(
∂E3

∂t
e3 +

∂E1

∂t
e1 +

∂E2

∂t
e2

)

* +, -
τρίτος όρος

.

Απομένει να ερμηνεύσουμε τους τρείς αυτούς όρους. Ο πρώτος είναι ο στροβιλι-
σμός του μαγνητικού πεδίου. Πράγματι, το μαγνητικό πεδίο είναι η 2-μορφή

B = B12dx
1 ∧ dx2 +B13dx

1 ∧ dx3 +B23dx
2 ∧ dx3.

Για να υπολογίσουμε τον στροβιλισμό του B, πρέπει πρώτα να το μετατρέψουμε
σε διανυσματικό πεδίο. Αυτό επιτυγχάνεται με το να εφαρμόσουμε τον τελεστή
Hodge ο οποίος μετατρέπει την 2-μορφή B του R3 στην 1-μορφή -B του R3 ως
εξής

-B = B12 - (dx
1 ∧ dx2) +B13 - (dx

1 ∧ dx3) +B23 - (dx
2 ∧ dx3)

= B12dx
3 − B13dx

2 +B23dx
1.

Εδώ, χρησιμοποιήσαμε το Παράδειγμα 1.8.4 στην δεύτερη γραμμή όπου υπολογί-
σαμε αναλυτικά ότι -(dx1∧dx2) = dx3, -(dx1∧dx3) = −dx2 και -(dx2∧dx3) =
dx1. Τώρα, ταυτίζουμε την 1-μορφή -B με ένα διανυσματικό πεδίο, έστω β, μέσω
της (1.7) και παίρνουμε

β = B12e3 − B13e2 +B23e1.

΄Ετσι, ο στροβιλισμός του B ορίζεται ως ο στροβιλισμός του διανυσματικού πεδίου
β και το Λήμμα 1.9.8 (α) μας δίνει ότι

curl B = curl β =

(
∂B12

∂x2
− ∂(−B13)

∂x3

)
e1
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+

(
∂B23

∂x3
− ∂B12

∂x1

)
e2 +

(
∂(−B13)

∂x1
− ∂B23

∂x2

)
e3

το οποίο ταυτίζεται με τον πρώτο όρο. Ο δεύτερος είναι η απόκλιση του ηλεκτρι-
κού πεδίου. Πράγματι, μετατρέπουμε την 1-μορφή E := E1dx

1+E2dx
2+E3dx

3

μέσω της (1.7) στο διανυσματικό πεδίο E := E1e1 + E2e2 + E3e3. Με βάση το
Λήμμα 1.9.2 (a), έχουμε

div E :=
∂E1

∂x1
+

∂E2

∂x2
+

∂E3

∂x3
. (4.6)

Παρομοίως, ο τρίτος όρος είναι

∂B

∂t
:=

∂β

∂t
:=

∂B12

∂t
e3 −

∂B13

∂t
e2 +

∂B23

∂t
e1.

Συνοψίζοντας έχουμε

Y =
3!

j=1

(
curl B − ∂E

∂t

)j

ej − (div E)e0.

Επίσης, είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι2

- - J = J.

Πράγματι, υπολογίζουμε

J = ρdt+ J̃1dx
1 + J̃2dx

2 + J̃3dx
3,

-J = ρ - dt+ J̃1 - dx
1 + J̃2 - dx

2 + J̃3 - dx
3

= −ρdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + J̃1dt ∧ dx2 ∧ dx3

− J̃2dt ∧ dx1 ∧ dx3 + J̃3dt ∧ dx1 ∧ dx2,

- - J = −ρ - (dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) + J̃1 - (dt ∧ dx2 ∧ dx3)

− J̃2 - (dt ∧ dx1 ∧ dx3) + J̃3 - (dt ∧ dx1 ∧ dx2)
2Σημειώνουμε ότι, εάν ω είναι μία k-μορφή στον Rn, το Λήμμα 1.8.5 μας δίνει $$ω = (−1)k(n−k)ω.

Ωστόσο, αυτό ισχύει μόνο με το Ευκλείδιο εσωτερικό γινόμενο. Ανατρέξτε στην απόδειξη του Λήμμ-
ματος 1.8.5 και επαληθεύστε τον ισχυρισμό αυτό. Εάν αλλάξουμε το εσωτερικό γινόμενο όπως εδώ,
τότε μπορεί κανείς να αποδείξει ότι $$ω = (−1)k(n−k)+1ω. Επομένως, το αποτέλεσμα αυτό δεν έρχεται
σε αντίθεση με το Λήμμα 1.8.5, απλά αποτελεί παραλλαγή του για διαφορετικό εσωτερικό γινόμενο.
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= −ρ(−dt) + J̃1dx
1 − J̃2(−dx2) + J̃3dx

3 = J.

Συμβολίζουμε με το ίδιο σύμβολο J := J0e0+J1e1+J2e2+J3e3 το διανυσματικό
πεδίο που προκύπτει από την 1-μορφή J := J0dx

0 + J1dx
1 + J2dx

2 + J3dx
3

μέσω της (1.7). Τέλος, τοποθετώντας αυτά τα αποτελέσματα μαζι παίρνουμε το
ζητούμενο, δηλαδή

d(-F ) = -J ⇐⇒ -d(-F ) = - - J ⇐⇒ Y = J ⇐⇒

Q
S

T
curl B − ∂E

∂t
= J̃,

−div E = ρ.

το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.

(3) Το ζητούμενο προκύπτει με έναν απλό υπολογισμό όπως τους παραπάνω.
Πράγματι, στο ερώτημα (2) υπολογίσαμε ότι

-J = −ρdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + J̃1dt ∧ dx2 ∧ dx3

− J̃2dt ∧ dx1 ∧ dx3 + J̃3dt ∧ dx1 ∧ dx2. (4.7)

Συνεχίζοντας από εδώ, έχουμε

d(-J) = −dρ ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + dJ̃1 ∧ dt ∧ dx2 ∧ dx3

− dJ̃2 ∧ dt ∧ dx1 ∧ dx3 + dJ̃3 ∧ dt ∧ dx1 ∧ dx2

= −
$

3!

µ=0

∂ρ

∂xµ
dxµ

%
∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 +

$
3!

µ=0

∂J̃1
∂xµ

dxµ

%
∧ dt ∧ dx2 ∧ dx3

−
$

3!

µ=0

∂J̃2
∂xµ

dxµ

%
∧ dt ∧ dx1 ∧ dx3 +

$
3!

µ=0

∂J̃3
∂xµ

dxµ

%
∧ dt ∧ dx1 ∧ dx2

= −∂ρ

∂t
dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 +

∂J̃1
∂x1

dx1 ∧ dt ∧ dx2 ∧ dx3

− ∂J̃2
∂x2

dx2 ∧ dt ∧ dx1 ∧ dx3 +
∂J̃3
∂x3

dx3 ∧ dt ∧ dx1 ∧ dx2

= −∂ρ

∂t
dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 − ∂J̃1

∂x1
dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

− ∂J̃2
∂x2

dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 − ∂J̃3
∂x3

dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3
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= −
$
∂ρ

∂t
+

∂J̃1
∂x1

+
∂J̃2
∂x2

+
∂J̃3
∂x3

%
dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

΄Οπως και παραπάνω, μετατρέπουμε την 1-μορφή J̃ := J̃1dx
1 + J̃2dx

2 + J̃3dx
3

μέσω της (1.7) στο διανυσματικό πεδίο J̃ := J̃1e1 + J̃2e2 + J̃3e3. Με βάση το
Λήμμα 1.9.2 (a), έχουμε

div J̃ :=
∂J̃1
∂x1

+
∂J̃2
∂x2

+
∂J̃3
∂x3

και συνπεπώς καταλήγουμε στην έκφραση

d(-J) =

(
∂ρ

∂t
+ div J̃

)
dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

το οποίο και αποδεικνύει το ζητούμενο.

(4) Κάθε υποερώτημα, προκύπτει άμεσα από τα υποερωτήματα (1), (2) και (3) ε-
φαρμόζοντας την ΄Ασκηση 3.4.3, η οποία προκύπτει από το Θεώρημα Stokes.Συγκεκριμένα,
έχουμε

6

∂U

〈E,N〉dA =

6

U

(div E)dV = −
6

U

ρdV,
6

∂U

〈B,N〉dA =

6

U

(div B)dV = 0,

6

∂S

〈E, T 〉dλ =

6

S

〈curl E,N〉dA = −
6

S

U
∂B

∂t
, N

V
dA =

− d

dt

6

S

〈B,N〉 dA,
6

∂S

〈B, T 〉dλ =

6

S

〈curl B,N〉dA =

6

S

U
J̃ +

∂E

∂t
, N

V
dA

=

6

S

X
J̃, N

Y
dA+

d

dt

6

S

〈E,N〉 dA,
6

∂U

〈J̃, N〉dA =

6

U

(div J̃)dV = −
6

U

∂ρ

∂t
dV = − d

dt

6

U

ρdV,

τα οποία και ολοκληρώνουν την απόδειξη.
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