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“There are three kinds of lies: lies, damned lies and Statistics.”
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Πρόλογος

Στο πεδίο της στατιστικής ενδιαφερόμαστε συνήθως να μελετήσουμε κάποιο
φαινόμενο. Για τον λόγο αυτό, συλλέγουμε ένα δείγμα παρατηρήσεων που θεω-
ρούμε ότι είναι πραγματοποιήσεις από κάποια κατανομή πιθανότητας με μία ή
περισσότερες παραμέτρους. Στη συχνοτιστική στατιστική αντιμετωπίζουμε αυτές
τις παραμέτρους ως κάποιες άγνωστες σταθερές. Στόχος μας είναι να βγάλουμε
συμπεράσματα γι’αυτές και να χρησιμοποιήσουμε αυτά τα συμπεράσματα για
να απαντήσουμε όποιες ερωτήσεις μπορεί να έχουμε για το υπό μελέτη φαινό-
μενο. Όπως καταλαβαίνουμε, η μελέτη της στατιστικής απαιτεί μία ικανοποιητική
γνώση κατανομών πιθανότητας και των ιδιοτήτων τους. Στο πρώτο κεφάλαιο του
παρόντος συγγράμματος συνοψίζουμε κάποια χρήσιμα στοιχεία θεωρίας κατανο-
μών και στο κεφάλαιο 2 εισάγουμε μία σημαντική οικογένεια κατανομών πιθα-
νότητας με πολλές χρήσιμες εφαρμογές στη στατιστική.

Έστω ότι ενδιαφερόμαστε να εξακριβώσουμε αν ένα νέο φάρμακο που μειώ-
νει τη χοληστερίνη είναι αποτελεσματικό ή όχι στην πράξη. Συνταγογραφούμε
το φάρμακο σε 100 εθελοντές με οικογενειακό ιστορικό ανεβασμένων επιπέδων
χοληστερίνης και μετράμε αν τα επίπεδα χοληστερίνης τους μειώθηκαν μετά από
3 μήνες. Για i = 1, 2, . . . , 100, ορίζουμε:

Xi =

1, τα επίπεδα χωληστερίνης του εθελοντή i μειώθηκαν

0, τα επίπεδα χωληστερίνης του εθελοντή i δε μειώθηκαν
.

Θεωρούμε ότι Xi ∼ Bernoulli(p) για i = 1, 2, . . . , 100, όπου p είναι η άγνωστη
πιθανότητα επιτυχίας του νέου φαρμάκου. Ένα λογικό πρώτο βήμα σ’αυτήν τη
στατιστική ανάλυση θα ήταν να προσδιορίσουμε μία καλή εκτίμηση της άγνω-
στης παραμέτρου p βάσει του δείγματος παρατηρήσεων x1, . . . , x100 που έχουμε
συλλέξει. Κάποιος θα μπορούσε εύκολα να συμπεράνει ότι το ποσοστό των εθε-
λοντών των οποίων τα επίπεδα χοληστερίνης μειώθηκαν μετά από 3 μήνες είναι
μία λογική εκτίμηση της πιθανότητας p. Αν αυτό το ποσοστό είναι αρκετά μεγα-
λύτερο από 50%, τότε αυτό αποτελεί ένδειξη για την αποτελεσματικότητα του
νέου φαρμάκου. Στο κεφάλαιο 3 εισάγουμε κάποιες μεθόδους εύρεσης τέτοιων
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εκτιμήσεων και παρουσιάζουμε διάφορα κριτήρια σύμφωνα με τα οποία διαφο-
ρετικές εκτιμήσεις της ίδιας άγνωστης παραμέτρου μπορούν να συγκριθούν για
να προσδιοριστεί η ”καλύτερη” μεταξύ τους. Αυτά τα κριτήρια στοχεύουν κυρίως
στο να εξασφαλίσουν ότι η τιμή της σημειακής εκτίμησης θα είναι κοντά στην
πραγματική τιμή της άγνωστης παραμέτρου με μεγάλη πιθανότητα.

Ο υπολογισμός μίας σημειακής εκτίμησης της άγνωστης παραμέτρου δεν εί-
ναι συνήθως αρκετός, αφού η τιμή της εξαρτάται από το δείγμα που έτυχε να
συλλέξουμε και δε δίνει καμία πληροφορία για το πώς θα κατανέμονται οι τι-
μές της ίδιας εκτίμησης βάσει δειγμάτων που άλλοι ερευνητές θα μπορούσαν να
συλλέξουν. Με άλλα λόγια, θέλουμε επίσης να γνωρίζουμε ποιο είναι περίπου το
εύρος των πιο πιθανών τιμών της εκτίμησης. Επομένως, καταλήγουμε στην ιδέα
κατασκευής ενός διαστήματος που περιέχει όλες τις πιο πιθανές τιμές της εκτίμη-
σης. Το διάστημα αυτό κατασκευάζεται με τέτοιον τρόπο ώστε να περιέχει την
πραγματική τιμή της άγνωστης παραμέτρου με κάποιο προκαθορισμένο επίπεδο
”εμπιστοσύνης”. Στο προηγούμενο παράδειγμα, αν καταλήξουμε σε ένα διάστημα
του οποίου το κάτω άκρο είναι μεγαλύτερο από 0.5, τότε έχουμε ισχυρή ένδειξη
ότι το νέο φάρμακο είναι όντως αποτελεσματικό. Στο κεφάλαιο 4 εισάγουμε διά-
φορες μεθόδους κατασκευής τέτοιων διαστημάτων εμπιστοσύνης.

Επιπλέον, ενδιαφερόμαστε να ελέγξουμε την εγκυρότητα υποθέσεων όπως το
αν μία άγνωστη παράμετρος παίρνει τιμές μέσα σε ένα συγκεκριμένο σύνολο
βάσει της πληροφορίας που περιέχει το δείγμα που συλλέξαμε. Για παράδειγμα
μπορεί να ενδιαφερόμαστε να μάθουμε αν η πιθανότητα επιτυχίας του νέου φαρ-
μάκου είναι μεγαλύτερη από 0.5 ή όχι, δηλαδή αν το νέο φάρμακο είναι αποτε-
λεσματικό ή όχι. Στο κεφάλαιο 5 θεμελιώνουμε το θεωρητικό πλαίσιο σύμφωνα
με το οποίο πραγματοποιούμε τέτοιους ελέγχους υποθέσεων στην κλασική στα-
τιστική και εισάγουμε διάφορες μεθόδους εύρεσης τέτοιων κανόνων απόφασης
βασισμένων στο παρατηρούμενο δείγμα.

Βασίλης Κατσιάνος
Πάνος Ανδρέου
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Κεφάλαιο 1

Στοιχεία Κατανομών
Πιθανότητας

1.1 Διακριτές Κατανομές

Ορισμός 1.1. (Συνάρτηση Πιθανότητας)

fX(x) = P(X = x), x ∈ S = {x0, x1, . . . }

Πρόταση 1.1. (Ιδιότητες Συνάρτησης Πιθανότητας)

i. 0 ⩽ fX(x) ⩽ 1, x ∈ S = {x0, x1, . . . },

ii.
∑

x∈S fX(x) = 1.

Ορισμός 1.2. (Αθροιστική Συνάρτηση Κατανομής)

FX(x) = P(X ⩽ x) =
∑
y⩽x

P(X = y) =
∑
y⩽x

fX(y), x ∈ R

Ορισμός 1.3. (Μέση Τιμή) Αν
∑

x∈S |x|fX(x) <∞, τότε:

E(X) =
∑
x∈S

xfX(x).

Ορισμός 1.4. (Δείκτρια Τυχαία Μεταβλητή)

X = 1A(Y ) =

1, Y ∈ A

0, Y /∈ A

Ισχύει ότι E(X) = 1 · P(Y ∈ A) + 0 · P(Y /∈ A) = P(Y ∈ A).

9



10 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Ορισμός 1.5. (Διασπορά) Αν
∑

x∈S x
2fX(x) <∞, τότε:

Var(X) = E
[
(X − E(X))2

]
= E

(
X2
)
− [E(X)]2 .

Θεώρημα 1.1. (Τύπος Αφηρημένου Στατιστικού)

E [g(X)] =
∑
x∈S

g(x)fX(x)

Ορισμός 1.6. (Ανεξαρτησία)

X,Y ανεξάρτητες ⇔ P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X ∈ A)P(Y ∈ B), ∀A,B ⊆ R

⇔ fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y), ∀x ∈ SX , ∀y ∈ SY .

Ορισμός 1.7. (Ροπογεννήτρια)

MX(t) = E
(
etX
)
=
∑
x∈S

etxfX(x)

Γνωστές Διακριτές Κατανομές

Κατανομή Bernoulli - Bernoulli(p), p ∈ (0, 1): Επιτυχία/αποτυχία σε 1 δοκιμή

fX(x) = px(1− p)1−x, x ∈ {0, 1},

E(X) = p, Var(X) = p(1− p),

MX(t) = pet + 1− p, t ∈ R,

X, Y ∼ Bernoulli(p) ανεξάρτητες ⇒ X + Y ∼ Bin(2, p).

Διωνυμική Κατανομή - Bin(N, p), N ∈ N, p ∈ (0, 1): Πλήθος επιτυχιών σε N
δοκιμές

fX(x) =

(
N

x

)
px(1− p)N−x, x ∈ {0, 1, . . . , N},

E(X) = Np, Var(X) = Np(1− p),

MX(t) =
(
pet + 1− p

)N
, t ∈ R,

X ∼ Bin(N, p), Y ∼ Bin(M,p) ανεξάρτητες ⇒ X + Y ∼ Bin(N +M,p).

Γεωμετρική Κατανομή - Geom(p), p ∈ (0, 1): Πλήθος δοκιμών ως την πρώτη
επιτυχία

fX(x) = p(1− p)x−1, x ∈ {1, 2, . . . },
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E(X) =
1

p
, Var(X) =

1

p2
,

MX(t) =
pet

1− (1− p)et
, t < − log(1− p),

X, Y ∼ Geom(p) ανεξάρτητες ⇒ X + Y ∼ NegBin(2, p).

Γεωμετρική Κατανομή - Geom(p), p ∈ (0, 1): Πλήθος αποτυχιών ως την πρώτη
επιτυχία

fX(x) = p(1− p)x, x ∈ {0, 1, . . . },

E(X) =
1− p

p
, Var(X) =

1− p

p2
,

MX(t) =
p

1− (1− p)et
, t < − log(1− p),

X, Y ∼ Geom(p) ανεξάρτητες ⇒ X + Y ∼ NegBin(2, p).

Αρνητική Διωνυμική Κατανομή - NegBin(N, p), N ∈ N, p ∈ (0, 1): Πλήθος δοκι-
μών ως την N-οστή επιτυχία

fX(x) =

(
x− 1

N − 1

)
pN (1− p)x−N , x ∈ {N,N + 1, . . . },

E(X) =
N

p
, Var(X) =

N

p2
,

MX(t) =

[
pet

1− (1− p)et

]N
, t < − log(1− p),

X ∼ NegBin(N, p), Y ∼ NegBin(M,p) ανεξάρτητες ⇒ X+Y ∼ NegBin(N+M,p).

Αρνητική Διωνυμική Κατανομή - NegBin(N, p), N ∈ N, p ∈ (0, 1): Πλήθος απο-
τυχιών ως την N-οστή επιτυχία

fX(x) =

(
x+N − 1

N − 1

)
pN (1− p)x, x ∈ {0, 1, . . . },

E(X) = N
1− p

p
, Var(X) = N

1− p

p2
,

MX(t) =

[
p

1− (1− p)et

]N
, t < − log(1− p),

X ∼ NegBin(N, p), Y ∼ NegBin(M,p) ανεξάρτητες ⇒ X+Y ∼ NegBin(N+M,p).

Κατανομή Poisson - Poisson(λ), λ > 0: Πλήθος γεγονότων σε σταθερό χρονικό
διάστημα

fX(x) = e−λ
λx

x!
, x ∈ {0, 1, . . . },

E(X) = Var(X) = λ,
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MX(t) = eλ(e
t−1),

X ∼ Poisson(λ), Y ∼ Poisson(µ) ανεξάρτητες ⇒ X + Y ∼ Poisson(λ+ µ).

1.2 Συνεχείς Κατανομές

Ορισμός 1.8. (Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας) Συνάρτηση fX : R → [0,∞)

τέτοια ώστε:
P(X ∈ A) =

∫
A
fX(x)dx, A ⊆ R.

Ορισμός 1.9. (Αθροιστική Συνάρτηση Κατανομής)

FX(x) = P(X ⩽ x) =

∫ x

−∞
fX(y)dy, x ∈ R

Πρόταση 1.2. (Ιδιότητες Συναρτήσεων Πυκνότητας Πιθανότητας και Κατανομής)

i. fX(x) ⩾ 0, x ∈ R,

ii.
∫
R fX(x)dx = 1,

iii.
∫ b
a fX(x)dx = P(a < X < b) = P(a ⩽ X ⩽ b) = P(a < X ⩽ b) = P(a ⩽ X < b),

iv. P(X = x) = 0, x ∈ R,

v. fX(x) = F ′
X(x), x ∈ R,

vi. FX γνησίως αύξουσα στο σύνολο S = {x ∈ R : fX(x) > 0}.

Ορισμός 1.10. (Μέση Τιμή) Αν
∫
R |x|fX(x)dx <∞, τότε:

E(X) =

∫
R
xfX(x)dx.

Πρόταση 1.3. Αν X ⩾ 0, δηλαδή fX(x) = 0 ∀x < 0, τότε:

E
(
Xk
)
=

∫ ∞

0
kxk−1 [1− FX(x)] dx, k > 0.

Ειδικότερα, ισχύει ότι:

E (X) =

∫ ∞

0
[1− FX(x)] dx.

Ορισμός 1.11. (Διασπορά) Αν
∫
R x

2fX(x)dx <∞, τότε:

Var(X) = E
[
(X − E(X))2

]
= E

(
X2
)
− [E(X)]2 .
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Θεώρημα 1.2. (Τύπος Αφηρημένου Στατιστικού)

E [g(X)] =

∫
R
g(x)fX(x)dx

Ορισμός 1.12. (Ανεξαρτησία)

X,Y ανεξάρτητες ⇔ P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X ∈ A)P(Y ∈ B), ∀A,B ⊆ R

⇔ fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y), ∀x, y ∈ R.

Ορισμός 1.13. (Ροπογεννήτρια)

MX(t) = E
(
etX
)
=

∫
R
etxfX(x)dx

Ορισμός 1.14. (Συνάρτηση Γάμμα)

Γ(k) =

∫ ∞

0
xk−1e−xdx, k > 0

Πρόταση 1.4. (Ιδιότητες Συνάρτησης Γάμμα)

i. Γ(k) = (k − 1)Γ(k − 1), k > 1,

ii. Γ(k) = (k − 1)!, k ∈ N.

Γνωστές Συνεχείς Κατανομές

Συνεχής Ομοιόμορφη Κατανομή - U(ϑ1, ϑ2), ϑ1 < ϑ2: Τυχαία επιλογή αριθμού
στο διάστημα [ϑ1, ϑ2]

fX(x) =
1

ϑ2 − ϑ1
, FX(x) =

x− ϑ1
ϑ2 − ϑ1

, x ∈ [ϑ1, ϑ2],

E(X) =
ϑ1 + ϑ2

2
, Var(X) =

(ϑ2 − ϑ1)
2

12
,

MX(t) =


eϑ2t−eϑ1t

(ϑ2−ϑ1)t , t ̸= 0

1, t = 0
,

X ∼ U(ϑ1, ϑ2) ⇒ U =
X − ϑ1
ϑ2 − ϑ1

∼ U(0, 1),

U ∼ U(0, 1) ⇒ X = (ϑ2 − ϑ1)U + ϑ1 ∼ U(ϑ1, ϑ2).

Εκθετική Κατανομή - Exp(λ), λ > 0: Χρόνος μεταξύ 2 γεγονότων

fX(x) = λe−λx, FX(x) = 1− e−λx, x > 0,
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E(X) =
1

λ
, Var(X) =

1

λ2
,

MX(t) =
λ

λ− t
, t < λ,

X ∼ Exp(λ) ⇒ cX ∼ Exp (λ/c) , c > 0,

X ∼ Exp(λ), Y ∼ Exp(µ) ανεξάρτητες ⇒ min{X,Y } ∼ Exp(λ+ µ),

X, Y ∼ Exp(λ) ανεξάρτητες ⇒ X + Y ∼ Gamma(2, λ).

Κατανομή Γάμμα - Gamma(k, λ), k > 0, λ > 0

fX(x) =
λk

Γ(k)
xk−1e−λx, x > 0,

E(X) =
k

λ
, Var(X) =

k

λ2
,

MX(t) =

(
λ

λ− t

)k
, t < λ,

X ∼ Gamma(k, λ) ⇒ cX ∼ Gamma (k, λ/c) , k > 0,

X ∼ Gamma(k, λ), Y ∼ Gamma(ℓ, λ) ανεξάρτητες ⇒ X + Y ∼ Gamma(k + ℓ, λ).

Κανονική Κατανομή - N
(
µ, σ2

)
, µ ∈ R, σ2 > 0

fX(x) =
1√
2πσ2

exp
{
− 1

2σ2
(x− µ)2

}
, x ∈ R,

E(X) = µ, Var(X) = σ2,

MX(t) = exp
{
µt+

1

2
σ2t2

}
, t ∈ R,

X ∼ N
(
µ, σ2

)
⇒ Z =

X − µ

σ
∼ N (0, 1),

Z ∼ N (0, 1) ⇒ X = σZ + µ ∼ N
(
µ, σ2

)
,

X ∼ N
(
µ1, σ

2
1

)
, Y ∼ N

(
µ2, σ

2
2

)
ανεξάρτητες ⇒ X + Y ∼ N

(
µ1 + µ2, σ

2
1 + σ22

)
.

Κατανομή Βήτα - Beta(ϑ1, ϑ2), ϑ1 > 0, ϑ2 > 0

fX(x) =
Γ(ϑ1 + ϑ2)

Γ(ϑ1)Γ(ϑ2)
xϑ1−1(1− x)ϑ2−1, x ∈ (0, 1),

E(X) =
ϑ1

ϑ1 + ϑ2
, Var(X) =

ϑ1ϑ2
(ϑ1 + ϑ2 + 1)(ϑ1 + ϑ2)2

,

X ∼ Beta(ϑ1, ϑ2) ⇒ 1−X ∼ Beta (ϑ2, ϑ1) ,

X ∼ Beta(ϑ, 1) ⇒ Y = − logX ∼ Exp(ϑ),
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X ∼ Beta(1, ϑ) ⇒ Y = − log(1−X) ∼ Exp(ϑ),

Y ∼ Exp(ϑ) ⇒ X1 = e−Y ∼ Beta(ϑ, 1) και X2 = 1− e−Y ∼ Beta(1, ϑ).

1.3 Ορισμοί και Ιδιότητες

Ορισμός 1.15. (Συνδιακύμανση) Αν E(XY ) <∞, τότε:

Cov(X,Y ) = E [(X − E(X)) (Y − E(Y ))] = E(XY )− E(X)E(Y ).

Πρόταση 1.5. (Ιδιότητες Μέσης Τιμής)

i. E(aX + b) = aE(X) + b,

ii. E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ),

iii. X,Y ανεξάρτητες συνεπάγεται ότι E(XY ) = E(X)E(Y ),

iv. a ⩽ X ⩽ b συνεπάγεται ότι a ⩽ E(X) ⩽ b,

v. X ⩽ Y συνεπάγεται ότι E(X) ⩽ E(Y ).

Πρόταση 1.6. (Ιδιότητες Διασποράς)

i. Var(X) ⩾ 0,

ii. Var(aX + b) = a2Var(X),

iii. Var(aX + bY ) = a2Var(X) + b2Var(Y ) + 2abCov(X,Y ),

iv. X,Y ανεξάρτητες συνεπάγεται ότι Var(aX + bY ) = a2Var(X) + b2Var(Y ),

v. X,Y ανεξάρτητες συνεπάγεται ότι Var(XY ) = E
(
X2
)
E
(
Y 2
)
− [E(X)E(Y )]2.

Πρόταση 1.7. (Ιδιότητες Συνδιακύμανσης)

i. Cov(X, a) = 0,

ii. Cov(X,X) = Var(X),

iii. Cov(Y,X) = Cov(X,Y ),

iv. Cov(aX + b, cY + d) = acCov(X,Y ),

v. Cov(X + Y, Z +W ) = Cov(X,Z) + Cov(X,W ) + Cov(Y, Z) + Cov(Y,W ),

vi. X,Y ανεξάρτητες συνεπάγεται ότι Cov(X,Y ) = 0.
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Ορισμός 1.16. (Δεσμευμένη Μέση Τιμή της X δοθέντος ότι Y = y)

mX|Y (y) = E(X | Y = y) =


∑

x∈SX
xfX|Y (x | y), X διακριτή∫

R xfX|Y (x | y)dx, X συνεχής

Ορισμός 1.17. (Δεσμευμένη Μέση Τιμή της X δοθείσης της Y )

E(X | Y ) = mX|Y (Y )

Θεώρημα 1.3. (Διπλής Μέσης Τιμής)

E(X) = E [E(X | Y )] = E
[
mX|Y (Y )

]
=


∑

y∈SY
mX|Y (y)fY (y), Y διακριτή∫

RmX|Y (y)fY (y)dy, Y συνεχής

Πρόταση 1.8. (Ιδιότητες Ροπογεννητριών)

i. MX(t) =MY (t) ∀t ∈ R αν και μόνο αν X , Y ισόνομες (προερχόμενες από την
ίδια οικογένεια κατανομών με ίδιες τιμές παραμέτρων),

ii. MaX+b(t) = ebtMX(at),

iii. M (k)
X (0) = E

(
Xk
)
, k ∈ N,

iv. X,Y ανεξάρτητες συνεπάγεται ότι MX+Y (t) =MX(t)MY (t).

Πρόταση 1.9. (Βασικές Πιθανοτικές Ανισότητες)

i. Ανισότητα Markov: X ⩾ 0 ⇒ P(X ⩾ a) ⩽ E(X)
a , a > 0

ii. Ανισότητα Chebyshev: P (|X − E(X)| ⩾ a) ⩽ Var(X)
a2

, a > 0

iii. Ανισότητα Cauchy ‐ Schwarz: [E(XY )]2 ⩽ E
(
X2
)
E
(
Y 2
)

iv. Ανισότητα Συνδιακύμανσης: [Cov(X,Y )]2 ⩽ Var (X)Var (Y )

v. Ανισότητα Jensen: f κυρτή συνεπάγεται ότι f (E(X)) ⩽ E [f(X)]

Σημείωση 1.1. Ένας εύκολος τρόπος να θυμάται κάποιος τη φορά της ανισότη-
τας Jensen είναι μέσω των ιδιοτήτων της διασποράς μίας τυχαίας μεταβλητής X.
Συγκεκριμένα, γνωρίζουμε ότι:

Var(X) = E
(
X2
)
− [E(X)]2 ⩾ 0 ⇒ [E(X)]2 ⩽ E

(
X2
)

⇒

f (E(X)) ⩽ E [f(X)] ,

όπου f(x) = x2 κυρτή συνάρτηση στο R.



Κεφάλαιο 2

Εκθετική Οικογένεια Κατανομών

2.1 Εισαγωγή

Η εκθετική οικογένεια κατανομών (ΕΟΚ) είναι μία κλάση κατανομών που
περιέχει πολλές από τις γνωστές (διακριτές και συνεχείς) κατανομές. Η χρησι-
μότητά της έγκειται στο γεγονός ότι οι κατανομές - μέλη της χαρακτηρίζονται
από γενικές ιδιότητες, πράγμα το οποίο επιτρέπει να διατυπώσουμε διάφορες
προτάσεις με ισχύ για όλες αυτές τις κατανομές. Ως ειδικές περιπτώσεις αυτών
των ιδιοτήτων μπορούν να προκύψουν πολλά από τα γνωστά αποτελέσματα για
αυτές τις κατανομές.

Ορισμός 2.1. i. Το σύνολο Θ πάνω στο οποίο παίρνει τιμές η άγνωστη παρά-
μετρος ϑ κάποιας κατανομής καλείται παραμετρικός χώρος.

ii. Το σύνολο S = {x ∈ R : f(x;ϑ) > 0} καλείται στήριγμα της κατανομής με
συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανότητας f(x;ϑ).

2.2 Μονοπαραμετρική Εκθετική Οικογένεια Κατανομών

Ορισμός 2.2. Μία κατανομή με άγνωστη παράμετρο ϑ ∈ Θ ⊆ R και συνάρτηση
(πυκνότητας) πιθανότητας f(x;ϑ) για x ∈ S ⊆ R ανήκει στην (πλήρους τάξης)
μονοπαραμετρική ΕΟΚ αν το στήριγμα S δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ και
ισχύει ότι:

f(x;ϑ) = h(x)eQ(ϑ)T (x)−A(ϑ).

Αν Q(ϑ) = ϑ, τότε λέμε ότι η ΕΟΚ βρίσκεται σε κανονική μορφή.

Σημείωση 2.1. Ενδεικτικά, αναφέρουμε ότι οι εξής κατανομές ανήκουν στη μονο-
παραμετρική ΕΟΚ: Bernoulli, διωνυμική με γνωστό πλήθος δοκιμών, γεωμετρική,
αρνητική διωνυμική με γνωστό πλήθος δοκιμών, Poisson και εκθετική.

17
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Πρόταση 2.1. Αν η τυχαία μεταβλητή X έχει συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανότη-
τας f(x;ϑ) = h(x)eϑT (x)−A(ϑ) σε κανονική μορφή, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

E[T (X)] = A′(ϑ), Var[T (X)] = A′′(ϑ), MT (t) = E
[
etT (X)

]
= eA(t+ϑ)−A(ϑ).

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι η τυχαία μεταβλητή X
είναι συνεχής. Παρατηρούμε ότι:∫

R
f(x;ϑ)dx = 1 ⇒

∫
R
h(x)eϑT (x)dx = eA(ϑ).

Παραγωγίζοντας αυτήν την έκφραση ως προς ϑ, μπορούμε να εναλλάξουμε τη
σειρά παραγώγισης και ολοκλήρωσης με κατάλληλη εφαρμογή του θεωρήματος
κυριαρχημένης σύγκλισης για να πάρουμε ότι:

∂

∂ϑ

∫
R
h(x)eϑT (x)dx = A′(ϑ)eA(ϑ) ⇒

∫
R
h(x)

∂

∂ϑ
eϑT (x)dx = A′(ϑ)eA(ϑ) ⇒

∫
R
h(x)T (x)eϑT (x)dx = A′(ϑ)eA(ϑ) ⇒

A′(ϑ) =

∫
R
T (x)h(x)eϑT (x)−A(ϑ)︸ ︷︷ ︸

f(x;ϑ)

dx = E[T (X)].

Ομοίως, υπολογίζουμε ότι:∫
R
h(x)T 2(x)eϑT (x)dx =

[
A′(ϑ)

]2
eA(ϑ) +A′′(ϑ)eA(ϑ) ⇒

E
[
T 2(X)

]
=
[
A′(ϑ)

]2
+A′′(ϑ) ⇒

A′′(ϑ) = E
[
T 2(X)

]
− [E (T (X))]2 = Var [T (X)] .

Όσον αφορά τη ροπογεννήτρια, υπολογίζουμε ότι:

MT (t) =

∫
R
etT (x)f(x;ϑ)dx =

∫
R
etT (x)h(x)eϑT (x)−A(ϑ)dx

= e−A(ϑ)
∫
R
h(x)e(t+ϑ)T (x)dx

= eA(t+ϑ)−A(ϑ)
∫
R
h(x)e(t+ϑ)T (x)−A(t+ϑ)︸ ︷︷ ︸

f(x;t+ϑ)

dx

= eA(t+ϑ)−A(ϑ).

Σημείωση 2.2. Αν Q(ϑ) ̸= ϑ, τότε η ΕΟΚ μπορεί να έρθει σε κανονική μορφή με
την αναπαραμέτρηση η = Q(ϑ).
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Παράδειγμα 2.1. (Διωνυμική με γνωστό πλήθος δοκιμών)

f(x; p) =

(
N

x

)
px(1− p)N−x =

(
N

x

)
ex log p+(N−x) log(1−p)

=

(
N

x

)
ex[log p−log(1−p)]+N log(1−p)

=

(
N

x

)
exp

{
x log p

1− p
−N log 1

1− p

}
,

h(x) =

(
N

x

)
, Q(p) = log p

1− p
, T (x) = x, A(p) = N log 1

1− p
.

Θεωρούμε την ακόλουθη αναπαραμέτρηση:

η = log p

1− p
∈ R ⇒ (1− p)eη = p ⇒ p =

eη

eη + 1
=

1

1 + e−η
,

f(x; η) =

(
N

x

)
eηx−N log(eη+1), A(η) = N log (eη + 1) .

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

E [T (X)] = E(X) = A′(η) =
Neη

eη + 1
= Np,

Var [T (X)] = Var(X) = A′′(η) =
Neη

(eη + 1)2
=

Neη

eη + 1

1

eη + 1
= Np(1− p),

MT (t) =MX(t) = E
(
etX
)
= eA(t+η)−A(η) = eN log(et+η+1)−N log(eη+1)

= exp
{
N log e

t+η + 1

eη + 1

}
=

(
eteη + 1

eη + 1

)N
=

(
eη

eη + 1
et +

1

eη + 1

)N
=
(
pet + 1− p

)N
, t ∈ R.

2.3 Πολυπαραμετρική Εκθετική Οικογένεια Κατανομών

Ορισμός 2.3. Μία κατανομή με άγνωστη διανυσματική παράμετρο ϑ ∈ Θ ⊆ Rs

και συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανότητας f(x;ϑ) για x ∈ S ⊆ R ανήκει στην
πολυπαραμετρική ΕΟΚ αν το στήριγμα S δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ και
ισχύει ότι:

f(x;ϑ) = h(x)e⟨Q(ϑ),T (x)⟩−A(ϑ),

όπου Q : Θ → Rd και T : S → Rd με d ⩾ s. Αν s = d, δηλαδή η διάσταση του
διανύσματος ϑ ισούται με τη διάσταση του συνόλου τιμών των συναρτήσεων Q
και T , τότε λέμε ότι η ΕΟΚ είναι πλήρους τάξης. Αν Q(ϑ) = ϑ, τότε λέμε ότι η
ΕΟΚ βρίσκεται σε κανονική μορφή.

Σημείωση 2.3. Ενδεικτικά, αναφέρουμε ότι οι εξής κατανομές ανήκουν στην πλή-
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ρους τάξης 2-παραμετρική ΕΟΚ: κανονική, γάμμα και βήτα. Σε αντιδιαστολή, η
συνεχής ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα [ϑ1, ϑ2] εύκολα βλέπουμε ότι δεν
ανήκει στη 2-παραμετρική ΕΟΚ, αφού το στήριγμα S = [ϑ1, ϑ2] εξαρτάται από
την τιμή της παραμέτρου ϑ = (ϑ1, ϑ2).

Παράδειγμα 2.2. (Γάμμα)

f(x; k, λ) =
λk

Γ(k)
xk−1e−λx =

1

x
exp

{
k logx− λx− k log 1

λ
− logΓ(k)

}
,

h(x) =
1

x
, Q(k, λ) = (k,−λ), T (x) = (logx, x) , A(k, λ) = k log 1

λ
+ logΓ(k).

Άρα η κατανομή γάμμα ανήκει στην πλήρους τάξης 2-παραμετρική ΕΟΚ.

Παράδειγμα 2.3. (Weibull) Για k > 0, λ > 0 και x > 0, υπολογίζουμε ότι:

f(x; k, λ) = kλxk−1e−λx
k
=

1

x
exp

{
k logx− λxk − log 1

kλ

}
.

Παρατηρούμε ότι ο όρος λxk δεν μπορεί να γραφτεί ως γινόμενο μίας συνάρτησης
της παραμέτρου ϑ = (k, λ) και μίας συνάρτησης του x. Επομένως, η κατανομή
Weibull δεν ανήκει στη 2-παραμετρική ΕΟΚ. Όμως, αν k είναι μία γνωστή στα-
θερά, τότε υπολογίζουμε ότι:

f(x;λ) = kλxk−1e−λx
k
= kxk−1 exp

{
−λxk − log 1

λ

}
,

h(x) = kxk−1, Q(λ) = −λ, T (x) = xk, A(λ) = log 1

λ
.

Άρα η κατανομή Weibull με γνωστό k ανήκει στη μονοπαραμετρική ΕΟΚ.

Πρόταση 2.2. Αν η τυχαία μεταβλητή X έχει συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανό-
τητας f(x;ϑ) = h(x)e⟨ϑ,T (x)⟩−A(ϑ) σε κανονική μορφή, τότε για j, k = 1, 2, . . . , s

ισχύουν τα ακόλουθα:

E[Tj(X)] =
∂A(ϑ)

∂ϑj
, Var[Tj(X)] =

∂2A(ϑ)

∂ϑ2j
, Cov[Tj(X), Tk(X)] =

∂2A(ϑ)

∂ϑj∂ϑk
,

MT (t) = E
[
e⟨t,T (X)⟩

]
= eA(t+ϑ)−A(ϑ).

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι η τυχαία μεταβλητή X
είναι συνεχής. Παρατηρούμε ότι:∫

R
f(x;ϑ)dx = 1 ⇒

∫
R
h(x)e⟨ϑ,T (x)⟩dx = eA(ϑ).

Παραγωγίζοντας αυτήν την έκφραση ως προς ϑj , μπορούμε να εναλλάξουμε τη
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σειρά παραγώγισης και ολοκλήρωσης με κατάλληλη εφαρμογή του θεωρήματος
κυριαρχημένης σύγκλισης για να πάρουμε ότι:∫

R
h(x)Tj(x)e

⟨ϑ,T (x)⟩dx =
∂A

∂ϑj
eA(ϑ) ⇒

∂A

∂ϑj
=

∫
R
Tj(x)h(x)e

⟨ϑ,T (x)⟩−A(ϑ)︸ ︷︷ ︸
f(x;ϑ)

dx = E[Tj(X)].

Παραγωγίζοντας ως προς ϑk, υπολογίζουμε ότι:∫
R
h(x)Tj(x)Tk(x)e

⟨ϑ,T (x)⟩dx =

(
∂A

∂ϑj

∂A

∂ϑk
+

∂2A

∂ϑj∂ϑk

)
eA(ϑ) ⇒

E [Tj(X)Tk(X)] =
∂A

∂ϑj

∂A

∂ϑk
+

∂2A

∂ϑj∂ϑk
⇒

∂2A

∂ϑj∂ϑk
= E [Tj(X)Tk(X)]− E [Tj(X)]E [Tk(X)] = Cov [Tj(X), Tk(X)] .

Για j = k, παρατηρούμε ότι:

Cov [Tj(X), Tj(X)] = Var [Tj(X)] =
∂2A

∂ϑ2j
.

Όσον αφορά τη ροπογεννήτρια, υπολογίζουμε ότι:

MT (t) =

∫
R
e⟨t,T (x)⟩f(x;ϑ)dx =

∫
R
e⟨t,T (x)⟩h(x)e⟨ϑ,T (x)⟩−A(ϑ)dx

= e−A(ϑ)
∫
R
h(x)e⟨t+ϑ,T (x)⟩dx

= eA(t+ϑ)−A(ϑ)
∫
R
h(x)e⟨t+ϑ,T (x)⟩−A(t+ϑ)︸ ︷︷ ︸

f(x;t+ϑ)

dx

= eA(t+ϑ)−A(ϑ).

Σημείωση 2.4. Αν Q(ϑ) ̸= ϑ, τότε η ΕΟΚ μπορεί να έρθει σε κανονική μορφή με
την αναπαραμέτρηση η = Q(ϑ).

Παράδειγμα 2.4. (Κανονική με μέση τιμή ϑ1 και διασπορά ϑ2)

f(x;ϑ) =
1√
2πϑ2

exp
{
− 1

2ϑ2
(x− ϑ1)

2

}
=

1√
2π
exp

{
ϑ1
ϑ2
x− 1

2ϑ2
x2 − ϑ21

2ϑ2
− 1

2
logϑ2

}
,

h(x) =
1√
2π
, Q(ϑ) =

(
ϑ1
ϑ2
,− 1

2ϑ2

)
, T (x) =

(
x, x2

)
, A(ϑ) =

ϑ21
2ϑ2

+
1

2
logϑ2.
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Θεωρούμε την ακόλουθη αναπαραμέτρηση:

η = (η1, η2) =

(
ϑ1
ϑ2
,− 1

2ϑ2

)
∈ R× (−∞, 0) ⇒ ϑ2 = − 1

2η2
, ϑ1 = − η1

2η2
,

f(x; η) =
1√
2π
exp

{
η1x+ η2x

2 +
η21
4η2

+
1

2
log (−2η2)

}
,

A(η) = − η21
4η2

− 1

2
log (−2η2) .

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

E [T1(X)] = E (X) =
∂A(η)

∂η1
= − η1

2η2
= ϑ1,

E [T2(X)] = E
(
X2
)
=
∂A(η)

∂η2
=

η21
4η22

− 1

2η2
= ϑ21 + ϑ2,

Var [T1(X)] = Var (X) =
∂2A(η)

∂η21
= − 1

2η2
= ϑ2,

Var [T2(X)] = Var
(
X2
)
=
∂2A(η)

∂η22
= − η21

2η32
+

1

2η22
= 4ϑ21ϑ2 + 2ϑ22,

Cov [T1(X), T2(X)] = Cov
(
X,X2

)
=
∂2A(η)

∂η1∂η2
=

η1
2η22

= 2ϑ1ϑ2.

Ορισμός 2.4. Μία πολυδιάστατη κατανομή με άγνωστη διανυσματική παράμετρο
ϑ ∈ Θ ⊆ Rs και από κοινού συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανότητας f(x;ϑ) για
x ∈ S ⊆ Rn ανήκει στην πολυδιάστατη ΕΟΚ αν το στήριγμα S δεν εξαρτάται
από την τιμή του ϑ και ισχύει ότι:

f(x;ϑ) = h(x)e⟨Q(ϑ),T (x)⟩−A(ϑ).

Πρόταση 2.3. Έστω X1, . . . , Xn ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές
από κατανομή που ανήκει στη μονοδιάστατη ΕΟΚ. Τότε, η από κοινού κατανομή
του τυχαίου διανύσματος X = (X1, . . . , Xn) ανήκει στην n-διάστατη ΕΟΚ με την
ακόλουθη συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανότητας:

f(x;ϑ) = h∗(x)e⟨Q(ϑ),T ∗(x)⟩−A∗(ϑ), x ∈ Sn,

h∗(x) =
n∏
i=1

h(xi), T ∗(x) =
n∑
i=1

T (xi), A∗(ϑ) = nA(ϑ).



2.3. ΠΟΛΥΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ 23

Απόδειξη. Υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) =

n∏
i=1

f(xi;ϑ) =

n∏
i=1

h(xi)e
⟨Q(ϑ),T (xi)⟩−A(ϑ)

=

n∏
i=1

h(xi) exp
{

n∑
i=1

〈
Q(ϑ), T (xi)

〉
− nA(ϑ)

}

= h∗(x) exp
{〈

Q(ϑ),
n∑
i=1

T (xi)

〉
−A∗(ϑ)

}
= h∗(x)e⟨Q(ϑ),T ∗(x)⟩−A∗(ϑ).
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Κεφάλαιο 3

Σημειακή Εκτιμητική

3.1 Εισαγωγή

Ορισμός 3.1. i. Ένα n-διάστατο τυχαίο διάνυσμα X = (X1, . . . , Xn) καλείται
δείγμα μεγέθους n.

ii. Ένα n-διάστατο τυχαίο διάνυσμα X = (X1, . . . , Xn) καλείται τυχαίο δείγμα
(τ.δ.) μεγέθους n αν οι τυχαίες μεταβλητές X1, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες και
ισόνομες.

Ορισμός 3.2. i. Μία συνάρτηση T (X) = T (X1, . . . , Xn) η οποία δεν εξαρτάται
από την τιμή της άγνωστης παραμέτρου ϑ καλείται στατιστική συνάρτηση.

ii. Μία στατιστική συνάρτηση T (X) καλείται εκτιμήτρια της παραμετρικής συ-
νάρτησης g(ϑ) αν ισχύει ότι T (S) ⊆ g(Θ).

Σημείωση 3.1. Όπως γίνεται κατανοητό από τον προηγούμενο ορισμό, θα μπο-
ρούσαμε να θεωρήσουμε μία οποιαδήποτε αυθαίρετη συνάρτηση του δείγματος
X ως εκτιμήτρια του ϑ, αρκεί αυτή η συνάρτηση να παίρνει τιμές μέσα στον παρα-
μετρικό χώρο Θ. Αυτό από μόνο του δεν αρκεί στην πράξη για να δώσει μία καλή
εκτίμηση για την πραγματική τιμή του ϑ. Για τον λόγο αυτό, έχουν αναπτυχθεί
διάφορα κριτήρια για να κρίνουμε αν μία εκτιμήτρια του ϑ είναι ”καλή” ή όχι.
Στο παρόν κεφάλαιο θα μελετήσουμε αυτά τα διάφορα κριτήρια ”καλών” εκτι-
μητριών, όπως η αμεροληψία, το κριτήριο του μέσου τετραγωνικού σφάλματος, η
επάρκεια, η αποτελεσματικότητα και η συνέπεια. Στο τέλος του κεφαλαίου θα
μελετήσουμε τις 2 πιο διαδεδομένες μεθόδους εύρεσης εκτιμητριών - τη μέθοδο
μέγιστης πιθανοφάνειας και τη μέθοδο των ροπών.

25
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3.2 Αμεροληψία

Ορισμός 3.3. i. Μία στατιστική συνάρτηση T (X) καλείται αμερόληπτη εκτιμή-
τρια (α.ε.) της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) αν Eϑ [T (X)] = g(ϑ) ∀ϑ ∈ Θ.

ii. Η συνάρτηση biasg(ϑ) [T (X)] = Eϑ [T (X)]− g(ϑ) καλείται μεροληψία της εκτι-
μήτριας T (X) ως προς την παραμετρική συνάρτηση g(ϑ).

Ερμηνεία: Η ιδιότητα της αμεροληψίας εξασφαλίζει ότι μία εκτιμήτρια του ϑ

παίρνει τιμές κοντά στην πραγματική τιμή του ϑ, όμως δε δίνει καμία πληροφορία
για το πόσο συγκεντρωμένες είναι όλες οι πιο πιθανές τιμές της εκτιμήτριας γύρω
από αυτήν την τιμή. Επομένως, αυτή η ιδιότητα δεν αρκεί για να χαρακτηρίσουμε
μία εκτιμήτρια ”καλή”, αφού θα μπορούσε δυνητικά να παίρνει τιμές πολύ μακριά
από την πραγματική τιμή του ϑ με μεγάλη πιθανότητα. Για να εξασφαλίσουμε
ότι όλες οι πιο πιθανές τιμές της εκτιμήτριας είναι αρκετά συγκεντρωμένες γύρω
από την πραγματική τιμή του ϑ, πρέπει επιπλέον να απαιτήσουμε η εκτιμήτρια
να έχει όσο το δυνατόν μικρότερη διασπορά.

Σημείωση 3.2. Παρατηρούμε ότι μία στατιστική συνάρτηση T (X) είναι α.ε. της
g(ϑ) αν και μόνο αν biasg(ϑ) [T (X)] = 0 ∀ϑ ∈ Θ. Για δεδομένη παραμετρική συ-
νάρτηση g(ϑ) μπορεί να μην υπάρχει καμία αμερόληπτη εκτιμήτρια, μπορεί να
υπάρχει μοναδική αμερόληπτη εκτιμήτρια ή μπορεί να υπάρχουν πολλές αμερό-
ληπτες εκτιμήτριες.

Ορισμός 3.4. i. Η στατιστική συνάρτηση X = 1
n

∑n
i=1Xi καλείται δειγματική

μέση τιμή.

ii. Θεωρούμε την ακόλουθη στατιστική συνάρτηση:

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2 =
1

n− 1

(
n∑
i=1

X2
i − nX

2

)
,

η οποία καλείται δειγματική διασπορά.

Πρόταση 3.1. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn από κατανομή με άγνωστη παράμετρο ϑ.
Τότε, ισχύει ότι:

i. Η δειγματική μέση τιμή X είναι μία α.ε. της g1(ϑ) = Eϑ(X1).

ii. Varϑ
(
X
)
= 1

ng2(ϑ).

iii. Η δειγματική διασπορά S2 είναι μία α.ε. της g2(ϑ) = Varϑ(X1).
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Απόδειξη. i. Υπολογίζουμε ότι:

Eϑ
(
X
)
=

1

n
Eϑ

(
n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

Eϑ(Xi)
ισον.
=

1

n

n∑
i=1

Eϑ(X1) = Eϑ(X1) = g1(ϑ).

ii. Υπολογίζουμε ότι:

Varϑ
(
X
)
=

1

n2
Varϑ

(
n∑
i=1

Xi

)
ανεξ.
=

1

n2

n∑
i=1

Varϑ(Xi)
ισον.
=

1

n
Varϑ(X1).

iii. Υπολογίζουμε ότι:

Eϑ
(
X

2
)
= Varϑ

(
X
)
+
[
Eϑ
(
X
)]2

=
1

n
Varϑ(X1) +

[
Eϑ(X1)

]2
,

Eϑ
(
S2
)
=

1

n− 1

[
n∑
i=1

Eϑ
(
X2
i

)
− nEϑ

(
X

2
)]

=
nVarϑ(X1) + n

[
Eϑ(X1)

]2 − Varϑ(X1)− n
[
Eϑ(X1)

]2
n− 1

= Varϑ(X1) = g2(ϑ).

Παράδειγμα 3.1. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Bin(N, p) με γνωστό N . Γνωρίζουμε ότι
E(X1) = Np και Var(X1) = Np(1 − p). Σύμφωνα με την προηγούμενη σημείωση,
έπεται ότι E(X) = Np και E

(
S2
)
= Np(1− p). Επιπλέον, παρατηρούμε ότι:

E
(

1

N
X

)
= p, E

(
1

N
S2

)
= p(1− p).

Επομένως, η T1(X) = 1
NX είναι μία α.ε. του p και η T2(X) = 1

N S
2 είναι μία α.ε.

της παραμετρικής συνάρτησης g(p) = p(1− p).

Παράδειγμα 3.2. Έστω δείγμα X ∼ Poisson(λ) μεγέθους 1. Θέλουμε να δείξουμε
ότι δεν υπάρχει καμία α.ε. της παραμετρικής συνάρτησης g(λ) = 1

λ . Έστω ότι η
στατιστική συνάρτηση T (X) είναι μία α.ε. της g(λ), δηλαδή ισχύει ότι:

E [T (X)] = g(λ) ⇔
∞∑
x=0

T (x)e−λ
λx

x!
=

1

λ
⇔

λ
∞∑
x=0

T (x)e−λ
λx

x!
= eλ ⇔

∞∑
x=0

T (x)

x!
λx+1 =

∞∑
x=0

λx

x!
⇔

∞∑
x=1

T (x− 1)

(x− 1)!
λx =

∞∑
x=0

1

x!
λx.

Εφόσον το αριστερό μέλος είναι μία δυναμοσειρά χωρίς σταθερό όρο και το δεξί
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μέλος είναι μία δυναμοσειρά με σταθερό όρο 1, είναι αδύνατο να είναι ίσα μεταξύ
τους. Συνεπώς, δεν υπάρχει καμία α.ε. της g(λ) = 1

λ .

3.3 Μέσο Τετραγωνικό Σφάλμα

Ορισμός 3.5. Η συνάρτηση ΜΤΣg(ϑ) [T (X)] = Eϑ[(T (X) − g(ϑ))2] καλείται μέσο
τετραγωνικό σφάλμα (ΜΤΣ) της εκτιμήτριας T (X) ως προς την παραμετρική
συνάρτηση g(ϑ).

Κριτήριο Μέσου Τετραγωνικού Σφάλματος: Μία εκτιμήτρια T ∗(X) της g(ϑ)
θεωρείται ”καλύτερη” από κάποια άλλη εκτιμήτρια T (X) της g(ϑ) σύμφωνα με
το κριτήριο του ΜΤΣ αν ισχύει ότι ΜΤΣg(ϑ) [T ∗(X)] ⩽ ΜΤΣg(ϑ) [T (X)] ∀ϑ ∈ Θ.

Σημείωση 3.3. Το μέσο τετραγωνικό σφάλμα μπορεί να αναλυθεί ως εξής:

ΜΤΣg(ϑ) [T (X)] = Varϑ [T (X)] + bias2g(ϑ) [T (X)] .

Αν biasg(ϑ) [T (X)] = 0, δηλαδή η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι μία α.ε. της
g(ϑ), τότε παρατηρούμε ότι ΜΤΣg(ϑ) [T (X)] = Varϑ [T (X)]. Με άλλα λόγια, αν
περιοριστούμε στις α.ε. της g(ϑ), τότε ”καλύτερη” μεταξύ αυτών σύμφωνα με
το κριτήριο του ΜΤΣ είναι αυτή που επιτυγχάνει τη μικρότερη δυνατή διασπορά.
Αυτή η α.ε. που επιτυγχάνει τη μικρότερη δυνατή διασπορά καλείται αμερόληπτη
εκτιμήτρια (ομοιόμορφα) ελάχιστης διασποράς (ΑΕΕΔ) της g(ϑ) και θα μελετή-
σουμε κάποιες ιδιότητές της στην παράγραφο 3.7. Αυτό βέβαια δεν αποκλείει το
γεγονός να υπάρχει κάποια μεροληπτική εκτιμήτρια της g(ϑ) με μικρότερο ΜΤΣ
από την ΑΕΕΔ της g(ϑ) και άρα μικρότερο ΜΤΣ από κάθε άλλη α.ε. της g(ϑ).

3.4 Επάρκεια

Ορισμός 3.6. Μία στατιστική συνάρτηση T (X) καλείται επαρκής για την παρά-
μετρο ϑ αν η δεσμευμένη κατανομή του δείγματος X δεδομένου ότι T (X) = t δεν
εξαρτάται από την τιμή του ϑ ∀ϑ ∈ Θ και ∀t ∈ T (S).

Ερμηνεία: Μία επαρκής στατιστική συνάρτηση συγκεντρώνει όλη την πληροφο-
ρία που περιέχει το δείγμα για την άγνωστη παράμετρο. Δηλαδή, αν έχουμε ένα
δείγμα παρατηρήσεων, τότε αρκεί να υπολογίσουμε μέσω αυτών την τιμή μίας
επαρκούς στατιστικής συνάρτησης και θα έχουμε όλη την πληροφορία που χρεια-
ζόμαστε για να εκτιμήσουμε την άγνωστη παράμετρο, χωρίς να έχουμε πλέον
πρόσβαση στις τιμές των επιμέρους παρατηρήσεων.

Θεώρημα 3.1. (Παραγοντικό Κριτήριο Neyman - Fisher) Έστω δείγμα X με από
κοινού συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανότητας f(x;ϑ) για ϑ ∈ Θ και x ∈ S. Μία
στατιστική συνάρτηση T (X) είναι επαρκής για την παράμετρο ϑ αν και μόνο αν
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υπάρχουν μη-αρνητικές συναρτήσεις g, h τέτοιες ώστε:

f(x;ϑ) = g(T (x), ϑ)h(x).

Απόδειξη. Έστω ότι η κατανομή του δείγματος είναι διακριτή. Αρχικά, υποθέ-
τουμε ότι f(x;ϑ) = g(T (x), ϑ)h(x). Γνωρίζουμε ότι:

P(X = x | T (X) = t) =
P(X = x, T (X) = t)

P(T (X) = t)
.

Διακρίνουμε τις εξής 2 περιπτώσεις:

1. Αν T (x) ̸= t, τότε έπεται ότι:

{X = x} ∩ {T (X) = t} = ∅ ⇒ P(X = x, T (X) = t) = 0 ⇒

P(X = x | T (x) = t) = 0.

2. Αν T (x) = t, τότε υπολογίζουμε ότι:

P(X = x | T (X) = t) =
P(X = x)

P(T (X) = t)
=

g(t, ϑ)h(x)∑
x: T (x)=t f(x;ϑ)

=
g(t, ϑ)h(x)∑

x: T (x)=t g(t, ϑ)h(x)
=

h(x)∑
x: T (x)=t h(x)

,

το οποίο δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ.

Και στις 2 περιπτώσεις, η δεσμευμένη πιθανότητα P(X = x | T (X) = t) δεν
εξαρτάται από την τιμή του ϑ, το οποίο συνεπάγεται ότι η στατιστική συνάρτηση
T (X) είναι επαρκής για το ϑ.

Αντιστρόφως, υποθέτουμε ότι η T (X) είναι επαρκής για το ϑ, το οποίο συνε-
πάγεται ότι υπάρχει συνάρτηση φ(x, t) τέτοια ώστε P(X = x | T (X) = t) = φ(x, t).
Διακρίνουμε πάλι τις εξής 2 περιπτώσεις:

1. Αν T (x) ̸= t, τότε έπεται ότι φ(x, t) = 0.

2. Αν T (x) = t, τότε έπεται ότι φ(x, t) = φ(x, T (x)) = h(x) για κάποια συνάρ-
τηση h. Τότε, υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = P(X = x | T (X) = t)P(T (X) = t) = φ(x, t)P(T (X) = t)

= h(x)fT (t;ϑ) = h(x)g(T (x), ϑ).

Η απόδειξη για τη γενική περίπτωση βρίσκεται στο σύγγραμα του Keener, παρά-
γραφος 6.4.
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Σημείωση 3.4. Έστω ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι επαρκής για το ϑ.
Αν x, y ∈ S με T (x) = T (y), τότε παρατηρούμε ότι:

f(x;ϑ)

f(y;ϑ)
=
h(x)

h(y)
,

δηλαδή ο λόγος δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ. Αντιστρόφως, αν αυτός ο
λόγος εξαρτάται από την τιμή του ϑ, τότε η στατιστική συνάρτηση T (X) δεν
είναι επαρκής για το ϑ.

Πόρισμα 3.1. Έστω ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι επαρκής για το ϑ.

i. Αν ισχύει ότι T = ψ (T ∗) για κάποια συνάρτηση ψ, τότε η στατιστική συνάρ-
τηση T ∗(X) είναι κι αυτή επαρκής για το ϑ.

ii. Αν ισχύει ότι ϑ = φ(η) για κάποια συνάρτηση φ, τότε η T (X) είναι επαρκής
και για την παραμετρική συνάρτηση η.

Απόδειξη. i. Σύμφωνα με το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, έπεται ότι:

f(x;ϑ) = g(T (x), ϑ)h(x) = g
(
ψ (T ∗(x)) , ϑ

)
h(x) = g∗ (T ∗(x), ϑ)h(x),

όπου g∗ (t, ϑ) = g
(
ψ(t), ϑ

)
. Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T ∗(X) είναι επαρ-

κής για το ϑ.

ii. Σύμφωνα με το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, έπεται ότι:

f(x;ϑ) = g(T (x), ϑ)h(x) = g
(
T (x), φ(η)

)
h(x) = g∗

(
T (x), η

)
h(x),

όπου g∗
(
t, η
)
= g

(
t, φ(η)

)
. Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι επαρ-

κής για το η.

Παράδειγμα 3.3. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ). Υπολογίζουμε ότι:

f(x;λ) =
n∏
i=1

f(xi;λ) =
n∏
i=1

[
λe−λxi1(0,∞)(xi)

]
= λn exp

{
−λ

n∑
i=1

xi

}
1(0,∞)n(x),

όπου T (x) =
∑n

i=1 xi, g(t, λ) = λne−λt και h(x) = 1(0,∞)n(x). Σύμφωνα με το
παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1Xi

είναι επαρκής για το λ.

Παράδειγμα 3.4. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Laplace(µ, λ) με µ ∈ R, γνωστό λ > 0

και συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x;µ) = λ
2 e

−λ|x−µ| για x ∈ R. Υπολογί-
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ζουμε ότι:

f(x;µ) =

(
λ

2

)n
exp

{
−λ

n∑
i=1

|xi − µ|

}
,

όπου T (x) = (x1, x2, . . . , xn), g(t, µ) = e−λ
∑n

i=1 |ti−µ| και h(x) =
(
λ
2

)n. Σύμφωνα με
το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, έπεται ότι η στατιστική συνάρτηση
T (X) = X = (X1, X2, . . . , Xn) είναι επαρκής για το µ. Παρατηρούμε ότι η επαρ-
κής στατιστική συνάρτηση που υπολογίσαμε ήταν το ίδιο το δείγμα X και δε θα
μπορούσαμε να προσδιορίσουμε καμία επαρκή στατιστική συνάρτηση με μικρό-
τερη διάσταση από αυτή. Ο όρος

∑n
i=1 |Xi−µ| που εμφανίζεται στην από κοινού

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του δείγματος δεν αποτελεί στατιστική συ-
νάρτηση, αφού εξαρτάται από την τιμή της άγνωστης παραμέτρου µ.

Ορισμός 3.7. Συμβολίζουμε με X(k) την k-οστή μικρότερη από τις τυχαίες με-
ταβλητές X1, . . . , Xn για k = 1, 2, . . . , n. Ειδικότερα, X(1) = min{X1, . . . , Xn} και
X(n) = max{X1, . . . , Xn}.

Παράδειγμα 3.5. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(0, ϑ). Γνωρίζουμε ότι:

f(x;ϑ) =
1

ϑn

n∏
i=1

1[0,ϑ](xi) = ϑ−n1[0,ϑ]

(
x(1)

)
1[0,ϑ]

(
x(n)

)
= ϑ−n1[0,∞)

(
x(1)

)
1(−∞,ϑ]

(
x(n)

)
,

όπου T (x) = x(n), g(t, ϑ) = ϑ−n1(−∞,ϑ] (t) και h(x) = 1[0,∞)

(
x(1)

)
. Σύμφωνα με

το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, η στατιστική συνάρτηση T (X) = X(n)

είναι επαρκής για το ϑ.

Παράδειγμα 3.6. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(ϑ, ϑ+ 1). Γνωρίζουμε ότι:

f(x;ϑ) =
n∏
i=1

1[ϑ,ϑ+1](xi) = 1[ϑ,ϑ+1]

(
x(1)

)
1[ϑ,ϑ+1]

(
x(n)

)
,

όπου T (x) =
(
x(1), x(n)

)
, g(t1, t2, ϑ) = 1[ϑ,ϑ+1] (t1)1[ϑ,ϑ+1] (t2) και h(x) = 1. Σύμ-

φωνα με το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, η στατιστική συνάρτηση
T (X) =

(
X(1), X(n)

)
είναι επαρκής για το ϑ.

Παράδειγμα 3.7. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn με f(x;λ, k) = λe−λ(x−k) για λ > 0, k ∈ R
και x ⩾ k. Υπολογίζουμε ότι:

f(x;λ, k) = λn exp
{
−λ

n∑
i=1

(xi − k)

}
n∏
i=1

1[k,∞)(xi)

= λn exp
{
−λ

n∑
i=1

xi + nλk

}
1[k,∞)

(
x(1)

)
,
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όπου T (x) =
(∑n

i=1 xi, x(1)
)
, g(t1, t2, λ, k) = λne−λt1+nλk1[k,∞) (t2) και h(x) = 1.

Σύμφωνα με το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, η στατιστική συνάρτηση
T (X) =

(∑n
i=1Xi, X(1)

)
είναι επαρκής για το ϑ = (λ, k).

Πρόταση 3.2. (Επάρκεια στην ΕΟΚ) Αν η κατανομή του δείγματος X ανήκει
στην πολυδιάστατη ΕΟΚ με f(x;ϑ) = h(x)e⟨Q(ϑ),T (x)⟩−A(ϑ) για ϑ ∈ Θ και x ∈ S,
τότε η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι επαρκής για το ϑ.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανότητας μπορεί να
γραφτεί ως f(x;ϑ) = g(T (x), ϑ)h(x), where g(t, ϑ) = e⟨Q(ϑ),t⟩−A(ϑ). Σύμφωνα με το
παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, έπεται άμεσα ότι η στατιστική συνάρτηση
T (X) είναι επαρκής ϑ.

Παράδειγμα 3.8. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N
(
ϑ, ϑ2

)
με ϑ ̸= 0. Υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) =

(
1√
2πϑ2

)n
exp

{
− 1

2ϑ2

n∑
i=1

(xi − ϑ)2

}

= (2π)−n/2|ϑ|−n exp
{
1

ϑ

n∑
i=1

xi −
1

2ϑ2

n∑
i=1

x2i −
n

2

}

= (2πe)−n/2 exp
{
1

ϑ

n∑
i=1

xi −
1

2ϑ2

n∑
i=1

x2i − n log |ϑ|
}
,

όπου θέτουμε h(x) = (2πe)−n/2, Q(ϑ) =
(
1
ϑ ,−

1
2ϑ2

)
, T (x) =

(∑n
i=1 xi,

∑n
i=1 x

2
i

)
και A(ϑ) = n log |ϑ|. Σύμφωνα με την πρόταση για την επάρκεια στην ΕΟΚ, η
στατιστική συνάρτηση T (X) =

(∑n
i=1Xi,

∑n
i=1X

2
i

)
είναι επαρκής για το ϑ. Παρα-

τηρούμε ότι η κατανομή του δείγματος έχει μόνο μία άγνωστη παράμετρο, ενώ η
επαρκής στατιστική συνάρτηση T (X) έχει διάσταση 2, δηλαδή η ΕΟΚ δεν είναι
πλήρους τάξης.

Σημείωση 3.5. Συνοψίζοντας, έχουμε 3 μεθόδους στη διάθεσή μας για να δεί-
ξουμε ότι μία στατιστική συνάρτηση είναι επαρκής για μία άγνωστη παράμετρο:
τον ορισμό (συνήθως δύσχρηστος στην πράξη), το παραγοντικό κριτήριο Neyman
- Fisher (πιο εύχρηστο από τον ορισμό) και την πρόταση για την επάρκεια στην
ΕΟΚ (συνδυάζεται εύκολα με την πληρότητα). Ενδεικτικά, στον πίνακα 3.1 συνο-
ψίζουμε κάποιες επαρκείς στατιστικές συναρτήσεις για τις παραμέτρους κάποιων
γνωστών κατανομών.

3.5 Πληρότητα

Ορισμός 3.8. Μία στατιστική συνάρτηση T (X) καλείται πλήρης (για την κατα-
νομή του δείγματος) αν η σχέση Eϑ[φ(T )] = 0 ∀ϑ ∈ Θ συνεπάγεται ότι φ(T ) = 0

με πιθανότητα 1 (σχεδόν βέβαια) για οποιαδήποτε συνάρτηση φ.
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Bernoulli(p)

∑n
i=1Xi

Bin(N, p) με γνωστό N
Geom(p)

NegBin(N, p) με γνωστό N
Poisson(λ)
Exp(λ)

N
(
µ, σ2

)
με γνωστό σ2

N
(
µ, σ2

)
με γνωστό µ

∑n
i=1(Xi − µ)2

N
(
µ, σ2

) (∑n
i=1Xi,

∑n
i=1X

2
i

)
Gamma(k, λ) (

∑n
i=1 logXi,

∑n
i=1Xi)

Beta(ϑ1, ϑ2) (
∑n

i=1 logXi,
∑n

i=1 log(1−Xi))

U(ϑ1, ϑ2)
(
X(1), X(n)

)
ΠΊΝΆΚΆΣ 3.1: Σύνοψη Επαρκών Στατιστικών Συναρτήσεων

Σημείωση 3.6. Παρατηρούμε ότι οποιαδήποτε α.ε. του μηδενός η οποία είναι
συνάρτηση μίας πλήρους στατιστικής συνάρτησης πρέπει να είναι σχεδόν ταυτο-
τικά ίση με το 0. Επομένως, αν υπάρχουν 2 διαφορετικές συναρτήσεις φ(T ) και
ψ(T ) οι οποίες είναι α.ε. της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ), τότε η στατιστική
συνάρτηση T (X) δεν μπορεί να είναι πλήρης. Αντιστρόφως, αν T (X) είναι μία
πλήρης στατιστική συνάρτηση, τότε μπορεί να υπάρχει το πολύ μία συνάρτηση
φ(T ) η οποία να είναι α.ε. της g(ϑ).

Σημείωση 3.7. Αν ισχύει ότι A(X) = φ(T ) για κάποια συνάρτηση φ και η κατα-
νομή της στατιστικής συνάρτησης A(X) δεν εξαρτάται από την τιμή της άγνωστης
παραμέτρου ϑ, τότε η στατιστική συνάρτηση T (X) δεν μπορεί να είναι πλήρης.
Αντιστρόφως, αν η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι πλήρης, τότε η κατανομή
οποιασδήποτε συνάρτησής της πρέπει να εξαρτάται από την τιμή του ϑ. Με άλλα
λόγια, κάθε συνάρτηση μίας πλήρους στατιστικής συνάρτησης περιέχει πληροφο-
ρία για την άγνωστη παράμετρο ϑ.

Πρόταση 3.3. Αν η T (X) είναι πλήρης και ισχύει ότι T = ψ (T ∗) για κάποια 1-1
συνάρτηση ψ, τότε η T ∗(X) είναι κι αυτή πλήρης.

Απόδειξη. Έστω ότι Eϑ[φ (T ∗)] = 0 ∀ϑ ∈ Θ. Αφού η στατιστική συνάρτηση T (X)

είναι πλήρης και η συνάρτηση ψ είναι αντιστρέψιμη, έπεται ότι:

Eϑ[φ(T ∗)] = Eϑ[φ
(
ψ−1(T )

)
] = Eϑ[(φ ◦ ψ−1)(T )] = 0 ⇒

(φ ◦ ψ−1)(T ) = φ
(
ψ−1(T )

)
= φ (T ∗)

a.s.
= 0.

Συνεπώς, η στατιστική συνάρτηση T ∗(X) είναι κι αυτή πλήρης.
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Σημείωση 3.8. Στην πράξη, πρώτα βρίσκουμε μία επαρκή στατιστική συνάρτηση
για το ϑ με κάποια από τις μεθόδους που παρουσιάστηκαν στην προηγούμενη
παράγραφο και μετά ελέγχουμε αν αυτή είναι και πλήρης. Για να εφαρμόσουμε
τον ορισμό της πληρότητας, θα πρέπει να είμαστε σε θέση να προσδιορίσουμε
την κατανομή της επαρκούς στατιστικής συνάρτησης T (X), ώστε να μπορέσουμε
να υπολογίσουμε τη μέση τιμή Eϑ[φ(T )]. Διακρίνουμε 2 σημαντικές περιπτώσεις:

i. Αν η στατιστική συνάρτηση T (X) =
∑n

i=1Xi είναι επαρκής για το ϑ, η κατα-
νομή της T (X) προκύπτει άμεσα από ιδιότητες ροπογεννητριών.

ii. Αν έχουμε τ.δ. X1, . . . , Xn με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x;ϑ), συ-
νάρτηση κατανομής F (x;ϑ) και επαρκή στατιστική συνάρτηση T (X) = X(n)

ή T (X) = X(1) για το ϑ, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της T (X)

υπολογίζεται ως εξής:

FX(n)
(x) = P (max {X1, . . . , Xn} ⩽ x) = P (X1 ⩽ x, . . . ,Xn ⩽ x)

= P(X1 ⩽ x) · · ·P(Xn ⩽ x) = [F (x;ϑ)]n ,

fX(n)
(x) = nf(x;ϑ) [F (x;ϑ)]n−1 ,

FX(1)
(x) = 1− P (min {X1, . . . , Xn} > x) = 1− P(X1 > x, . . . ,Xn > x)

= 1− P(X1 > x) · · ·P(Xn > x) = 1− [1− F (x;ϑ)]n ,

fX(1)
(x) = nf(x;ϑ) [1− F (x;ϑ)]n−1 .

Σημείωση 3.9. Για τον υπολογισμό της μέσης τιμής Eϑ[φ(T )] διακρίνουμε τις εξής
σημαντικές περιπτώσεις:

i. Η κατανομή της T είναι διακριτή: Η μέση τιμή παίρνει τη μορφή σειράς (ή
αθροίσματος). Συγκεκριμένα, αν παίρνει την εξής μορφή:

Eϑ[φ(T )] =
∞∑
t=0

φ(t)ψ(t) [u(ϑ)]t = 0, ∀ϑ ∈ Θ,

τότε συμπεραίνουμε ότι φ(t)ψ(t) = 0 ∀t ∈ T (S). Επιπλέον, αν ψ(t) ̸= 0

∀t ∈ T (S), τότε έπεται ότι φ(t) = 0 ∀t ∈ T (S) και έχουμε το ζητούμενο.

ii. Η κατανομή της T είναι συνεχής και το στήριγμά της είναι το (0,∞): Υποθέ-
τουμε ότι το ολοκλήρωμα παίρνει την εξής μορφή:

Eϑ[φ(T )] =
∫ ∞

0
φ(t)ψ(t)w(ϑ)e−u(ϑ)tdt = w(ϑ)

∫ ∞

0
φ(t)ψ(t)e−u(ϑ)tdt = 0,
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∀ϑ ∈ Θ. Επιπλέον, αν w(ϑ) ̸= 0 ∀ϑ ∈ Θ, τότε έπεται ότι:∫ ∞

0
φ(t)ψ(t)e−u(ϑ)tdt = 0, ∀ϑ ∈ Θ.

Το τελευταίο ολοκλήρωμα είναι ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης
φ(t)ψ(t) στο σημείο u(ϑ). Γνωρίζουμε ότι ο μετασχηματισμός Laplace είναι 1-1
σε κλάσεις σχεδόν βέβαια ίσων συναρτήσεων. Επιπλέον, ο μετασχηματισμός
Laplace της μηδενικής συνάρτησης ισούται με 0, οπότε συμπεραίνουμε ότι
φ(t)ψ(t) = 0 σχεδόν βέβαια. Επιπλέον, αν ψ(t) ̸= 0, τότε καταλήγουμε ότι
φ(t) = 0 σχεδόν βέβαια και έχουμε το ζητούμενο.

iii. Η κατανομή της T είναι συνεχής και το στήριγμά της είναι όλο το R: Ομοίως,
υποθέτουμε ότι το ολοκλήρωμα παίρνει την εξής μορφή:

Eϑ[φ(T )] =
∫ ∞

−∞
φ(t)ψ(t)w(ϑ)e−u(ϑ)tdt = w(ϑ)

∫ ∞

−∞
φ(t)ψ(t)e−u(ϑ)tdt = 0,

∀ϑ ∈ Θ. Αν, επιπλέον, w(ϑ) ̸= 0 ∀ϑ ∈ Θ, τότε παίρνουμε την εξής σχέση:∫ ∞

−∞
φ(t)ψ(t)e−u(ϑ)tdt = 0, ∀ϑ ∈ Θ.

Το τελευταίο ολοκλήρωμα είναι ο αμφίπλευρος μετασχηματισμός Laplace της
συνάρτησης φ(t)ψ(t) στο σημείο u(ϑ), ο οποίος είναι 1-1 σε κλάσεις σχεδόν
βέβαια ίσων συναρτήσεων, οπότε καταλήγουμε με τον ίδιο τρόπο στο ζητού-
μενο.

iv. Η κατανομή της T είναι συνεχής και το στήριγμά της εξαρτάται από το ϑ:
Η μέση τιμή παίρνει τη μορφή ολοκληρώματος Riemann με κάποιο άκρο
ολοκλήρωσης που είναι συνάρτηση του ϑ ως εξής:

Eϑ[φ(T )] =
∫ u(ϑ)

a
φ(t)ψ(t)w(ϑ)dt = w(ϑ)

∫ u(ϑ)

a
φ(t)ψ(t)dt = 0, ∀ϑ ∈ Θ.

Αν w(ϑ) ̸= 0 ∀ϑ ∈ Θ, τότε συμπεραίνουμε ότι:

∫ u(ϑ)

a
φ(t)ψ(t)dt = 0, ∀ϑ ∈ Θ.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες θεώρημα του απειροστικού λογισμού, έπεται ότι:

u′(ϑ)φ (u(ϑ))ψ (u(ϑ)) = 0, ∀ϑ ∈ Θ.

Επιπλέον, αν u′(ϑ)ψ (u(ϑ)) ̸= 0 ∀ϑ ∈ Θ, καταλήγουμε ότι φ (u(ϑ)) = 0 ∀ϑ ∈ Θ,
δηλαδή φ(t) = 0 ∀t ∈ u(Θ). Αν T (S) ⊆ u(Θ), τότε έχουμε το ζητούμενο.
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Παράδειγμα 3.9. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Poisson(λ). Γνωρίζουμε ότι η στατι-
στική συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1Xi ∼ Poisson(nλ) είναι επαρκής για το λ. Έστω

ότι Eλ[φ(T )] = 0 ∀λ > 0. Τότε, υπολογίζουμε ότι:

Eλ[φ(T )] =
∞∑
t=0

φ(t)Pλ(T = t) =
∞∑
t=0

φ(t)e−nλt
(nλ)t

t!
=

∞∑
t=0

φ(t)

t!

(
nλe−nλ

)t
= 0,

∀λ > 0. Επομένως, συμπεραίνουμε ότι φ(t)t! = 0 για t = 0, 1, . . . , το οποίο συνεπά-
γεται ότι φ(t) = 0 για t = 0, 1, . . . , δηλαδή η T (X) =

∑n
i=1Xi είναι πλήρης.

Παράδειγμα 3.10. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ). Γνωρίζουμε ότι η στατιστική
συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1Xi ∼ Gamma(n, λ) είναι επαρκής για το λ. Έστω ότι

Eλ[φ(T )] = 0 ∀λ > 0. Τότε, υπολογίζουμε ότι:

Eλ[φ(T )] =
∫ ∞

0
fT (t)φ(t)dt =

λn

(n− 1)!

∫ ∞

0
tn−1e−λtφ(t)dt = 0, ∀λ > 0 ⇒

∫ ∞

0
φ(t)tn−1e−λtdt = 0, ∀λ > 0.

Αυτό το ολοκλήρωμα είναι ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης φ(t)tn−1

στο σημείο λ. Σύμφωνα με τη σημείωση 3.9, έπεται ότι φ(t)tn−1 = 0 ∀t > 0,
το οποίο συνεπάγεται ότι φ(t) = 0 ∀t > 0. Επομένως, η στατιστική συνάρτηση
T (X) =

∑n
i=1Xi είναι πλήρης.

Παράδειγμα 3.11. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U
(
ϑ2, 1

)
με ϑ ∈ (0, 1). Μπορούμε

εύκολα να δείξουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) = X(1) είναι επαρκής για
το ϑ. Σύμφωνα με τη σημείωση 3.8, υπολογίζουμε ότι:

fX(1)
(t) =

n

(1− ϑ2)n
(1− t)n−1, t ∈

(
ϑ2, 1

)
.

Έστω ότι Eϑ[φ(T )] = 0 ∀ϑ ∈ (0, 1). Τότε, υπολογίζουμε ότι:

Eϑ[φ(T )] =
∫ 1

ϑ2
fX(1)

(t)φ(t)dt =
n

(1− ϑ2)n

∫ 1

ϑ2
(1− t)n−1φ(t)dt = 0, ∀ϑ ∈ (0, 1) ⇒

∫ 1

ϑ2
(1− t)n−1φ(t)dt = 0, ∀ϑ ∈ (0, 1).

Σύμφωνα με το θεμελιώδες θεώρημα του απειροστικού λογισμού, έπεται ότι:

−2ϑ
(
1− ϑ2

)n−1
φ
(
ϑ2
)
= 0, ∀ϑ ∈ (0, 1) ⇒ φ(t) = 0, ∀t ∈ (0, 1) ⊇

(
ϑ2, 1

)
.

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) = X(1) είναι πλήρης.

Παράδειγμα 3.12. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(−ϑ, ϑ) με ϑ > 0. Μπορούμε εύκολα
να δείξουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) =

(
X(1), X(n)

)
είναι επαρκής για
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το ϑ. Σύμφωνα με τη σημείωση 3.8, υπολογίζουμε ότι:

fX(n)
(t) =

n

(2ϑ)n
(t+ ϑ)n−1, fX(1)

(t) =
n

(2ϑ)n
(ϑ− t)n−1,

Eϑ
[
X(n)

]
=

∫ ϑ

−ϑ
n(t+ ϑ)n−1 t

(2ϑ)n
dt =

[
(t+ ϑ)n

t

(2ϑ)n

]ϑ
−ϑ

− 1

(2ϑ)n

∫ ϑ

−ϑ
(t+ ϑ)ndt

= ϑ− 1

(2ϑ)n

[
1

(n+ 1)
(t+ ϑ)n+1

]ϑ
−ϑ

= ϑ− 2ϑ

n+ 1
,

Eϑ
[
X(1)

]
=

∫ ϑ

−ϑ
n(ϑ− t)n−1 t

(2ϑ)n
dt = −

[
(ϑ− t)n

t

(2ϑ)n

]ϑ
−ϑ

+
1

(2ϑ)n

∫ ϑ

−ϑ
(ϑ− t)ndt

= −ϑ− 1

(2ϑ)n

[
1

(n+ 1)
(ϑ− t)n+1

]ϑ
−ϑ

= −ϑ+
2ϑ

n+ 1
.

Παρατηρούμε ότι Eϑ
[
X(1) +X(n)

]
= 0 ∀ϑ > 0, δηλαδή η στατιστική συνάρτηση

X(1)+X(n) είναι μία α.ε. του μηδενός που είναι συνάρτηση της T (X). Σύμφωνα με
τη σημείωση 3.6, η στατιστική συνάρτηση T (X) =

(
X(1), X(n)

)
δεν είναι πλήρης.

Εναλλακτικά, θέτουμε Yi = |Xi| για i = 1, 2, . . . , n και υπολογίζουμε ότι:

FY1(y) = P (|X1| ⩽ y) = P(−y ⩽ X1 ⩽ y) = P(X1 ⩽ y)− P(X1 < −y)

= F (y;ϑ)− F (−y;ϑ) = y + ϑ

2ϑ
− −y + ϑ

2ϑ
=
y

ϑ
, y ∈ (0, ϑ),

δηλαδή Yi = |Xi| ∼ U(0, ϑ) για i = 1, 2, . . . , n. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.5
(σελίδα 31), η στατιστική συνάρτηση T ∗(X) = max{|X1|, . . . , |Xn|} είναι κι αυτή
επαρκής για το ϑ. Ακριβώς όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, μπορούμε να
δείξουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T ∗(X) είναι πλήρης.

Θεώρημα 3.2. (Επάρκειας - Πληρότητας στην ΕΟΚ) Έστω ότι η κατανομή του
δείγματοςX ανήκει στην πολυδιάστατη ΕΟΚ με f(x;ϑ) = h(x)e⟨Q(ϑ),T (x)⟩−A(ϑ) για
ϑ ∈ Θ ⊆ Rs και x ∈ S. Αν η ΕΟΚ είναι πλήρους τάξης, δηλαδή Q : Θ → Rs, και
το σύνολο Q(Θ) =

{
Q(ϑ) : ϑ ∈ Θ

}
⊆ Rs περιέχει ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο

του Rs, τότε η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι επαρκής για το ϑ και πλήρης.

Απόδειξη. Σύμφωνα με την πρόταση για την επάρκεια στην ΕΟΚ, γνωρίζουμε ήδη
ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι επαρκής για το ϑ. Χωρίς βλάβη της γενικό-
τητας, υποθέτουμε ότι η κατανομή του δείγματος είναι συνεχής. Σύμφωνα με τον
τύπο αλλαγής μεταβλητών, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της T (X) δίνε-
ται από fT (t) = r(t)e⟨Q(ϑ),t⟩−nA(ϑ) για κάποια συνάρτηση r. Έστω ότι Eϑ[φ(T )] = 0

∀ϑ ∈ Θ. Τότε, υπολογίζουμε ότι:

Eϑ [φ(T )] =
∫
Rs

φ(t)r(t)e⟨Q(ϑ),t⟩−nA(ϑ)dt = 0 ⇒
∫
Rs

φ(t)r(t)e−⟨−Q(ϑ),t⟩dt = 0.
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Αυτό το ολοκλήρωμα είναι ο s-διάστατος αμφίπλευρος μετασχηματισμός Laplace
της συνάρτησης φ(t)r(t) υπολογισμένος στο σημείο −Q(ϑ), ο οποίος είναι 1-1 σε
κλάσεις σχεδόν βέβαια ίσων συναρτήσεων. Ο πολυδιάστατος αμφίπλευρος μετα-
σχηματισμός Laplace της μηδενικής συνάρτησης ισούται με 0. Αφού r(t) ̸= 0 από
τον ορισμό της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της T (X), έπεται ότι φ(t) = 0

∀t ∈ Rs. Συνεπώς, η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι πλήρης.

Παράδειγμα 3.13. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (ϑ1, ϑ2). Σύμφωνα με το παρά-
δειγμα 2.4 (σελίδα 21), η κατανομή των τυχαίων μεταβλητών X1, . . . , Xn ανήκει
στη μονοδιάστατη ΕΟΚ. Σύμφωνα με την πρόταση 2.3 (σελίδα 22), η από κοι-
νού κατανομή του δείγματος X ανήκει στην πολυδιάστατη ΕΟΚ με την ακόλουθη
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας:

f(x;ϑ) = (2π)−n/2 exp
{
ϑ1
ϑ2

n∑
i=1

xi −
1

2ϑ2

n∑
i=1

x2i −
nϑ21
2ϑ2

− n

2
logϑ2

}
,

Q(ϑ) =

(
ϑ1
ϑ2
,− 1

2ϑ2

)
, T (x) =

(
n∑
i=1

xi,

n∑
i=1

x2i

)
.

H διάσταση της συνάρτησης T (x) είναι ίση με τη διάσταση της παραμέτρου ϑ και
το σύνολο Q(Θ) =

{(
ϑ1
ϑ2
,− 1

2ϑ2

)
: (ϑ1, ϑ2) ∈ R× (0,∞)

}
= R × (−∞, 0) περιέχει

ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R2. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας -
πληρότητας στην ΕΟΚ, η στατιστική συνάρτηση T (X) =

(∑n
i=1Xi,

∑n
i=1X

2
i

)
είναι

επαρκής για το ϑ = (ϑ1, ϑ2) και πλήρης.

Παράδειγμα 3.14. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N
(
ϑ, ϑ2

)
με ϑ ̸= 0. Σύμφωνα με το

παράδειγμα 3.8 (σελίδα 32), η στατιστική συνάρτηση T (X) =
(∑n

i=1Xi,
∑n

i=1X
2
i

)
είναι επαρκής για το ϑ. Παρατηρούμε ότι:

T (X) =
(
nX, (n− 1)S2 + nX

2
)
= ψ

(
X,S2

)
.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.1 (σελίδα 30), έπεται ότι η στατιστική συνάρτηση
T ∗(X) =

(
X,S2

)
είναι κι αυτή επαρκής για το ϑ. Σύμφωνα με την πρόταση 3.1

(σελίδα 26), γνωρίζουμε ότι Eϑ
(
S2
)
= ϑ2. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

Eϑ
(
X

2
)
=

1

n
ϑ2 + ϑ2 =

n+ 1

n
ϑ2 ⇒ Eϑ

(
n

n+ 1
X

2
)

= ϑ2, ∀ϑ ̸= 0,

δηλαδή υπάρχουν 2 διαφορετικές α.ε. της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) = ϑ2 οι
οποίες είναι συναρτήσεις της T ∗(X). Σύμφωνα με τη σημείωση 3.6, η στατιστική
συνάρτηση T ∗(X) =

(
X,S2

)
δεν είναι πλήρης. Παρατηρούμε ότι το θεώρημα

επάρκειας - πληρότητας στην ΕΟΚ δεν ισχύει στη συγκεκριμένη περίπτωση, αφού
η ΕΟΚ δεν είναι πλήρους τάξης.
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Σημείωση 3.10. Συνοψίζοντας, έχουμε 2 μεθόδους για να ελέγξουμε αν μία στα-
τιστική συνάρτηση είναι πλήρης: τον ορισμό (απαιτεί γνώση της κατανομής της
στατιστικής συνάρτησης) και το θεώρημα επάρκειας - πληρότητας στην ΕΟΚ (εύ-
κολο να ελέγξουμε αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του). Ενδεικτικά, στον πίνακα
3.2 συνοψίζουμε τις κατανομές κάποιων πλήρων στατιστικών συναρτήσεων.

Bernoulli(p)

∑n
i=1Xi

Bin(n, p)
Bin(N, p) με γνωστό N Bin(nN, p)

Geom(p) NegBin(n, p)
NegBin(N, p) με γνωστό N NegBin(nN, p)

Poisson(λ) Poisson(nλ)
Gamma(k, λ) με γνωστό k Gamma(nk, λ)
N
(
µ, σ2

)
με γνωστό σ2 N (nµ, nσ2)

Exp(ϑ)
Gamma(n, ϑ)Beta(ϑ, 1) −

∑n
i=1 logXi

Beta(1, ϑ) −
∑n

i=1 log(1−Xi)

ΠΊΝΆΚΆΣ 3.2: Σύνοψη Επαρκών - Πλήρων Στατιστικών Συναρτήσεων

Σημείωση 3.11. (Κατανομή χ2 με ν βαθμούς ελευθερίας)

i. Αν X ∼ χ2
ν ≡ Gamma

(
ν
2 ,

1
2

)
, τότε E(X) = ν και Var(X) = 2ν.

ii. Αν X ∼ Gamma(k, ϑ), τότε 2ϑX ∼ Gamma
(
k, 12

)
≡ χ2

2k.

iii. Αν X ∼ N (µ, σ2), τότε X−µ
σ ∼ N (0, 1) και

(
X−µ
σ

)2
∼ χ2

1.

iv. Αν X1, . . . , Xn ∼ N (µ, σ2) ανεξάρτητες, τότε
∑n

i=1

(
Xi−µ
σ

)2
∼ χ2

n.

v. Αν X1, . . . , Xn ∼ N (µ, σ2) ανεξάρτητες, τότε n−1
σ2 S

2 =
∑n

i=1

(
Xi−X
σ

)2
∼ χ2

n−1.

Σημείωση 3.12. Αν X1, . . . , Xn ∼ N (µ, σ2) είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές,
τότε έπεται ότι:

E
(
n− 1

σ2
S2

)
= n− 1 ⇒ E

(
S2
)
= σ2,

Var
(
n− 1

σ2
S2

)
= 2(n− 1) ⇒ Var

(
S2
)
=

2

n− 1
σ4.

Θεώρημα 3.3. (Basu) Θεωρούμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι επαρ-
κής για το ϑ και πλήρης. Αν η κατανομή της στατιστικής συνάρτησης A(X) δεν
εξαρτάται από την τιμή του ϑ, τότε οι T (X) και A(X) είναι ανεξάρτητες.
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Απόδειξη. Σύμφωνα με το θεώρημα διπλής μέσης τιμής, γνωρίζουμε ότι:

E [h(A(X))] = Eϑ [E (h(A(X)) | T (X))] .

Παρατηρούμε ότι η μέση τιμή E [h(A(X))] δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ

επειδή η κατανομή της στατιστικής συνάρτησης A(X) δεν εξαρτάται από την
τιμή του ϑ, ενώ η μέση τιμή E [h(A(X)) | T (X)] δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ
επειδή δεσμεύουμε σε μία επαρκή στατιστική συνάρτηση T (X) για το ϑ. Ορίζουμε
την ακόλουθη συνάρτηση:

g(t) = E [h(A(X)) | T (X) = t]− E [h(A(X))] .

Σύμφωνα με το προηγούμενο επιχείρημα, γνωρίζουμε ότι Eϑ [g(T )] = 0 ∀ϑ ∈ Θ.
Αφού η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι πλήρης, έπεται ότι:

g(T )
a.s.
= 0 ⇒ E [h(A(X)) | T (X)]

a.s.
= E [h(A(X))] .

Αφού η συνάρτηση h ήταν τυχούσα, συμπεραίνουμε ότι οι στατιστικές συναρτή-
σεις T (X) και A(X) είναι ανεξάρτητες.

Σημείωση 3.13. Μία κλασική εφαρμογή του θεωρήματος Basu έγκειται στην από-
δειξη της ανεξαρτησίας των στατιστικών συναρτήσεων X και S2 στην περίπτωση
όπου X1, . . . , Xn ∼ N

(
µ, σ2

)
είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές. Μάλιστα, η

ανεξαρτησία της δειγματικής μέσης τιμής και της δειγματικής διασποράς χαρα-
κτηρίζει την κανονική κατανομή - καμία άλλη κατανομή δεν έχει αυτή την ιδιό-
τητα. Σταθεροποιούμε τη διασπορά σ2. Τότε, η στατιστική συνάρτηση X είναι
επαρκής για το µ και πλήρης. Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι n−1

σ2 S
2 ∼ χ2

n−1, δηλαδή
η κατανομή της στατιστικής συνάρτησης S2 δεν εξαρτάται από την τιμή του µ.
Σύμφωνα με το θεώρημα Basu, έπεται ότι οι στατιστικές συναρτήσεις X και S2

είναι ανεξάρτητες.

Ορισμός 3.9. i. Η στατιστική συνάρτηση R(X) = X(n) −X(1) καλείται δειγμα-
τικό εύρος.

ii. Η στατιστική συνάρτηση M(X) =
X(1)+X(n)

2 καλείται δειγματικό μεσοδιά-
στημα.

Παράδειγμα 3.15. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N
(
µ, σ2

)
. Θέλουμε να δείξουμε ότι οι

στατιστικές συναρτήσεις
(
X,S2

)
και A(X) = R(X)

S(X) είναι ανεξάρτητες. Γνωρίζουμε
ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) =

(
X,S2

)
είναι επαρκής για το ϑ =

(
µ, σ2

)
και

πλήρης. Επιπλέον, θέτουμε Zi = Xi−µ
σ ∼ N (0, 1) για i = 1, 2, . . . , n, οπότε συμπε-

ραίνουμε ότι X = σZ + µ και X(i) = σZ(i) + µ για i = 1, 2, . . . , n. Υπολογίζουμε
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ότι:
R(X) = σZ(n) + µ−

[
σZ(1) + µ

]
= σ

[
Z(n) − Z(1)

]
,

S2(X) =
1

n− 1

n∑
i=1

[
σZi + µ−

(
σZ + µ

)]2
=

σ2

n− 1

n∑
i=1

(
Zi − Z

)2
,

A(X) =
Z(n) − Z(1)√

1
n−1

∑n
i=1

(
Zi − Z

)2 ,
δηλαδή η κατανομή της στατιστικής συνάρτησης A(X) δεν εξαρτάται από την
τιμή του ϑ. Σύμφωνα με το θεώρημα Basu, καταλήγουμε ότι οι στατιστικές συ-
ναρτήσεις

(
X,S2

)
και A(X) είναι ανεξάρτητες.

Παράδειγμα 3.16. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(ϑ, ϑ + 1) με ϑ ∈ R. Θέλουμε να
δείξουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) = (R,M) είναι επαρκής για το ϑ αλλά
όχι πλήρης. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.6 (σελίδα 31), η στατιστική συνάρτηση
T ∗(X) =

(
X(1), X(n)

)
είναι επαρκής για το ϑ. Επιπλέον, παρατηρούμε ότι:

T ∗(X) =

(
2M +R

2
,
2M −R

2

)
= ψ (R,M) .

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.1 (σελίδα 30), έπεται ότι η στατιστική συνάρτηση
T (X) = (R,M) είναι κι αυτή επαρκής για το ϑ. Θέτουμε Ui = Xi − ϑ ∼ U(0, 1)
για i = 1, 2, . . . , n, οπότε συμπεραίνουμε ότι X(i) = U(i) + ϑ για i = 1, 2, . . . , n.
Υπολογίζουμε ότι:

R(X) = X(n) −X(1) = U(n) + ϑ−
[
U(1) + ϑ

]
= U(n) − U(1),

δηλαδή η κατανομή της στατιστικής συνάρτησης R(X) δεν εξαρτάται από την
τιμή του ϑ. Σύμφωνα με το θεώρημα Basu, έπεται ότι η στατιστική συνάρτηση
T (X) = (R,M) δεν είναι πλήρης, αφού δεν είναι ανεξάρτητη από τη στατιστική
συνάρτηση R(X).

Σημείωση 3.14. Ενώ η κατανομή της στατιστικής συνάρτησης R(X) δεν εξαρτά-
ται από την τιμή του ϑ, σε συνδυασμό με τη στατιστική συνάρτηση M(X) είναι
επαρκής για το ϑ. Με άλλα λόγια, ενώ από μόνη της δεν περιέχει καμία πληρο-
φορία για την τιμή του ϑ, σε συνδυασμό με κάποια άλλη στατιστική συνάρτηση
δίνει κάποια πληροφορία για την ακρίβεια εκτίμησης του ϑ. Για παράδειγμα, αν
παρατηρήσουμε την τιμή m = 2 για τη στατιστική συνάρτηση M(X), τότε συμπε-
ραίνουμε ότι το ϑ βρίσκεται στο διάστημα [1, 2]. Επιπλέον, αν παρατηρήσουμε την
τιμή r = 1 για τη στατιστική συνάρτηση R(X), τότε υπολογίζουμε ότι x(1) = 1.5

και x(n) = 2.5, οπότε συμπεραίνουμε ότι το ϑ είναι ακριβώς ίσο με 1.5 ∈ [1, 2].
Διαφορετικά, αν r = 0.5, τότε x(1) = 1.75 και x(n) = 2.25, οπότε το ϑ βρίσκεται
στο διάστημα [1.25, 1.75] ⊂ [1, 2]. Φυσικά, αν παρατηρήσουμε μόνο κάποια τιμή r,
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τότε δεν αντλούμε καμία πληροφορία για το ϑ.

3.6* Ελάχιστη Επάρκεια

Ορισμός 3.10. Μία στατιστική συνάρτηση T (X) καλείται ελάχιστα επαρκής για
το ϑ αν είναι επαρκής για το ϑ και για κάθε άλλη επαρκή στατιστική συνάρτηση
T ∗(X) για το ϑ ισχύει ότι T (X) = ψ(T ∗) για κάποια συνάρτηση ψ.

Ερμηνεία: Μία ελάχιστη επαρκής στατιστική συνάρτηση για το ϑ είναι συνάρτηση
κάθε άλλης επαρκούς στατιστικής συνάρτησης για το ϑ, οπότε συγκεντρώνει όλη
την πληροφορία που έχει το δείγμα για το ϑ όσο πιο αποτελεσματικά γίνεται. Για
παράδειγμα, το ίδιο το δείγμα είναι πάντα μία επαρκής στατιστική συνάρτηση για
το ϑ, αλλά συνήθως μπορούμε να συμπυκνώσουμε την πληροφορία που περιέχει
το δείγμα πολύ περισσότερο.

Πρόταση 3.4. Αν η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι ελάχιστα επαρκής για το
ϑ και T (X) = ψ (T ∗) για κάποια 1-1 συνάρτηση ψ, τότε η στατιστική συνάρτηση
T ∗(X) είναι κι αυτή ελάχιστα επαρκής για το ϑ.

Απόδειξη. Παρατηρούμε πρώτα ότι η στατιστική συνάρτηση T ∗(X) είναι επαρκής
για το ϑ σύμφωνα με το πόρισμα 3.1 (σελίδα 30). Έστω ότι η στατιστική συνάρ-
τηση V (X) είναι κι αυτή επαρκής για το ϑ. Σύμφωνα με τον ορισμό της ελάχιστης
επάρκειας, υπάρχει συνάρτηση φ τέτοια ώστε T = φ (V ). Αφού η συνάρτηση ψ εί-
ναι αντιστρέψιμη, παίρνουμε ότι T ∗ =

(
ψ−1 ◦ φ

)
(V ). Αφού η επαρκής στατιστική

συνάρτηση T ∗(X) για το ϑ είναι συνάρτηση οποιασδήποτε άλλης τυχούσας επαρ-
κούς στατιστικής συνάρτησης V (X) για το ϑ, συμπεραίνουμε ότι είναι ελάχιστα
επαρκής για το ϑ.

Θεώρημα 3.4. Αν υπάρχει κάποια ελάχιστα επαρκής στατιστική συνάρτηση για
το ϑ, τότε κάθε στατιστική συνάρτηση που είναι επαρκής για το ϑ και πλήρης
είναι ελάχιστα επαρκής για το ϑ.

Απόδειξη. Θεωρούμε μία στατιστική συνάρτηση T (X) που είναι επαρκής για το ϑ
και πλήρης, μία στατιστική συνάρτησηM(X) που είναι ελάχιστα επαρκής για το ϑ
και ορίζουμε τη συνάρτηση g (T (X)) = T (X)−E [T (X) |M(X)]. Παρατηρούμε ότι
η μέση τιμή E [T (X) |M(X)] δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ επειδή δεσμεύουμε
στην επαρκή στατιστική συνάρτησηM(X) για το ϑ. Έστω ότι Eϑ [g(T )] = 0 ∀ϑ ∈ Θ.
Αφού η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι πλήρης, έπεται ότι:

g(T )
a.s.
= 0 ⇒ T (X) = E [T (X) |M(X)]︸ ︷︷ ︸

ψ(M)

.
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Αφού η στατιστική συνάρτηση M(X) είναι ελάχιστα επαρκής για το ϑ, συμπεραί-
νουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι κι αυτή ελάχιστα επαρκής για το
ϑ σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση.

Σημείωση 3.15. Το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά, δηλαδή μία ελάχιστα επαρκής
στατιστική συνάρτηση για το ϑ δεν είναι υποχρεωτικά και πλήρης.

Θεώρημα 3.5. Έστω δείγμα X με από κοινού συνάρτηση (πυκνότητας) πιθα-
νότητας f(x;ϑ). Για δεδομένο x ∈ Rn, ορίζουμε Θx = {ϑ ∈ Θ : f(x;ϑ)} ⊆ Θ το
υποσύνολο του παραμετρικού χώρου κάτω από το οποίο είναι δυνατό να παρα-
τηρήσουμε το δείγμα x. Έστω ότι υπάρχει κάποια στατιστική συνάρτηση T (X)

τέτοια ώστε ∀x, y ∈ S ισχύει η ακόλουθη ισοδυναμία:

T (x) = T (y) ⇔ Θx = Θy και f(x;ϑ)

f(y;ϑ)
= h(x, y),

όπου h είναι μία μη-αρνητική συνάρτηση που δεν εξαρτάται από την τιμή του
ϑ ∈ Θx. Τότε, η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι ελάχιστα επαρκής για το ϑ.

Απόδειξη. Έστω At = {x ∈ Rn : T (x) = t} και xt ∈ At. Για οποιοδήποτε δειγμα-
τικό σημείο x ∈ Rn, παρατηρούμε ότι T

(
xT (x)

)
= T (x). Από υπόθεση, έπεται ότι

Θx = ΘxT (x)
και ο λόγος f(x;ϑ)

f(xT (x);ϑ)
= h(x) δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ ∈ Θx.

Τότε, παρατηρούμε ότι:

f(x;ϑ) =
f(x;ϑ)

f
(
xT (x);ϑ

) f (xT (x);ϑ)︸ ︷︷ ︸
g(T (x),ϑ)

= h(x)g (T (x), ϑ) .

Σύμφωνα με το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, η στατιστική συνάρτηση
T (X) είναι επαρκής για το ϑ. Θεωρούμε τώρα μία άλλη επαρκή στατιστική συ-
νάρτηση T ∗(X) για το ϑ, το οποίο συνεπάγεται ότι f(x;ϑ) = g∗ (T ∗(x), ϑ)h∗(x)

για κάποιες συναρτήσεις g∗, h∗. Αν T ∗(x) = T ∗(y), τότε έπεται ότι:

f(x;ϑ)

f(y;ϑ)
=
g∗ (T ∗(x), ϑ)h∗(x)

g∗
(
T ∗(y), ϑ

)
h∗(y)

=
h∗(x)

h∗(y)
,

δηλαδή ο λόγος δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ. Επιπλέον, παρατηρούμε ότι:

Θx = {ϑ ∈ Θ : f(x;ϑ) > 0} = {ϑ ∈ Θ : g∗ (T ∗(x), ϑ) > 0}

=
{
ϑ ∈ Θ : g∗

(
T ∗(y), ϑ

)
> 0
}
=
{
ϑ ∈ Θ : f(y;ϑ) > 0

}
= Θy.

Από υπόθεση, έπεται ότι T (x) = T (y). Αφού η σχέση T ∗(x) = T ∗(y) συνεπάγεται
ότι T (x) = T (y) για οποιαδήποτε τυχαία δειγματικά σημεία x, y ∈ Rn, έπεται
ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι συνάρτηση της T ∗(X). Αφού η επαρκής
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στατιστική συνάρτηση T (X) για το ϑ είναι συνάρτηση οποιασδήποτε άλλης τυ-
χούσας επαρκούς στατιστικής συνάρτησης T ∗(X) για το ϑ, συμπεραίνουμε ότι
είναι ελάχιστα επαρκής για το ϑ.

Παράδειγμα 3.17. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (ϑ, ϑ) με ϑ > 0. Παρατηρούμε ότι
το σύνολο Θx = (0,∞) δεν εξαρτάται από το δείγμα x ∈ Rn. Υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) =

(
1√
2πϑ

)n
exp

{
− 1

2ϑ

n∑
i=1

(xi − ϑ)2

}

= (2π)−n/2ϑ−n/2 exp
{

n∑
i=1

xi −
1

2ϑ

n∑
i=1

x2i −
nϑ

2

}

= (2π)−n/2ϑ−n/2e−nϑ/2enx exp
{
− 1

2ϑ

n∑
i=1

x2i

}
,

Έστω T (X) =
∑n

i=1X
2
i . Για x, y ∈ Rn, παρατηρούμε ότι:

T (x) = T (y) ⇔ f(x;ϑ)

f(y;ϑ)
= en(x−y).

Επομένως, η T (X) =
∑n

i=1X
2
i είναι ελάχιστα επαρκής για το ϑ.

Παράδειγμα 3.18. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N
(
ϑ, ϑ2

)
με ϑ > 0. Παρατηρούμε ότι

το σύνολο Θx = (0,∞) δεν εξαρτάται από το δείγμα x ∈ Rn. Σύμφωνα με το
παράδειγμα 3.8 (σελίδα 32), γνωρίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = (2πe)−n/2ϑ−n exp
{
1

ϑ

n∑
i=1

xi −
1

2ϑ2

n∑
i=1

x2i

}
,

Έστω T (X) =
(∑n

i=1Xi,
∑n

i=1X
2
i

)
. Για x, y ∈ Rn, παρατηρούμε ότι:

T (x) = T (y) ⇔ f(x;ϑ)

f(y;ϑ)
= 1.

Επομένως, η T (X) =
(∑n

i=1Xi,
∑n

i=1X
2
i

)
είναι ελάχιστα επαρκής για το ϑ.

Παράδειγμα 3.19. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Laplace(µ, λ) με µ ∈ R, γνωστό λ > 0

και f(x;µ) = λ
2 e

−λ|x−µ| για x ∈ R. Παρατηρούμε ότι το σύνολο Θx = R δεν
εξαρτάται από το δείγμα x ∈ Rn. Υπολογίζουμε ότι:

f(x;µ) =

(
λ

2

)n
exp

{
−λ

n∑
i=1

|xi − µ|

}
=

(
λ

2

)n
exp

{
−λ

n∑
i=1

∣∣x(i) − µ
∣∣} .
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Έστω T (X) =
(
X(1), X(2), . . . , X(n)

)
. Για x, y ∈ Rn, παρατηρούμε ότι:

T (x) = T (y) ⇔ f(x;µ)

f(y;µ)
= 1.

Επομένως, η T (X) =
(
X(1), X(2), . . . , X(n)

)
είναι ελάχιστα επαρκής για το µ.

Παράδειγμα 3.20. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Pareto(k, λ) με k > 0, γνωστό λ > 0

και f(x; k) = λkλ

xλ+1 για x ⩾ k. Παρατηρούμε ότι το σύνολο Θx =
(
0, x(1)

]
εξαρτάται

από το δείγμα x ∈ (0,∞)n. Υπολογίζουμε ότι:

f(x; k) = λnknλ
n∏
i=1

x−λ−1
i 1[k,∞)

(
x(1)

)
.

Έστω T (X) = X(1). Για x, y ∈ (0,∞)n, παρατηρούμε ότι:

T (x) = T (y) ⇔ Θx = Θy και f(x; k)

f(y; k)
= 1.

Επομένως, η T (X) = X(1) είναι ελάχιστα επαρκής για το k.

Παράδειγμα 3.21. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Pareto(k, λ) με k > 0, λ > 0 και
f(x; k, λ) = λkλ

xλ+1 για x ⩾ k. Παρατηρούμε ότι το σύνολο Θx =
(
0, x(1)

]
× (0,∞)

εξαρτάται από το δείγμα x ∈ (0,∞)n. Υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = λnknλ exp
{
−(λ+ 1)

n∑
i=1

logxi

}
1[k,∞)

(
x(1)

)
.

Έστω T (X) =
(∑n

i=1 logXi, X(1)

)
. Για x, y ∈ (0,∞)n, παρατηρούμε ότι:

T (x) = T (y) ⇔ Θx = Θy και f(x;ϑ)

f(y;ϑ)
= 1.

Άρα η T (X) =
(∑n

i=1 logXi, X(1)

)
είναι ελάχιστα επαρκής για το ϑ = (k, λ).

Παράδειγμα 3.22. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(ϑ, ϑ + 1) με ϑ ∈ R. Παρατηρούμε
ότι το σύνολο Θx =

[
x(n) − 1, x(1)

]
εξαρτάται από το δείγμα x ∈ Rn. Σύμφωνα με

το παράδειγμα 3.6 (σελίδα 31), γνωρίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = 1[ϑ,ϑ+1]

(
x(1)

)
1[ϑ,ϑ+1]

(
x(n)

)
.

Έστω T (X) =
(
X(1), X(n)

)
. Για x, y ∈ Rn, παρατηρούμε ότι:

T (x) = T (y) ⇔ Θx = Θy και f(x;ϑ)

f(y;ϑ)
= 1.

Επομένως, η T (X) =
(
X(1), X(n)

)
είναι ελάχιστα επαρκής για το ϑ.
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3.7 Αμερόληπτες Εκτιμήτριες Ελάχιστης Διασποράς

Ορισμός 3.11. Μία στατιστική συνάρτηση δ(X) καλείται αμερόληπτη εκτιμήτρια
(ομοιόμορφα) ελάχιστης διασποράς (ΑΕΕΔ) της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ)
αν είναι α.ε. της g(ϑ) με πεπερασμένη διασπορά και για κάθε άλλη α.ε. V (X)

της g(ϑ) ισχύει ότι Varϑ [δ(X)] ⩽ Varϑ [V (X)] ∀ϑ ∈ Θ.

Θεώρημα 3.6. Έστω U0 =
{
U(X) : Eϑ [U(X)] = 0 και Eϑ

[
U2(X)

]
<∞ ∀ϑ ∈ Θ

}
η

κλάση των α.ε. του μηδενός με πεπερασμένη διασπορά και δ(X) μία α.ε. της
παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) με πεπερασμένη διασπορά. Τότε, η δ(X) είναι
μία ΑΕΕΔ της g(ϑ) αν και μόνο αν Covϑ [δ(X), U(X)] = 0 ∀ϑ ∈ Θ και ∀U(X) ∈ U0.

Απόδειξη. Υποθέτουμε αρχικά ότι η στατιστική συνάρτηση δ(X) είναι μία ΑΕΕΔ
της g(ϑ). Έστω U(X) ∈ U0 και δ∗(X) = δ(X) + λU(X) για λ ∈ R. Τότε, παρατη-
ρούμε ότι:

Eϑ [δ
∗(X)] = Eϑ [δ(X)] + λEϑ [U(X)] = g(ϑ),

δηλαδή η στατιστική συνάρτηση δ∗(X) είναι μία α.ε. της g(ϑ). Αφού η στατιστική
συνάρτηση δ(X) είναι μία ΑΕΕΔ της g(ϑ), έπεται ότι:

Varϑ [δ(X)] ⩽ Varϑ [δ∗(X)] = Varϑ [δ(X)] + λ2Varϑ [U(X)] + 2λCovϑ [δ(X), U(X)] ,

το οποίο συνεπάγεται ότι λ2Varϑ [U(X)] + 2λCovϑ [δ(X), U(X)] ⩾ 0 ∀λ ∈ R. Για
να ισχύει αυτό, θα πρέπει η διακρίνουσα αυτής της δευτεροβάθμιας εξίσωσης ως
προς λ να είναι μη-θετική, δηλαδή

[
2Covϑ (δ(X), U(X))

]2 ⩽ 0, το οποίο συνεπά-
γεται ότι Covϑ[δ(X), U(X)] = 0 ∀ϑ ∈ Θ.

Αντιστρόφως, έστω ότι Covϑ [δ(X), U(X)] = 0 ∀ϑ ∈ Θ και ∀U(X) ∈ U0. Θε-
ωρούμε μία α.ε. δ∗(X) της g(ϑ). Τότε, παρατηρούμε ότι Eϑ [δ(X)− δ∗(X)] = 0,
το οποίο συνεπάγεται ότι δ(X) − δ∗(X) ∈ U0. Από υπόθεση και με χρήση της
ανισότητας συνδιακύμανσης, συμπεραίνουμε ότι:

Covϑ [δ(X), δ(X)− δ∗(X)] = 0 ⇒ Varϑ [δ(X)] = Covϑ [δ(X), δ∗(X)] ⇒

[
Varϑ (δ(X))

]2
=
[
Covϑ (δ(X), δ∗(X))

]2 ⩽ Varϑ [δ(X)]Varϑ [δ∗(X)] ⇒

Varϑ [δ(X)] ⩽ Varϑ [δ∗(X)] .

Αφού η στατιστική συνάρτηση δ∗ ήταν μία τυχούσα α.ε. της g(ϑ), συμπεραίνουμε
ότι η στατιστική συνάρτηση δ(X) είναι μία ΑΕΕΔ της g(ϑ).

Πόρισμα 3.2. Έστω U(X) ∈ U0 και V (X) μία α.ε. της παραμετρικής συνάρτησης
g(ϑ) με πεπερασμένη διασπορά. Αν η σταθερά c =

Covϑ[V (X),U(X)]

Varϑ[U(X)] ̸= 0 δεν εξαρ-
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τάται από την τιμή του ϑ, τότε η στατιστική συνάρτηση V ∗(X) = V (X) − cU(X)

είναι κι αυτή α.ε. της g(ϑ) και ισχύει ότι Varϑ [V ∗(X)] ⩽ Varϑ [V (X)] ∀ϑ ∈ Θ.

Απόδειξη. Αρχικά, παρατηρούμε ότι:

Eϑ[V ∗(X)] = Eϑ[V (X)]− cEϑ[U(X)] = g(ϑ),

το οποίο συνεπάγεται ότι η στατιστική συνάρτηση V ∗(X) είναι μία α.ε. της g(ϑ).
Έπειτα, υπολογίζουμε ότι:

Varϑ [V ∗(X)] = Varϑ [V (X)− cU(X)]

= Varϑ [V (X)] + c2Varϑ [U(X)]− 2cCovϑ [V (X), U(X)]

= Varϑ [V (X)] +
Cov2ϑ [V (X), U(X)]

Varϑ [U(X)]
− 2

Cov2ϑ [V (X), U(X)]

Varϑ [U(X)]

= Varϑ [V (X)]−
Cov2ϑ [V (X), U(X)]

Varϑ [U(X)]
⩽ Varϑ [V (X)] .

Σημείωση 3.16. Αυτό το αποτέλεσμα χρησιμοποιείται συχνά στην προσομοίωση
Monte Carlo και αναφέρεται ως η μέθοδος των μεταβλητών ελέγχου.

Πόρισμα 3.3. Αν υπάρχει ΑΕΕΔ για μία παραμετρική συνάρτηση g(ϑ), τότε είναι
και μοναδική.

Απόδειξη. Έστω ότι οι στατιστικές συναρτήσεις δ1(X) και δ2(X) είναι 2 διαφο-
ρετικές ΑΕΕΔ της g(ϑ). Τότε, έπεται ότι δ1(X) − δ2(X) ∈ U0. Σύμφωνα με το
προηγούμενο θεώρημα, συμπεραίνουμε ότι:

Covϑ [δ1(X), δ1(X)− δ2(X)] = Covϑ [δ2(X), δ1(X)− δ2(X)] = 0 ⇒

Varϑ [δ1(X)] = Varϑ [δ2(X)] = Covϑ [δ1(X), δ2(X)] ⇒

Corrϑ [δ1(X), δ2(X)] =
Covϑ [δ1(X), δ2(X)]√
Varϑ [δ1(X)]Varϑ [δ2(X)]

= 1.

Άρα, υπάρχουν σταθερές c0 ∈ R και c1 > 0 τέτοιες ώστε δ1(X)
a.s.
= c0 + c1δ2(X).

Αφού ισχύει ότι Varϑ [δ1(X)] = Varϑ [δ2(X)], συμπεραίνουμε ότι c21 = 1, το οποίο
συνεπάγεται ότι c1 = 1. Επιπλέον, αφού ισχύει ότι Eϑ [δ1(X)] = Eϑ [δ2(X)], έπεται
ότι c0 = 0. Επομένως, συμπεραίνουμε ότι δ1(X)

a.s.
= δ2(X). Αφού οποιεσδήποτε 2

τυχούσες ΑΕΕΔ της g(ϑ) πρέπει να είναι σχεδόν βέβαια ίσες μεταξύ τους, κατα-
λήγουμε ότι η ΑΕΕΔ της g(ϑ) είναι μοναδική, δεδομένου ότι αυτή υπάρχει.
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Πόρισμα 3.4. Αν οι στατιστικές συναρτήσεις δ1(X), . . . , δd(X) είναι οι ΑΕΕΔ
των παραμετρικών συναρτήσεων g1(ϑ), . . . , gd(ϑ) αντίστοιχα, τότε η στατιστική
συνάρτηση δ(X) =

∑d
j=1 cjδj(X) είναι η ΑΕΕΔ της παραμετρικής συνάρτησης

g(ϑ) =
∑d

j=1 cjgj(ϑ).

Απόδειξη. Αρχικά, παρατηρούμε ότι:

Eϑ [δ(X)] =

d∑
j=1

cjEϑ [δj(X)] =

d∑
j=1

cjgj(ϑ) = g(ϑ),

δηλαδή η στατιστική συνάρτηση δ(X) είναι μία α.ε. της g(ϑ). Θεωρούμε τώρα μία
στατιστική συνάρτηση U(X) ∈ U0. Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα και τη
γραμμικότητα της συνδιακύμανσης, παίρνουμε ότι:

Covϑ [δ(X), U(X)] =

d∑
j=1

cjCovϑ [δj(X), U(X)] =

d∑
j=1

cj · 0 = 0.

Αφού η α.ε. δ(X) της g(ϑ) είναι ασυσχέτιστη με κάθε τυχούσα α.ε. του 0, κατα-
λήγουμε ότι είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ) =

∑d
j=1 cjgj(ϑ).

Θεώρημα 3.7. (Rao - Blackwell) Έστω V (X) μία α.ε. της παραμετρικής συνάρτη-
σης g(ϑ) με πεπερασμένη διασπορά και T (X) μία επαρκής στατιστική συνάρτηση
για το ϑ. Τότε, η στατιστική συνάρτηση V ∗(X) = E [V (X) | T (X)] είναι κι αυτή
α.ε. της g(ϑ) και μάλιστα ισχύει ότι Varϑ [V ∗(X)] ⩽ Varϑ [V (X)] ∀ϑ ∈ Θ.

Απόδειξη. Σύμφωνα με το θεώρημα διπλής μέσης τιμής, υπολογίζουμε ότι:

Eϑ [V ∗(X)] = Eϑ [E (V (X) | T (X))] = Eϑ [V (X)] = g(ϑ).

Σύμφωνα με την ανισότητα Jensen και το θεώρημα διπλής μέσης τιμής, υπολογί-
ζουμε ότι:

Varϑ [V ∗(X)] = Eϑ
[
(V ∗(X)− ϑ)2

]
= Eϑ

[
(E (V (X) | T (X))− ϑ)2

]
= Eϑ

[
(E (V (X)− ϑ | T (X)))2

]
⩽ Eϑ

[
E
(
(V (X)− ϑ)2 | T (X)

)]
= Eϑ

[
(V (X)− ϑ)2

]
= Varϑ [V (X)] .

Θεώρημα 3.8. (Lehmann - Scheffé) Έστω V (X) μία α.ε. της g(ϑ) με πεπερασμένη
διασπορά. Αν η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι επαρκής για το ϑ και πλήρης,
τότε η στατιστική συνάρτηση δ(X) = E [V (X) | T (X)] είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ).
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Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει κάποια α.ε. δ∗(X) της g(ϑ) τέτοια ώστε
Varϑ [δ∗(X)] < Varϑ [δ(X)] για κάποιο ϑ ∈ Θ. Έστω V ∗(X) = E [δ∗(X) | T (X)].
Σύμφωνα με το θεώρημα Rao - Blackwell, η στατιστική συνάρτηση V ∗(X) είναι
μία α.ε. της g(ϑ) με Varϑ [V ∗(X)] ⩽ Varϑ [δ∗(X)]. Tότε, παρατηρούμε ότι:

0 = Eϑ [V ∗(X)− δ(X)] = Eϑ [E (δ∗(X)− V (X) | T (X))] .

Αφού η T (X) είναι πλήρης, έπεται ότι E [δ∗(X)− V (X) | T (X)]
a.s.
= 0, το οποίο

συνεπάγεται ότι V ∗(X)
a.s.
= δ(X). Επομένως, συμπεραίνουμε ότι:

Varϑ [δ(X)] = Varϑ [V ∗(X)] ⩽ Varϑ [δ∗(X)] < Varϑ [δ(X)] ,

το οποίο είναι άτοπο. Αφού καμία άλλη α.ε. της g(ϑ) δεν μπορεί να επιτύχει
μικρότερη διασπορά από τη δ(X) για οποιαδήποτε τυχούσα τιμή της παραμέτρου
ϑ ∈ Θ, καταλήγουμε ότι η στατιστική συνάρτηση δ(X) = E [V (X) | T (X)] είναι η
ΑΕΕΔ της g(ϑ).

Πόρισμα 3.5. Έστω ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι επαρκής για το ϑ και
πλήρης. Αν ισχύει ότι Eϑ [ψ(T )] = g(ϑ) για κάποια συνάρτηση ψ, τότε η στατιστική
συνάρτηση δ(X) = ψ(T ) είναι η ΑΕΕΔ της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ).

Απόδειξη. Σύμφωνα με το θεώρημα Lehmann - Scheffé, γνωρίζουμε ότι η στατι-
στική συνάρτηση δ(X) = E [ψ(T ) | T (X)] είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ). Από τις ιδιότητες
της δεσμευμένης μέσης τιμής, γνωρίζουμε επίσης ότι E [ψ(T ) | T (X)] = ψ(T ). Επο-
μένως, καταλήγουμε ότι η δ(X) = ψ(T ) είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ).

Σημείωση 3.17. Συνοψίζοντας, για την εύρεση της ΑΕΕΔ μίας παραμετρικής συ-
νάρτησης g(ϑ) πρέπει πρώτα να βρούμε μία στατιστική συνάρτηση T (X) που να
είναι επαρκής για το ϑ και πλήρης. Έπειτα, έχουμε τις εξής 2 επιλογές:

i. Αν μπορούμε να προσδιορίσουμε μία α.ε. V (X) της g(ϑ) και είναι εύκολο
να υπολογίσουμε τη δεσμευμένη μέση τιμή ψ(t) = Eϑ [V (X) | T = t], τότε η
στατιστική συνάρτηση δ(X) = ψ(T ) είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ) σύμφωνα με το
θεώρημα Lehmann - Scheffé.

ii. Αν μπορούμε να προσδιορίσουμε κάποια συνάρτηση ψ της T (X) τέτοια ώστε
Eϑ [ψ(T )] = cg(ϑ) + d, τότε η στατιστική συνάρτηση δ(X) = ψ(T )−d

c είναι η
ΑΕΕΔ της g(ϑ) σύμφωνα με το προηγούμενο πόρισμα.

Παράδειγμα 3.23. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Bernoulli(p). Θέλουμε να βρούμε τις
ΑΕΕΔ των παραμετρικών συναρτήσεων g1(p) = p2 και g2(p) = p(1−p). Γνωρίζουμε
ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1Xi ∼ Bin(n, p) είναι επαρκής για το p
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και πλήρης. Υπολογίζουμε ότι:

E
(
T 2
)
= Var(T ) + [E(T )]2 = np(1− p) + (np)2 = np− np2 + n2p2

= E(T ) + n(n− 1)p2 ⇒ E
[
T (T − 1)

n(n− 1)

]
= p2.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5, η στατιστική συνάρτηση ψ1(T ) = T (T−1)
n(n−1) είναι η

ΑΕΕΔ της g1(p). Στη συνέχεια, παρατηρούμε ότι:

E
(
T 2
)
= np(1− p) + n2p2 − n2p+ n2p = np(1− p)− n2p(1− p) + nE(T ) ⇒

E
(
nT − T 2

)
= n(n− 1)p(1− p) ⇒ E

[
T (n− T )

n(n− 1)

]
= p(1− p).

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5, η ψ2(T ) =
T (n−T )
n(n−1) είναι η ΑΕΕΔ της g2(p).

Παράδειγμα 3.24. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ). Θέλουμε να βρούμε τις ΑΕΕΔ
της παραμετρικής συνάρτησης g(λ) = 1

λ2
και του λ. Σύμφωνα με το παράδειγμα

3.10 (σελίδα 36), η στατιστική συνάρτηση T (X) =
∑n

i=1Xi ∼ Gamma(n, λ) είναι
επαρκής για το λ και πλήρης. Υπολογίζουμε ότι:

E
(
T 2
)
= Var(T ) + [E(T )]2 =

n

λ2
+
n2

λ2
⇒ E

[
T 2

n(n+ 1)

]
=

1

λ2
.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5, η στατιστική συνάρτηση ψ1(T ) = T 2

n(n+1) είναι η
ΑΕΕΔ της g(λ). Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

E
(
1

T

)
=

∫ ∞

0

1

x

λn

(n− 1)!
xn−1e−λxdx =

λn

(n− 1)!

∫ ∞

0
xn−2e−λxdx

=
λn

(n− 1)!

(n− 2)!

λn−1
=

λ

n− 1
⇒ E

(
n− 1

T

)
= λ.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5, έπεται ότι η ψ2(T ) =
n−1
T είναι η ΑΕΕΔ του λ.

Παράδειγμα 3.25. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (µ, σ2) με γνωστό σ2. Θέλουμε να
βρούμε την ΑΕΕΔ της παραμετρικής συνάρτησης g(µ) = eµt για t ∈ R. Γνωρί-
ζουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) = X είναι επαρκής για το µ και πλήρης.
Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι:

MX1(t) = E
(
etX1

)
= exp

{
µt+

1

2
σ2t2

}
,

MT (t) = E
(
etX
)
=

n∏
i=1

MXi(t/n) = [MX1(t/n)]
n = exp

{
µt+

1

2n
σ2t2

}
,

E
(
exp

{
tX − 1

2n
σ2t2

})
= eµt.
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Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5, η στατιστική συνάρτηση ψ(X) = exp
{
tX − 1

2nσ
2t2
}

είναι η ΑΕΕΔ της g(µ).

Παράδειγμα 3.26. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (µ, σ2). Θέλουμε να βρούμε τις
ΑΕΕΔ των παραμετρικών συναρτήσεων g1(µ, σ2) = σ2 και g2(µ, σ2) = µ2. Σύμ-
φωνα με το παράδειγμα 3.13 (σελίδα 38), η T (X) =

(
X,S2

)
είναι επαρκής για

το ϑ = (µ, σ2) και πλήρης. Σύμφωνα με την πρόταση 3.1 (σελίδα 26), γνωρίζουμε
ότι E(S2) = σ2. Επομένως, η στατιστική συνάρτηση ψ1

(
X,S2

)
= S2 είναι η ΑΕΕΔ

της g1(ϑ) σύμφωνα με το πόρισμα 3.5. Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

E
(
X

2
)
= Var(X) +

[
E(X)

]2
=

1

n
σ2 + µ2 ⇒ E

(
X

2 − 1

n
S2

)
= µ2.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5, η ψ2

(
X,S2

)
= X

2− 1
nS

2 είναι η ΑΕΕΔ της g2(ϑ).

Παράδειγμα 3.27. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(0, ϑ). Αν η συνάρτηση g : (0,∞) → R
είναι παραγωγίσιμη, θέλουμε να βρούμε την ΑΕΕΔ της παραμετρικής συνάρτησης
g(ϑ). Γνωρίζουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) = X(n) είναι επαρκής για το
ϑ και πλήρης. Για t ∈ (0, ϑ), γνωρίζουμε ότι:

fX(n)
(t) =

n

ϑn
tn−1.

Έστω ότι Eϑ[ψ(T )] = g(ϑ) ∀ϑ > 0. Τότε, υπολογίζουμε ότι:∫ ϑ

0
fX(n)

(t)ψ(t)dt =
n

ϑn

∫ ϑ

0
tn−1ψ(t)dt = g(ϑ) ⇒

n

∫ ϑ

0
tn−1ψ(t)dt = ϑng(ϑ) ⇒ nϑn−1ψ(ϑ) = nϑn−1g(ϑ) + ϑng′(ϑ) ⇒

ψ(ϑ) = g(ϑ) +
ϑ

n
g′(ϑ), ∀ϑ ∈ (0,∞) ⊇ (0, ϑ).

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5, η στατιστική συνάρτηση ψ(T ) = g(T )+ T
n g

′(T ), όπου
T (X) = X(n), είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ).

Παράδειγμα 3.28. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Poisson(λ). Θέλουμε να βρούμε τις
ΑΕΕΔ των g1(λ) = λke−λ, g2(λ) = e−kλ και g3(λ) = λk για k ⩽ n. Γνωρίζουμε ότι
η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1Xi ∼ Poisson(nλ) είναι επαρκής για το λ

και πλήρης. Παρατηρούμε ότι:

E
[
1{k}(X1)

]
= P(X1 = k) = e−λ

λk

k!
⇒ E

[
k!1{k}(X1)

]
= e−λλk.

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση V1(X) = k!1{k}(X1) είναι μία α.ε. της g1(λ).
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Για t = k, k + 1, . . . , υπολογίζουμε ότι:

E (V1 | T = t) = E
(
k!1{k}(X1) | T = t

)
= k!P (X1 = k | T = t)

=
k!P (X1 = k,

∑n
i=1Xi = t)

P (
∑n

i=1Xi = t)
=
k!P (X1 = k,

∑n
i=2Xi = t− k)

P (
∑n

i=1Xi = t)

=
k!P(X1 = k)P (

∑n
i=2Xi = t− k)

P (
∑n

i=1Xi = t)

=
k!e−λλk/k! · e−(n−1)λ [(n− 1)λ]t−k /(t− k)!

e−nλ(nλ)t/t!

=
t!

(t− k)!

(
1

n

)k (
1− 1

n

)t−k
.

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση ψ1(T ) = T !
(T−k)!

(
1
n

)k (
1− 1

n

)T−k
1{k,k+1,... }(T )

είναι η ΑΕΕΔ της g1(λ) σύμφωνα με το θεώρημα Lehmann - Scheffé. Στη συνέχεια,
παρατηρούμε ότι:

E
[
1{0}(X1) · · ·1{0}(Xk)

]
= P(X1 = 0, . . . , Xk = 0)

ανεξ.
=
ισον.

[P(X1 = 0)]k = e−kλ.

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση V2(X) = 1{0}(X1) · · ·1{0}(Xk) είναι μία α.ε.
της g2(λ). Για k ⩽ n, υπολογίζουμε ότι:

E (V2 | T = t) = P (X1 = 0, . . . , Xk = 0 | T = t)

=
P (X1 = 0, . . . , Xk = 0,

∑n
i=1Xi = t)

P (
∑n

i=1Xi = t)

=
P(X1 = 0) · · ·P(Xk = 0)P

(∑n
i=k+1Xi = t

)
P (
∑n

i=1Xi = t)

=
e−kλe−(n−k)λ [(n− k)λ]t /t!

e−nλ(nλ)t/t!
=

(
1− k

n

)t
.

Σύμφωνα με το θεώρημα Lehmann - Scheffé, έπεται ότι η ψ2(T ) =
(
1− k

n

)T είναι
η ΑΕΕΔ της g2(λ). Έστω ότι Eλ[ψ3(T )] = g3(λ) ∀λ > 0. Τότε, υπολογίζουμε ότι:

∞∑
t=0

ψ3(t)e
−nλ (nλ)

t

t!
= λk ⇒

∞∑
t=0

ntψ3(t)

t!
λt = λkenλ ⇒

∞∑
t=0

ntψ3(t)

t!
λt = λk

∞∑
t=0

(nλ)t

t!
⇒

∞∑
t=0

ntψ3(t)

t!
λt =

∞∑
t=0

nt

t!
λt+k ⇒

∞∑
t=0

ntψ3(t)

t!
λt =

∞∑
t=k

nt−k

(t− k)!
λt ⇒

ntψ3(t)

t!
=

 0, t = 0, 1, . . . , k − 1

nt−k

(t−k)! , t = k, k + 1, . . .
⇒ ψ3(t) =

 0, t = 0, 1, . . . , k − 1(
t
k

)
k!
nk , t = k, k + 1, . . .

.
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Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5, έπεται ότι η ψ3(T ) =
(
T
k

)
k!
nk1{k,k+1,... }(T ) είναι η

ΑΕΕΔ της g3(λ).

Σημείωση 3.18. Αν X1, . . . , Xn ∼ Poisson(λ) είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλη-
τές, τότε (X1 |

∑n
i=1Xi = t) ∼ Bin

(
t, 1n
)
ανεξαρτήτως από την τιμή λ.

3.8 Ανισότητα Cramér ‐ Rao

Ορισμός 3.12. i. Η συνάρτηση SX(ϑ) = ∂
∂ϑ log f(X;ϑ) καλείται συνάρτηση score

του δείγματος X για την παράμετρο ϑ.

ii. Η παραμετρική συνάρτηση IX(ϑ) = Eϑ
[
S2
X(ϑ)

]
καλείται πληροφορία κατά

Fisher του δείγματος X για την παράμετρο ϑ.

Πρόταση 3.5. i. Αν X1, . . . , Xn ανεξάρτητες, τότε SX(ϑ) =
∑n

i=1 SXi(ϑ).

ii. Αν g(η) = ϑ συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση, τότε IX(η) = IX (g(η)) [g′(η)]2.

Απόδειξη. i. Παρατηρούμε ότι:

SX(ϑ) =
∂

∂ϑ
log

n∏
i=1

f(Xi;ϑ) =
∂

∂ϑ

n∑
i=1

log f(Xi;ϑ)

=
n∑
i=1

∂

∂ϑ
log f(Xi;ϑ) =

n∑
i=1

SXi(ϑ).

ii. Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, υπολογίζουμε ότι:

IX(η) = Eη
[
S2
X(η)

]
= Eη

[(
∂

∂η
log f(X; η)

)2
]
= Eϑ

[(
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ)

∂ϑ

∂η

)2
]

= Eϑ

[(
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ)

)2
](

∂ϑ

∂η

)2

= IX (g(η))
[
g′(η)

]2
.

Συνθήκες Ομαλότητας: Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε ότι η κατανομή
του δείγματοςX είναι συνεχής με από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
f(x;ϑ) για ϑ ∈ Θ ⊆ R και x ∈ S. Ορίζουμε τις ακόλουθες συνθήκες ομαλότητας:

I. O παραμετρικός χώρος Θ είναι ανοικτό υποσύνολο του R.

II. Το στήριγμα S = {x ∈ Rn : f(x;ϑ) > 0} δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ.

III. ∂
∂ϑf(x;ϑ) <∞ ∀x ∈ S και ∀ϑ ∈ Θ.

IV.
∫
S

∂
∂ϑf(x;ϑ)dx = ∂

∂ϑ

∫
S f(x;ϑ)dx = 0 ∀ϑ ∈ Θ.

V. IX(ϑ) ∈ (0,∞) ∀ϑ ∈ Θ.
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Πρόταση 3.6. Έστω ότι ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες ομαλότητας:

VI. ∂2

∂ϑ2
f(x;ϑ) <∞ ∀x ∈ S και ∀ϑ ∈ Θ.

VII.
∫
S

∂2

∂ϑ2
f(x;ϑ)dx = ∂2

∂ϑ2

∫
S f(x;ϑ)dx = 0 ∀ϑ ∈ Θ.

Τότε, έπεται ότι:

IX(ϑ) = −Eϑ
[
∂

∂ϑ
SX(ϑ)

]
= −Eϑ

[
∂2

∂ϑ2
log f(X;ϑ)

]
.

Απόδειξη. Σύμφωνα με την ολοκλήρωση κατά παράγοντες, υπολογίζουμε ότι:

Eϑ
[
∂2

∂ϑ2
log f(X;ϑ)

]
=

∫
S
f(x;ϑ)

∂2

∂ϑ2
log f(x;ϑ)dx =

∫
S
f(x;ϑ)

∂

∂ϑ
Sx(ϑ)dx

=

∫
S

[
∂

∂ϑ

[
f(x;ϑ)Sx(ϑ)

]
− Sx(ϑ)

∂

∂ϑ
f(x;ϑ)

]
dx,

όπου Sx(ϑ) = ∂
∂ϑ log f(x;ϑ) =

1
f(x;ϑ)

∂
∂ϑf(x;ϑ) είναι η συνάρτηση score. Σύμφωνα

με τη συνθήκη ομαλότητας VII, υπολογίζουμε ότι:∫
S

∂

∂ϑ

[
f(x;ϑ)Sx(ϑ)

]
dx =

∫
S

∂

∂ϑ

[
f(x;ϑ)

1

f(x;ϑ)

∂

∂ϑ
f(x;ϑ)

]
dx

=

∫
S

∂2

∂ϑ2
f(x;ϑ)dx =

∂2

∂ϑ2

∫
S
f(x;ϑ)dx = 0.

Συνεπώς, καταλήγουμε ότι:

−Eϑ
[
∂2

∂ϑ2
log f(X;ϑ)

]
=

∫
S
Sx(ϑ)

∂

∂ϑ
f(x;ϑ)dx

=

∫
S
Sx(ϑ)f(x;ϑ)

1

f(x;ϑ)

∂

∂ϑ
f(x;ϑ)dx

=

∫
S
Sx(ϑ)f(x;ϑ)

∂

∂ϑ
log f(x;ϑ)dx

=

∫
S
f(x;ϑ)

[
∂

∂ϑ
log f(x;ϑ)

]2
dx

= Eϑ

[(
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ)

)2
]
= Eϑ

[
S2
X(ϑ)

]
= IX(ϑ).

Πρόταση 3.7. Έστω δείγμα X από κατανομή που ικανοποιεί τις συνθήκες ομα-
λότητας I-V.

i. Ισχύει ότι E
[
SX(ϑ)

]
= 0 και Varϑ

[
SX(ϑ)

]
= Eϑ

[
S2
X(ϑ)

]
= IX(ϑ) ∀ϑ ∈ Θ.

ii. Αν X1, . . . , Xn ανεξάρτητες, τότε IX(ϑ) =
∑n

i=1 IXi(ϑ).

iii. Αν X1, . . . , Xn ανεξάρτητες και ισόνομες, τότε IX(ϑ) = nIX1(ϑ).
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Απόδειξη. i. Σύμφωνα με τη συνθήκη ομαλότητας IV, υπολογίζουμε ότι:

E
[
SX(ϑ)

]
=

∫
S
f(x;ϑ)Sx(ϑ)dx =

∫
S
f(x;ϑ)

∂

∂ϑ
log f(x;ϑ)dx

=

∫
S
f(x;ϑ)

1

f(x;ϑ)

∂

∂ϑ
f(x;ϑ)dx

=

∫
S

∂

∂ϑ
f(x;ϑ)dx =

∂

∂ϑ

∫
S
f(x;ϑ)dx = 0.

Επομένως, συμπεραίνουμε ότι:

Varϑ
[
SX(ϑ)

]
= Eϑ

[
S2
X(ϑ)

]
−
[
Eϑ
(
SX(ϑ)

)]2
= Eϑ

[
S2
X(ϑ)

]
= IX(ϑ).

ii. Αφού οι τυχαίες μεταβλητές X1, X2, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες, έπεται ότι:

IX(ϑ) = Varϑ
[
SX(ϑ)

]
= Varϑ

[
n∑
i=1

SXi(ϑ)

]
=

n∑
i=1

Varϑ [SXi(ϑ)] =

n∑
i=1

IXi(ϑ).

iii. Αφού οι τυχαίες μεταβλητές X1, X2, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες και ισόνομες,
έπεται ότι:

IX1(ϑ) = IX2(ϑ) = · · · = IXn(ϑ) ⇒ IX(ϑ) =
n∑
i=1

IXi(ϑ) = nIX1(ϑ).

Θεώρημα 3.9. (Ανισότητα Cramér - Rao) Έστω δείγμα X με από κοινού συνάρ-
τηση πυκνότητας πιθανότητας f(x;ϑ) για ϑ ∈ Θ ⊆ R και x ∈ S η οποία ικανοποιεί
τις συνθήκες ομαλότητας I-V. Έστω ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι μία
εκτιμήτρια της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) με πεπερασμένη διασπορά και
ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη ομαλότητας:

VIII.
∫
S T (x)

∂
∂ϑf(x;ϑ)dx = ∂

∂ϑ

∫
S T (x)f(x;ϑ)dx = ∂

∂ϑEϑ [T (X)] ∀ϑ ∈ Θ,

όπου Eϑ [T (X)] = g(ϑ) + biasg(ϑ) [T (X)]. Τότε, έπεται ότι:

Varϑ [T (X)] ⩾ 1

IX(ϑ)

[
∂

∂ϑ
Eϑ [T (X)]

]2
, ∀ϑ ∈ Θ.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τις συνθήκες ομαλότητας VII και IV, υπολογίζουμε
ότι:

∂

∂ϑ
Eϑ [T (X)] =

∂

∂ϑ

∫
S
T (x)f(x;ϑ)dx =

∫
S
T (x)

∂

∂ϑ
f(x;ϑ)dx

=

∫
S
T (x)f(x;ϑ)

1

f(x;ϑ)

∂

∂ϑ
f(x;ϑ)dx
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=

∫
S
f(x;ϑ)T (x)

∂

∂ϑ
log f(x;ϑ)dx = Eϑ

[
T (X)SX(ϑ)

]
= Covϑ

[
T (X),SX(ϑ)

]
+ Eϑ [T (X)]Eϑ

[
SX(ϑ)

]
= Covϑ

[
T (X),SX(ϑ)

]
,

όπου Eϑ
[
SX(ϑ)

]
= 0 σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση. Κάνοντας χρήση

της ανισότητας συνδιακύμανσης, συμπεραίνουμε ότι:[
∂

∂ϑ
Eϑ [T (X)]

]2
=
[
Covϑ

(
T (X),SX(ϑ)

)]2
⩽ Varϑ [T (X)]Varϑ

[
SX(ϑ)

]
= Varϑ [T (X)] IX(ϑ),

όπου Varϑ
[
SX(ϑ)

]
= IX(ϑ) σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση. Επομένως,

καταλήγουμε ότι:

Varϑ [T (X)] ⩾ 1

IX(ϑ)

[
∂

∂ϑ
Eϑ [T (X)]

]2
.

Πόρισμα 3.6. Αν η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι α.ε. της παραμετρικής συ-
νάρτησης g(ϑ), τότε έπεται ότι:

Varϑ [T (X)] ⩾ [g′(ϑ)]2

IX(ϑ)
, ∀ϑ ∈ Θ.

Απόδειξη. Αν η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι α.ε. της g(ϑ), τότε ισχύει ότι
∂
∂ϑEϑ [T (X)] = g′(ϑ), οπότε το ζητούμενο αποτέλεσμα προκύπτει άμεσα από την
ανισότητα Cramér - Rao.

Ορισμός 3.13. i. Μία α.ε. T (X) της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) που επιτυγ-
χάνει το κάτω φράγμα της ανισότητας Cramér - Rao, δηλαδή για την οποία
ισχύει ότι:

Varϑ [T (X)] =
[g′(ϑ)]2

IX(ϑ)
, ∀ϑ ∈ Θ,

καλείται αποτελεσματική (ή αποδοτική) εκτιμήτρια της g(ϑ).

ii. Θεωρούμε μία α.ε. T (X) της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ). Ο ακόλουθος
λόγος:

eg(ϑ) [T (X)] =
[g′(ϑ)]2 /IX(ϑ)
Varϑ [T (X)]

∈ [0, 1],

καλείται αποτελεσματικότητα (ή αποδοτικότητα) της T (X) ως προς g(ϑ).

Σημείωση 3.19. Παρατηρούμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι αποτελε-
σματική εκτιμήτρια της g(ϑ) αν και μόνο αν eg(ϑ) [T (X)] = 1 ∀ϑ ∈ Θ. Αν η T (X)

είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της g(ϑ), τότε είναι η μοναδική ΑΕΕΔ της g(ϑ).
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Το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά. Αν η T (X) είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ), τότε δεν
είναι απαραίτητα αποτελεσματική εκτιμήτρια της g(ϑ). Σε αυτήν την περίπτωση,
συμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχει καμία αποτελεσματική εκτιμήτρια της g(ϑ).

Πρόταση 3.8. Μία στατιστική συνάρτηση T (X) είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια
της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) αν και μόνο αν υπάρχει συνάρτηση k(ϑ) ̸= 0

τέτοια ώστε SX(ϑ) = k(ϑ) [T (X)− g(ϑ)] ∀ϑ ∈ Θ. Τότε, ισχύει ότι k(ϑ) = IX(ϑ)

g′(ϑ) .

Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι αποτελεσματική
εκτιμήτρια της g(ϑ) αν και μόνο αν είναι α.ε. της g(ϑ) και επιτυγχάνει το κάτω
φράγμα της ανισότητας Cramér - Rao. Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι η T (X) επιτυγ-
χάνει το κάτω φράγμα της ανισότητας Cramér - Rao αν και μόνο αν η ανισότητα
συνδιακύμανσης που επικαλεστήκαμε στην απόδειξη της ανισότητας Cramér -
Rao ισχύει ως ισότητα ∀ϑ ∈ Θ. Γνωρίζουμε επίσης ότι η ανισότητα συνδιακύμαν-
σης ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν συναρτήσεις c0(ϑ) και c1(ϑ) ̸= 0

τέτοιες ώστε T (X) = c0(ϑ) + c1(ϑ)SX(ϑ) ∀ϑ ∈ Θ. Τότε, υπολογίζουμε ότι:

g(ϑ) = E [T (X)] = c0(ϑ) + c1(ϑ)Eϑ
[
SX(ϑ)

]
= c0(ϑ),

0 = c′0(ϑ) + c′1(ϑ)SX(ϑ) + c1(ϑ)
∂

∂ϑ
SX(ϑ) ⇒

g′(ϑ) + c′1(ϑ)Eϑ
[
SX(ϑ)

]
+ c1(ϑ)Eϑ

[
∂

∂ϑ
SX(ϑ)

]
= 0 ⇒ c1(ϑ) =

g′(ϑ)

IX(ϑ)
.

Επομένως, καταλήγουμε ότι:

T (X) = g(ϑ) +
g′(ϑ)

IX(ϑ)
SX(ϑ) ⇔ SX(ϑ) =

IX(ϑ)
g′(ϑ)︸ ︷︷ ︸
k(ϑ)

[T (X)− g(ϑ)] .

Πρόταση 3.9. Έστω ότι η κατανομή του δείγματος X ανήκει στην πολυδιάστατη
μονοπαραμετρική ΕΟΚ με f(x;ϑ) = h(x)eQ(ϑ)T (x)−A(ϑ) για ϑ ∈ Θ ⊆ R και x ∈ S.
Αν ο παραμετρικός χώρος Θ είναι ανοικτό υποσύνολο του R και η συνάρτηση
Q : Θ → R είναι συνεχώς παραγωγίσιμη με Q′(ϑ) ̸= 0 ∀ϑ ∈ Θ, τότε όλες οι συνθή-
κες ομαλότητας ικανοποιούνται. Επιπλέον, η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι
αποτελεσματική εκτιμήτρια της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) = A′(ϑ)

Q′(ϑ) . Μάλι-
στα, υπάρχει αποτελεσματική εκτιμήτρια της h(ϑ) αν και μόνο αν η κατανομή
του δείγματος ανήκει στην ΕΟΚ και η h(ϑ) είναι της μορφής h(ϑ) = c0 + c1g(ϑ)

για κάποιες σταθερές c0 ∈ R, c1 ̸= 0.

Απόδειξη. Οι συνθήκες ομαλότητας I και II ικανοποιούνται από υπόθεση. Μπο-
ρούμε να δείξουμε ότι ικανοποιούνται κι όλες οι υπόλοιπες συνθήκες ομαλότητας
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με κατάλληλη χρήση του θεωρήματος κυριαρχημένης σύγκλισης. Τότε, υπολογί-
ζουμε ότι:

SX(ϑ) =
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ) = Q′(ϑ)T (X)−A′(ϑ) = Q′(ϑ)

[
T (X)− A′(ϑ)

Q′(ϑ)

]
.

Σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση, έπεται ότι η στατιστική συνάρτηση T (X)

είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της g(ϑ) = A′(ϑ)
Q′(ϑ) . Σύμφωνα με την απόδειξη

της προηγούμενης πρότασης, γνωρίζουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι
αποτελεσματική εκτιμήτρια της g(ϑ) αν και μόνο αν υπάρχουν συναρτήσεις c0(ϑ)
και c1(ϑ) ̸= 0 τέτοιες ώστε SX(ϑ) = c0(ϑ)+c1(ϑ)T (X) ∀ϑ ∈ Θ. Τότε, υπολογίζουμε
ότι:

log f(X;ϑ) = T (X)

∫
c1(ϑ)dϑ︸ ︷︷ ︸

C1(ϑ)+A1(X)

+

∫
c0(ϑ)dϑ︸ ︷︷ ︸

C0(ϑ)+A0(X)

⇔

f(x;ϑ) = eA0(x)+A1(x)T (x)︸ ︷︷ ︸
h(x)

eC1(ϑ)T (x)+C2(ϑ).

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της
g(ϑ) αν και μόνο αν η κατανομή του δείγματος ανήκει στην ΕΟΚ με Q(ϑ) = C1(ϑ)

και A(ϑ) = −C2(ϑ).

Παράδειγμα 3.29. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Bernoulli(p). Υπολογίζουμε ότι:

log f(x; p) = log p
n∑
i=1

xi + log(1− p)

(
n−

n∑
i=1

xi

)
,

SX(p) =
∂

∂p
log f(X; p) =

1

p

n∑
i=1

Xi −
1

1− p

(
n−

n∑
i=1

Xi

)

=
1

p(1− p)

(
n∑
i=1

Xi − np

)
=

n

p(1− p)

(
X − p

)
,

όπου k(p) = n
p(1−p) ̸= 0 ∀p ∈ (0, 1). Σύμφωνα με την πρόταση 3.8, η στατιστική

συνάρτηση T (X) = X είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της παραμετρικής συνάρ-
τησης g(p) = p. Εναλλακτικά, παρατηρούμε ότι ο παραμετρικός χώρος Θ = (0, 1)

είναι ανοικτό υποσύνολο του R και η κατανομή του δείγματος X ανήκει στην
ΕΟΚ με την εξής από κοινού συνάρτηση πιθανότητας:

f(x; p) = exp
{
n [log p− log(1− p)]x− n log 1

1− p

}
,

όπου T (x) = x, Q(p) = n [log p− log(1− p)] και A(p) = n log 1
1−p . Υπολογίζουμε

ότι:
Q′(p) =

n

p
+

n

1− p
=

n

p(1− p)
̸= 0, A′(p) =

n

1− p
,
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οπότε όλες οι συνθήκες ομαλότητας ικανοποιούνται. Σύμφωνα με την πρόταση
3.9, η στατιστική συνάρτηση T (X) = X είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της
παραμετρικής συνάρτησης g(p) = A′(p)

Q′(p) = p. Εναλλακτικά, υπολογίζουμε ότι:

∂2

∂p2
log f(X; p) = − 1

p2

n∑
i=1

Xi −
1

(1− p)2

(
n−

n∑
i=1

Xi

)
,

IX(p) = −E
[
∂2

∂p2
log f(X; p)

]
=

1

p2

n∑
i=1

E(Xi)−
1

(1− p)2

[
n−

n∑
i=1

E(Xi)

]
=
np

p2
+

n− np

(1− p)2
=

n

p(1− p)
∈ (0,∞).

Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι:

E(X) = E(X1) = p = g(p), Var(X) =
1

n
Var(X1) =

1

n
p(1− p) =

[g′(p)]2

IX(p)
.

Επομένως, η T (X) = X είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια του p.

Παράδειγμα 3.30. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
f(x;ϑ) =

logϑ
ϑ−1ϑ

x για ϑ > 1 και x ∈ (0, 1). Υπολογίζουμε ότι:

log f(x;ϑ) = n log logϑ− n log(ϑ− 1) + logϑ
n∑
i=1

xi,

SX(ϑ) =
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ) =

n

ϑ logϑ − n

ϑ− 1
+

1

ϑ

n∑
i=1

Xi

=
1

ϑ

(
n∑
i=1

Xi −
nϑ

ϑ− 1
+

n

logϑ

)
=
n

ϑ

[
X −

(
ϑ

ϑ− 1
− 1

logϑ

)]
,

όπου k(ϑ) = n
ϑ ̸= 0 ∀ϑ > 1. Σύμφωνα με την πρόταση 3.8, η στατιστική συνάρτηση

T (X) = X είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της g(ϑ) = ϑ
ϑ−1 −

1
logϑ . Εναλλακτικά,

παρατηρούμε ότι ο παραμετρικός χώρος Θ = (1,∞) είναι ανοικτό υποσύνολο
του R και η κατανομή του δείγματος ανήκει στην ΕΟΚ με την εξής από κοινού
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας:

f(x;ϑ) = exp
{
nx logϑ− n

[
log(ϑ− 1) + log 1

logϑ

]}
,

όπου T (x) = x, Q(ϑ) = n logϑ και A(ϑ) = n
[
log(ϑ− 1) + log 1

logϑ

]
. Υπολογίζουμε

ότι:
Q′(ϑ) =

n

ϑ
̸= 0, A′(ϑ) =

n

ϑ− 1
− n

ϑ logϑ,

οπότε όλες οι συνθήκες ομαλότητας ικανοποιούνται. Σύμφωνα με την πρόταση
3.9, η στατιστική συνάρτηση T (X) = X είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της
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παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) = A′(ϑ)
Q′(ϑ) = ϑ

ϑ−1 − 1
logϑ . Παρατηρούμε ότι θα ήταν

εξαιρετικά χρονοβόρο να υπολογίσουμε τη διασπορά της T (X) για να τη συγκρί-
νουμε με το κάτω φράγμα της ανισότητας Cramér - Rao.

Σημείωση 3.20. Αν γνωρίζουμε μία α.ε. της g(ϑ), τότε αρκεί να υπολογίσουμε τη
διασπορά της και να τη συγκρίνουμε με το κάτω φράγμα της ανισότητας Cramér
- Rao για να ελέγξουμε αν είναι αποτελεσματική. Διαφορετικά, μπορούμε να
εφαρμόσουμε την πρόταση 3.8 ή την πρόταση 3.9 για να ελέγξουμε αν υπάρχει
αποτελεσματική εκτιμήτρια της g(ϑ). Ενδεικτικά, στον πίνακα 3.3 συνοψίζουμε
την πληροφορία κατά Fisher μίας παρατήρησης για τις παραμέτρους κάποιων
γνωστών κατανομών.

Bernoulli(p) 1/p(1− p)

Bin(N, p) με γνωστό N N/p(1− p)

Poisson(λ) 1/λ

Exp(ϑ)
1/ϑ2Beta(ϑ, 1)

Beta(1, ϑ)
Gamma(k, λ) με γνωστό k k/λ2

N (µ, σ2) με γνωστό σ2 1/σ2

N (µ, σ2) με γνωστό µ 1/2σ4

ΠΊΝΆΚΆΣ 3.3: Σύνοψη Πληροφοριών κατά Fisher

3.9* Πολυδιάστατη Ανισότητα Cramér ‐ Rao

Ορισμός 3.14. Θεωρούμε 2 τυχαία διανύσματα X = (X1, X2, . . . , Xr) ∈ Rr και
Y = (Y1, Y2, . . . , Ys) ∈ Rs. Τότε, ορίζουμε:

• E(X) = [E(X1), E(X2), . . . , E(Xr)]
T ∈ Rr το διάνυσμα μέσων τιμών του X;

• Var(X) = E
(
XXT)−E(X) [E(X)]T ∈ Rr×r τον πίνακα συνδιακύμανσης του

X;

• Cov(X,Y ) = E
(
XY T

)
− E(X) [E(Y )]T ∈ Rr×s τον πίνακα συνδιακύμανσης

μεταξύ X και Y .

Πρόταση 3.10. Θεωρούμε 2 τυχαία διανύσματα X ∈ Rr , Y ∈ Rs, 2 σταθερούς
πίνακες A ∈ Rm×r , B ∈ Rm×s και 2 σταθερά διανύσματα c ∈ Rm, d ∈ Rm. Τότε,
γνωρίζουμε ότι:

i. E(AX + c) = AE(X) + c,

ii. E(AX +BY ) = AE(X) +BE(Y ),
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iii. Var(AX + c) = AVar(X)AT,

iv. Var(X) είναι συμμετρικός και θετικά ημι-ορισμένος, δηλαδή uTVar(X)u ⩾ 0

∀u ∈ Rr.

v. Cov(X, c) = 0,

vi. Cov(X,X) = Var(X),

vii. Cov(Y ,X) = [Cov(X,Y )]T,

viii. Cov(AX + c,BY + d) = ACov(X,Y )BT,

ix. Var(AX+BY ) = AVar(X)AT+BVar(Y )BT+ACov(X,Y )BT+BCov(Y ,X)AT,

x. X,Y ανεξάρτητα ⇒ Cov(X,Y ) = 0 ⇒ E
(
XY T

)
= E(X) [E(Y )]T.

Ορισμός 3.15. i. Η συνάρτηση SX(ϑ) = ∇ϑ log f(X;ϑ) ∈ Rs καλείται συνάρ-
τηση score του δείγματος X για την παράμετρο ϑ ∈ Rs.

ii. Η παραμετρική συνάρτηση IX(ϑ) = Eϑ
[
SX(ϑ)STX(ϑ)

]
∈ Rs×s καλείται πίνα-

κας πληροφορίας κατά Fisher του δείγματος X για την παράμετρο ϑ.

Πρόταση 3.11. Αν g(η) = ϑ συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση με Ιακωβιανό πίνακα
Jg(η) ∈ Rs×d, τότε IX(η) = J T

g (η)IX
(
g(η)

)
Jg(η) ∈ Rd×d.

Απόδειξη. Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, υπολογίζουμε ότι:

IX(η) = Eη
[
SX(η)STX(η)

]
= Eη

[
∇η log f(X; η)∇T

η log f(X; η)
]

= Eϑ
[
J T
g (η)∇ϑ log f(X;ϑ)∇T

ϑ log f(X;ϑ)Jg(η)
]

= J T
g (η)Eϑ

[
∇ϑ log f(X;ϑ)∇T

ϑ log f(X;ϑ)
]
Jg(η)

= J T
g (η)IX

(
g(η)

)
Jg(η).

Συνθήκες Ομαλότητας: Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε ότι η κατανομή
του δείγματοςX είναι συνεχής με από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
f(x;ϑ) για ϑ ∈ Θ ⊆ Rs και x ∈ S. Ορίζουμε τις ακόλουθες συνθήκες ομαλότητας:

I. Ο παραμετρικός χώρος Θ είναι ανοικτό υποσύνολο του Rs.

II. Το στήριγμα S = {x ∈ Rn : f(x;ϑ) > 0} δεν εξαρτάται από την τιμή ϑ.

III. ∂
∂ϑj

f(x;ϑ) <∞ ∀x ∈ S και ∀ϑ ∈ Θ για j = 1, 2, . . . , s.

IV.
∫
S

∂
∂ϑj

f(x;ϑ)dx = ∂
∂ϑj

∫
S f(x;ϑ)dx = 0 ∀ϑ ∈ Θ για j = 1, 2, . . . , s.

V. Ο πίνακας IX(ϑ) ∈ Rs×s είναι θετικά ορισμένος ∀ϑ ∈ Θ.
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Πρόταση 3.12. Έστω ότι ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες ομαλότητας:

VI. ∂2

∂ϑj∂ϑk
f(x;ϑ) <∞ ∀x ∈ S και ∀ϑ ∈ Θ για j, k = 1, 2, . . . , s.

VII. ∂2

∂ϑj∂ϑk
f(x;ϑ)dx = ∂2

∂ϑj∂ϑk

∫
S f(x;ϑ)dx = 0 ∀ϑ ∈ Θ για j, k = 1, 2, . . . , s.

Τότε, έπεται ότι IX(ϑ) = −Eϑ
[
HX(ϑ)

]
, όπου HX(ϑ) είναι ο Εσσιανός πίνακας της

συνάρτησης log f(X;ϑ), δηλαδή ο Ιακωβιανός πίνακας της συνάρτησης SX(ϑ).

Απόδειξη. Όμοια με την απόδειξη της πρότασης 3.6 (σελίδα 54).

Πρόταση 3.13. Έστω δείγμα X που ικανοποιεί τις συνθήκες ομαλότητας I-V.
Τότε, έπεται ότι E

[
SX(ϑ)

]
= 0 και Varϑ

[
SX(ϑ)

]
= Eϑ

[
SX(ϑ)STX(ϑ)

]
= IX(ϑ)

∀ϑ ∈ Θ.

Απόδειξη. Όμοια με την απόδειξη της πρότασης 3.7 (σελίδα 54).

Λήμμα 3.1. (Πολυδιάστατη Ανισότητα Συνδιακύμανσης) Έστω 2 τυχαία διανύ-
σματα X ∈ Rn και Y ∈ Rm με θετικά ορισμένους πίνακες συνδιακύμανσης. Τότε,
έπεται ότι ο πίνακας Var(X) − Cov(X,Y ) [Var(Y )]−1 Cov(Y ,X) είναι θετικά ημι-
ορισμένος.

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι E(X) = E(Y ) = 0. Για
σταθερό πίνακα A ∈ Rn×m, γνωρίζουμε ότι ο πίνακας (X +AY ) (X +AY )T είναι
θετικά ημι-ορισμένος. Τότε, παρατηρούμε ότι:

(X +AY ) (X +AY )T = XXT +AYXT +XY TAT +AY Y TAT ⇒

E
[
(X +AY ) (X +AY )T

]
= Var(X) +ACov(Y ,X) + Cov(X,Y )AT +AVar(Y )AT.

Έστω A = −Cov(X,Y ) [Var(Y )]−1. Αφού Cov(Y ,X) = [Cov(X,Y )]T, έπεται ότι:

E
[
(X +AY ) (X +AY )T

]
= Var(X)− Cov(X,Y ) [Var(Y )]−1 Cov(Y ,X).

Επομένως, καταλήγουμε ότι ο πίνακας Var(X) − Cov(X,Y ) [Var(Y )]−1 Cov(Y ,X)

είναι θετικά ημι-ορισμένος.

Θεώρημα 3.10. (Πολυδιάστατη Ανισότητα Cramér - Rao) Έστω δείγμα X με
από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x;ϑ) για ϑ ∈ Θ ⊆ Rs και
x ∈ S η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες ομαλότητας I-V. Έστω ότι η στατιστική
συνάρτηση T (X) είναι μία εκτιμήτρια της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) ∈ Rd

με πεπερασμένη διασπορά και ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη ομαλότητας:

VIII.
∫
S Th(x)

∂
∂ϑj

f(x;ϑ)dx = ∂
∂ϑj

∫
S Th(x)f(x;ϑ)dx = ∂

∂ϑj
Eϑ [Th(X)] ∀ϑ ∈ Θ,
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όπου Eϑ [Th(X)] = gh(ϑ) + biasgh(ϑ) [Th(X)] για h = 1, 2, . . . , d. Τότε, ο πίνακας
Varϑ [T (X)]−Jm(ϑ)I−1

X (ϑ)J T
m(ϑ) ∈ Rd×d είναι θετικά ημι-ορισμένος ∀ϑ ∈ Θ, όπου

Jm ∈ Rd×s ο Ιακωβιανός πίνακας της συνάρτησης m(ϑ) = Eϑ [T (X)].

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τις συνθήκες ομαλότητας VII και IV, υπολογίζουμε
ότι:

∇ϑmh(ϑ) = ∇ϑEϑ [Th(X)] = ∇ϑ

∫
S
Th(x)f(x;ϑ)dx

=

∫
S
Th(x)∇ϑf(x;ϑ)dx =

∫
S
Th(x)f(x;ϑ)

1

f(x;ϑ)
∇ϑf(x;ϑ)dx

=

∫
S
f(x;ϑ)Th(x)∇ϑ log f(x;ϑ)dx = Eϑ

[
Th(X)SX(ϑ)

]
= Covϑ

[
Th(X),SX(ϑ)

]
+ Eϑ [Th(X)]Eϑ

[
SX(ϑ)

]
= Covϑ

[
Th(X),SX(ϑ)

]
,

όπου Eϑ
[
SX(ϑ)

]
= 0 σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση. Τότε, έπεται ότι:

Covϑ
[
T (X),SX(ϑ)

] [
Var

(
SX(ϑ)

)]−1 Covϑ
[
SX(ϑ), T (X)

]
= Jm(ϑ)I−1

X (ϑ)J T
m(ϑ),

όπου Var
[
SX(ϑ)

]
= IX(ϑ) σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση. Χρησιμοποιώ-

ντας την πολυδιάστατη ανισότητα συνδιακύμανσης, καταλήγουμε ότι ο πίνακας
Varϑ [T (X)]− Jm(ϑ)I−1

X (ϑ)J T
m(ϑ) είναι θετικά ημι-ορισμένος.

Πόρισμα 3.7. Αν η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι α.ε. της g(ϑ), τότε ο πίνακας
Varϑ [T (X)]− Jg(ϑ)I−1

X (ϑ)J T
g (ϑ) είναι θετικά ημι-ορισμένος ∀ϑ ∈ Θ.

Απόδειξη. Αν η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι α.ε. της g(ϑ), τότε ισχύει ότι
m(ϑ) = Eϑ [T (X)] = g(ϑ), οπότε το αποτέλεσμα προκύπτει άμεσα από την πολυ-
διάστατη ανισότητα Cramér - Rao.

Ορισμός 3.16. Μία α.ε. T (X) της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) που επιτυγχάνει
το κάτω φράγμα της ανισότητας Cramér - Rao, δηλαδή για την οποία ισχύει ότι
Varϑ [T (X)] = Jg(ϑ)I−1

X (ϑ)J T
g (ϑ) ∀ϑ ∈ Θ, καλείται αποτελεσματική (ή αποδοτική)

εκτιμήτρια της g(ϑ).

Πρόταση 3.14. Μία στατιστική συνάρτηση T (X) είναι αποτελεσματική εκτιμή-
τρια της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) αν και μόνο αν υπάρχει συνάρτηση
K(ϑ) ∈ Rd×s τέτοια ώστε K(ϑ)SX(ϑ) = T (X) − g(ϑ) ∀ϑ ∈ Θ. Τότε, ισχύει ότι
K(ϑ) = Jg(ϑ)I−1

X (ϑ).

Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι αποτελεσματική
εκτιμήτρια της g(ϑ) αν και μόνο αν είναι α.ε. της g(ϑ) και επιτυγχάνει το κάτω
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φράγμα της ανισότητας Cramér - Rao. Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι η T (X) επιτυγ-
χάνει το κάτω φράγμα της ανισότητας Cramér - Rao αν και μόνο αν η ανισότητα
συνδιακύμανσης που επικαλεστήκαμε στην απόδειξη της ανισότητας Cramér -
Rao ισχύει ως ισότητα ∀ϑ ∈ Θ. Γνωρίζουμε επίσης ότι η ανισότητα συνδιακύ-
μανσης ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν συναρτήσεις c0(ϑ) ∈ Rd και
C1(ϑ) ∈ Rd×s τέτοιες ώστε T (X) = c0(ϑ)+C1(ϑ)SX(ϑ) ∀ϑ ∈ Θ. Τότε, υπολογίζουμε
ότι:

g(ϑ) = E [T (X)] = c0(ϑ) + C1(ϑ)Eϑ
[
SX(ϑ)

]
= c0(ϑ),

0 = Jc0(ϑ) +
∂C1

∂ϑ
SX(ϑ) + C1(ϑ)HX(ϑ) ⇒

Jg(ϑ) +
∂C1

∂ϑ
Eϑ
[
SX(ϑ)

]
+ C1(ϑ)Eϑ

[
HX(ϑ)

]
= 0 ⇒ C1(ϑ) = Jg(ϑ)I−1

X (ϑ).

Επομένως, καταλήγουμε ότι:

T (X) = g(ϑ) + Jg(ϑ)I−1
X (ϑ)︸ ︷︷ ︸

K(ϑ)

SX(ϑ).

Πρόταση 3.15. Έστω ότι η κατανομή του δείγματος X ανήκει στην πλήρους τά-
ξης πολυδιάστατη πολυπαραμετρική ΕΟΚ με f(x;ϑ) = h(x)e⟨Q(ϑ),T (x)⟩−A(ϑ) για
ϑ ∈ Θ ⊆ Rs και x ∈ S. Αν ο παραμετρικός χώρος Θ είναι ανοικτό υποσύνολο του
Rs και η συνάρτηση Q : Θ → Rs είναι συνεχώς διαφορίσιμη με αντιστρέψιμο Ιακω-
βιανό πίνακα JQ, τότε όλες οι συνθήκες ομαλότητας ικανοποιούνται. Επιπλέον, η
στατιστική συνάρτηση T (X) είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της παραμετρικής
συνάρτησης g(ϑ) = J −1

Q (ϑ)∇ϑA(ϑ) ∈ Rs.

Απόδειξη. Οι συνθήκες ομαλότητας I και II ικανοποιούνται από υπόθεση. Μπο-
ρούμε να δείξουμε ότι ικανοποιούνται κι όλες οι υπόλοιπες συνθήκες ομαλότητας
με κατάλληλη χρήση του θεωρήματος κυριαρχημένης σύγκλισης. Τότε, υπολογί-
ζουμε ότι:

SX(ϑ) = ∇ϑ log f(X;ϑ) = JQ(ϑ)T (X)−∇ϑA(ϑ)

= JQ(ϑ)
[
T (X)− J −1

Q (ϑ)∇ϑA(ϑ)
]
.

Σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση, έπεται ότι η στατιστική συνάρτηση T (X)

είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της g(ϑ) = J −1
Q (ϑ)∇ϑA(ϑ).

Παράδειγμα 3.31. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (ϑ1, ϑ2). Θέλουμε να δείξουμε ότι η
στατιστική συνάρτηση T (X) =

(
X, 1n

∑n
i=1X

2
i

)
είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια

της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) =
(
ϑ1, ϑ

2
1 + ϑ2

)
, ενώ η δειγματική διασπορά

S2 δεν είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια του ϑ2. Παρατηρούμε ότι ο παραμετρι-
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κός χώρος Θ = R × (0,∞) είναι ανοικτό υποσύνολο του R2. Σύμφωνα με το
παράδειγμα 3.13 (σελίδα 38), η κατανομή του δείγματος ανήκει στην ΕΟΚ με:

T (x) =

(
x,

1

n

n∑
i=1

x2i

)
, Q(ϑ) =

(
nϑ1
ϑ2

,− n

2ϑ2

)
, A(ϑ) =

nϑ21
2ϑ2

+
n

2
logϑ2.

Υπολογίζουμε ότι:

∇ϑA(ϑ) =

 nϑ1
ϑ2

−nϑ21
2ϑ22

+ n
2ϑ2

 , JQ(ϑ) =

 n
ϑ2

−nϑ1
ϑ22

0 n
2ϑ22

 , J −1
Q (ϑ) =

ϑ2n 2ϑ1ϑ2
n

0
2ϑ22
n

 ,
οπότε όλες οι συνθήκες ομαλότητας ικανοποιούνται. Σύμφωνα με την πρόταση
3.15, η στατιστική συνάρτηση T (X) =

(
X, 1n

∑n
i=1X

2
i

)
είναι αποτελεσματική εκτι-

μήτρια της g(ϑ) = J −1
Q (ϑ)∇ϑA(ϑ) =

(
ϑ1, ϑ

2
1 + ϑ2

)
. Εναλλακτικά, υπολογίζουμε

ότι:

log f(x;ϑ) = −n
2
log(2π)− n

2
logϑ2 −

1

2ϑ2

n∑
i=1

(xi − ϑ1)
2,

SX(ϑ) = ∇ϑ log f(X;ϑ) =

 1
ϑ2

∑n
i=1(Xi − ϑ1)

− n
2ϑ2

+ 1
2ϑ22

∑n
i=1(Xi − ϑ1)

2

 ,

HX(ϑ) = JSX
(ϑ) =

 − n
ϑ2

− 1
ϑ22

∑n
i=1(Xi − ϑ1)

− 1
ϑ22

∑n
i=1(Xi − ϑ1)

n
2ϑ22

− 1
ϑ32

∑n
i=1(Xi − ϑ1)

2

 ,

IX(ϑ) = −E
[
HX(ϑ)

]
=

 n
ϑ2

0

0 n
2ϑ22

 , Jg(ϑ) =

 1 0

2ϑ1 1

 .
Σύμφωνα με το παράδειγμα 2.4 (σελίδα 21), γνωρίζουμε ότι:

E [T (X)] =

 ϑ1

ϑ21 + ϑ2

 , Var [T (X)] =

 ϑ2
n

2ϑ1ϑ2
n

2ϑ1ϑ1
n

4ϑ21ϑ2+2ϑ22
n

 = Jg(ϑ)I−1
X (ϑ)J T

g (ϑ).

Σύμφωνα με την πρόταση 3.14, η στατιστική συνάρτηση T (X) =
(
X, 1n

∑n
i=1X

2
i

)
είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της g(ϑ). Εναλλακτικά, παρατηρούμε ότι:

Jg(ϑ)I−1
X (ϑ)SX(ϑ) =

 ϑ2
n 0

2ϑ1ϑ2
n

2ϑ22
n


 1

ϑ2

∑n
i=1(Xi − ϑ1)

− n
2ϑ2

+ 1
2ϑ22

∑n
i=1(Xi − ϑ1)

2


=

 X − ϑ1

1
n

∑n
i=1X

2
i − ϑ21 − ϑ2

 = T (X)− g(ϑ).
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Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) =
(
X, 1n

∑n
i=1X

2
i

)
είναι αποτελεσματική

εκτιμήτρια της g(ϑ). Ορίζουμε h(ϑ) = ϑ2 και υπολογίζουμε ότι Jh(ϑ) = (0, 1).
Σύμφωνα με τη σημείωση 3.12 (σελίδα 39), γνωρίζουμε ότι:

Var
(
S2
)
=

2

n− 1
ϑ22 >

2

n
ϑ22 = Jh(ϑ)I−1

X (ϑ)J T
h (ϑ),

οπότε η δειγματική διασπορά S2 δεν είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια του ϑ2.
Εφόσον η S2 είναι η ΑΕΕΔ του ϑ2, σύμφωνα με το παράδειγμα 3.26 (σελίδα 51),
έπεται ότι δεν υπάρχει καμία αποτελεσματική εκτιμήτρια του ϑ2.

3.10 Ασυμπτωτική Κατανομή Εκτιμητριών

Ορισμός 3.17. (Σύγκλιση Ακολουθίας Τυχαίων Μεταβλητών)

i. Σχεδόν βέβαια σύγκλιση: Xn
a.s.→ X ⇔ P (limn→∞Xn = X) = 1

ii. Σύγκλιση κατά πιθανότητα: Xn
p→ X ⇔ limn→∞ P (|Xn −X| < ε) = 1 για

κάθε ε > 0

iii. Σύγκλιση κατά κατανομή: Xn
d→ X ⇔ limn→∞ FXn(x) = FX(x) για κάθε

σημείο συνέχειας x της συνάρτησης κατανομής FX

Ορισμός 3.18. i. Μία στατιστική συνάρτηση Tn(X) καλείται ισχυρά συνεπής
εκτιμήτρια της g(ϑ) αν Tn(X)

a.s.→ g(ϑ) ∀ϑ ∈ Θ.

ii. Μία στατιστική συνάρτηση Tn(X) καλείται (ασθενώς) συνεπής εκτιμήτρια
της g(ϑ) αν Tn(X)

p→ g(ϑ) ∀ϑ ∈ Θ.

iii. Μία στατιστική συνάρτηση Tn(X) έχει ασυμπτωτική κατανομή αν υπάρχει
ακολουθία (rn)n⩾1 με limn→∞ rn = ∞ τέτοια ώστε rn [Tn(X)− g(ϑ)]

d→ Y για
κάποια τυχαία μεταβλητή Y .

Ερμηνεία: Η ιδιότητα της συνέπειας εξασφαλίζει ότι όλες οι πιο πιθανές τιμές
μίας εκτιμήτριας του ϑ θα συγκεντρώνονται ολοένα και πιο κοντά στην πραγμα-
τική τιμή του ϑ, καθώς συλλέγουμε ολοένα και περισσότερα δεδομένα. Επομένως,
δε δίνει καμία πληροφορία για τις ιδιότητες που έχει μία εκτιμήτρια βασισμένη
σε ένα δείγμα συγκεκριμένου μεγέθους, αλλά μόνο για την ασυμπτωτική συμπε-
ριφορά της.

Όλα τα αποτελέσματα που αφορούν την ασυμπτωτική κατανομή εκτιμητριών
είναι συνέπειες γνωστών αποτελεσμάτων στον κλάδο της μετροθεωρητικής θεω-
ρίας πιθανοτήτων. Θα αναφέρουμε αυτά τα χρήσιμα πιθανοθεωρητικά αποτελέ-
σματα χωρίς απόδειξη και θα χτίσουμε επάνω σε αυτά για να αποδείξουμε όλα τα
αναγκαία αποτελέσματα στην ασυμπτωτική στατιστική. Οι αποδείξεις αυτών των
πιθανοθεωρητικών αποτελεσμάτων μπορούν να βρεθούν σε οποιοδήποτε κλασικό
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εγχειρίδιο θεωρίας πιθανοτήτων όπως το ”Probability and Measure” του Patrick
Billingsley και το ”Probability Theory και Examples” του Rick Durrett.

Πρόταση 3.16. i. Xn
a.s.→ X ⇒ Xn

p→ X ⇒ Xn
d→ X.

ii. Αν X = c είναι μία εκφυλισμένη τυχαία μεταβλητή, δηλαδή P(X = c) = 1,
τότε Xn

p→ c ⇔ Xn
d→ c.

iii. Αν Xn
a.s./p→ X και Yn

a.s./p→ Y , τότε Xn + Yn
a.s./p→ X + Y και XnYn

a.s./p→ XY . Αν
Yn ̸= 0 και Y ̸= 0, τότε Xn

Yn

a.s./p→ X
Y .

Πόρισμα 3.8. Αν η στατιστική συνάρτηση Tn(X) είναι ισχυρά συνεπής εκτιμήτρια
της g(ϑ), τότε είναι συνεπής εκτιμήτρια της g(ϑ).

Απόδειξη. Σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση, γνωρίζουμε ότι Tn(X)
a.s.→ g(ϑ)

συνεπάγεται ότι Tn(X)
p→ g(ϑ).

Θεώρημα 3.11. (Slutsky) Αν Xn
d→ X και Yn

d→ c, τότε Xn + Yn
d→ X + c και

XnYn
d→ cX. Αν Yn ̸= 0 και c ̸= 0, τότε Xn

Yn

d→ X
c .

Ορισμός 3.19. i. Η στατιστική συνάρτηση Tn(X) καλείται ασυμπτωτικά αμε-
ρόληπτη εκτιμήτρια της g(ϑ) αν ισχύει ότι limn→∞ Eϑ [Tn(X)] = g(ϑ).

ii. Η Tn(X) καλείται ασυμπτωτικά αποτελεσματική (ή αποδοτική) εκτιμήτρια
του ϑ αν ισχύει ότι

√
n [Tn(X)− ϑ]

d→ Y ∼ N
(
0, I−1

X1
(ϑ)
)
, δηλαδή είναι ασυμ-

πτωτικά κανονική με ασυμπτωτική διασπορά που ισούται με το κάτω φράγμα
της ανισότητας Cramér - Rao.

Σημείωση 3.21. Η ιδιότητα της ασυμπτωτικής αποτελεσματικότητας εξασφαλίζει
ότι η διασπορά μίας εκτιμήτριας του ϑ γίνεται όσο το δυνατόν μικρότερη, καθώς
συλλέγουμε ολοένα και περισσότερα δεδομένα, ακόμα κι αν δεν επιτυγχάνει τη
μικρότερη δυνατή διασπορά για δείγματα δεδομένου μεγέθους.

Πρόταση 3.17. (Ικανές Συνθήκες για τη Συνέπεια μίας Εκτιμήτριας)

i. Αν η στατιστική συνάρτηση Tn(X) είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της g(ϑ) με
limn→∞Varϑ [Tn(X)] = 0, τότε είναι συνεπής εκτιμήτρια της g(ϑ).

ii. Αν η στατιστική συνάρτηση Tn(X) είναι ασυμπτωτικά αμερόληπτη εκτιμήτρια
της g(ϑ) με limn→∞Varϑ [Tn(X)] = 0, τότε είναι συνεπής εκτιμήτρια της g(ϑ)

iii. Αν rn [Tn(X)− g(ϑ)]
d→ Y για κάποια ακολουθία (rn)n⩾1 με limn→∞ rn = ∞,

τότε η στατιστική συνάρτηση Tn(X) είναι συνεπής εκτιμήτρια της g(ϑ).

Απόδειξη. i. Σύμφωνα με την ανισότητα Chebyshev, γνωρίζουμε ότι:

Pϑ [|Tn(X)− g(ϑ)| ⩾ ε] ⩽ Varϑ [Tn(X)]

ε2
n→∞→ 0 ⇒
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lim
n→∞

Pϑ [|Tn(X)− g(ϑ)| ⩾ ε] = 0 ⇒ lim
n→∞

Pϑ [|Tn(X)− g(ϑ)| < ε] = 1.

ii. Σύμφωνα με την ανισότητα Markov, γνωρίζουμε ότι:

Pϑ [|Tn(X)− g(ϑ)| ⩾ ε] = Pϑ
[
(Tn(X)− g(ϑ))2 ⩾ ε2

]
⩽ 1

ε2
Eϑ
[
(Tn(X)− g(ϑ))2

]
=
Varϑ [Tn(X)] +

[
Eϑ (Tn(X))− g(ϑ)

]2
ε2

n→∞→ 0 ⇒

lim
n→∞

Pϑ [|Tn(X)− g(ϑ)| ⩾ ε] = 0 ⇒ lim
n→∞

Pϑ [|Tn(X)− g(ϑ)| < ε] = 1.

iii. Σύμφωνα με το θεώρημα Slutsky, συμπεραίνουμε ότι:

Tn(X) =
1

rn
· rn [Tn(X)− g(ϑ)] + g(ϑ)

d→ 0 · Y + g(ϑ) = g(ϑ).

Σύμφωνα με την πρόταση 3.16, καταλήγουμε ότι Tn(X)
p→ g(ϑ).

Θεώρημα 3.12. (Θεώρημα Συνεχούς Απεικόνισης) Αν Xn
a.s./p/d→ X και η συνάρ-

τηση g : R → R είναι συνεχής, τότε g (Xn)
a.s./p/d→ g(X).

Πόρισμα 3.9. Αν η Tn(X) είναι (ισχυρά) συνεπής εκτιμήτρια του ϑ και η συνάρ-
τηση g : Θ → R είναι συνεχής, τότε η g (Tn(X)) είναι (ισχυρά) συνεπής εκτιμήτρια
της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ).

Απόδειξη. Από το θεώρημα συνεχούς απεικόνισης, γνωρίζουμε ότι Tn(X)
a.s./p→ ϑ

συνεπάγεται ότι g (Tn(X))
a.s./p→ g(ϑ).

Θεώρημα 3.13. (Μέθοδος Δέλτα) Αν rn (Xn − ϑ)
d→ Y , όπου limn→∞ rn = ∞, και

η συνάρτηση g : Θ → R είναι συνεχώς παραγωγίσιμη με g′(ϑ) ̸= 0, τότε έπεται
ότι rn [g (Xn)− g(ϑ)]

d→ g′(ϑ)Y .

Θεώρημα 3.14∗. (Μέθοδος Δέλτα Δεύτερης Τάξης) Έστω ότι rn (Xn − ϑ)
d→ Y ,

όπου limn→∞ rn = ∞. Αν η συνάρτηση g : Θ → R είναι 2 φορές συνεχώς παραγω-
γίσιμη με g′(ϑ) = 0 και g′′(ϑ) ̸= 0, τότε έπεται ότι r2n [g (Xn)− g(ϑ)]

d→ 1
2g

′′(ϑ)Y 2.

Θεώρημα 3.15. (Ασθενής Νόμος Μεγάλων Αριθμών) Αν (Xn)n⩾1 είναι ακολουθία
ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών με E(X1) = µ ∈ R, τότε Xn

p→ µ.

Θεώρημα 3.16. (Ισχυρός Νόμος Μεγάλων Αριθμών) Αν (Xn)n⩾1 είναι ακολουθία
ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών με E(X1) = µ ∈ R, τότε Xn

a.s.→ µ.

Πόρισμα 3.10. Η στατιστική συνάρτηση Tn(X) = Xn είναι μία ισχυρά συνεπής
εκτιμήτρια της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) = Eϑ(X1).
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Απόδειξη. Το αποτέλεσμα έπεται άμεσα από τον ισχυρό νόμο των μεγάλων αριθ-
μών.

Θεώρημα 3.17. (Κεντρικό Οριακό Θεώρημα) Αν (Xn)n⩾1 είναι ακολουθία ανε-
ξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών με μέση τιμή E(X1) = µ ∈ R και
διασπορά Var(X1) = σ2 ∈ (0,∞), τότε

√
n
(
Xn − µ

) d→ Y ∼ N
(
0, σ2

)
.

Λήμμα 3.2. Αν η τυχαία μεταβλητή X έχει συνεχή συνάρτηση κατανομής F (x;ϑ),
τότε ισχύει ότι U = F (X;ϑ) ∼ U(0, 1).

Απόδειξη. Αφού η συνάρτηση κατανομής F (x;ϑ) είναι συνεχής, συμπεραίνουμε
ότι είναι κι αντιστρέψιμη. Για u ∈ (0, 1), υπολογίζουμε ότι:

FU (u) = P [F (X;ϑ) ⩽ u] = P
[
X ⩽ F−1(u;ϑ)

]
= F

(
F−1(u;ϑ);ϑ

)
= u.

Θεώρημα 3.18. Αν οι τυχαίες μεταβλητές U1, . . . , Un ∼ U(0, 1) είναι ανεξάρτητες,
τότε nU(1)

d→ Y και n
[
1− U(n)

] d→ V , όπου Y, V ∼ Exp(1) ανεξάρτητες τυχαίες
μεταβλητές.

Πόρισμα 3.11. Αν X1, . . . , Xn είναι τ.δ. με συνεχή συνάρτηση κατανομής F (x;ϑ),
τότε nF

[
X(1);ϑ

] d→ Y και n
[
1− F

(
X(n);ϑ

)] d→ V , όπου Y, V ∼ Exp(1) ανεξάρτη-
τες τυχαίες μεταβλητές.

Απόδειξη. Από το προηγούμενο λήμμα, έπεται ότι Ui = F (Xi;ϑ) ∼ U(0, 1) για
i = 1, 2, . . . , n, το οποίο συνεπάγεται ότι U(1) = F

[
X(1);ϑ

]
και U(n) = F

[
X(n);ϑ

]
.

Συνεπώς, το ζητούμενο αποτέλεσμα προκύπτει από άμεση εφαρμογή του προη-
γούμενου θεωρήματος.

Λήμμα 3.3. Έστω U ∼ U(0, 1). Τότε, η τυχαία μεταβλητή X = F−1(U ;ϑ) έχει
συνεχή συνάρτηση κατανομής F (x;ϑ).

Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι FU (u) = P(U ⩽ u) = u για u ∈ (0, 1). Για x ∈ S,
υπολογίζουμε ότι:

FX(x) = Pϑ(X ⩽ x) = Pϑ
[
F−1(U ;ϑ) ⩽ x

]
= Pϑ [F (x;ϑ) ⩾ U ] = FU (F (x;ϑ);ϑ) = F (x;ϑ).
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Θεώρημα 3.19∗. Αν οι τυχαίες μεταβλητές U1, . . . , Un ∼ U(0, 1) είναι ανεξάρτητες,
τότε έπεται ότι:

√
n

[
median(U)− 1

2

]
d→ Y ∼ N (0, 1/4) .

Πόρισμα 3.12∗. Αν X1, . . . , Xn είναι τ.δ. με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
f(x;ϑ), συνάρτηση κατανομής F (x;ϑ) και m = F−1 (1/2;ϑ) είναι η θεωρητική
διάμεσος της κατανομής, τότε έπεται ότι:

√
n [median(X)−m]

d→ V ∼ N
(
0,

1

4f2(m;ϑ)

)
.

Απόδειξη. Έστω g(x) = F−1(x;ϑ). Αφού η συνάρτηση κατανομής F (x;ϑ) είναι
συνεχής, συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση g είναι συνεχώς παραγωγίσιμη. Αρχικά,
παρατηρούμε ότι g (1/2) = m. Έπειτα, υπολογίζουμε ότι:

x = F (g(x);ϑ) ⇒ g′(x)F ′ (g(x);ϑ)) = 1 ⇒

g′(x) =
1

f (g(x);ϑ))
⇒ g′ (1/2) =

1

f(m;ϑ)
̸= 0.

Σύμφωνα με το προηγούμενο λήμμα, οι τυχαίες μεταβλητές X1, X2, . . . , Xn και
g(U1), g(U2), . . . , g(Un) έχουν την ίδια κατανομή, το οποίο συνεπάγεται ότι οι τυ-
χαίες μεταβλητές median(X) και g (median(U)) έχουν επίσης την ίδια κατανομή.
Εφαρμόζοντας τη μέθοδο δέλτα στην ασυμπτωτική κατανομή του προηγούμενου
θεωρήματος, καταλήγουμε ότι:

√
n [median(X)−m]

d
=

√
n [g (median(U))− g (1/2)]

d→ g′ (1/2)Y =
1

f(m;ϑ)
Y ∼ N

(
0,

1

4f2(m;ϑ)

)
.

Πρόταση 3.18∗. Αν Xn = (Xn1, . . . , Xns) και X = (X1, . . . , Xs), τότε ισχύει ότι
Xn

a.s./p→ X ⇔ Xnj
a.s./p→ Xj για j = 1, 2, . . . , s.

Θεώρημα 3.20∗. (Cramér – Wold) Αν Xn = (Xn1, . . . , Xns) και X = (X1, . . . , Xs),
τότε ισχύει ότι Xn

d→ X ⇔
∑s

j=1 cjXnj
d→
∑s

j=1 cjXj ∀c = (c1, . . . , cs) ∈ Rs.

Ορισμός 3.20∗. Ένα τυχαίο διάνυσμα X ∈ Rs ακολουθεί τη (μη-εκφυλισμένη)
πολυδιάστατη κανονική κατανομή με διάνυσμα μέσων τιμών µ ∈ Rs και θετικά
ορισμένο πίνακα συνδιακύμανσης Σ ∈ Rs×s, δηλαδή X ∼ Ns

(
µ,Σ

)
, αν έχει την

ακόλουθη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας:

fX(x;µ,Σ) = (2π)−s/2 |Σ|−1/2 exp
{
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

}
, x ∈ Rs.
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Πρόταση 3.19∗. Αν X ∼ Ns(µ,Σ), A ∈ Rd×s και c ∈ Rd, τότε συμπεραίνουμε ότι
AX + c ∼ Nd

(
Aµ+ c, AΣAT

)
.

Θεώρημα 3.21∗. (Πολυδιάστατο Κεντρικό Οριακό Θεώρημα) Αν (Xn)n⩾1 είναι
ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων διανυσμάτων με E(X1) = µ ∈ Rs

και θετικά ορισμένο πίνακα συνδιακύμανσης Var(X1) = Σ ∈ Rs×s, τότε ισχύει ότι
√
n
(
Xn − µ

) d→ Y ∼ Ns (0,Σ).

Θεώρημα 3.22∗. (Πολυδιάστατη Μέθοδος Δέλτα) Έστω ότι rn (Xn − ϑ)
d→ Y ∈ Rs,

όπου limn→∞ rn = ∞. Αν η συνάρτηση g : Θ → Rd είναι συνεχώς διαφορίσιμη
με Ιακωβιανό πίνακα Jg ∈ Rd×s και ο πίνακας Jg(ϑ)Varϑ(Y )J T

g (ϑ) ∈ Rd×d είναι

θετικά ορισμένος, τότε έπεται ότι rn
[
g (Xn)− g(ϑ)

] d→ Jg(ϑ)Y .

Θεώρημα 3.23∗. (Πολυδιάστατη Μέθοδος Δέλτα Δεύτερης Τάξης) Θεωρούμε ότι
rn (Xn − ϑ)

d→ Y ∈ Rs, όπου limn→∞ rn = ∞. Αν η συνάρτηση g : Θ → R είναι
2 φορές συνεχώς διαφορίσιμη με ∇T

ϑg(ϑ)Varϑ(Y )∇ϑg(ϑ) = 0 και Εσσιανό πίνακα

Hg(ϑ) ∈ Rs×s, τότε r2n [g (Xn)− g(ϑ)]
d→ 1

2Y
THg(ϑ)Y .

Σημείωση 3.22. Συνοψίζοντας, υπάρχει πληθώρα διαθέσιμων μεθόδων για την
εύρεση μίας (ισχυρά) συνεπούς εκτιμήτριας Tn(X) της g(ϑ):

i. Οι ορισμοί των συγκλίσεων ακολουθίας τυχαίων μεταβλητών.

ii. Δείχνοντας ότι η Tn(X) είναι (ασυμπτωτικά) αμερόληπτη εκτιμήτρια της g(ϑ)
με limn→∞Varϑ [Tn(X)] = 0.

iii. Συνδυάζοντας τους νόμους των μεγάλων αριθμών με το θεώρημα συνεχούς
απεικόνισης και την πρόταση 3.16.

iv. Δείχνοντας ότι η Tn(X) έχει ασυμπτωτική κατανομή μέσω ενός συνδυασμού
του ορισμού της σύγκλισης κατά κατανομή, του θεωρήματος Slutsky, του θε-
ωρήματος συνεχούς απεικόνισης, της μεθόδου δέλτα, του κεντρικού οριακού
θεωρήματος και του πορίσματος 3.11.

Παράδειγμα 3.32. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (µ, σ2). Θέλουμε να βρούμε (ισχυρά)
συνεπείς εκτιμήτριες του σ2 και της παραμετρικής συνάρτησης g(µ, σ2) = µ

σ . Θέ-
λουμε επίσης να δείξουμε ότι Xn−µ

Sn/
√
n

d→ Z ∼ N (0, 1). Σύμφωνα με τη σημείωση
3.12 (σελίδα 39), γνωρίζουμε ότι η δειγματική διασπορά S2

n είναι αμερόληπτη
εκτιμήτρια του σ2 και ισχύει ότι Var

(
S2
n

)
= 2σ4

n−1 → 0 καθώς n→ ∞. Σύμφωνα με
την πρόταση 3.17, η S2

n είναι συνεπής εκτιμήτρια του σ2. Εναλλακτικά, γνωρίζουμε
ότι:

S2
n =

1

n− 1

(
n∑
i=1

X2
i − nX

2
n

)
=

n

n− 1

(
1

n

n∑
i=1

X2
i −X

2
n

)
.
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Σύμφωνα με τον ισχυρό νόμο των μεγάλων αριθμών, γνωρίζουμε ότι:

Xn
a.s.→ µ,

1

n

n∑
i=1

X2
i
a.s.→ E

(
X2

1

)
= Var(X1) + [E(X1)]

2 = σ2 + µ2.

Σύμφωνα με την πρόταση 3.16, έπεται ότι S2
n
a.s.→ 1 ·

[(
σ2 + µ2

)
− µ2

]
= σ2, δηλαδή

η S2
n είναι ισχυρά συνεπής εκτιμήτρια του σ2. Επιπλέον, έπεται ότι η Xn

Sn
είναι

ισχυρά συνεπής εκτιμήτρια της g(µ, σ2) = µ
σ . Σύμφωνα με το κεντρικό οριακό

θεώρημα, γνωρίζουμε ότι
√
n
(
Xn − µ

) d→ Y ∼ N
(
0, σ2

)
. Σύμφωνα με το θεώρημα

Slutsky, καταλήγουμε ότι:

Xn − µ

Sn/
√
n

d→ 1

σ
Y = Z ∼ N (0, 1).

Παράδειγμα 3.33. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ). Θέλουμε να εξετάσουμε αν η
στατιστική συνάρτηση Tn(X) = 1

Xn
είναι (ισχυρά) συνεπής εκτιμήτρια του λ και

να υπολογίσουμε την ασυμπτωτική κατανομή της. Σύμφωνα με το παράδειγμα
3.24 (σελίδα 50), γνωρίζουμε ότι

∑n
i=1Xi ∼ Gamma(n, λ) και E [Tn(X)] = nλ

n−1 →
λ καθώς n→ ∞, δηλαδή η Tn(X) είναι ασυμπτωτική αμερόληπτη εκτιμήτρια του
λ. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

E
[
T 2
n(X)

]
= n2

∫ ∞

0

1

x2
λn

(n− 1)!
xn−1e−λxdx =

n2λn

(n− 1)!

∫ ∞

0
xn−3e−λxdx

=
n2λn

(n− 1)!

(n− 3)!

λn−2
=

n2λ2

(n− 1)(n− 2)
,

Var [Tn(X)] =
n2λ2

(n− 1)(n− 2)
− n2λ2

(n− 1)2
=

n2λ2

(n− 2)(n− 1)2
n→∞→ 0.

Σύμφωνα με την πρόταση 3.17, η Tn(X) είναι συνεπής εκτιμήτρια του λ. Σύμ-
φωνα με τον ισχυρό νόμο μεγάλων αριθμών, γνωρίζουμε ότι Xn

a.s.→ E(X1) = 1
λ .

Επομένως, η Tn(X) είναι ισχυρά συνεπής εκτιμήτρια του λ, σύμφωνα με την πρό-
ταση 3.16. Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι

√
n
(
Xn − 1

λ

) d→ Y ∼ N
(
0, 1

λ2

)
, σύμφωνα

με το κεντρικό οριακό θεώρημα. Εφόσον η συνάρτηση g(x) = 1
x είναι συνεχώς

παραγωγίσιμη στο Θ = (0,∞) με g′ (1/λ) = −λ2 ̸= 0, καταλήγουμε ότι:

√
n [Tn(X)− λ]

d→ g′ (1/λ)Y = −λ2Y ∼ N
(
0, λ2

)
,

σύμφωνα με τη μέθοδο δέλτα.

Παράδειγμα 3.34. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Pareto(k, λ) με k > 0, γνωστό λ > 2,
f(x; k) = λkλ

xλ+1 και F (x; k) = 1 −
(
k
x

)λ για x ⩾ k. Θέλουμε να εξετάσουμε αν η
στατιστική συνάρτηση X(1) είναι συνεπής εκτιμήτρια του k και να υπολογίσουμε
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την ασυμπτωτική κατανομή της. Γνωρίζουμε ότι:

FX(1)
(x) = 1−

(
k

x

)nλ
, fX(1)

(x) =
nλknλ

xnλ+1
,

δηλαδή X(1) ∼ Pareto(k, nλ). Υπολογίζουμε ότι:

E
[
X(1)

]
= nλknλ

∫ ∞

k

1

xnλ
dx =

nλknλ

nλ− 1

1

knλ−1
=

nλk

nλ− 1

n→∞→ k,

δηλαδή η X(1) είναι ασυμπτωτικά αμερόληπτη εκτιμήτρια του k. Επιπλέον, έπεται
ότι:

E
[
X2

(1)

]
= nλknλ

∫ ∞

k

1

xnλ−1
dx =

nλknλ

nλ− 2

1

knλ−2
=

nλk2

nλ− 2
,

Var
[
X(1)

]
=

nλk2

nλ− 2
− n2λ2k2

(nλ− 1)2
=

nλk2

(nλ− 1)2(nλ− 2)

n→∞→ 0.

Σύμφωνα με την πρόταση 3.17, η X(1) είναι συνεπής εκτιμήτρια του k. Σύμφωνα
με το πόρισμα 3.11, γνωρίζουμε ότι:

nF
[
X(1); k

]
= n

[
1−

(
k

X(1)

)λ]
= −nkλ

[
1

Xλ
(1)

− 1

kλ

]
d→ Y ∼ Exp(1).

Εφόσον η συνάρτηση g(x) = x−1/λ είναι συνεχώς παραγωγίσιμη στο Θ = (0,∞)

με g′
(
k−λ

)
= − 1

λk
λ+1 ̸= 0, έπεται ότι:

n
[
X(1) − k

] d→ −k−λg′
(
k−λ

)
Y =

k

λ
Y = V ∼ Exp (λ/k) ,

σύμφωνα με το θεώρημα Slutsky σε συνδυασμό με τη μέθοδο δέλτα. Εναλλακτικά,
για x ∈ (0,∞), υπολογίζουμε ότι:

P
[
n
(
X(1) − k

)
⩽ x

]
= FX(1)

(x
n
+ k
)
= 1−

(
k

x/n+ k

)nλ
= 1−

(
1 +

x/k

n

)−nλ
n→∞→ 1− e−λx/k,

η οποία είναι η συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής V ∼ Exp (λ/k),
οπότε καταλήγουμε ότι n

[
X(1) − k

] d→ V .

Παράδειγμα 3.35. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Bernoulli(p). Θέλουμε να δείξουμε ότι
η στατιστική συνάρτηση Tn(X) = min

{
Xn, 1−Xn

}
είναι ισχυρά συνεπής εκτιμή-

τρια της παραμετρικής συνάρτησης g(p) = min{p, 1−p} και να υπολογίσουμε την
ασυμπτωτική κατανομή της. Σύμφωνα με τον ισχυρό νόμο των μεγάλων αριθμών,
γνωρίζουμε ότι Xn

a.s.→ E(X1) = p. Εφόσον η συνάρτηση g(p) = min{p, 1 − p}
είναι συνεχής στο Θ = (0, 1), η Tn(X) είναι ισχυρά συνεπής εκτιμήτρια της
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g(p), σύμφωνα με το θεώρημα συνεχούς απεικόνισης. Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι
√
n
(
Xn − p

) d→ Y ∼ N (0, p(1− p)), σύμφωνα με το κεντρικό οριακό θεώρημα.
Εφόσον η συνάρτηση g(p) = min{p, 1− p} είναι συνεχώς παραγωγίσιμη για p ̸= 1

2

με |g′(p)| = 1, έπεται ότι:

√
n [Tn(X)−min{p, 1− p}] d→ g′ (p)Y ∼ N (0, p(1− p)) ,

σύμφωνα με τη μέθοδο δέλτα. Για p = 1
2 , παρατηρούμε ότι:

Tn(X)−min{p, 1− p} = min
{
Xn −

1

2
,
1

2
−Xn

}
= −

∣∣∣∣Xn −
1

2

∣∣∣∣ .
Εφόσον η συνάρτηση g(x) = −|x| είναι συνεχής, καταλήγουμε ότι:

√
n [Tn(X)−min{p, 1− p}] = −

√
n

∣∣∣∣Xn −
1

2

∣∣∣∣ d→ −|Y |,

όπου Y ∼ N
(
0, 14
)
, σύμφωνα με το θεώρημα συνεχούς απεικόνισης.

3.11 Εκτίμηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας

Ορισμός 3.21. Η από κοινού συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανότητας των τυχαίων
μεταβλητών X1, . . . , Xn ως συνάρτηση του ϑ καλείται συνάρτηση πιθανοφάνειας
του δείγματος X για το ϑ και συμβολίζεται με L(ϑ | x) = f(x;ϑ).

Σημείωση 3.23. Αν X1, . . . , Xn ανεξάρτητες, τότε L(ϑ | x) =
∏n
i=1 f(xi;ϑ).

Ερμηνεία: Η συνάρτηση πιθανοφάνειας εκφράζει το πόσο πιθανό είναι να έχουμε
παρατηρήσει το δείγμα x ως συνάρτηση της άγνωστης παραμέτρου ϑ. Επομένως,
μία ”λογική” εκτιμήτρια του ϑ προκύπτει αν μεγιστοποιήσουμε τη συνάρτηση πι-
θανοφάνειας ως προς ϑ. Με αυτόν τον τρόπο, παίρνουμε ως εκτίμηση της άγνω-
στης παραμέτρου την τιμή του ϑ για την οποία είναι όσο το δυνατόν περισσότερο
πιθανό να έχουμε παρατηρήσει το δείγμα x.

Ορισμός 3.22. Η στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X) για την οποία μεγιστοποιείται η
συνάρτηση πιθανοφάνειας, δηλαδή ϑ̂(X) = argmaxϑ∈Θ L(ϑ | X), καλείται εκτιμή-
τρια μέγιστης πιθανοφάνειας (ΕΜΠ) του ϑ.

Σημείωση 3.24. i. Για μία άγνωστη παράμετρο ϑ μπορεί να μην υπάρχει καμία
ΕΜΠ, μπορεί να υπάρχει μοναδική ΕΜΠ ή μπορεί να υπάρχουν περισσότερες
από μία ΕΜΠ, δηλαδή μπορεί η συνάρτηση πιθανοφάνειας να έχει πολλαπλά
ολικά μέγιστα.

ii. Επειδή η συνάρτηση g(x) = logx είναι γνησίως αύξουσα στο (0,∞), τα σημεία
μεγίστου της συνάρτησης λογαριθμο-πιθανοφάνειας ℓ(ϑ | x) = logL(ϑ | x)
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ταυτίζονται με τα σημεία μεγίστου της συνάρτησης πιθανοφάνειας L(ϑ | x).
Για λόγους ευκολίας και αριθμητικής ευστάθειας (τα γινόμενα μετατρέπο-
νται σε αθροίσματα), προτιμάται συνήθως η μεγιστοποίηση της συνάρτησης
λογαριθμο-πιθανοφάνειας.

iii. Αν η συνάρτηση λογαριθμο-πιθανοφάνειας ℓ(ϑ | x) είναι μερικώς παραγωγί-
σιμη σε ένα ανοικτό σύνολο Θ0 ⊆ Θ, τότε υποψήφια ολικά μέγιστα της ℓ(ϑ | x)
προκύπτουν από την επίλυση των εξισώσεων ∂ℓ(ϑ|x)

∂ϑj
= 0 για j = 1, 2, . . . , s.

Πρόταση 3.20. Αν η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι επαρκής για το ϑ και η
ϑ̂(X) είναι η μοναδική ΕΜΠ του ϑ, τότε ϑ̂(X) = ψ (T ) για κάποια συνάρτηση ψ.

Απόδειξη. Σύμφωνα με το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, γνωρίζουμε
ότι:

L(ϑ | x) = f(x;ϑ) = g (T (x);ϑ)h(x).

Αφού η συνάρτηση h(x) δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ, συμπεραίνουμε ότι
η μοναδική ΕΜΠ ϑ̂(X) του ϑ είναι η τιμή του ϑ που μεγιστοποιεί τη συνάρτηση
g (T (x);ϑ). Επομένως, καταλήγουμε ότι η ΕΜΠ ϑ̂(X) του ϑ εξαρτάται από το
δείγμα X μέσω της επαρκούς στατιστικής συνάρτησης T (X) για το ϑ.

Πρόταση 3.21. Έστω δείγμα X από κατανομή που ικανοποιεί τις συνθήκες ομα-
λότητας της ανισότητας Cramér - Rao. Αν η πληροφορία κατά Fisher IX(ϑ) είναι
παραγωγίσιμη στο Θ και η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι μία αποτελεσματική
εκτιμήτρια του ϑ, τότε η T (X) είναι η ΕΜΠ του ϑ.

Απόδειξη. Σύμφωνα με την πρόταση 3.8 (σελίδα 57) για την παραμετρική συ-
νάρτηση g(ϑ) = ϑ, γνωρίζουμε ότι SX(ϑ) = IX(ϑ) [T (X)− ϑ] ∀ϑ ∈ Θ. Αφού η
συνάρτηση score είναι η παράγωγος της συνάρτησης λογαριθμο-πιθανοφάνειας
ως προς ϑ, θέτοντας την ίση με το 0 και λύνοντας την εξίσωση οδηγεί στην εύ-
ρεση της ΕΜΠ του ϑ. Αφού IX(ϑ) ∈ (0,∞), έπεται ότι ϑ̂(X) = T (X). Έπειτα,
υπολογίζουμε ότι:

∂

∂ϑ
SX(ϑ) = I ′

X(ϑ) [T (X)− ϑ]− IX(ϑ),
∂

∂ϑ
SX(ϑ̂) = −IX(ϑ̂) < 0.

Συνεπώς, η αποτελεσματική εκτιμήτρια T (X) του ϑ είναι κι η ΕΜΠ του ϑ.

Σημείωση 3.25. Το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά, δηλαδή η ΕΜΠ του ϑ δεν
είναι υποχρεωτικά και αποτελεσματική εκτιμήτρια του ϑ. Μάλιστα, υπάρχουν
περιπτώσεις που η ΕΜΠ του ϑ δεν είναι καν α.ε. του ϑ.

Πρόταση 3.22. (Ιδιότητα του Αναλλοίωτου) Αν η στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X)

είναι η ΕΜΠ του ϑ, τότε η g(ϑ̂) είναι η ΕΜΠ της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ),
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δηλαδή ισχύει ότι ĝ(ϑ) = g(ϑ̂).

Απόδειξη. Έστω ότι η συνάρτηση g είναι 1-1. Ορίζουμε:

L∗(η | x) = L
(
g−1(η) | x

)
= L(ϑ | x).

Τότε, παρατηρούμε ότι:

L∗
(
g(ϑ̂) | x

)
= L

(
g−1(g(ϑ̂)) | x

)
= L

(
ϑ̂ | x

)
.

Επομένως, συμπεραίνουμε ότι η̂ = ĝ(ϑ) = g(ϑ̂). Η απόδειξη για τη γενική περί-
πτωση απαιτεί την έννοια της επαγομένης συνάρτησης πιθανοφάνειας και βρίσκε-
ται στο σύγγραμμα των Casella και Berger, παράγραφος 7.2.

Παράδειγμα 3.36. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ). Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(λ | x) = logL(λ | x) = n logλ− λ
n∑
i=1

xi,

∂ℓ(λ | x)
∂λ

=
n

λ
−

n∑
i=1

xi = 0 ⇒ λ̂(x) =
1

x
,

∂2ℓ(λ | x)
∂λ2

= − n

λ2
< 0, ∀λ > 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(λ | x) είναι γνησίως κοίλη στο Θ = (0,∞). Επομένως, η
στατιστική συνάρτηση λ̂(X) = 1

X
είναι η ΕΜΠ του λ.

Παράδειγμα 3.37. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Bin(N, p) με γνωστό N . Υπολογίζουμε
ότι:

ℓ(p | x) =
n∑
i=1

log
(
N

xi

)
+ log p

n∑
i=1

xi + log(1− p)

(
nN −

n∑
i=1

xi

)
,

∂ℓ(p | x)
∂p

=
1

p

n∑
i=1

xi −
1

1− p

(
nN −

n∑
i=1

xi

)
= 0 ⇒

(1− p̂)
n∑
i=1

xi = p̂

(
nN −

n∑
i=1

xi

)
⇒ p̂(x) =

1

nN

n∑
i=1

xi =
1

N
x,

∂2ℓ(p | x)
∂p2

= − 1

p2

n∑
i=1

xi −
1

(1− p)2

(
nN −

n∑
i=1

xi

)
< 0, ∀p ∈ (0, 1),

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(p | x) είναι γνησίως κοίλη στο Θ = (0, 1). Επομένως, η
στατιστική συνάρτηση p̂(X) = 1

NX είναι η ΕΜΠ του p. Αν x1 = · · · = xn = 0,
παρατηρούμε ότι L(p | x) = (1 − p)nN , δηλαδή η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι
γνησίως φθίνουσα στο Θ = (0, 1) και δεν έχει κανένα μέγιστο, οπότε δεν υπάρχει
η ΕΜΠ του p. Αν x1 = · · · = xn = N , παρατηρούμε ότι L(p | x) = pnN , δηλαδή
η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως αύξουσα στο Θ = (0, 1) και δεν έχει
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κανένα μέγιστο, οπότε δεν υπάρχει η ΕΜΠ του p.

Παράδειγμα 3.38. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (µ, ϑ) με γνωστό µ. Υπολογίζουμε
ότι:

ℓ(ϑ | x) = −n
2
log(2π)− n

2
logϑ− 1

2ϑ

n∑
i=1

(xi − µ)2,

∂ℓ(ϑ | x)
∂ϑ

= − n

2ϑ
+

1

2ϑ2

n∑
i=1

(xi − µ)2 = 0 ⇒ ϑ̂(x) =
1

n

n∑
i=1

(xi − µ)2,

∂2ℓ(ϑ | x)
∂ϑ2

=
n

2ϑ2
− 1

ϑ3

n∑
i=1

(xi − µ)2 = − n

2ϑ2

[
2

nϑ

n∑
i=1

(xi − µ)2 − 1

]
,

∂2ℓ(ϑ̂ | x)
∂ϑ2

= − n

2ϑ̂2
< 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(ϑ | x) έχει μέγιστο στο ϑ̂. Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

lim
ϑ→∞

L (ϑ | x) = lim
ϑ→∞

(2πϑ)−n/2 exp
{
− 1

2ϑ

n∑
i=1

(xi − µ)2

}
= 0,

lim
ϑ→0+

L (ϑ | x) = lim
ϑ→0+

(2πϑ)−n/2 exp
{
− 1

2ϑ

n∑
i=1

(xi − µ)2

}
= 0.

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X) = 1
n

∑n
i=1(Xi − µ)2 είναι η ΕΜΠ του

ϑ. Αν x1 = · · · = xn = µ, παρατηρούμε ότι L(ϑ | x) = (2πϑ)−n/2, δηλαδή η
συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως φθίνουσα στο Θ = (0,∞) και δεν έχει
κανένα μέγιστο. Όμως ισχύει ότι P(X1 = · · · = Xn = µ) = 0, δηλαδή η ΕΜΠ του
ϑ υπάρχει και είναι μοναδική με πιθανότητα 1.

Παράδειγμα 3.39. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(0, ϑ). Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) = 1

ϑn

n∏
i=1

1[0,ϑ](xi) =
1

ϑn
1[0,ϑ]

(
x(n)

)
=

ϑ−n, ϑ ⩾ x(n)

0, ϑ < x(n)

.

Για ϑ ⩾ x(n), η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως φθίνουσα, οπότε έχει
μοναδικό ολικό μέγιστο ϑ̂(X) = X(n).

Παράδειγμα 3.40. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(2ϑ, 3ϑ) με ϑ > 0. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) = 1

ϑn
1[2ϑ,3ϑ]

(
x(1)

)
1[2ϑ,3ϑ]

(
x(n)

)
=

1

ϑn
1[2ϑ,∞)

(
x(1)

)
1(−∞,3ϑ]

(
x(n)

)
=

ϑ−n, 2ϑ ⩽ x(1) και 3ϑ ⩾ x(n)

0, διαφορετικά
=

ϑ−n,
1
3x(n) ⩽ ϑ ⩽ 1

2x(1)

0, διαφορετικά
.

Για ϑ ∈
[
1
3x(n),

1
2x(1)

]
, η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως φθίνουσα, οπότε



78 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΣΗΜΕΙΑΚΗ ΕΚΤΙΜΗΤΙΚΗ

έχει μοναδικό ολικό μέγιστο ϑ̂(X) = 1
3X(n).

Παράδειγμα 3.41. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(ϑ, ϑ+ 1). Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) = 1[ϑ,ϑ+1]

(
x(1)

)
1[ϑ,ϑ+1]

(
x(n)

)
= 1[ϑ,∞)

(
x(1)

)
1(−∞,ϑ+1]

(
x(n)

)
=

1, ϑ ⩽ x(1) και ϑ ⩾ x(n) − 1

0, διαφορετικά
=

1, x(n) − 1 ⩽ ϑ ⩽ x(1)

0, διαφορετικά
.

Για ϑ ∈
[
x(n) − 1, x(1)

]
, η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι σταθερή, οπότε έχει

άπειρα ολικά μέγιστα ϑ̂(X) ∈
[
X(n) − 1, X(1)

]
.

Σημείωση 3.26. Στην περίπτωση διανυσματικής παραμέτρου ϑ ∈ R2, μπορούμε
να δοκιμάσουμε να κάνουμε διαδοχική μεγιστοποίηση της συνάρτησης πιθανοφά-
νειας ως προς κάθε άγνωστη παράμετρο χωριστά ως εξής:

max
(ϑ1,ϑ2)∈Θ

L(ϑ1, ϑ2 | x) = max
ϑ2∈Θ2

{
max
ϑ1∈Θ1

L(ϑ1, ϑ2 | x)
}
.

Αυτή η μέθοδος βέβαια μπορεί να οδηγήσει στην επίλυση του αρχικού προβλή-
ματος μεγιστοποίησης μόνο αν η μεγιστοποίηση ως προς ϑ1 οδηγήσει σε ολικό
μέγιστο το οποίο δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ2.

Παράδειγμα 3.42. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(ϑ1, ϑ2). Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ1, ϑ2 | x) =
1

(ϑ2 − ϑ1)n
1[ϑ1,∞)

(
x(1)

)
1(−∞,ϑ2]

(
x(n)

)
=

(ϑ2 − ϑ1)
−n , ϑ1 ⩽ x(1) και ϑ2 ⩾ x(n)

0, διαφορετικά
.

Για (ϑ1, ϑ2) ∈
(
−∞, x(1)

]
×
[
x(n),∞

)
, η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως

αύξουσα ως προς ϑ1 και γνησίως φθίνουσα ως προς ϑ2, οπότε έχει μοναδικό ολικό
μέγιστο ϑ̂(X) =

(
X(1), X(n)

)
.

Παράδειγμα 3.43. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn με f(x;λ, k) = λe−λ(x−k) για λ > 0,
k ∈ R και x ⩾ k. Υπολογίζουμε ότι:

L(λ, k | x) = λn exp
{
−λ

n∑
i=1

xi + nλk

}
1[k,∞)

(
x(1)

)
.

Αρχικά, σταθεροποιούμε το λ και μεγιστοποιούμε ως προς k. Για k ⩽ x(1), πα-
ρατηρούμε ότι η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως αύξουσα ως προς k,
οπότε έχει μοναδικό ολικό μέγιστο k̂(X) = X(1). Στη συνέχεια, μεγιστοποιούμε
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τη συνάρτηση ℓ
(
λ, x(1) | x

)
ως προς λ. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ
(
λ, x(1) | x

)
= n logλ− λ

n∑
i=1

xi + nλx(1),

∂ℓ
(
λ, x(1) | x

)
∂λ

=
n

λ
−

n∑
i=1

xi + nx(1) = 0 ⇒ λ̂(x) =
1

x− x(1)
,

∂2ℓ
(
λ, x(1) | x

)
∂λ2

= − n

λ2
< 0, ∀λ > 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ
(
λ, x(1) | x

)
είναι γνησίως κοίλη ως προς λ στο (0,∞). Επο-

μένως, η στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X) =

(
1

X−X(1)
, X(1)

)
είναι η ΕΜΠ του ϑ̂ = (λ, k).

Αν x1 = · · · = xn, παρατηρούμε ότι L
(
λ, x(1) | x

)
= λn, δηλαδή η συνάρτηση

L
(
λ, x(1) | x

)
είναι γνησίως αύξουσα ως προς λ στο διάστημα (0,∞) και δεν έχει

κανένα μέγιστο. Όμως ισχύει ότι P(X1 = · · · = Xn) = 0, δηλαδή η ΕΜΠ του λ
υπάρχει και είναι μοναδική με πιθανότητα 1.

Παράδειγμα 3.44. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (ϑ1, ϑ2). Θέλουμε να υπολογίσουμε
την ΕΜΠ της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) = ϑ1√

ϑ2
και να συγκρίνουμε το ΜΤΣ

της ΕΜΠ του ϑ2 με το ΜΤΣ της ΑΕΕΔ του ϑ2. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(ϑ1, ϑ2 | x) = −n
2
log(2π)− n

2
logϑ2 −

1

2ϑ2

n∑
i=1

(xi − ϑ1)
2.

Αρχικά, σταθεροποιούμε το ϑ2 και μεγιστοποιούμε ως προς ϑ1:

∂ℓ(ϑ1, ϑ2 | x)
∂ϑ1

=
1

ϑ2

n∑
i=1

(xi − ϑ1) = 0 ⇒ ϑ̂1(x) = x,

∂2ℓ(ϑ1, ϑ2 | x)
∂ϑ21

= − n

ϑ2
< 0, ∀ϑ1 ∈ R,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(ϑ1, ϑ2 | x) είναι γνησίως κοίλη ως προς ϑ1 και έχει μοναδικό
ολικό μέγιστο ϑ̂1. Στη συνέχεια, μεγιστοποιούμε τη συνάρτηση ℓ(x, ϑ2 | x) ως προς
ϑ2. Υπολογίζουμε ότι:

∂ℓ(x, ϑ2 | x)
∂ϑ2

= − n

2ϑ2
+

1

2ϑ22

n∑
i=1

(xi − x)2 = 0 ⇒ ϑ̂2(x) =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2,

∂2ℓ(x, ϑ2 | x)
∂ϑ22

=
n

2ϑ22
− 1

ϑ32

n∑
i=1

(xi − x)2 = − n

2ϑ22

[
2

nϑ2

n∑
i=1

(xi − x)2 − 1

]
,

∂2ℓ(ϑ̂1, ϑ̂2 | x)
∂ϑ22

= − n

2ϑ̂22
< 0,
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δηλαδή η συνάρτηση ℓ(x, ϑ2 | x) έχει μέγιστο στο ϑ̂2. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

lim
ϑ2→∞

L (x, ϑ2 | x) = lim
ϑ2→∞

(2πϑ2)
−n/2 exp

{
− 1

2ϑ2

n∑
i=1

(xi − x)2

}
= 0,

lim
ϑ2→0+

L (x, ϑ2 | x) = lim
ϑ2→0+

(2πϑ2)
−n/2 exp

{
− 1

2ϑ2

n∑
i=1

(xi − x)2

}
= 0.

Επομένως, η ϑ̂(X) =
(
X, n−1

n S2
)
είναι η ΕΜΠ του ϑ = (ϑ1, ϑ2). Σύμφωνα με την

ιδιότητα του αναλλοίωτου, η στατιστική συνάρτηση g(ϑ̂) =
√

n
n−1

X
S είναι η ΕΜΠ

της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) = ϑ1√
ϑ2
. Για να γίνει κατανοητό πόσο σημα-

ντική είναι αυτή η ιδιότητα της ΕΜΠ, αρκεί να αναλογιστούμε πόσο περίπλοκη θα
ήταν η διαδικασία για την εύρεση της ΑΕΕΔ της g(ϑ). Σύμφωνα με το παράδειγμα
3.26 (σελίδα 51), η δειγματική διασπορά S2 είναι η ΑΕΕΔ του ϑ2. Σύμφωνα με
τη σημείωση 3.12 (σελίδα 39), γνωρίζουμε ότι ΜΤΣϑ2

(
S2
)
= Var

(
S2
)
= 2

n−1ϑ
2
2.

Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

E
(
ϑ̂2

)
= E

(
n− 1

n
S2

)
=
n− 1

n
ϑ2, biasϑ2

(
ϑ̂2

)
= E

(
ϑ̂2

)
− ϑ2 = − 1

n
ϑ2,

Var
(
ϑ̂2

)
= Var

(
n− 1

n
S2

)
=

(n− 1)2

n2
2

n− 1
ϑ22 =

2(n− 1)

n2
ϑ22,

ΜΤΣϑ2
(
ϑ̂2

)
= Var

(
ϑ̂2

)
+ bias2ϑ2

(
ϑ̂2

)
=

2n− 1

n2
ϑ22.

Συγκρίνουμε τα ΜΤΣ των 2 εκτιμητριών ως εξής:

ΜΤΣϑ2
(
ϑ̂2

)
< ΜΤΣϑ2

(
S2
)

⇔ 2n− 1

n2
<

2

n− 1
⇔ −3n+ 1 < 0.

Άρα η μεροληπτική ΕΜΠ του ϑ2 έχει μικρότερο ΜΤΣ από την ΑΕΕΔ του ϑ2.

Θεώρημα 3.24∗. Έστω δείγμα X με από κοινού συνάρτηση (πυκνότητας) πιθα-
νότητας f(x;ϑ) για ϑ ∈ Θ ⊆ R και x ∈ S. Υποθέτουμε ότι ικανοποιούνται οι
ακόλουθες συνθήκες ομαλότητας:

I. O παραμετρικός χώρος Θ είναι ανοικτό υποσύνολο του R.

II. Το στήριγμα S = {x ∈ Rn : f(x;ϑ) > 0} δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ.

III. ∂
∂ϑf(x;ϑ) <∞ ∀x ∈ S και ∀ϑ ∈ Θ.

IV. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας L(ϑ | X) έχει μοναδικό μέγιστο ϑ̂n(X) ∀n ∈ N.

V. Η παράμετρος ϑ είναι ταυτοποιήσιμη, δηλαδή η συνάρτηση πιθανοφάνειας
του δείγματος είναι 1-1 ως προς ϑ.

Τότε, η ΕΜΠ ϑ̂n(X) του ϑ είναι συνεπής εκτιμήτρια του ϑ.
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Θεώρημα 3.25∗. Υποθέτουμε ότι ικανοποιούνται οι ακόλουθες επιπλέον συνθήκες
ομαλότητας:

VI. ∂3

∂ϑ3
f(x;ϑ) <∞ ∀x ∈ S και ∀ϑ ∈ Θ.

VII.
∫
S

∂3

∂ϑ3
f(x;ϑ)dx = ∂3

∂ϑ3

∫
S f(x;ϑ)dx = 0 ∀ϑ ∈ Θ.

VIII. IX(ϑ) ∈ (0,∞) ∀ϑ ∈ Θ.

IX. Για κάθε ϑ ∈ Θ, υπάρχει δϑ > 0 και συνάρτηση M(x, ϑ) με Eϑ [M(X,ϑ)] <∞
τέτοια ώστε:∣∣∣∣ ∂3∂ϑ3∗ log f(x;ϑ∗)

∣∣∣∣ ⩽M(x, ϑ), ∀x ∈ S, ∀ϑ∗ ∈ [ϑ− δϑ, ϑ+ δϑ] .

Τότε, ισχύει ότι
√
n
(
ϑ̂n − ϑ

)
d→ Y ∼ N

(
0, I−1

X1
(ϑ)
)
, δηλαδή η ΕΜΠ ϑ̂n(X) του ϑ

είναι ασυμπτωτικά αποτελεσματική εκτιμήτρια του ϑ.

Σημείωση 3.27∗. Έστω ότι η κατανομή του δείγματος X ανήκει στην πολυδιά-
στατη μονοπαραμετρική ΕΟΚ με f(x;ϑ) = h(x)eQ(ϑ)T (x)−A(ϑ). Αν ο παραμετρικός
χώρος Θ είναι ανοικτό υποσύνολο του R και η συνάρτηση Q : Θ → R είναι συνε-
χώς παραγωγίσιμη με Q′(ϑ) ̸= 0 ∀ϑ ∈ Θ, τότε οι συνθήκες ομαλότητας I-III και
VI-VIII ικανοποιούνται, δηλαδή αρκεί να ελέγξουμε την ισχύ των συνθηκών IV, V
και IX.

Σημείωση 3.28. Παρατηρούμε ότι η ΕΜΠ του ϑ έχει πολλές ”καλές” ιδιότητες
κάτω από προϋποθέσεις, ειδικά για μεγάλα δείγματα. Ενδεικτικά, αναφέρουμε
ότι είναι ασυμπτωτικά αμερόληπτη, ασυμπτωτικά αποτελεσματική, συνεπής, συ-
νάρτηση της επαρκούς στατιστικής συνάρτησης και κατέχει την ιδιότητα του αναλ-
λοίωτου, σε αντίθεση με την ΑΕΕΔ του ϑ. Ενδεικτικά, στον πίνακα 3.4 συνοψί-
ζουμε τις ΕΜΠ των παραμέτρων κάποιων γνωστών κατανομών.

Bernoulli(p)
X

Poisson(λ)
Bin(N, p) με γνωστό N X/N

Exp(λ) 1/X

Gamma(k, λ) με γνωστό k k/X

Beta(ϑ, 1) −n/
∑n

i=1 logXi

Beta(1, ϑ) −n/
∑n

i=1 log(1−Xi)

N
(
µ, σ2

)
με γνωστό µ

∑n
i=1(Xi − µ)2/n

N
(
µ, σ2

) (
X, (n− 1)S2/n

)
U(ϑ1, ϑ2)

(
X(1), X(n)

)
ΠΊΝΆΚΆΣ 3.4: Σύνοψη Εκτιμητριών Μέγιστης Πιθανοφάνειας
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3.12 Εκτιμήτριες Μεθόδου Ροπών

Ορισμός 3.23. Έστω δείγμα X από κατανομή με άγνωστη παράμετρο ϑ. Για
k = 1, 2, . . . , ορίζουμε τις ακόλουθες ποσότητες:

i. Θεωρητική (ή πληθυσμιακή) ροπή τάξης k: µk = Eϑ(Xk
1 ).

ii. Δειγματική ροπή τάξης k: Mk =
1
n

∑n
i=1X

k
i .

Για k = 2, 3, . . . , ορίζουμε τις εξής επιπλέον ποσότητες:

iii. Θεωρητική (ή πληθυσμιακή) κεντρική ροπή τάξης k: µ∗k = Eϑ
[
(X1 − µ1)

k
]
.

iv. Δειγματική κεντρική ροπή τάξης k: M∗
k = 1

n

∑n
i=1 (Xi − µ1)

k.

Μέθοδος των Ροπών: Σύμφωνα με τον ισχυρό νόμο των μεγάλων αριθμών, γνω-
ρίζουμε ότι:

Mk =
1

n

n∑
i=1

Xk
i
a.s.→ Eϑ

(
Xk

1

)
= µk,

M∗
k =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ1)
k a.s.→ Eϑ

[
(X1 − µ1)

k
]
= µ∗k.

Θεωρώντας οποιεσδήποτε από τις εξισώσειςMk = µk για k = 1, 2, . . . καιM∗
k = µ∗k

για k = 2, 3, . . . , ώστε να πάρουμε ένα σύστημα συνολικά s εξισώσεων, το οποίο
μπορούμε να λύσουμε ως προς την άγνωστη παράμετρο ϑ ∈ Θ ⊆ Rs, καταλή-
γουμε σε μία ροποεκτιμήτρια ϑ̃(X) του ϑ. Προφανώς, η ροποεκτιμήτρια δεν είναι
μοναδική, αφού εξαρτάται από την επιλογή του συστήματος εξισώσεων.

Σημείωση 3.29. Φτιάχνουμε ένα σύστημα εξισώσεων ξεκινώντας από τις ροπές
χαμηλότερης τάξης, οι οποίες θεωρητικά είναι πιο εύκολα υπολογίσιμες. Συνήθως
δουλεύουμε με τις κεντρικές ροπές, αφού ισχύει ότι µ∗2 = Varϑ(X1), η τιμή της
οποίας είναι πιο άμεσα γνωστή από την τιμή της ροπής µ2 = Eϑ

(
X2

1

)
. Αν η

θεωρητική ροπή πρώτης τάξης µ1 δεν είναι γνωστή, τότε αντικαθίσταται από
την αντίστοιχη δειγματική ροπή M1 = X. Αν οι θεωρητικές ροπές µk και µ∗k δεν
εξαρτώνται από την τιμή του ϑ για κάποιο k, τότε παραλείπουμε τις αντίστοιχες
εξισώσεις και συνεχίζουμε με τις ροπές της επόμενης τάξης.

Παράδειγμα 3.45. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ). Εξισώνουμε τις ροπές πρώτης
τάξης:

µ1 =M1 ⇒ 1

λ
= X ⇒ λ̃(X) =

1

X
.

Παρατηρούμε ότι εδώ η ροποεκτιμήτρια του λ ταυτίζεται με την ΕΜΠ του λ.

Παράδειγμα 3.46. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (µ, ϑ) με γνωστό µ. Παρατηρούμε
ότι η θεωρητική ροπή πρώτης τάξης µ1 = µ δεν εξαρτάται από τη τιμή του ϑ,
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οπότε την παραλείπουμε. Εξισώνουμε τις κεντρικές ροπές δεύτερης τάξης:

µ∗2 =M∗
2 ⇒ Var(X1) =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ1)
2 ⇒ ϑ̃(X) =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2.

Παρατηρούμε ότι εδώ η ροποεκτιμήτρια του ϑ ταυτίζεται με την ΕΜΠ του ϑ.

Παράδειγμα 3.47. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (ϑ1, ϑ2). Εξισώνουμε τις ροπές πρώ-
της τάξης και τις κεντρικές ροπές δεύτερης τάξης:

µ1 =M1 ⇒ E(X1) =
1

n

n∑
i=1

Xi ⇒ ϑ̃1(X) = X,

µ∗2 =M∗
2 ⇒ Var(X1) =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ1)
2 ⇒ ϑ̃2(X) =

1

n

n∑
i=1

(
Xi −X

)2
.

Παρατηρούμε ότι εδώ η ροποεκτιμήτρια του ϑ ταυτίζεται με την ΕΜΠ του ϑ.

Παράδειγμα 3.48. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Gamma(k, λ). Εξισώνουμε τις ροπές
πρώτης τάξης και τις κεντρικές ροπές δεύτερης τάξης:

µ1 =M1 ⇒ E(X1) =
1

n

n∑
i=1

Xi ⇒ k

λ
= X,

µ∗2 =M∗
2 ⇒ Var(X1) =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ1)
2 ⇒ k

λ2
=

1

n

n∑
i=1

(
Xi −X

)2 ⇒

1

λ
X =

n− 1

n
S2 ⇒ λ̃(X) =

nX

(n− 1)S2
⇒ k̃(X) = Xλ̃(X) =

nX
2

(n− 1)S2
.

Σε αντίθεση με την ΕΜΠ του ϑ = (k, λ), η οποία δεν έχει κλειστή μορφή και μπορεί
να υπολογιστεί μόνο αριθμητικά, παρατηρούμε ότι η ροποεκτιμήτρια του ϑ είναι
αρκετά εύκολα υπολογίσιμη. Παρατηρούμε όμως ότι δεν είναι συνάρτηση της
επαρκούς στατιστικής συνάρτησης T (X) = (

∑n
i=1Xi,

∑n
i=1 logXi) για το ϑ.

Παράδειγμα 3.49. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(0, ϑ). Εξισώνουμε τις ροπές πρώτης
τάξης:

µ1 =M1 ⇒ ϑ

2
= X ⇒ ϑ̃(X) = 2X.

Παρατηρούμε ότι εδώ η ροποεκτιμήτρια του ϑ δεν είναι συνάρτηση της επαρκούς
στατιστικής συνάρτησης T (X) = X(n) για το ϑ, αφού οι ροποεκτιμήτριες είναι
πάντα συναρτήσεις μόνο των δειγματικών ροπών.

Παράδειγμα 3.50. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(−ϑ, ϑ) με ϑ > 0. Παρατηρούμε ότι
η θεωρητική ροπή πρώτης τάξης µ1 = 0 δεν εξαρτάται από τη τιμή του ϑ, οπότε
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την παραλείπουμε. Υπολογίζουμε ότι:

E
(
X2

1

)
=

∫ ϑ

−ϑ

x2

2ϑ
dx =

ϑ2

3
.

Εξισώνουμε τις ροπές δεύτερης τάξης:

µ2 =M2 ⇒ ϑ2

3
=

1

n

n∑
i=1

X2
i ⇒ ϑ̃(X) =

√
3M2(X).

Παράδειγμα 3.51. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(ϑ1, ϑ2). Εξισώνουμε τις ροπές πρώ-
της τάξης και τις κεντρικές ροπές δεύτερης τάξης:

µ1 =M1 ⇒ E(X1) =
1

n

n∑
i=1

Xi ⇒ ϑ1 + ϑ2
2

= X ⇒ ϑ1 + ϑ2 = 2X,

µ∗2 =M∗
2 ⇒ Var(X1) =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ1)
2 ⇒

(ϑ2 − ϑ1)
2

12
=

1

n

n∑
i=1

(
Xi −X

)2 ⇒ ϑ2 − ϑ1 = 2S

√
3(n− 1)

n
⇒

ϑ̃1(X) = X − S

√
3(n− 1)

n
, ϑ̃2(X) = X + S

√
3(n− 1)

n
.

Παράδειγμα 3.52. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn με f(x;λ, k) = λe−λ(x−k) για λ > 0,
k ∈ R και x ⩾ k. Θέτουμε Yi = Xi − k για i = 1, 2, . . . , n και υπολογίζουμε ότι:

FY1(y) = P(X1 − k ⩽ y) = F (y + k;λ, k), fY1(y) = f(y + k;λ, k) = λe−λy, y > 0,

δηλαδή Yi ∼ Exp(λ) για i = 1, 2, . . . , n. Επομένως, έπεται ότι:

E(X1) = E(Y1) + k =
1

λ
+ k, Var(X1) = Var(Y1) =

1

λ2
.

Εξισώνουμε τις ροπές πρώτης τάξης και τις κεντρικές ροπές δεύτερης τάξης:

µ1 =M1 ⇒ E(X1) =
1

n

n∑
i=1

Xi ⇒ 1

λ
+ k = X ⇒ k = X − 1

λ
,

µ∗2 =M∗
2 ⇒ Var(X1) =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ1)
2 ⇒ 1

λ2
=

1

n

n∑
i=1

(
Xi −X

)2 ⇒

λ̃(X) =
1

S

√
n

n− 1
⇒ k̃(X) = X − S

√
n− 1

n
.

Παράδειγμα 3.53. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Bin(N, p). Εξισώνουμε τις ροπές πρώ-
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της τάξης και τις κεντρικές ροπές δεύτερης τάξης:

µ1 =M1 ⇒ E(X1) =
1

n

n∑
i=1

Xi ⇒ Np = X ⇒ N =
X

p
,

µ∗2 =M∗
2 ⇒ Var(X1) =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ1)
2 ⇒

Np(1− p) =
1

n

n∑
i=1

(
Xi −X

)2 ⇒ p̃(X) = 1− n− 1

nX
S2 ⇒

Ñ(X) =
nX

2

nX − (n− 1)S2
.

Για να αποτελεί η στατιστική συνάρτηση (Ñ , p̃) εκτιμήτρια του (N, p), θα πρέπει
να παίρνει τιμές μέσα στον παραμετρικό χώρο Θ = N × (0, 1) και να συμφωνεί
με το στήριγμα της κατανομής του δείγματος. Για τον λόγο αυτό, θέτουμε τους
εξής περιορισμούς:

• (n− 1)S2 < nX το οποίο συνεπάγεται ότι p̃(X) ∈ (0, 1),

• Ñ(X) ∈ N και Ñ(X) ⩾ X(n) το οποίο συνεπάγεται ότι:

Ñ(X) = max
{⌊

nX
2

nX − (n− 1)S2

⌋
, X(n)

}
.

Σημείωση 3.30. Παρότι οι ροποεκτιμήτριες είναι συνήθως πιο εύκολα υπολο-
γίσιμες σε σύγκριση με εκτιμήτριες άλλων ειδών, στερούνται κάποιων ”καλών”
ιδιοτήτων. Για παράδειγμα, δεν είναι απαραίτητα συναρτήσεις κάποιας επαρκούς
στατιστικής συνάρτησης και δεν παίρνουν εγγυημένα τιμές μέσα στον παραμε-
τρικό χώρο.
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Κεφάλαιο 4

Διαστήματα Εμπιστοσύνης

4.1 Εισαγωγή

Για δεδομένο δείγμα x από κατανομή με άγνωστη παράμετρο ϑ έχουμε μά-
θει να υπολογίζουμε μία σημειακή εκτίμηση του ϑ, όπως η ΕΜΠ ϑ̂(x), η ΑΕΕΔ
δ(x), η αποτελεσματική εκτιμήτρια T (x) ή η ροποεκτιμήτρια ϑ̃(x). Οι τιμές αυτές
αποτελούν κάποιες ”καλές” εκτιμήσεις της πραγματικής τιμής του ϑ, σύμφωνα
με τα κριτήρια που μελετήθηκαν στο προηγούμενο κεφάλαιο. Ωστόσο, ο απλός
υπολογισμός μίας σημειακής εκτίμησης του ϑ δε δίνει καμία πληροφορία σχετικά
με την αβεβαιότητα που έχουμε για τη σημειακή εκτίμησή μας, δηλαδή κατά πόσο
θα μπορούσε να απέχει η πραγματική τιμή του ϑ από τη σημειακή εκτίμηση που
υπολογίσαμε από το δείγμα μας. Επομένως, οδηγούμαστε στην ιδέα της κατα-
σκευής ενός διαστήματος γύρω από τη σημειακή εκτίμηση μέσα στο οποίο να
περιέχεται με κάποια δεδομένη ”βεβαιότητα” η πραγματική τιμή του ϑ.

Ορισμός 4.1. Για δεδομένο α ∈ (0, 1), θεωρούμε ένα τυχαίο διάστημα της μορφής
Ig(ϑ);1−α(X) = [L(X), U(X)] τέτοιο ώστε:

inf
ϑ∈Θ

Pϑ [L(X) ⩽ g(ϑ), U(X) ⩾ g(ϑ)] = inf
ϑ∈Θ

Pϑ [L(X) ⩽ g(ϑ) ⩽ U(X)] = 1− α,

το οποίο καλείται 100(1−α)% διάστημα εμπιστοσύνης (ΔΕ) για την παραμετρική
συνάρτηση g(ϑ). Η ποσότητα 1− α καλείται συντελεστής εμπιστοσύνης του ΔΕ.

Ερμηνεία: Έστω ότι επιλέγουμε α = 0.05, συλλέγουμε ένα δείγμα x και κατα-
σκευάζουμε με βάση αυτό ένα 95% ΔΕ Iϑ;0.95(x) = [0.9, 1.2] για το ϑ. Με βάση τον
προηγούμενο ορισμό, θα μπορούσε κάποιος να σκεφτεί ότι η πραγματική τιμή
της άγνωστης παραμέτρου ϑ ανήκει στο διάστημα [0.9, 1.2] με πιθανότητα 95%.
Όμως, αυτή η ερμηνεία του ΔΕ είναι λανθασμένη. Στην κλασική στατιστική, η πα-
ράμετρος ϑ θεωρείται ότι είναι μία άγνωστη σταθερά, οπότε είτε θα ανήκει είτε
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δε θα ανήκει στο διάστημα [0.9, 1.2]. Εφόσον το ϑ δεν είναι τυχαία μεταβλητή, δεν
μπορούμε να προσδώσουμε πιθανότητα στο ενδεχόμενο 0.9 ⩽ ϑ ⩽ 1.2. Κάποιες
σωστές ερμηνείες ενός 95% ΔΕ για το ϑ περιγράφονται ακολούθως.

Αν επαναλαμβάναμε K φορές τη διαδικασία συλλογής του δείγματος X και
για καθένα από αυτά τα δείγματα xk επαναλαμβάναμε τη διαδικασία υπολογι-
σμού του 95% ΔΕ για το ϑ, τότε το 95% από αυτά τα ΔΕ θα περιείχαν την πραγ-
ματική τιμή του ϑ. Με άλλα λόγια, το διάστημα είναι αυτό που μεταβάλλεται,
εφόσον εξαρτάται από το παρατηρούμενο δείγμα, και όχι η άγνωστη παράμετρος,
η οποία παραμένει πάντα σταθερή. Αυτή η ερμηνεία του ΔΕ απορρέει από τον
ισχυρό νόμο των μεγάλων αριθμών ως εξής:

1

K

K∑
k=1

1[L(xk),U(xk)]
(ϑ)

a.s.→ Eϑ
[
1[L(X),U(X)](ϑ)

]
= Pϑ [L(X) ⩽ ϑ ⩽ U(X)] ,

όπου 1
K

∑K
k=1 1[L(xk),U(xk)]

(ϑ) είναι ακριβώς το ποσοστό των παρατηρούμενων ΔΕ
που θα περιείχαν την πραγματική τιμή του ϑ. Παρατηρούμε ότι το 5% των ΔΕ
που θα κατασκευάζαμε με αυτόν τον τρόπο δε θα περιείχαν εξ ορισμού την
πραγματική τιμή του ϑ.

Υπάρχει 95% πιθανότητα ένα ΔΕ που θα υπολογιστεί από ένα μελλοντικό
δείγμα X να περιέχει την πραγματική τιμή του ϑ. Σημειώνουμε ότι αυτή η πιθα-
νοτική ερμηνεία αφορά και πάλι το ΔΕ και όχι την άγνωστη παράμετρο ϑ, η οποία
παραμένει σταθερή. Από τη στιγμή που δεν έχουμε παρατηρήσει ακόμα το δείγμα
με βάση το οποίο θα κατασκευάσουμε το ΔΕ, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι είναι
τυχαίο. Επομένως, το ΔΕ το οποίο θα κατασκευάσουμε με βάση αυτό θα είναι
κι αυτό τυχαίο και μπορούμε να του αποδώσουμε την προηγούμενη πιθανοτική
ερμηνεία.

4.2 Μέθοδος Αντιστρεπτής Ποσότητας

Ορισμός 4.2. Μία τυχαία μεταβλητή Q (X, g(ϑ)) καλείται αντιστρεπτή ποσότητα
για την παραμετρική συνάρτηση g(ϑ) αν εξαρτάται από την τιμή της g(ϑ) αλλά η
κατανομή της δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ.

Σημείωση 4.1. Παρατηρούμε ότι η αντιστρεπτή ποσότητα Q δεν καθιστά στατι-
στική συνάρτηση, εφόσον εξαρτάται από την τιμή της παραμέτρου ϑ. Η μέθοδος
αντιστρεπτής ποσότητας στοχεύει στην κατασκευή ΔΕ για τα οποία η πιθανότητα
Pϑ [L(X) ⩽ g(ϑ) ⩽ U(X)] δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ. Επομένως, έπεται ότι:

Pϑ [L(X) ⩽ g(ϑ) ⩽ U(X)] = 1− α, ∀ϑ ∈ Θ.
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Μέθοδος Αντιστρεπτής Ποσότητας → Ακολουθούμε τα εξής βήματα:

1. Προσδιορίζουμε μία ”καλή” εκτιμήτρια T (X) της g(ϑ) ή μία επαρκή στατι-
στική συνάρτηση T (X) για το ϑ.

2. Προσδιορίζουμε την κατανομή της T (X).

3. Προσδιορίζουμε μία αντιστρεπτή ποσότητα Q (X, g(ϑ)). Η μέθοδος προσδιο-
ρισμού κατάλληλης Q εξαρτάται από την κατανομή της T (X).

4. Προσδιορίζουμε σταθερές c1 και c2 τέτοιες ώστε P(c1 ⩽ Q ⩽ c2) = 1− α.

5. Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς g(ϑ) και καταλήγουμε σε μία
ανισότητα της μορφής L(X) ⩽ g(ϑ) ⩽ U(X). Το διάστημα [L(X), U(X)] είναι
ένα 100(1− α)% ΔΕ για την παραμετρική συνάρτηση g(ϑ).

Ορισμός 4.3. Αν Z ∼ N (0, 1) και X ∼ χ2
ν ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, τότε

ορίζουμε:
T =

Z√
X/ν

∼ tν .

Λέμε ότι η τυχαία μεταβλητή T ακολουθεί την κατανομή Student’s t με ν βαθμούς
ελευθερίας.

Ορισμός 4.4. Αν X ∼ χ2
ν1 και Y ∼ χ2

ν2 ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, τότε
ορίζουμε:

F =
X/ν1
Y /ν2

∼ Fν1,ν2 .

Λέμε ότι η τυχαία μεταβλητή F ακολουθεί την κατανομή F του Snedecor με ν1 και
ν2 βαθμούς ελευθερίας.

Πρόταση 4.1. i. Αν Xn ∼ tn, τότε Xn
d→ Z ∼ N (0, 1).

ii. Αν T ∼ tν , τότε T 2 ∼ F1,ν .

iii. Αν F ∼ Fν1,ν2 , τότε F−1 ∼ Fν2,ν1 .

Απόδειξη. i. Θεωρούμε μία τυχαία μεταβλητή Y ∼ χ2
n η οποία είναι ανεξάρτητη

από την τυχαία μεταβλητή Z ∼ N (0, 1). Τότε, υπάρχουν ανεξάρτητες τυχαίες
μεταβλητές Y1, Y2, . . . , Yn ∼ χ2

1 τέτοιες ώστε οι τυχαίες μεταβλητές Y και
∑n

i=1 Yi

να είναι ισόνομες. Αφού E(Y1) = 1, έπεται ότι Y p→ 1, σύμφωνα με τον ασθενή
νόμο των μεγάλων αριθμών. Συνεπώς, καταλήγουμε ότι:

Xn
d
=

Z√
Y /n

d
=

Z√
Y

d→ Z ∼ N (0, 1),

σύμφωνα με το θεώρημα συνεχούς απεικόνισης και το θεώρημα Slutsky.

ii. Θεωρούμε τις ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές Z ∼ N (0, 1) και X ∼ χ2
ν .
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Τότε, οι τυχαίες μεταβλητές T και Z√
X/ν

είναι ισόνομες. Αφού Z2 ∼ χ2
1, έπεται

ότι:
T 2 d

=
Z2

X/ν
∼ F1,ν .

iii. Θεωρούμε τις ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές X ∼ χ2
ν1 και Y ∼ χ2

ν2 . Τότε,
οι τυχαίες μεταβλητές F και X/ν1

Y /ν2
είναι ισόνομες. Συνεπώς, καταλήγουμε ότι:

F−1 d
=
Y /ν2
X/ν1

∼ Fν2,ν1 .

Σημείωση 4.2. Το πιο δύσκολο βήμα κατασκευής ενός ΔΕ σύμφωνα με τη μέθοδο
αντιστρεπτής ποσότητας είναι η εύρεση της ίδιας της αντιστρεπτής ποσότητας,
αφού η διαδικασία εύρεσής της εξαρτάται πάντα από την εκάστοτε κατανομή της
T (X). Στην πλειοψηφία των περιπτώσεων προσπαθούμε να μετασχηματίσουμε
την T (X) σε μία αντιστρεπτή ποσότητα Q (X, g(ϑ)) που να ακολουθεί κάποια
από τις εξής 4 κατανομές: N (0, 1), χ2

ν , tν , Fν1,ν2 . Για τον μετασχηματισμό αυτό
χρησιμοποιούμε είτε κάποια από τις ιδιότητες της κατανομής χ2 που αναφέρο-
νται στη σημείωση 3.11 (σελίδα 39) είτε τους ορισμούς των κατανομών tν , Fν1,ν2 .
Προφανώς, η επιλογή κατάλληλης αντιστρεπτής ποσότητας δεν είναι μοναδική.

Σημείωση 4.3. Συνοψίζουμε τις πιο συνηθισμένες περιπτώσεις στις οποίες χρη-
σιμοποιούνται οι 4 προαναφερθείσες κατανομές για την κατασκευή ΔΕ.

i. Κατανομή N (0, 1):

• ΔΕ για τη μέση τιμή της κανονικής κατανομής όταν η διασπορά της είναι
γνωστή.

• Ασυμπτωτικά ΔΕ με χρήση του κεντρικού οριακού θεωρήματος.

ii. Κατανομή χ2
ν :

• ΔΕ για τη διασπορά της κανονικής κατανομής.

• ΔΕ για μία θετική παράμετρο κάποιας συνεχούς κατανομής με στήριγμα
που δεν εξαρτάται από την τιμή της παραμέτρου.

iii. Κατανομή tν : ΔΕ για τη μέση τιμή της κανονικής κατανομής όταν η διασπορά
της είναι άγνωστη.

iv. Κατανομή Fν1,ν2 :

• ΔΕ για τον λόγο των διασπορών 2 ανεξάρτητων κανονικών κατανομών.
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• ΔΕ για τον λόγο 2 θετικών παραμέτρων 2 ανεξάρτητων συνεχών κατανο-
μών με στηρίγματα που δεν εξαρτώνται από τις τιμές των παραμέτρων.

Σημείωση 4.4. i. Αν έχουμε τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(k, ϑ) με γνωστό k, ορίζουμε
αντιστρεπτή ποσότητα Q =

X(n)−k
ϑ−k ∼ Beta(n, 1).

ii. Αν έχουμε τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(ϑ, k) με γνωστό k, ορίζουμε αντιστρεπτή πο-
σότητα Q =

k−X(1)

k−ϑ ∼ Beta(n, 1).

Ορισμός 4.5. Έστω τυχαία μεταβλητήX με στήριγμα S και συνάρτηση κατανομής
F (x). Για δεδομένο α ∈ (0, 1) η σταθερά c ∈ S για την οποία P(X > c) = α ή
ισοδύναμα F (c) = 1− α καλείται άνω α-ποσοστιαίο σημείο της κατανομής.

Σημείωση 4.5. Αν η συνάρτηση κατανομής F (x) είναι συνεχής, τότε είναι γνη-
σίως αύξουσα στο στήριγμα S, οπότε είναι αντιστρέψιμη. Επομένως, ισχύει ότι
c = F−1(1 − a). Σε αυτήν την περίπτωση, το άνω α-ποσοστιαίο σημείο της κα-
τανομής είναι το σημείο που ”αφήνει” δεξιά του εμβαδόν ίσο με α στη γραφική
παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της X. Συμβολίζουμε τα
άνω α-ποσοστιαία σημεία των κατανομών N (0, 1), χ2

ν , tν , Fν1,ν2 με Zα, χ2
ν;α, tν;α,

Fν1,ν2;α αντίστοιχα.

Σημείωση 4.6. Οι κατανομές N (0, 1) και tν είναι συμμετρικές γύρω από το 0,
δηλαδή ισχύει ότι f(−c) = f(c) και F (−c) = 1 − F (c). Επομένως, παρατηρούμε
ότι P(X > c) = α ⇔ P(X > −c) = 1−α, δηλαδή το c είναι το άνω α-ποσοστιαίο
σημείο τους αν και μόνο αν το −c είναι το άνω (1−α)-ποσοστιαίο σημείο τους ή
ισοδύναμα Z1−α = −Za και tν;1−α = −tν;α. Σε αντιδιαστολή, οι κατανομές χ2

ν και
Fν1,ν2 έχουν στήριγμα το (0,∞) και δεν παρουσιάζουν κάποια συμμετρία. Σύμ-
φωνα με τις ιδιότητες της κατανομής Fν1,ν2 , ισχύει όμως ότι Fν1,ν2;1−α = 1

Fν2,ν1;α
.

Σημείωση 4.7. Η μέθοδος αντιστρεπτής ποσότητας δεν προσδιορίζει κάποιον συ-
γκεκριμένο τρόπο υπολογισμού των σταθερών c1, c2. Η επιλογή αυτή θα μπορούσε
θεωρητικά να γίνει με άπειρους δυνατούς τρόπους, όμως συνήθως γίνεται με έναν
από τους εξής 2 τρόπους:

i. P(Q < c1) = P(Q > c2) =
α
2 που οδηγεί στην κατασκευή ΔΕ ίσων ουρών.

ii. Ελαχιστοποίηση της στατιστικής συνάρτησης ℓ(X) = U(X)−L(X) ή της μέσης
τιμής E [ℓ(X)] ως προς (c1, c2), η οποία οδηγεί στην κατασκευή ΔΕ ελαχίστου
μήκους.

Τα ΔΕ ελαχίστου μήκους είναι πιο ισχυρά από τα ΔΕ ίσων ουρών, όμως είναι
συνήθως δύσκολο να κατασκευαστούν. Σε κάποιες περιπτώσεις ενδέχεται αυτά
τα 2 είδη ΔΕ να ταυτίζονται.

Σημείωση 4.8. Αν η κατανομή της αντιστρεπτής ποσότητας Q είναι συνεχής, οι
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σταθερές c1, c2 των ΔΕ ίσων ουρών επιλέγονται ώστε το c1 να ”αφήνει” εμβαδόν α
2

αριστερά του και το c2 να ”αφήνει” εμβαδόν α
2 δεξιά του στη γραφική παράσταση

της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της Q. Με αυτόν τον τρόπο, ”περισσεύει”
εμβαδόν 1− α μεταξύ των σταθερών c1, c2, το οποίο είναι το επιθυμητό επίπεδο
εμπιστοσύνης. Με άλλα λόγια, το c1 επιλέγεται ως το άνω (1 − α

2 )-ποσοστιαίο
σημείο και το c2 ως το άνω α

2 -ποσοστιαίο σημείο της κατανομής της Q.

Σημείωση 4.9. Σχετικά με την κατασκευή των ΔΕ ελαχίστου μήκους διακρίνουμε
τις εξής 2 σημαντικές περιπτώσεις:

i. Αν το μήκος του ΔΕ είναι πολλαπλάσιο της συνάρτησης c2 − c1, τότε προσ-
διορίζουμε τις σταθερές c1, c2 έτσι ώστε το ΔΕ να περιέχει τις τιμές της αντι-
στρεπτής ποσότητας Q με την υψηλότερη πυκνότητα. Για να το επιτύχουμε
αυτό πρέπει να γνωρίζουμε τη συμπεριφορά της καμπύλης της συνάρτησης
πυκνότητας πιθανότητας της Q.

ii. Διαφορετικά, παραγωγίζουμε τον περιορισμό P(c1 ⩽ Q ⩽ c2) = 1−α ως προς
c1, προσέχοντας ότι το c2 είναι συνάρτηση του c1, και λύνουμε ως προς ∂c2

∂c1
.

Στη συνέχεια, παραγωγίζουμε το μήκος του ΔΕ ως προς c1, αντικαθιστούμε
την παράγωγο ∂c2

∂c1
και συμπεραίνουμε τη μονοτονία του μήκους ως προς c1.

• Αν το μήκος είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση του c1, τότε το c1 πρέπει
να πάρει την ελάχιστη δυνατή τιμή πάνω στο στήριγμα της αντιστρεπτής
ποσότητας Q και το c2 προσδιορίζεται έτσι ώστε P(Q ⩽ c2) = 1− α.

• Αν το μήκος είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση του c1, τότε το c2 πρέπει
να πάρει τη μέγιστη δυνατή τιμή πάνω στο στήριγμα της αντιστρεπτής
ποσότητας Q και το c1 προσδιορίζεται έτσι ώστε P(Q ⩾ c1) = 1− α.

Παράδειγμα 4.1. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn με F (x; k) = 1−e−λ(x−k) για γνωστό λ > 0,
k ∈ R και x ⩾ k. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.43 (σελίδα 78), η στατιστική
συνάρτηση k̂(X) = X(1) είναι η ΕΜΠ του k. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.52
(σελίδα 84), γνωρίζουμε ότι Yi = Xi − k ∼ Exp(λ) για i = 1, 2, . . . , n, οπότε
Y(1) = X(1) − k ∼ Exp(nλ). Εφόσον η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Y(1) δεν
εξαρτάται από την τιμή του k, αποτελεί μία κατάλληλη αντιστρεπτή ποσότητα Q.
Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς k:

c1 ⩽ X(1) − k ⩽ c2 ⇔ X(1) − c2 ⩽ k ⩽ X(1) − c1.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ 1− e−nλc1 =

α

2
⇒ c1 = − 1

nλ
log
(
1− α

2

)
,
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P(Q > c2) =
α

2
⇒ e−nλc2 =

α

2
⇒ c2 = − 1

nλ
log α

2
.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
X(1) +

1

nλ
log α

2
, X(1) +

1

nλ
log
(
1− α

2

)]
.

Το μήκος του ΔΕ είναι ίσο με c2 − c1. Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας της αντιστρεπτής ποσότητας Q είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,∞).
Αφού θέλουμε το ΔΕ να έχει το ελάχιστο μήκος, αυτό ισοδυναμεί με το να περιέχει
τις τιμές της Q με την υψηλότερη πυκνότητα. Επομένως, το διάστημα επιτυγχάνει
το ελάχιστο μήκος του για c1 = 0. Προσδιορίζουμε τη σταθερά c2 έτσι ώστε:

P(Q ⩽ c2) = 1− α ⇒ 1− e−nλc2 = 1− α ⇒ c2 = − 1

nλ
logα.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ελαχίστου μήκους:[
X(1) +

1

nλ
logα,X(1)

]
.

Παράδειγμα 4.2. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(ϑ, ϑ + 1) με ϑ ∈ R. Σύμφωνα με
το παράδειγμα 3.16 (σελίδα 41), η στατιστική συνάρτηση T (X) =

(
X(1), X(n)

)
είναι επαρκής για το ϑ. Για x ∈ [ϑ, ϑ + 1], υπολογίζουμε ότι FX(n)

(x) = (x − ϑ)n.
Ορίζουμε μία αντιστρεπτή ποσότητα Q = X(n) − ϑ. Για y ∈ [0, 1], υπολογίζουμε
ότι:

FQ(y) = P
[
X(n) − ϑ ⩽ y

]
= FX(n)

(y + ϑ) = yn,

δηλαδή Q ∼ Beta(n, 1). Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽ X(n) − ϑ ⩽ c2 ⇔ X(n) − c2 ⩽ ϑ ⩽ X(n) − c1.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ cn1 =

α

2
⇒ c1 =

(α
2

)1/n
,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ 1− cn2 =

α

2
⇒ c2 =

(
1− α

2

)1/n
.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
X(n) −

(
1− α

2

)1/n
, X(n) −

(α
2

)1/n]
.

Το μήκος του ΔΕ είναι ίσο με c2 − c1. Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας της αντιστρεπτής ποσότητας Q είναι γνησίως αύξουσα στο [0, 1].
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Αφού θέλουμε το ΔΕ να έχει το ελάχιστο μήκος, αυτό ισοδυναμεί με το να περιέχει
τις τιμές της Q με την υψηλότερη πυκνότητα. Επομένως, το διάστημα επιτυγχάνει
το ελάχιστο μήκος του για c2 = 1. Προσδιορίζουμε τη σταθερά c1 έτσι ώστε:

P(Q ⩾ c1) = 1− α ⇒ 1− cn1 = 1− α ⇒ c1 = α1/n.

Τελικά, ένα ΔΕ ελαχίστου μήκους για το ϑ είναι το
[
X(n) − 1, X(n) − α1/n

]
.

Παράδειγμα 4.3. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(ϑ, k) με γνωστό k. Σύμφωνα με το
παράδειγμα 3.42 (σελίδα 78), η στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X) = X(1) είναι η ΕΜΠ
του ϑ. Για x ∈ [ϑ, k], υπολογίζουμε ότι:

FX(1)
(x) = 1−

(
k − x

k − ϑ

)n
.

Ορίζουμε αντιστρεπτή ποσότητα Q =
k−X(1)

k−ϑ . Για y ∈ [0, 1], υπολογίζουμε ότι:

FQ(y) = P
[
k −X(1)

k − ϑ
⩽ y

]
= 1− FX(1)

(k − (k − ϑ)y) =

[
k − k + (k − ϑ)y

k − ϑ

]n
= yn,

δηλαδή Q ∼ Beta(n, 1). Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽
k −X(1)

k − ϑ
⩽ c2 ⇔ k −

k −X(1)

c1
⩽ ϑ ⩽ k −

k −X(1)

c2
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ cn1 =

α

2
⇒ c1 =

(α
2

)1/n
,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ 1− cn2 =

α

2
⇒ c2 =

(
1− α

2

)1/n
.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
k −

[
k −X(1)

] (α
2

)−1/n
, k −

[
k −X(1)

] (
1− α

2

)−1/n
]
.

Το μήκος του ΔΕ είναι ίσο με
[
k −X(1)

] (
1
c1

− 1
c2

)
. Θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε

τη συνάρτηση ℓ(c1, c2) = 1
c1

− 1
c2
υπό τον εξής περιορισμό:

P(c1 ⩽ Q ⩽ c2) = 1− α ⇒ FQ(c2)− FQ(c1) = 1− α ⇒ cn2 − cn1 = 1− α.

Αρχικά, παραγωγίζουμε τον περιορισμό ως προς c2:

ncn−1
2 − ncn−1

1

∂c1
∂c2

= 0 ⇒ ∂c1
∂c2

=

(
c2
c1

)n−1

.
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Στη συνέχεια, παραγωγίζουμε τη συνάρτηση ℓ ως προς c2:

∂ℓ

∂c2
= − 1

c21

∂c1
∂c2

+
1

c22
= − 1

c21

(
c2
c1

)n−1

+
1

c22
=
cn+1
1 − cn+1

2

cn+1
1 c22

< 0.

Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι c2 ∈ [0, 1]. Εφόσον το μήκος του ΔΕ είναι γνησίως φθί-
νουσα συνάρτηση ως προς c2, συμπεραίνουμε ότι το ΔΕ επιτυγχάνει το ελάχιστο
μήκος του για c2 = 1. Προσδιορίζουμε τη σταθερά c1 έτσι ώστε:

P(Q ⩾ c1) = 1− α ⇒ 1− cn1 = 1− α ⇒ c1 = α1/n.

Τελικά, ένα ΔΕ ελαχίστου μήκους για το ϑ είναι το
[
k −

(
k −X(1)

)
α−1/n, X(1)

]
.

Παράδειγμα 4.4. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Pareto(k, λ) με k > 0, γνωστό λ > 0

και F (x; k) = 1−
(
k
x

)λ για x ⩾ k. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.43 (σελίδα 78), η
στατιστική συνάρτηση k̂(X) = X(1) είναι η ΕΜΠ του k. Για x ⩾ k, υπολογίζουμε
ότι:

FX(1)
(x) = 1−

(
k

x

)nλ
,

δηλαδή X(1) ∼ Pareto(k, nλ). Ορίζουμε αντιστρεπτή ποσότητα Q =
X(1)

k . Για y ⩾ 1,
υπολογίζουμε ότι:

FQ(y) = P
[
X(1)

k
⩽ y

]
= FX(1)

(ky) = 1−
(
1

y

)nλ
,

δηλαδή Q ∼ Pareto(1, nλ). Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς k:

c1 ⩽
X(1)

k
⩽ c2 ⇔

X(1)

c2
⩽ k ⩽

X(1)

c1
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ 1− 1

cnλ1
=
α

2
⇒ c1 =

(
1− α

2

)−1/nλ
,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ 1

cnλ2
=
α

2
⇒ c2 =

(α
2

)−1/nλ
.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
X(1)

(α
2

)1/nλ
, X(1)

(
1− α

2

)1/nλ]
.

Το μήκος του ΔΕ είναι ίσο με X(1)

(
1
c1

− 1
c2

)
. Θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε τη

συνάρτηση ℓ(c1, c2) = 1
c1

− 1
c2
υπό τον εξής περιορισμό:

P(c1 ⩽ Q ⩽ c2) = 1−α ⇒ FQ(c2)−FQ(c1) = 1−α ⇒ c−nλ1 − c−nλ2 = 1−α.
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Αρχικά, παραγωγίζουμε τον περιορισμό ως προς c1:

− nλ

cnλ+1
1

+
nλ

cnλ+1
2

∂c2
∂c1

= 0 ⇒ ∂c2
∂c1

=

(
c2
c1

)nλ+1

.

Στη συνέχεια, παραγωγίζουμε τη συνάρτηση ℓ ως προς c1:

∂ℓ

∂c1
= − 1

c21
+

1

c22

∂c2
∂c1

= − 1

c21
+

1

c22

(
c2
c1

)nλ+1

=
cnλ−1
2 − cnλ−1

1

cnλ+1
1

> 0.

Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι c1 ⩾ 1. Εφόσον το μήκος του ΔΕ είναι γνησίως αύ-
ξουσα συνάρτηση του c1, το ΔΕ επιτυγχάνει το ελάχιστο μήκος του για c1 = 1.
Προσδιορίζουμε τη σταθερά c2 έτσι ώστε:

P(Q ⩽ c2) = 1− α ⇒ 1− 1

cnλ2
= 1− α ⇒ c2 = α−1/nλ.

Τελικά, ένα ΔΕ ελαχίστου μήκους για το k είναι το
[
α1/nλX(1), X(1)

]
.

Παράδειγμα 4.5. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Gamma(k, λ) με γνωστό k. Μπορούμε
εύκολα να δείξουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1Xi ∼ Gamma(nk, λ)

είναι επαρκής για το λ. Σύμφωνα με τη σημείωση 3.11 (σελίδα 39), ορίζουμε
αντιστρεπτή ποσότητα Q = 2λT ∼ χ2

2nk. Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως
προς λ:

c1 ⩽ 2λ

n∑
i=1

Xi ⩽ c2 ⇔ c1
2
∑n

i=1Xi
⩽ λ ⩽ c2

2
∑n

i=1Xi
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = χ2

2nk;1−α/2,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = χ2

2nk;α/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
χ2
2nk;1−α/2

2
∑n

i=1Xi
,
χ2
2nk;α/2

2
∑n

i=1Xi

]
.

Παράδειγμα 4.6. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Laplace(µ, λ) με γνωστό µ ∈ R, λ > 0

και f(x;λ) = λ
2 e

−λ|x−µ| για x ∈ R. Μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι η στατιστική
συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1 |Xi − µ| είναι επαρκής για το λ. Θέτουμε Yi = |Xi − µ|

για i = 1, 2, . . . , n. Για y > 0, υπολογίζουμε ότι:

FY1(y) = P (|X − µ| ⩽ y) = P(µ− y ⩽ X ⩽ µ+ y) = F (µ+ y;λ)− F (µ− y;λ),
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fY1(y) = f(µ+ y;λ) + f(µ− y;λ) =
λ

2
e−λ|y| +

λ

2
e−λ|−y| =

λ

2
e−λy +

λ

2
e−λy = λe−λy,

δηλαδή Yi ∼ Exp(λ) για i = 1, 2, . . . , n, οπότε έπεται ότι T (X) ∼ Gamma(n, λ).
Ακριβώς όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, ορίζουμε αντιστρεπτή ποσότητα
Q = 2λT ∼ χ2

2n και υπολογίζουμε ότι c1 = χ2
2n;1−α/2, c2 = χ2

2n;α/2. Επομένως,
καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[

χ2
2n;1−α/2

2
∑n

i=1 |Xi − µ|
,

χ2
2n;α/2

2
∑n

i=1 |Xi − µ|

]
.

Παράδειγμα 4.7. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Beta(1, ϑ) με f(x;ϑ) = ϑ(1− x)ϑ−1 για
x ∈ (0, 1). Μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι η T (X) = −

∑n
i=1 log(1 −Xi) είναι

επαρκής για το ϑ. Θέτουμε Yi = − log(1 − Xi) για i = 1, 2, . . . , n. Για y > 0,
υπολογίζουμε ότι:

FY1(y) = P (− log(1−X1) ⩽ y) = P
(
1−X1 ⩾ e−y

)
= F

(
1− e−y;ϑ

)
,

fY1(y) = e−yf
(
1− e−y;ϑ

)
= e−yϑ

(
1− 1 + e−y

)ϑ−1
= ϑe−ϑy,

δηλαδή Yi ∼ Exp(ϑ) για i = 1, 2, . . . , n, οπότε έπεται ότι T (X) ∼ Gamma(n, ϑ).
Ακριβώς όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, ορίζουμε αντιστρεπτή ποσότητα
Q = 2ϑT ∼ χ2

2n και υπολογίζουμε ότι c1 = χ2
2n;1−α/2, c2 = χ2

2n;α/2. Επομένως,
καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[

−
χ2
2n;1−α/2

2
∑n

i=1 log(1−Xi)
,−

χ2
2n;α/2

2
∑n

i=1 log(1−Xi)

]
.

Παράδειγμα 4.8. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn με F (x;λ) = 1 − e−λ(x−k) για λ > 0,
γνωστό k ∈ R και x ⩾ k. Σύμφωνα με το παράδειγμα 4.1 (σελίδα 92), γνωρί-
ζουμε ότι Yi = Xi − k ∼ Exp(λ) για i = 1, 2, . . . , n. Επομένως, συμπεραίνουμε
ότι T (X) =

∑n
i=1Xi − nk ∼ Gamma(n, λ). Ακριβώς όπως στο προηγούμενο πα-

ράδειγμα, ορίζουμε αντιστρεπτή ποσότητα Q = 2λT ∼ χ2
2n και υπολογίζουμε ότι

c1 = χ2
2n;1−α/2 και c2 = χ2

2n;α/2. Τελικά, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
χ2
2n;1−α/2

2
∑n

i=1Xi − 2nk
,

χ2
2n;α/2

2
∑n

i=1Xi − 2nk

]
.

Παράδειγμα 4.9. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Pareto(k, λ) με γνωστό k > 0, λ > 0,
f(x;λ) = λkλ

xλ+1 και F (x;λ) = 1−
(
k
x

)λ για x > k. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(λ | x) = n logλ+ nλ log k − (λ+ 1)
n∑
i=1

logxi,
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∂ℓ(λ | x)
∂λ

=
n

λ
+ n log k −

n∑
i=1

logxi = 0 ⇒

λ̂(x) =
n∑n

i=1 logxi − n log k =
n∑n

i=1 log
xi
k

,
∂2ℓ(λ | x)
∂λ2

= − n

λ2
< 0, ∀λ > 0.

Θέτουμε Yi = log Xi
k για i = 1, 2, . . . , n. Για y > 0, υπολογίζουμε ότι:

FY1(y) = P
(
log X1

k
⩽ y

)
= F (pey;λ) = 1− kλ

kλeλy
= 1− e−λy,

δηλαδή Yi ∼ Exp(λ) για i = 1, 2, . . . , n και T (X) =
∑n

i=1 log
Xi
k ∼ Gamma(n, λ).

Ακριβώς όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, ορίζουμε αντιστρεπτή ποσότητα
Q = 2λT ∼ χ2

2n και υπολογίζουμε ότι c1 = χ2
2n;1−α/2, c2 = χ2

2n;α/2. Επομένως,
καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[

χ2
2n;1−α/2

2
∑n

i=1 logXi − 2n log k ,
χ2
2n;α/2

2
∑n

i=1 logXi − 2n log k

]
.

Παράδειγμα 4.10. Έστω 2 ανεξάρτητα τυχαία δείγματα X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ1)
και Y1, . . . , Ym ∼ Exp(λ2). Θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα ΔΕ για τον λόγο λ1

λ2
.

Γνωρίζουμε ότι οι στατιστικές συναρτήσεις T1(X) =
∑n

i=1Xi ∼ Gamma(n, λ1)
και T2(Y ) =

∑m
i=1 Yi ∼ Gamma(m,λ2) είναι επαρκείς για τις παραμέτρους λ1 και

λ2 αντίστοιχα. Ορίζουμε Q1 = 2λ1T1 ∼ χ2
2n και Q2 = 2λ2T2 ∼ χ2

2m. Εφόσον τα
2 δείγματα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους, έπεται ότι οι τυχαίες μεταβλητές Q1

και Q2 είναι ανεξάρτητες. Επομένως, κατασκευάζουμε την ακόλουθη αντιστρεπτή
ποσότητα:

Q =
Q1/2n

Q2/2m
=
λ1
λ2

X

Y
∼ F2n,2m.

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς λ1
λ2
:

c1 ⩽
λ1
λ2

X

Y
⩽ c2 ⇔ c1

Y

X
⩽ λ1
λ2

⩽ c2
Y

X
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = F2n,2m;1−α/2,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = F2n,2m;α/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
F2n,2m;1−α/2

Y

X
,F2n,2m;α/2

Y

X

]
.
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4.3 ΔΕ για Έναν Κανονικό Πληθυσμό

Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N
(
µ, σ2

)
. Θέλουμε να κατασκευάσουμε ΔΕ για τις

παραμέτρους µ και σ2. Διακρίνουμε 4 περιπτώσεις τις οποίες παρουσιάζουμε στα
παραδείγματα αυτής της παραγράφου.

Παράδειγμα 4.11. Η διασπορά σ2 είναι γνωστή. Σύμφωνα με το παράδειγμα
3.44 (σελίδα 79), η στατιστική συνάρτηση X ∼ N

(
µ, 1nσ

2
)
είναι η ΕΜΠ του µ.

Επομένως, ορίζουμε μία αντιστρεπτή ποσότητα Q = X−µ
σ/

√
n

∼ N (0, 1). Λύνουμε
την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς µ:

c1 ⩽
X − µ

σ/
√
n

⩽ c2 ⇔ X − c2
σ√
n
⩽ µ ⩽ X − c1

σ√
n
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = Z1−α/2 = −Zα/2,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = Zα/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
X − Zα/2

σ√
n
,X + Zα/2

σ√
n

]
.

Το μήκος του ΔΕ είναι ίσο με σ√
n
(c2 − c1). Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση πυκνότη-

τας πιθανότητας της αντιστρεπτής ποσότητας Q είναι συμμετρική και μονοκόρυφη
γύρω από το 0. Αφού θέλουμε το ΔΕ να έχει το ελάχιστο μήκος, αυτό ισοδυναμεί
με το να περιέχει τις τιμές της Q με την υψηλότερη πυκνότητα. Επομένως, το διά-
στημα επιτυγχάνει το ελάχιστο μήκος του για c2 = −c1, δηλαδή το ΔΕ ελαχίστου
μήκους ταυτίζεται με το ΔΕ ίσων ουρών.

Σημείωση 4.10. Παρατηρούμε ότι το μήκος του προηγούμενου ΔΕ είναι ίσο με
ℓ = 2Zα/2

σ√
n
, δηλαδή δεν εξαρτάται από το δείγμα X. Ισχύουν τα εξής:

• Το μήκος του ΔΕ είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση του μεγέθους n του
δείγματος, δηλαδή το ΔΕ αποκτάει όλο και μεγαλύτερη ακρίβεια όσο συλ-
λέγουμε καινούργιες παρατηρήσεις για το δείγμα μας.

• Το μήκος του ΔΕ είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση της διασποράς σ2, δη-
λαδή όσο μικρότερη είναι η μεταβλητότητα των παρατηρήσεων του δείγμα-
τος τόσο μεγαλύτερη είναι η ακρίβεια του ΔΕ που θα κατασκευάσουμε.

• Εφόσον ισχύει ότι Zα/2 = Φ−1
(
1− α

2

)
και η αντίστροφη της συνάρτησης

κατανομής Φ της κατανομής N (0, 1) είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση, συ-
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μπεραίνουμε ότι το μήκος του ΔΕ είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση του
α ή ισοδύναμα γνησίως αύξουσα συνάρτηση του συντελεστή εμπιστοσύνης
1−α. Με άλλα λόγια, όσο μεγαλύτερη ”εμπιστοσύνη” θέλουμε να έχουμε ότι
η πραγματική τιμή της άγνωστης παραμέτρου θα περιλαμβάνεται μέσα στο
ΔΕ τόσο μεγαλύτερο θα πρέπει να είναι το ΔΕ που θα κατασκευάσουμε.

Παράδειγμα 4.12. Η διασπορά σ2 είναι ίση με 4. Θέλουμε να προσδιορίσουμε το
ελάχιστο μέγεθος δείγματος n, ώστε το 99% ΔΕ για τη μέση τιμή µ να έχει μήκος
το πολύ ίσο με 0.1. Εφόσον α = 0.01, απαιτούμε το εξής:

ℓ = 2Z0.005
σ√
n
⩽ 0.1 ⇒ n ⩾ 4Z2

0.005

σ2

0.01
≈ 10615.83,

δηλαδή το ελάχιστο μέγεθος δείγματος που χρειαζόμαστε είναι n = 10616.

Παράδειγμα 4.13. Η διασπορά σ2 είναι άγνωστη και θέλουμε να κατασκευά-
σουμε ΔΕ για τη μέση τιμή µ. Η τυχαία μεταβλητή Z = X−µ

σ/
√
n
∼ N (0, 1) δεν απο-

τελεί πλέον αντιστρεπτή ποσότητα, επειδή εξαρτάται από την τιμή της άγνωστης
παραμέτρου σ2. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.26 (σελίδα 51), η στατιστική συ-
νάρτηση S2 = 1

n−1

∑n
i=1(Xi−X)2 είναι η ΑΕΕΔ του σ2. Σύμφωνα με τη σημείωση

3.11, γνωρίζουμε ότι V = n−1
σ2 S

2 ∼ χ2
n−1. Επιπλέον, οι τυχαίες μεταβλητές Z και

V είναι ανεξάρτητες σύμφωνα με το θεώρημα Basu. Επομένως, κατασκευάζουμε
την ακόλουθη αντιστρεπτή ποσότητα:

Q =
Z√

V /(n− 1)
=

X−µ
σ/

√
n

S/σ
=
X − µ

S/
√
n

∼ tn−1.

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς µ:

c1 ⩽
X − µ

σ/
√
n

⩽ c2 ⇔ X − c2
S√
n
⩽ µ ⩽ X − c1

S√
n
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = tn−1;1−α/2 = −tn−1;α/2,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = tn−1;α/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
X − tn−1;α/2

S√
n
,X + tn−1;α/2

S√
n

]
.

Το μήκος του ΔΕ είναι ίσο με S√
n
(c2 − c1). Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση πυκνότη-

τας πιθανότητας της αντιστρεπτής ποσότητας Q είναι συμμετρική και μονοκόρυφη
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γύρω από το 0, οπότε συμπεραίνουμε ότι το ΔΕ ελαχίστου μήκους ταυτίζεται με
το ΔΕ ίσων ουρών, ακριβώς όπως στο παράδειγμα 4.11.

Παράδειγμα 4.14. Η μέση τιμή µ είναι γνωστή. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.38
(σελίδα 77), η στατιστική συνάρτηση σ̂2 = 1

n

∑n
i=1(Xi − µ)2 είναι η ΕΜΠ του σ2.

Σύμφωνα με τη σημείωση 3.11, ορίζουμε αντιστρεπτή ποσότητα Q = n
σ2 σ̂

2 ∼ χ2
n.

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς σ2:

c1 ⩽
1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2 ⩽ c2 ⇔ 1

c2

n∑
i=1

(Xi − µ)2 ⩽ σ2 ⩽ 1

c1

n∑
i=1

(Xi − µ)2.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = χ2

n;1−α/2,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = χ2

n;α/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
1

χ2
n;α/2

n∑
i=1

(Xi − µ)2,
1

χ2
n;1−α/2

n∑
i=1

(Xi − µ)2

]
.

Παράδειγμα 4.15. Η μέση τιμή µ είναι άγνωστη και θέλουμε να κατασκευάσουμε
ΔΕ ίσων ουρών για τη διασπορά σ2. Γνωρίζουμε ότι η στατιστική συνάρτηση
S2 = 1

n−1

∑n
i=1(Xi −X)2 είναι η ΑΕΕΔ του σ2, οπότε ορίζουμε μία αντιστρεπτή

ποσότητα Q = n−1
σ2 S

2 ∼ χ2
n−1. Ακριβώς όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, υπο-

λογίζουμε ότι c1 = χ2
n−1;1−α/2, c2 = χ2

n−1;α/2. Επομένως, καταλήγουμε στο εξής
ΔΕ ίσων ουρών:[

1

χ2
n−1;α/2

n∑
i=1

(
Xi −X

)2
,

1

χ2
n−1;1−α/2

n∑
i=1

(
Xi −X

)2]
.

4.4 ΔΕ για Δύο Ανεξάρτητους Κανονικούς Πληθυσμούς

Έστω 2 ανεξάρτητα τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N
(
µ1, σ

2
1

)
και Y1, . . . , Ym ∼ N

(
µ2, σ

2
2

)
.

Θέλουμε να κατασκευάσουμε ΔΕ για τη διαφορά μέσων τιμών µ1 − µ2 και τον
λόγο διασπορών σ2

1

σ2
2
. Διακρίνουμε 4 περιπτώσεις τις οποίες παρουσιάζουμε στα

παραδείγματα αυτής της παραγράφου.

Παράδειγμα 4.16. Οι διασπορές σ21 και σ22 είναι γνωστές. Γνωρίζουμε ότι οι στα-
τιστικές συναρτήσεις X ∼ N

(
µ1,

1
nσ

2
1

)
και Y ∼ N

(
µ2,

1
mσ

2
2

)
είναι οι ΕΜΠ των

µ1 και µ2 αντίστοιχα. Αφού τα 2 δείγματα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους, συ-
μπεραίνουμε ότι οι στατιστικές συναρτήσεις X και Y είναι ανεξάρτητες, οπότε
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συμπεραίνουμε ότι X − Y ∼ N
(
µ1 − µ2,

1
nσ

2
1 +

1
mσ

2
2

)
. Κατασκευάζουμε την ακό-

λουθη αντιστρεπτή ποσότητα:

Q =
X − Y − (µ1 − µ2)√

1
nσ

2
1 +

1
mσ

2
2

∼ N (0, 1).

Ακριβώς όπως στο παράδειγμα 4.11 (σελίδα 99), υπολογίζουμε ότι c1 = −Zα/2,
c2 = Zα/2. Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[

X − Y − Zα/2

√
1

n
σ21 +

1

m
σ22, X − Y + Zα/2

√
1

n
σ21 +

1

m
σ22

]
.

Σημειώνουμε ότι το ΔΕ ελαχίστου μήκους για τη διαφορά μέσων τιμών µ1 − µ2

ταυτίζεται με το παραπάνω ΔΕ ίσων ουρών.

Παράδειγμα 4.17. Οι διασπορές σ21 και σ22 είναι άγνωστες αλλά ίσες με μία
κοινή διασπορά σ2. Ακριβώς όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, ορίζουμε την
ακόλουθη τυχαία μεταβλητή:

Z =
X − Y − (µ1 − µ2)

σ
√

1
n + 1

m

∼ N (0, 1),

η οποία δεν αποτελεί πλέον αντιστρεπτή ποσότητα, επειδή εξαρτάται από την
τιμή της άγνωστης παραμέτρου σ2. Γνωρίζουμε ότι οι στατιστικές συναρτήσεις
S2
1 = 1

n−1

∑n
i=1(Xi − X)2 και S2

2 = 1
m−1

∑m
i=1

(
Yi − Y

)2 είναι 2 διαφορετικές
ΑΕΕΔ του σ2 βασισμένες στα δείγματα X και Y αντίστοιχα, οπότε η συγκε-
ντρωτική δειγματική διασπορά (pooled sample variance) S2

p =
(n−1)S2

1+(m−1)S2
2

n+m−2

είναι η ΑΕΕΔ του σ2 βασισμένη και στα 2 δείγματα μαζί. Επιπλέον, γνωρίζουμε
ότι V1 = n−1

σ2 S
2
1 ∼ χ2

n−1 και V2 = m−1
σ2 S2

2 ∼ χ2
m−1. Αφού τα 2 δείγματα είναι ανε-

ξάρτητα μεταξύ τους, συμπεραίνουμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές V1 και V2 είναι
ανεξάρτητες. Σύμφωνα με τη σημείωση 3.11, προκύπτει ότι:

W =
n+m− 2

σ2
S2
p =

(n− 1)S2
1 + (m− 1)S2

2

σ2
= V1 + V2 ∼ χ2

n+m−2.

Σύμφωνα με το θεώρημα Basu, οι τυχαίες μεταβλητές Z καιW είναι ανεξάρτητες,
οπότε κατασκευάζουμε την ακόλουθη αντιστρεπτή ποσότητα:

Q =
Z√

W/(n+m− 2)
=

X−Y−(µ1−µ2)
σ
√

1
n
+ 1

m

Sp/σ
=
X − Y − (µ1 − µ2)

Sp

√
1
n + 1

m

∼ tn+m−2.

Ακριβώς όπως στο παράδειγμα 4.13 (σελίδα 100), έπεται ότι c1 = −tn+m−2;α/2,
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c2 = tn+m−2;α/2. Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
X − Y − tn+m−2;α/2Sp

√
1

n
+

1

m
,X − Y + tn+m−2;α/2Sp

√
1

n
+

1

m

]
.

Σημειώνουμε ότι το ΔΕ ελαχίστου μήκους για τη διαφορά μέσων τιμών µ1 − µ2

ταυτίζεται με το παραπάνω ΔΕ ίσων ουρών.

Παράδειγμα 4.18. Οι μέσες τιμές µ1 και µ2 είναι γνωστές. Γνωρίζουμε ότι οι
στατιστικές συναρτήσεις σ̂21 = 1

n

∑n
i=1(Xi − µ1)

2 και σ̂22 = 1
m

∑m
i=1(Yi − µ2)

2 είναι
οι ΕΜΠ των σ21 και σ22 αντίστοιχα. Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι V1 = n

σ2
1
σ̂21 ∼ χ2

n

και V2 = m
σ2
2
σ̂22 ∼ χ2

m. Αφού τα 2 δείγματα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους, συ-
μπεραίνουμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές V1 και V2 είναι ανεξάρτητες. Επομένως,
κατασκευάζουμε την ακόλουθη αντιστρεπτή ποσότητα:

Q =
V1/n

V2/m
=
σ̂21
σ̂22

σ22
σ21

=

∑n
i=1(Xi − µ1)

2∑m
i=1(Yi − µ2)2

σ22
σ21

∼ Fn,m.

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς σ2
1

σ2
2
:

c1 ⩽
σ̂21
σ̂22

σ22
σ21

⩽ c2 ⇔ 1

c2

σ̂21
σ̂22

⩽ σ22
σ21

⩽ 1

c1

σ̂21
σ̂22
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = Fn,m;1−α/2,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = Fn,m;α/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
1

Fn,m;α/2

σ̂21
σ̂22
,

1

Fn,m;1−α/2

σ̂21
σ̂22

]
=

[
Fm,n;1−α/2

σ̂21
σ̂22
, Fm,n;α/2

σ̂21
σ̂22

]
.

Παράδειγμα 4.19. Οι μέσες τιμές µ1 και µ2 είναι άγνωστες και θέλουμε να κατα-
σκευάσουμε ΔΕ ίσων ουρών για τον λόγο διασπορών σ2

1

σ2
2
. Γνωρίζουμε ότι οι στατι-

στικές συναρτήσεις S2
1 = 1

n−1

∑n
i=1

(
Xi −X

)2 και S2
2 = 1

m−1

∑m
i=1

(
Yi − Y

)2 είναι
οι ΑΕΕΔ των σ21 και σ22 αντίστοιχα. Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι V1 = n−1

σ2
1
S2
1 ∼ χ2

n−1

και V2 = m−1
σ2
2
S2
2 ∼ χ2

m−1. Αφού τα 2 δείγματα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους, συ-
μπεραίνουμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές V1 και V2 είναι ανεξάρτητες. Επομένως,
κατασκευάζουμε την ακόλουθη αντιστρεπτή ποσότητα:

Q =
V1/(n− 1)

V2/(m− 1)
=
S2
1

S2
2

σ22
σ21

∼ Fn−1,m−1.
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Ακριβώς όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, έπεται ότι c1 = Fn−1,m−1;1−α/2,
c2 = Fn−1,m−1;α/2. Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[

1

Fn−1,m−1;α/2

S2
1

S2
2

,
1

Fn−1,m−1;1−α/2

S2
1

S2
2

]
=

[
Fm−1,n−1;1−α/2

S2
1

S2
2

, Fm−1,n−1;α/2
S2
1

S2
2

]
.

4.5 Ασυμπτωτικά Διαστήματα Εμπιστοσύνης

Ορισμός 4.6. Για δεδομένο α ∈ (0, 1), θεωρούμε ένα τυχαίο διάστημα της μορφής
Ig(ϑ);1−α (X) = [Ln (X) , Un (X)] τέτοιο ώστε:

lim
n→∞

inf
ϑ∈Θ

Pϑ [Ln(X) ⩽ g(ϑ) ⩽ Un(X)] = 1− α,

το οποίο καλείται 100(1 − α)% ασυμπτωτικό διάστημα εμπιστοσύνης για την
παραμετρική συνάρτηση g(ϑ).

Σημείωση 4.11. Για την κατασκευή ενός ασυμπτωτικού ΔΕ αρκεί η εύρεση μίας
ακολουθίας τυχαίων μεταβλητών Qn (X, g(ϑ)) η οποία εξαρτάται από το ϑ μόνο
μέσω της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) και συγκλίνει κατά κατανομή σε μία
τυχαία μεταβλητή με κατανομή ανεξάρτητη της άγνωστης παραμέτρου ϑ. Για τον
σκοπό αυτό, κάνουμε χρήση των μεθόδων εύρεσης ασυμπτωτικών κατανομών που
μελετήθηκαν στην παράγραφο 3.10.

Παράδειγμα 4.20. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Pareto(k, λ) με k > 0, γνωστό λ > 2

και F (x; k) = 1 −
(
k
x

)λ για x ⩾ k. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.34 (σελίδα 72),
γνωρίζουμε ότι n

[
X(1) − k

] d→ Y ∼ Exp (λ/k). Σύμφωνα με το θεώρημα Slutsky,
έπεται ότι:

Qn = n

[
X(1)

k
− 1

]
d→ 1

k
Y = V ∼ Exp(λ).

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Qn ⩽ c2 ως προς k:

c1 ⩽ n

[
X(1)

k
− 1

]
⩽ c2 ⇔

X(1)

1 + c2/n
⩽ k ⩽

X(1)

1 + c1/n
.

Για το ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

lim
n→∞

P(Qn < c1) =
α

2
⇒ P(V < c1) =

α

2
⇒ c1 = − 1

λ
log
(
1− α

2

)
,

lim
n→∞

P(Qn > c2) =
α

2
⇒ P(V > c2) =

α

2
⇒ c2 = − 1

λ
log α

2
.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[
X(1)

1− log (α/2) /nλ,
X(1)

1− log (1− α/2) /nλ

]
.
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Παράδειγμα 4.21. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ). Σύμφωνα με το παράδειγμα
3.33 (σελίδα 72), γνωρίζουμε ότι

√
n
(

1
Xn

− λ
)

d→ Y ∼ N
(
0, λ2

)
. Σύμφωνα με το

θεώρημα Slutsky, έπεται ότι:

Qn =
√
n

(
1

λXn

− 1

)
d→ 1

λ
Y = Z ∼ N (0, 1) .

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Qn ⩽ c2 ως προς λ:

c1 ⩽
√
n

(
1

λXn

− 1

)
⩽ c2 ⇔ 1

Xn (1 + c2/
√
n)

⩽ λ ⩽ 1

Xn (1 + c1/
√
n)
.

Για το ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

lim
n→∞

P(Qn < c1) =
α

2
⇒ P(Z > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = Z1−α/2 = −Zα/2,

lim
n→∞

P(Qn > c2) =
α

2
⇒ P(Z > c2) =

α

2
⇒ c2 = Zα/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[
1

Xn

(
1 + Zα/2/

√
n
) , 1

Xn

(
1− Zα/2/

√
n
)] .

Παράδειγμα 4.22. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Bernoulli(p). Σύμφωνα με το κεντρικό
οριακό θεώρημα, γνωρίζουμε ότι

√
n
(
Xn − p

) d→ Y ∼ N (0, p(1− p)). Σύμφωνα με
τον ασθενή νόμο των μεγάλων αριθμών, γνωρίζουμε επίσης ότι Xn

p→ p. Σύμφωνα
με το θεώρημα Slutsky, έπεται ότι:

Qn =

√
n
(
Xn − p

)√
Xn

(
1−Xn

) d→ 1√
p(1− p)

Y = Z ∼ N (0, 1).

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Qn ⩽ c2 ως προς p:

c1 ⩽
√
n
(
Xn − p

)√
Xn

(
1−Xn

) ⩽ c2 ⇔

Xn − c2

√
1

n
Xn

(
1−Xn

)
⩽ p ⩽ Xn − c1

√
1

n
Xn

(
1−Xn

)
.

Ακριβώς όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, έπεται ότι c1 = −Zα/2, c2 = Zα/2.
Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[

Xn − Zα/2

√
1

n
Xn

(
1−Xn

)
, Xn + Zα/2

√
1

n
Xn

(
1−Xn

)]
.

Σημειώνουμε ότι το παραπάνω ασυμπτωτικό ΔΕ για το p ∈ (0, 1) τείνει να καλύ-
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πτει ολοένα και μεγαλύτερα διαστήματα εκτός του παραμετρικού χώρου καθώς
η πραγματική τιμή του p τείνει προς το 0 ή το 1.

Παράδειγμα 4.23. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (µ, σ2). Θέλουμε να κατασκευά-
σουμε ασυμπτωτικό ΔΕ για τη μέση τιμή µ. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.32
(σελίδα 71), γνωρίζουμε ότι:

Qn =
Xn − µ

Sn/
√
n

d→ Z ∼ N (0, 1).

Ακριβώς όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, έπεται ότι c1 = −Zα/2, c2 = Zα/2.
Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[

Xn − Zα/2
Sn√
n
,Xn + Zα/2

Sn√
n

]
.



Κεφάλαιο 5

Στατιστικοί Έλεγχοι Υποθέσεων

5.1 Εισαγωγή

Στη στατιστική ανάλυση δεδομένων χρειάζεται πολλές φορές να πάρουμε κά-
ποια απόφαση σχετικά με το αν μία στατιστική υπόθεση που έχει διατυπωθεί εί-
ναι λανθασμένη ή όχι. Αυτός ο ισχυρισμός του οποίου την εγκυρότητα καλούμαστε
να ελέγξουμε καλείται μηδενική υπόθεση και συμβολίζεται με H0. Ο καθορισμός
της μηδενικής υπόθεσης οδηγεί στη διατύπωση μίας εναλλακτικής υπόθεσης την
οποία συμβολίζουμε με H1. Η απόφαση που καλούμαστε να πάρουμε είναι αν
θα απορρίψουμε ή όχι τη μηδενική υπόθεση H0 έναντι της εναλλακτικής υπόθε-
σης H1. Η στατιστική συνάρτηση σύμφωνα με την οποία αποφασίζουμε αν θα
απορρίψουμε ή όχι την H0 καλείται στατιστικός έλεγχος υποθέσεων.

Συγκεκριμένα, οι στατιστικές υποθέσεις H0 και H1 αφορούν τη συνάρτηση
κατανομής F μίας τυχαίας μεταβλητής X , η οποία γνωρίζουμε ότι ανήκει σε μία
κλάση συναρτήσεων κατανομής F . Οι υποθέσεις H0 και H1 γράφονται στη μορφή
H0 : F ∈ F0 vs. H1 : F ∈ F1, όπου F0,F1 ⊂ F με F0 ∩ F1 = ∅. Η απόφαση που
θα πάρουμε βασίζεται σε ένα δείγμα x από τη συνάρτηση κατανομής F .

Στα πλαίσια της παραμετρικής στατιστικής, η κλάση συναρτήσεων κατανομής
F συνήθως παραμετροποιείται από μία άγνωστη παράμετρο ϑ, οπότε παίρνει
τη μορφή Fϑ = {F (x;ϑ) : ϑ ∈ Θ}. Επομένως, οι υποθέσεις H0 και H1 αφορούν
συγκεκριμένα την τιμή της άγνωστης παραμέτρου ϑ. Με άλλα λόγια, οι υποθέσεις
H0 και H1 γράφονται στη μορφή H0 : ϑ ∈ Θ0 vs. H1 : ϑ ∈ Θ1, όπου Θ0,Θ1 ⊂ Θ με
Θ0 ∩Θ1 = ∅.

Μία στατιστική υπόθεση καλείται απλή αν καθορίζει πλήρως τη συνάρτηση
κατανομής F (x;ϑ). Για παράδειγμα, η μηδενική υπόθεση H0 : ϑ ∈ Θ0 είναι απλή
αν το σύνολο Θ0 ταυτίζεται με κάποιο μονοσύνολο {ϑ0}. Διαφορετικά, καλείται
σύνθετη υπόθεση.

107
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Παράδειγμα 5.1. i. Ο H0 : X ∼ N (0, 1) vs. H1 : X ∼ Laplace(0, 1) είναι ένας
έλεγχος απλής υπόθεσης έναντι απλής υπόθεσης.

ii. Αν X ∼ N (µ, σ2) με γνωστό σ2, τότε ο H0 : µ = µ0 vs. H1 : µ = µ1 είναι
ένας έλεγχος απλής υπόθεσης έναντι απλής υπόθεσης, αφού Θ0 = {µ0} και
Θ1 = {µ1}.

iii. Αν X ∼ N (µ, σ2) με γνωστό σ2, τότε ο H0 : µ = µ0 vs. H1 : µ > µ0 είναι
ένας έλεγχος απλής υπόθεσης έναντι μονόπλευρης σύνθετης υπόθεσης, αφού
Θ0 = {µ0} και Θ1 = (µ0,∞).

iv. Αν X ∼ N (µ, σ2) με γνωστό σ2, τότε ο H0 : µ = µ0 vs. H1 : µ ̸= µ0 είναι
ένας έλεγχος απλής υπόθεσης έναντι αμφίπλευρης σύνθετης υπόθεσης, αφού
Θ0 = {µ0} και Θ1 = R \ {µ0}.

v. Αν X ∼ N (µ, σ2), τότε ο H0 : µ = µ0 vs. H1 : µ = µ1 είναι ένας έλεγχος
σύνθετης υπόθεσης έναντι σύνθετης υπόθεσης, αφού Θ0 = {µ0} × (0,∞) και
Θ1 = {µ1} × (0,∞).

Ορισμός 5.1. Μία στατιστική συνάρτηση φ : S → [0, 1] που καθορίζει την απόφαση
σχετικά με την απόρριψη ή όχι μίας μηδενικής υπόθεσης H0 έναντι μίας εναλλα-
κτικής υπόθεσης H1 καλείται στατιστικός έλεγχος. Αν η συνάρτηση φ παίρνει την
εξής μορφή:

φ(x) =

1, απορρίπτουμε την H0

0, δεν απορρίπτουμε την H0

,

ο έλεγχος καλείται μη-τυχαιοποιημένος. Διαφορετικά, αν παίρνει την εξής μορφή:

φ(x) =


1, απορρίπτουμε την H0

γ, απορρίπτουμε την H0 με πιθανότητα γ ∈ (0, 1)

0, δεν απορρίπτουμε την H0

,

τότε ο έλεγχος καλείται τυχαιοποιημένος.

Σημείωση 5.1. Ένας μη-τυχαιοποιημένος έλεγχος διαμερίζει το στήριγμα S της
κατανομής του δείγματος x σε 2 ξένα υποσύνολα R και A, δηλαδή S = R ∪A με
R ∩A = ∅. Ισχύουν τα εξής:

• Αν x ∈ R, τότε απορρίπτουμε τη μηδενική υπόθεση H0. Το υποσύνολο R
καλείται κρίσιμη περιοχή (ή περιοχή απόρριψης) του ελέγχου.

• Αν x ∈ A, τότε δεν απορρίπτουμε τη μηδενική υπόθεση H0. Το υποσύνολο
A = S \R καλείται περιοχή αποδοχής του ελέγχου.

Σημείωση 5.2. Όταν πραγματοποιούμε έναν έλεγχο υποθέσεων, τότε μπορεί είτε
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να πάρουμε τη σωστή απόφαση είτε να διαπράξουμε ένα από τα εξής 2 σφάλ-
ματα:

• Σφάλμα Τύπου Ι → Απορρίπτουμε την H0, ενώ αυτή ισχύει. Ισχύει ότι:

Pϑ(Σφάλμα Τύπου Ι) = Pϑ(X ∈ R), ϑ ∈ Θ0.

• Σφάλμα Τύπου ΙΙ → Δεν απορρίπτουμε την H0, ενώ αυτή δεν ισχύει. Ισχύει
ότι:

Pϑ(Σφάλμα Τύπου ΙΙ) = Pϑ(X /∈ R), ϑ ∈ Θ1.

Δεν απορρίπτουμε την H0 Απορρίπτουμε την H0

Ισχύει η H0 True Negative Σφάλμα Τύπου Ι
Δεν ισχύει η H0 Σφάλμα Τύπου ΙΙ True Positive

ΠΊΝΆΚΆΣ 5.1: Σύνοψη Δυνατών Εκβάσεων Ελέγχου Υποθέσεων

Ορισμός 5.2. i. Η ακόλουθη συνάρτηση:

βφ(ϑ) = Pϑ(Σωστή Απόρριψη της H0) = Pϑ(X ∈ R)

= 1− Pϑ(Σφάλμα Τύπου ΙΙ), ϑ ∈ Θ1,

καλείται ισχύς (ή διακριτική ικανότητα) ενός ελέγχου φ

ii. Η ακόλουθη συνάρτηση:

πφ(ϑ) = Eϑ [φ(X)] = Pϑ(Απόρριψη της H0) = Pϑ(X ∈ R)

=

Pϑ(Σφάλμα Τύπου Ι), ϑ ∈ Θ0

βφ(ϑ), ϑ ∈ Θ1

,

καλείται συνάρτηση ισχύος ενός ελέγχου φ.

iii. Η ακόλουθη ποσότητα:

sup
ϑ∈Θ0

πφ(ϑ) = sup
ϑ∈Θ0

Pϑ(X ∈ R) = sup
ϑ∈Θ0

Pϑ(Σφάλμα Τύπου Ι),

καλείται μέγεθος (της κρίσιμης περιοχής) ενός ελέγχου φ.

Σημείωση 5.3. Βασιζόμενοι σε δείγματα πεπερασμένου μεγέθους, δεν είναι εφι-
κτό να ελαχιστοποιήσουμε ταυτόχρονα τις πιθανότητες Pϑ(Σφάλμα Τύπου Ι) και
Pϑ(Σφάλμα Τύπου ΙΙ). Συνήθως, μάλιστα, όσο η μία μειώνεται τόσο η άλλη αυ-
ξάνεται. Επειδή η μηδενική υπόθεση H0 είναι η υπόθεση πάνω στην οποία στηρι-
ζόμαστε όταν πραγματοποιούμε έναν έλεγχο υποθέσεων, η εσφαλμένη απόρριψή



110 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΟΙ ΕΛΕΓΧΟΙ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ

της εγκυμονεί συνήθως τους περισσότερους κινδύνους. Για τον λόγο αυτό, προ-
καθορίζουμε ένα ανώτατο όριο α για τη μέγιστη δυνατή πιθανότητα σφάλματος
τύπου Ι, δηλαδή το μέγεθος του ελέγχου, και προσπαθούμε να ελαχιστοποιήσουμε
την πιθανότητα σφάλματος τύπου ΙΙ, δηλαδή να μεγιστοποιήσουμε την ισχύ του
ελέγχου, κάτω από αυτόν τον περιορισμό. Με άλλα λόγια, στόχος μας είναι να
μεγιστοποιήσουμε τη συνάρτηση βφ υπό τον περιορισμό supϑ∈Θ0

πφ(ϑ) ⩽ α.

Ορισμός 5.3. Το ανώτατο όριο α του μεγέθους ενός ελέγχου καλείται επίπεδο
στατιστικής σημαντικότητας του ελέγχου.

Ορισμός 5.4. Ένας στατιστικός έλεγχος φ μεγέθους α, δηλαδή για τον οποίο
ισχύει ότι supϑ∈Θ0

πφ(ϑ) = α, καλείται ομοιόμορφα ισχυρότατος έλεγχος (ΟΙΕ)
αν για κάθε άλλο έλεγχο φ∗ σε ε.σ.σ. α ισχύει ότι βφ(ϑ) ⩾ βφ∗(ϑ) ∀ϑ ∈ Θ1.

Σημείωση 5.4. i. Αν η κατανομή του δείγματος είναι συνεχής και η μηδενική
υπόθεση H0 είναι απλή, δηλαδή Θ0 = {ϑ0}, τότε είναι εύκολο να προσδιορί-
σουμε έναν έλεγχο μεγέθους α, αφού supϑ∈Θ0

πφ(ϑ) = Pϑ0(X ∈ R).

ii. Αν η κατανομή του δείγματος είναι διακριτή, δεν είναι συνήθως εφικτή η
εύρεση μη-τυχαιοποιημένου ελέγχου προκαθορισμένου μεγέθους. Σε αυτήν
την περίπτωση, γίνεται χρήση τυχαιοποιημένων ελέγχων.

Παράδειγμα 5.2. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(0, ϑ). Αν είναι γνωστό ότι η κρίσιμη
περιοχή του ελέγχου για τις υποθέσεις H0 : ϑ = 0.5 vs. H1 : ϑ = 0.25 σε επίπεδο
στατιστικής σημαντικότητας α = 5% έχει τη μορφή R =

{
x ∈ (0, ϑ)n : x(n) < c

}
και P0.25(Σφάλμα Τύπου ΙΙ) = 0.2, τότε θέλουμε να προσδιορίσουμε τη σταθερά
c και το μέγεθος δείγματος n. Για x ∈ (0, ϑ), γνωρίζουμε ότι FX(n)

(x) =
(
x
ϑ

)n.
Αρχικά, υπολογίζουμε ότι:

E0.5 [φ(X)] = P0.5(X ∈ R) = P0.5

[
X(n) < c

]
= (2c)n = α ⇒ c =

1

2
0.051/n.

Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι:

P0.25(Σφάλμα Τύπου ΙΙ) = P0.25(X /∈ R) = P0.25(X(n) ⩾ c) = 1− (4c)n = 0.2 ⇒

c =
1

4
0.81/n ⇒ 1

2
0.051/n =

1

4
0.81/n ⇒ 161/n = 2 ⇒

n = 4 ⇒ c ≈ 0.24.

5.2 Θεμελιώδες Λήμμα Neyman ‐ Pearson

Θεώρημα 5.1. (Θεμελιώδες Λήμμα Neyman - Pearson) Θέλουμε να προσδιορί-
σουμε έναν έλεγχο για τις απλές υποθέσεις H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ = ϑ1.
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• Ύπαρξη ΟΙΕ: Για δεδομένο α ∈ (0, 1), ο ακόλουθος έλεγχος:

φ(x) =


1, L(ϑ0 | x)/L(ϑ1 | x) < c

γ, L(ϑ0 | x)/L(ϑ1 | x) = c

0, L(ϑ0 | x)/L(ϑ1 | x) > c

,

όπου c > 0 και γ ∈ [0, 1] σταθερές τέτοιες ώστε πφ(ϑ0) = α, είναι ένας ΟΙΕ
μεγέθους α.

• Μοναδικότητα ΟΙΕ: Αν φ∗ είναι ένας άλλος ΟΙΕ σε ε.σ.σ. α, τότε έπεται ότι
φ∗(x) = φ(x) για κάθε x ∈ S για το οποίο ισχύει ότι L(ϑ0 | x) ̸= cL(ϑ1 | x).

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι η κατανομή του δείγ-
ματος είναι συνεχής. Θεωρούμε έναν άλλο έλεγχο φ∗ των απλών υποθέσεων
H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ = ϑ1 σε ε.σ.σ. α. Αφού φ∗(x) ∈ [0, 1], παρατηρούμε
ότι:

φ(x) =

1, L(ϑ0 | x)− cL(ϑ1 | x) < 0

0, L(ϑ0 | x)− cL(ϑ1 | x) > 0
⇒

[φ∗(x)− φ(x)] [L(ϑ0 | x)− cL(ϑ1 | x)] ⩾ 0.

Τότε, υπολογίζουμε ότι:

0 ⩽
∫
S
[φ∗(x)− φ(x)] [L(ϑ0 | x)− cL(ϑ1 | x)] dx

=

∫
R∗

L(ϑ0 | x)− cL(ϑ1 | x)dx−
∫
R
L(ϑ0 | x)− cL(ϑ1 | x)dx

= πφ∗(ϑ0)− cβφ∗(ϑ1)− [πφ(ϑ0)− cβφ(ϑ1)]

= πφ∗(ϑ0)− α+ c [βφ(ϑ1)− βφ∗(ϑ1)] ⩽ c [βφ(ϑ1)− βφ∗(ϑ1)] ,

(5.1)

αφού ισχύει ότι πφ∗(ϑ0) ⩽ α. Επομένως, συμπεραίνουμε ότι βφ(ϑ1) ⩾ βφ∗(ϑ1)

επειδή c > 0. Αφού ο έλεγχος φ έχει μεγαλύτερη ισχύ από κάθε άλλο τυχαίο
έλεγχο σε ε.σ.σ. α, συμπεραίνουμε ότι είναι ΟΙΕ μεγέθους α.

Θεωρούμε τώρα έναν άλλο ΟΙΕ φ∗ των απλών υποθέσεων H0 : ϑ = ϑ0 vs.
H1 : ϑ = ϑ1 σε ε.σ.σ. α. Τότε, θα πρέπει να ισχύει ότι βφ∗(ϑ1) = βφ(ϑ1). Σύμφωνα
με την εξίσωση 5.1, γνωρίζουμε ότι:

0 ⩽ πφ∗(ϑ0)− α+ c [βφ(ϑ1)− βφ∗(ϑ1)] = πφ∗(ϑ0)− α,

το οποίο συνεπάγεται ότι πφ∗(ϑ0) ⩾ α. Επομένως, συμπεραίνουμε ότι ο ΟΙΕ
φ∗ είναι μεγέθους α και η ανισότητα 5.1 ισχύει ως ισότητα. Αφού η συνάρτηση
[φ∗(x)− φ(x)] [L(ϑ0 | x)− cL(ϑ1 | x)] είναι μη-αρνητική και το ολοκλήρωμά της
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επάνω στο χωρίο S ισούται με 0, αυτό συνεπάγεται ότι η συνάρτηση ισούται
με 0 επάνω στο χωρίο S. Συνεπώς, καταλήγουμε ότι φ∗(x) = φ(x) για όλα τα
δειγματικά σημεία x ∈ S τέτοια ώστε L(ϑ0 | x) ̸= cL(ϑ1 | x).

Σημείωση 5.5. Συνήθως εργαζόμαστε σε λογαριθμική κλίμακα, δηλαδή ορίζουμε
τον ακόλουθο ΟΙΕ:

φ(x) =


1, ℓ(ϑ0 | x)− ℓ(ϑ1 | x) < c

γ, ℓ(ϑ0 | x)− ℓ(ϑ1 | x) = c

0, ℓ(ϑ0 | x)− ℓ(ϑ1 | x) > c

,

όπου c > 0 και γ ∈ [0, 1] σταθερές τέτοιες ώστε πφ(ϑ0) = α.

Σημείωση 5.6. Για τον προσδιορισμό της σταθεράς c, ακολουθούμε μία παρόμοια
διαδικασία με τη μέθοδο αντιστρεπτής ποσότητας για την κατασκευή ΔΕ. Συγκε-
κριμένα, λύνουμε την ανισότητα ℓ(ϑ0 | X)− ℓ(ϑ1 | X) < c ως προς μία στατιστική
συνάρτηση T (X) της οποίας η κατανομή δεν εξαρτάται από την τιμή ϑ0 κάτω
από την ισχύ της μηδενικής υπόθεσης H0 : ϑ = ϑ0. Η T (X) συνήθως καλείται
ελεγχοσυνάρτηση ή στατιστική συνάρτηση του ελέγχου.

Παράδειγμα 5.3. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (µ, σ2) με γνωστό σ2. Θέλουμε να
βρούμε ΟΙΕ για τις υποθέσεις H0 : µ = µ0 vs. H1 : µ = µ1 με µ1 > µ0 και να
υπολογίσουμε την ισχύ του. Γνωρίζουμε ότι:

ℓ(µ | x) = −n
2
log
(
2πσ2

)
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2.

Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ(µ0 | x)− ℓ(µ1 | x) < c ⇔ 1

2σ2

[
n∑
i=1

(xi − µ1)
2 −

n∑
i=1

(xi − µ0)
2

]
< c ⇔

n
(
µ21 − µ20

)
− 2(µ1 − µ0)

n∑
i=1

xi < c∗ = 2σ2c ⇔

2(µ1 − µ0)

n∑
i=1

xi > c∗∗ = n
(
µ21 − µ20

)
− c∗

µ1>µ0⇔ x > c∗∗∗ =
c∗∗

2n(µ1 − µ0)
⇔

T (x) =
x− µ0
σ/

√
n
> cα =

c∗∗∗ − µ

σ/
√
n
.

Απομένει να προσδιορίσουμε τη σταθερά cα, ώστε ο έλεγχος να έχει μέγεθος α,
δηλαδή ώστε να ισχύει ότι πφ(µ0) = α. Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου
ότι X1, . . . , Xn ∼ N (µ0, σ

2), γνωρίζουμε ότι T (X) = X−µ0
σ/

√
n

∼ N (0, 1). Επομένως,
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υπολογίζουμε ότι:

Eµ0 [φ(X)] = α ⇒ Pµ0 [T (X) > cα] = α ⇒ cα = Zα.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, x−µ0
σ/

√
n
> Zα

0, x−µ0
σ/

√
n
⩽ Zα

.

Η ισχύς του παραπάνω ελέγχου υπολογίζεται ως εξής:

βφ(µ1) = Pµ1(X ∈ R) = Pµ1
(
X − µ0
σ/

√
n
> Zα

)
= Pµ1

(
X − µ1
σ/

√
n
> Zα +

µ0 − µ1
σ/

√
n

)
= 1− Φ

(
Zα − µ1 − µ0

σ/
√
n

)
,

εφόσον X−µ1
σ/

√
n

∼ N (0, 1) υπό την ισχύ της εναλλακτικής υπόθεσης H1, δηλαδή
δεδομένου ότι X1, . . . , Xn ∼ N (µ1, σ

2).

Σημείωση 5.7. Παρατηρούμε ότι η κρίσιμη περιοχή του προηγούμενου ελέγχου
δεν εξαρτάται από τη συγκεκριμένη τιμή του µ1, αλλά μόνο από τη φορά της
ανισότητας µ1 > µ0, την οποία χρησιμοποιήσαμε για να την προσδιορίσουμε. Με
άλλα λόγια, ο προηγούμενος έλεγχος είναι ΟΙΕ για κάθε απλή εναλλακτική υπό-
θεση H1 : µ = µ∗1 με µ∗1 > µ0. Επομένως, συμπεραίνουμε ότι είναι ΟΙΕ και για τη
μονόπλευρη εναλλακτική υπόθεση H∗

1 : µ > µ0. Γενικότερα, ισχύουν τα ακόλουθα:

i. Αν η κρίσιμη περιοχή ενός ΟΙΕ φ για τις υποθέσεις H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ = ϑ1

με ϑ1 > ϑ0 δεν εξαρτάται από την τιμή ϑ1, τότε ο φ είναι ΟΙΕ και για τις
υποθέσεις H0 : ϑ = ϑ0 vs. H∗

1 : ϑ > ϑ0.

ii. Αντίστοιχα, αν η κρίσιμη περιοχή ενός ΟΙΕ φ για τις υποθέσεις H0 : ϑ = ϑ0

vs. H1 : ϑ = ϑ1 με ϑ1 < ϑ0 δεν εξαρτάται από την τιμή ϑ1, τότε ο φ είναι ΟΙΕ
και για τις υποθέσεις H0 : ϑ = ϑ0 vs. H∗

1 : ϑ < ϑ0.

Σημείωση 5.8. Παρατηρούμε ότι η ισχύς του προηγούμενου ελέγχου είναι γνη-
σίως αύξουσα συνάρτηση του επιπέδου στατιστικής σημαντικότητας α, γνησίως
αύξουσα συνάρτηση της διαφοράς μέσων τιμών µ1−µ0, γνησίως φθίνουσα συνάρ-
τηση της διασποράς σ2 των παρατηρήσεων του δείγματος και γνησίως αύξουσα
συνάρτηση του μεγέθους δείγματος n.

Παράδειγμα 5.4. Στο προηγούμενο παράδειγμα θέλουμε να προσδιορίσουμε το
ελάχιστο μέγεθος δείγματος n, ώστε η πιθανότητα σφάλματος τύπου ΙΙ να είναι
το πολύ ίση με 0.01, αν είναι γνωστό ότι σ2 = 4, µ1 = µ0+2 και α = 1%. Απαιτούμε
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το εξής:

P(Σφάλμα Τύπου ΙΙ) = 1− βφ(µ1) = Φ

(
Zα − µ1 − µ0

σ/
√
n

)
⩽ 0.01 ⇒

Z0.01 −
√
n ⩽ Φ−1(0.01) = Z0.99 = −Z0.01 ⇒ n ⩾ 4Z2

0.01 ≈ 21.65.

Επομένως, το ελάχιστο μέγεθος δείγματος που χρειαζόμαστε είναι n = 22.

Παράδειγμα 5.5. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ). Θέλουμε να βρούμε ΟΙΕ για
τις υποθέσεις H0 : λ = λ0 vs. H1 : λ < λ0 και να υπολογίσουμε την πιθανότητα
σφάλματος τύπου ΙΙ. Θεωρούμε την απλή εναλλακτική υπόθεση H∗

1 : λ = λ1 με
λ1 < λ0, ώστε να μπορέσουμε να εφαρμόσουμε το θεμελιώδες λήμμα Neyman -
Pearson. Γνωρίζουμε ότι:

ℓ(λ | x) = n logλ− λ
n∑
i=1

xi.

Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ(λ0 | x)− ℓ(λ1 | x) < c ⇔ n (logλ0 − logλ1)− (λ0 − λ1)
n∑
i=1

xi < c ⇔

(λ0 − λ1)
n∑
i=1

xi > c∗ = n (logλ0 − logλ1)− c
λ1<λ0⇔

n∑
i=1

xi > c∗∗ =
c∗

λ0 − λ1
⇔ T (x) = 2λ0

n∑
i=1

xi > cα = 2λ0c
∗∗.

Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου ότι X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ0), γνωρίζουμε ότι
T (X) = 2λ0

∑n
i=1Xi ∼ χ2

2n. Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

Eλ0 [φ(X)] = α ⇒ Pλ0 [T (X) > cα] = α ⇒ cα = χ2
2n;α.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, 2λ0
∑n

i=1 xi > χ2
2n;α

0, 2λ0
∑n

i=1 xi ⩽ χ2
2n;α

.

Αφού η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δεν εξαρτάται από τη συγκεκριμένη τιμή
λ1, αλλά μόνο από τη φορά της ανισότητας λ1 < λ0, την οποία χρησιμοποιήσαμε
για να την προσδιορίσουμε, συμπεραίνουμε ότι είναι ΟΙΕ και για τη μονόπλευρη
εναλλακτική υπόθεση H1 : λ < λ0. Για λ < λ0, υπολογίζουμε ότι:

Pλ(Σφάλμα Τύπου ΙΙ) = Pλ(X /∈ R) = Pλ

(
2λ0

n∑
i=1

Xi ⩽ χ2
2n;α

)
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= Pλ

(
2λ

n∑
i=1

Xi ⩽
λ

λ0
χ2
2n;α

)
= Fχ2

2n

(
λ

λ0
χ2
2n;α

)
.

Παρατηρούμε ότι η πιθανότητα σφάλματος τύπου ΙΙ είναι γνησίως αύξουσα συ-
νάρτηση του λ, δηλαδή μεγαλώνει καθώς το λ πλησιάζει την τιμή λ0.

Παράδειγμα 5.6. Έστω δείγμα X μεγέθους 1 με f(x;ϑ) = 1 + ϑ(x − 0.5) για
ϑ ∈ (−2, 2) και x ∈ (0, 1). Θέλουμε να βρούμε ΟΙΕ για τις υποθέσεις H0 : ϑ = 0 vs.
H1 : ϑ = 1 σε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας α = 10% και να υπολογίσουμε
την ισχύ του. Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

L(0 | x)
L(1 | x)

< c ⇔ 1

1 + x− 0.5
< c ⇔ x > cα =

1

c
− 1

2
.

Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου ότι ϑ = 0, παρατηρούμε ότι X ∼ U(0, 1).
Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

E0 [φ(X)] = α ⇒ P0 (X > cα) = α ⇒ cα = 1− α = 0.9.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, x > 0.9

0, x ⩽ 0.9
.

Τελικά, υπολογίζουμε ότι:

βφ(1) = P1(X ∈ R) = P1(X > 0.9) =

∫ 1

0.9
(1 + x− 0.5) dx = 0.145.

Παράδειγμα 5.7. Έστω δείγμα X μεγέθους 1. Θέλουμε να βρούμε ΟΙΕ για τις
υποθέσεις H0 : X ∼ N (0, 1) vs. H1 : X ∼ Laplace

(
0, 12
)
σε επίπεδο στατιστικής

σημαντικότητας α = 2% και να υπολογίσουμε την ισχύ του. Γνωρίζουμε ότι:

L0(x) =
1√
2π
e−x

2/2, L1(x) =
1

4
e−|x|/2.

Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ0(x)− ℓ1(x) < c ⇔ −1

2
log(2π)− x2

2
+ 2 log 2 + |x|

2
< c ⇔

x2 − |x| > c∗ = 2

[
2 log 2− 1

2
log(2π)− c

]
⇔

|x| > 1 +
√
1 + 4c∗

2
= cα ή |x| < 1−

√
1 + 4c∗

2
= 1− 1 +

√
1 + 4c∗

2
= 1− cα.
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Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου ότι X ∼ N (0, 1), παρατηρούμε ότι:

P0 (|X| > cα) = P0 (X > cα) + P0 (X < −cα) = 1− Φ(cα) + Φ(−cα)

= 1− Φ(cα) + 1− Φ(cα) = 2 [1− Φ(cα)] ⩽ α ⇒

cα ⩾ Φ−1
(
1− α

2

)
= Zα/2 = Z0.01 ≈ 2.33 ⇒ 1− cα < 0 ⇒

P0 (|X| < 1− cα) = 0 ⇒ P0 (|X| > cα) = α ⇒ cα ≈ 2.33.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, |x| > 2.33

0, |x| ⩽ 2.33
.

Τελικά, υπολογίζουμε ότι:

βφ = P1(|x| > cα) = 1− P1(|x| ⩽ cα) = 1− P1(−cα ⩽ x ⩽ cα)

= 1−
∫ cα

−cα

1

4
e−|x|/2dx = 1−

∫ cα

0

1

2
e−x/2dx = e−cα/2 ≈ 0.31.

Παράδειγμα 5.8. Έστω τ.δ. X1, . . . , X6 ∼ Bernoulli(p). Θέλουμε να βρούμε ΟΙΕ
για τις υποθέσεις H0 : p = 0.2 vs. H1 : p = 0.5 σε επίπεδο στατιστικής σημαντικό-
τητας α = 5%. Γνωρίζουμε ότι:

ℓ(p | x) = log p
6∑
i=1

xi + log(1− p)

(
6−

6∑
i=1

xi

)
= log p

1− p

6∑
i=1

xi + 6 log(1− p).

Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ(0.2 | x)− ℓ(0.5 | x) < c ⇔ log 0.2/(1− 0.2)

0.5/(1− 0.5)

6∑
i=1

xi + 6 log 1− 0.2

1− 0.5
< c ⇔

log 4
6∑
i=1

xi > c∗ = 6 log 8
5
− c ⇔ T (x) =

6∑
i=1

xi > cα =
c∗

log 4 .

Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου ότι X1, . . . , X6 ∼ Bernoulli(0.2), γνωρί-
ζουμε ότι T (X) =

∑6
i=1Xi ∼ Bin(6, 0.2). Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

P0.2

(
6∑
i=1

Xi > cα

)
= 1− FT (cα),

FT (2) =

2∑
k=0

(
6

k

)
0.2k0.86−k ≈ 0.9 ⇒ P0.2

(
6∑
i=1

Xi > 2

)
> α,
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FT (3) =
3∑

k=0

(
6

k

)
0.2k0.86−k ≈ 0.98 ⇒ P0.2

(
6∑
i=1

Xi > 3

)
< α.

Συνεπώς, επιλέγουμε cα = 3 και προσδιορίζουμε τη σταθερά γ ∈ (0, 1) έτσι ώστε:

E0.2 [φ(X)] = P0.2

(
6∑
i=1

Xi > 3

)
+ γP0.2

(
6∑
i=1

Xi = 3

)
= α ⇒

γ =
FT (3)− (1− α)

FT (3)− FT (2)
≈ 0.4.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ(x) =


1,

∑6
i=1 xi > 3

0.4,
∑6

i=1 xi = 3

0,
∑6

i=1 xi < 3

.

Αν
∑6

i=1 xi = 3, απορρίπτουμε τη μηδενική υπόθεση H0 με πιθανότητα 0.4.

5.3 Ιδιότητα Μονότονου Λόγου Πιθανοφανειών

Αν θέλουμε να προσδιορίσουμε έναν έλεγχο για τις μονόπλευρες σύνθετες
υποθέσεις H0 : ϑ ⩽ ϑ0 vs. H1 : ϑ > ϑ0, τότε μπορούμε πρώτα να εφαρμόσουμε
το λήμμα Neyman - Pearson για να προσδιορίσουμε έναν ΟΙΕ φ για τις απλές
υποθέσεις H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ = ϑ1 με ϑ1 > ϑ0. Αν δείξουμε ότι η κρίσιμη
περιοχή του φ δεν εξαρτάται από την τιμή ϑ1 και supϑ⩽ϑ0 πφ(ϑ) = πφ(ϑ0), δηλαδή
ότι η συνάρτηση ισχύος πφ(ϑ) είναι αύξουσα ως προς ϑ στο διάστημα (−∞, ϑ0],
τότε ο φ είναι ΟΙΕ και για σύνθετες υποθέσεις H0 : ϑ ⩽ ϑ0 vs. H1 : ϑ > ϑ0. Το
αντίστοιχο ισχύει και για τις υποθέσεις H0 : ϑ ⩾ ϑ0 vs. H1 : ϑ < ϑ0, δηλαδή αρκεί
να εφαρμόσουμε το λήμμα Neyman - Pearson για να προσδιορίσουμε έναν ΟΙΕ
φ για τις απλές υποθέσεις H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ = ϑ1 με ϑ1 < ϑ0. Στη συνέχεια,
αρκεί να ελέγξουμε ότι η κρίσιμη περιοχή του φ δεν εξαρτάται από την τιμή ϑ1
και η συνάρτηση ισχύος πφ(ϑ) είναι φθίνουσα ως προς ϑ στο διάστημα [ϑ0,∞).

Ορισμός 5.5. Λέμε ότι η κατανομή ενός δείγματος X έχει την ιδιότητα του μο-
νότονου λόγου πιθανοφανειών (ΜΛΠ) ως προς κάποια στατιστική συνάρτηση
T (X) αν o λόγος πιθανοφανειών λ(x) = L(ϑ2|x)

L(ϑ1|x) είναι αύξουσα συνάρτηση ως
προς T (x) στο σύνολο {x ∈ S : L(ϑ1 | x) > 0 ή L(ϑ2 | x) > 0} για κάθε ζεύγος τι-
μών ϑ1, ϑ2 ∈ Θ με ϑ1 < ϑ2.

Σημείωση 5.9. Αν ο λόγος πιθανοφανειών λ(x) είναι φθίνουσα συνάρτηση ως προς
κάποια T (x), τότε προφανώς είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς τη −T (x), οπότε
η κατανομή του δείγματος έχει την ιδιότητα ΜΛΠ ως προς την T ∗(X) = −T (X).



118 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΟΙ ΕΛΕΓΧΟΙ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ

Πρόταση 5.1. Αν η από κοινού κατανομή του δείγματος X ανήκει στην πολυ-
διάστατη μονοπαραμετρική ΕΟΚ με f(x;ϑ) = h(x)eQ(ϑ)T (x)−A(ϑ) και η συνάρτηση
Q : Θ → R είναι γνησίως αύξουσα, τότε η κατανομή του δείγματος έχει την
ιδιότητα ΜΛΠ ως προς τη στατιστική συνάρτηση T (X).

Απόδειξη. Έστω ϑ1, ϑ2 ∈ Θ με ϑ1 < ϑ2. Τότε, υπολογίζουμε ότι:

λ(x) =
L(ϑ2 | x)
L(ϑ1 | x)

=
h(x)eQ(ϑ2)T (x)−A(ϑ2)

h(x)eQ(ϑ1)T (x)−A(ϑ1)
= eA(ϑ1)−A(ϑ2)−[Q(ϑ1)−Q(ϑ2)]T (x)︸ ︷︷ ︸

g(T (x))

.

Αφού η συνάρτηση Q είναι γνησίως αύξουσα, γνωρίζουμε ότι Q(ϑ1) −Q(ϑ2) < 0.
Έστω t1 ⩽ t2. Τότε, συμπεραίνουμε ότι:

[Q(ϑ1)−Q(ϑ2)] t1 ⩾ [Q(ϑ1)−Q(ϑ2)] t2 ⇒ g(t1) ⩽ g(t2).

Συνεπώς, καταλήγουμε ότι ο λόγος πιθανοφανειών λ(X) είναι αύξουσα συνάρ-
τηση ως προς τη στατιστική συνάρτηση T (X).

Σημείωση 5.10. Αν η συνάρτηση Q : Θ → R είναι γνησίως φθίνουσα, τότε η συ-
νάρτηση Q∗(ϑ) = −Q(ϑ) είναι γνησίως αύξουσα, οπότε η κατανομή του δείγματος
έχει την ιδιότητα ΜΛΠ ως προς τη στατιστική συνάρτηση T ∗(X) = −T (X).

Λήμμα 5.1. Αν h1, h2 είναι 2 αύξουσες συναρτήσεις και X μία τυχαία μεταβλητή,
τότε ισχύει ότι Cov [h1(X), h2(X)] ⩾ 0.

Απόδειξη. Έστω 2 τυχαίες μεταβλητές X1, X2 οι οποίες έχουν την ίδια κατανομή
με την τυχαία μεταβλητή X. Αν X1 ⩽ X2, τότε ισχύει ότι h1(X1)−h1(X2) ⩽ 0 και
h2(X1) − h2(X2) ⩽ 0. Ομοίως, αν X1 ⩾ X2, τότε ισχύει ότι h1(X1) − h1(X2) ⩾ 0

και h2(X1)− h2(X2) ⩾ 0. Και στις 2 περιπτώσεις, έπεται ότι:

[h1(X1)− h1(X2)] [h2(X1)− h2(X2)] ⩾ 0.

Αφού οι τυχαίες μεταβλητές X1, X2 έχουν την ίδια κατανομή με την τυχαία μετα-
βλητή X , υπολογίζουμε ότι:

0 ⩽ E [(h1(X1)− h1(X2)) (h2(X1)− h2(X2))]

= E [h1(X1)h2(X1)] + E [h1(X2)h2(X2)]

− E [h1(X1)]E [h2(X2)]− E [h1(X2)]E [h2(X1)]

= 2E [h1(X)h2(X)]− 2E [h1(X)]E [h2(X)] = 2Cov [h1(X), h2(X)] .
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Θεώρημα 5.2. (Karlin - Rubin) Έστω ότι η κατανομή του δείγματος X έχει την
ιδιότητα ΜΛΠ ως προς κάποια στατιστική συνάρτηση T (X).

i. Θέλουμε να προσδιορίσουμε έναν έλεγχο για τις υποθέσεις H0 : ϑ ⩽ ϑ0 vs.
H1 : ϑ > ϑ0. Για δεδομένο α ∈ (0, 1), ένας ΟΙΕ μεγέθους α ορίζεται ως εξής:

φ(x) =


1, T (x) > c

γ, T (x) = c

0, T (x) < c

.

ii. Θέλουμε να προσδιορίσουμε έναν έλεγχο για τις υποθέσεις H0 : ϑ ⩾ ϑ0 vs.
H1 : ϑ < ϑ0. Για δεδομένο α ∈ (0, 1), ένας ΟΙΕ μεγέθους α ορίζεται ως εξής:

φ(x) =


1, T (x) < c

γ, T (x) = c

0, T (x) > c

.

Οι σταθερές c ∈ R και γ ∈ [0, 1] προσδιορίζονται έτσι ώστε πφ(ϑ0) = α.

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε ότι η κατανομή του δείγματος
είναι συνεχής και ενδιαφερόμαστε για την πρώτη περίπτωση. Έστω ϑ < ϑ0. Τότε,
υπολογίζουμε ότι:

πφ(ϑ0)− πφ(ϑ) = Eϑ0 [φ(X)]− Eϑ [φ(X)] =

∫
S
φ(x) [f(x;ϑ0)− f(x;ϑ)] dx

=

∫
S
φ(x)

[
f(x;ϑ0)

f(x;ϑ)
− 1

]
f(x;ϑ)dx = Eϑ

[
φ(X)

(
f(X;ϑ0)

f(X;ϑ)
− 1

)]
.

Παρατηρούμε ότι ο έλεγχος φ είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς T (X). Αφού
ϑ < ϑ0, γνωρίζουμε επίσης ότι ο λόγος πιθανοφανειών f(X;ϑ0)

f(X;ϑ) είναι αύξουσα
συνάρτηση ως προς T (X). Επιπλέον, παρατηρούμε ότι:

Eϑ
[
f(X;ϑ0)

f(X;ϑ)

]
=

∫
S

f(x;ϑ0)

f(x;ϑ)
f(x;ϑ)dx =

∫
S
f(x;ϑ0)dx = 1 ⇒

Eϑ
[
f(X;ϑ0)

f(X;ϑ)
− 1

]
= 0.

Σύμφωνα με το προηγούμενο λήμμα, συμπεραίνουμε ότι:

0 ⩽ Covϑ
[
φ(X),

f(X;ϑ0)

f(X;ϑ)
− 1

]
= Eϑ

[
φ(X)

(
f(X;ϑ0)

f(X;ϑ)
− 1

)]
= πφ(ϑ0)− πφ(ϑ),

το οποίο συνεπάγεται ότι πφ(ϑ) ⩽ πφ(ϑ0) = α για ϑ < ϑ0. Συνεπώς, καταλήγουμε
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ότι ο έλεγχος φ είναι ΟΙΕ μεγέθους α.

Σημείωση 5.11. Αν εφαρμόζαμε το λήμμα Neyman - Pearson για τις απλές υπο-
θέσεις H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ = ϑ1 με ϑ1 < ϑ0, τότε θα έπρεπε να λύσουμε την
ανισότητα L(ϑ0 | x) < cL(ϑ1 | x) για να προσδιορίσουμε την κρίσιμη περιοχή του
ελέγχου. Αφού ϑ1 < ϑ0, ο λόγος L(ϑ0|x)

L(ϑ1|x) είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς T (X)

σύμφωνα με την ιδιότητα ΜΛΠ. Επομένως, θα ισχύει ότι L(ϑ0 | x) < cL(ϑ1 | x)
αν και μόνο αν T (X) > cα για κάποια άλλη σταθερά cα. Το αντίστοιχο μπορούμε
να παρατηρήσουμε και για την πρώτη περίπτωση.

Παράδειγμα 5.9. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N
(
µ, σ2

)
με γνωστό µ. Θέλουμε να

βρούμε ΟΙΕ για τις υποθέσεις H0 : σ
2 ⩾ σ20 vs. H1 : σ

2 < σ20. Παρατηρούμε ότι:

f
(
x;σ2

)
= (2π)−n/2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2 − n

2
logσ2

}
,

όπου Q
(
σ2
)

= − 1
2σ2 γνησίως αύξουσα συνάρτηση και T (x) =

∑n
i=1(xi − µ)2,

οπότε η κατανομή του δείγματος έχει την ιδιότητα ΜΛΠ ως προς τη στατιστική
συνάρτηση T (X). Σύμφωνα με το θεώρημα Karlin - Rubin, η κρίσιμη περιοχή του
ελέγχου δίνεται από τη σχέση T (x) < c. Απομένει να προσδιορίσουμε τη σταθερά
c έτσι ώστε πφ

(
σ20
)
= α. Δεδομένου ότι X1, . . . , Xn ∼ N (µ, σ20), γνωρίζουμε ότι:

Q (X) =
1

σ20
T (X) =

1

σ20

n∑
i=1

(Xi − µ)2 ∼ χ2
n.

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

T (X) < c ⇔ Q (X) =
1

σ20
T (X) < cα =

c

σ20
,

Eσ2
0
[φ(X)] = α ⇒ Pσ2

0
(Q < cα) = α ⇒ cα = χ2

n;1−α.

Τελικά, καταλήγουμε στον ακόλουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1,
∑n

i=1(xi − µ)2 < σ20χ
2
n;1−α

0,
∑n

i=1(xi − µ)2 ⩾ σ20χ
2
n;1−α

.

Παράδειγμα 5.10. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Beta(1, ϑ) με f(x;ϑ) = ϑ(1−x)ϑ−1 για
x ∈ (0, 1). Θέλουμε να βρούμε ΟΙΕ για τις υποθέσεις H0 : ϑ ⩽ ϑ0 vs. H1 : ϑ > ϑ0.
Παρατηρούμε ότι:

f(x;ϑ) = exp
{
(1− ϑ)

n∑
i=1

log 1

1− xi
+ n logϑ

}
,
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όπου Q(ϑ) = 1 − ϑ γνησίως φθίνουσα συνάρτηση και T (x) = −
∑n

i=1 log(1 − xi),
οπότε η κατανομή του δείγματος έχει την ιδιότητα ΜΛΠ ως προς τη στατιστική
συνάρτηση T ∗(X) = −T (X). Σύμφωνα με το θεώρημα Karlin - Rubin, η κρίσιμη
περιοχή του ελέγχου δίνεται από τη σχέση T ∗(x) > c. Δεδομένου ότι ϑ = ϑ0,
δηλαδή X1, . . . , Xn ∼ Beta(1, ϑ0), γνωρίζουμε ότι:

T (X) = −
n∑
i=1

log(1−Xi) ∼ Gamma(n, ϑ0),

Q (X) = 2ϑ0T (X) ∼ χ2
2n,

σύμφωνα με το παράδειγμα 4.7 (σελίδα 97). Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

T ∗(X) > c ⇔ Q (X) = 2ϑ0T (X) = −2ϑ0T
∗(X) < cα = −2ϑ0c,

Eϑ0 [φ(X)] = α ⇒ Pϑ0 (Q < cα) = α ⇒ cα = χ2
2n;1−α.

Τελικά, καταλήγουμε στον ακόλουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, −2ϑ0
∑n

i=1 log(1− xi) < χ2
2n;1−α

0, −2ϑ0
∑n

i=1 log(1− xi) ⩾ χ2
2n;1−α

.

Παράδειγμα 5.11. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Pareto(k, λ) με k > 0, γνωστό λ > 0,
f(x; k) = λkλ

xλ+1 και F (x; k) = 1 −
(
k
x

)λ για x > k. Θέλουμε να βρούμε ΟΙΕ για τις
υποθέσεις H0 : k ⩾ k0 vs. H1 : k < k0. Για k1 < k2, υπολογίζουμε τον ακόλουθο
λόγο πιθανοφανειών:

L(k2 | x)
L(k1 | x)

=

(
k2
k1

)nλ 1(k2,∞)

(
x(1)

)
1(k1,∞)

(
x(1)

) = λ(T ), T (x) = x(1).

Έστω t1, t2 ∈ (k1,∞) με t1 ⩽ t2. Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

• Για k1 < t1 ⩽ t2 < k2, ισχύει ότι λ(t1) = 0 = λ(t2).

• Για k1 < t1 < k2 < t2, ισχύει ότι λ(t1) = 0 <
(
k2
k1

)nλ
= λ(t2).

• Για k1 < k2 < t1 ⩽ t2, ισχύει ότι λ(t1) =
(
k2
k1

)nλ
= λ(t2).

Επομένως, η συνάρτηση λ(t) είναι αύξουσα στο διάστημα (k1,∞), δηλαδή η κα-
τανομή του δείγματος έχει την ιδιότητα ΜΛΠ ως προς τη στατιστική συνάρτηση
T (X) = X(1). Σύμφωνα με το θεώρημα Karlin - Rubin, η κρίσιμη περιοχή του
ελέγχου δίνεται από τη σχέση T (x) < c. Δεδομένου ότι X1, . . . , Xn ∼ Pareto(k0, λ),
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γνωρίζουμε ότι:

Q(X) =
1

k0
T (X) =

1

k0
X(1) ∼ Pareto(1, nλ),

σύμφωνα με το παράδειγμα 4.4 (σελίδα 95). Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

T (X) < c ⇔ Q(X) =
1

k0
T (X) < cα =

c

k0
,

Ek0 [φ(X)] = α ⇒ Pk0 (Q < cα) = α ⇒

1− 1

cnλα
= α ⇒ cα = (1− α)−1/nλ.

Τελικά, καταλήγουμε στον ακόλουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, x(1) < k0(1− α)−1/nλ

0, x(1) ⩾ k0(1− α)−1/nλ
.

Παράδειγμα 5.12. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(0, ϑ). Θέλουμε να βρούμε ΟΙΕ για
τις υποθέσειςH0 : ϑ ⩽ ϑ0 vs.H1 : ϑ > ϑ0. Για ϑ1 < ϑ2, υπολογίζουμε τον ακόλουθο
λόγο πιθανοφανειών:

L(ϑ2 | x)
L(ϑ1 | x)

=

(
ϑ1
ϑ2

)n 1(0,ϑ2)

(
x(n)

)
1(0,ϑ1)

(
x(n)

) = λ(T ), T (x) = x(n).

Έστω t1, t2 ∈ (0, ϑ2) με t1 ⩽ t2. Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

• Για 0 < t1 ⩽ t2 < ϑ1 < ϑ2, ισχύει ότι λ(t1) =
(
ϑ1
ϑ2

)n
= λ(t2).

• Για 0 < t1 < ϑ1 < t2 < ϑ2, ισχύει ότι λ(t1) =
(
ϑ1
ϑ2

)n
<∞ = λ(t2).

• Για 0 < ϑ1 < t1 ⩽ t2 < ϑ2, ισχύει ότι λ(t1) = ∞ = λ(t2).

Επομένως, η συνάρτηση λ(t) είναι αύξουσα στο διάστημα (0, ϑ2), δηλαδή η κα-
τανομή του δείγματος έχει την ιδιότητα ΜΛΠ ως προς τη στατιστική συνάρτηση
T (X) = X(n). Σύμφωνα με το θεώρημα Karlin - Rubin, η κρίσιμη περιοχή του
ελέγχου δίνεται από τη σχέση T (x) > c. Δεδομένου ότι X1, . . . , Xn ∼ U(0, ϑ0),
γνωρίζουμε ότι:

Q(X) =
1

ϑ0
T (X) =

1

ϑ0
X(n) ∼ Beta(n, 1),

σύμφωνα με τη σημείωση 4.4 (σελίδα 91). Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

T (X) > c ⇔ Q(X) =
1

ϑ0
T (X) > cα =

c

ϑ0
,

Eϑ0 [φ(X)] = α ⇒ Pϑ0 (Q > cα) = α ⇒ 1− cna = α ⇒ cα = (1− α)1/n.
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Τελικά, καταλήγουμε στον ακόλουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, x(n) > ϑ0(1− α)1/n

0, x(n) ⩽ ϑ0(1− α)1/n
.

Θεώρημα 5.3∗. Έστω ότι η από κοινού κατανομή του δείγματος X ανήκει στην
πολυδιάστατη μονοπαραμετρική ΕΟΚ με f(x;ϑ) = h(x)eQ(ϑ)T (x)−A(ϑ) και η συνάρ-
τηση Q : Θ → R είναι γνησίως μονότονη. Θέλουμε να προσδιορίσουμε έναν έλεγχο
για τις αμφίπλευρες σύνθετες υποθέσεις H0 : ϑ ⩽ ϑ1 ή ϑ ⩾ ϑ2 vs. H1 : ϑ1 < ϑ < ϑ2.
Για δεδομένο α ∈ (0, 1), ένας ΟΙΕ μεγέθους α ορίζεται ως εξής:

φ(x) =



1, c1 < T (x) < c2

γ1, T (x) = c1

γ2, T (x) = c2

0, T (x) < c1 ή T (x) > c2

.

Οι σταθερές c1, c2 ∈ R, γ1, γ2 ∈ [0, 1] προσδιορίζονται ώστε πφ(ϑ1) = πφ(ϑ2) = α.

5.4 Κριτήριο Γενικευμένου Λόγου Πιθανοφανειών

Ορισμός 5.6. Θεωρούμε τις γενικές υποθέσεις H0 : ϑ ∈ Θ0 vs. H1 : ϑ ∈ Θ1, όπου
Θ0 ∪Θ1 = Θ και Θ0 ∩Θ1 = ∅. Η ακόλουθη στατιστική συνάρτηση:

λ∗(x) =
supϑ∈Θ0

L(ϑ | x)
supϑ∈Θ L(ϑ | x)

,

καλείται γενικευμένος λόγος πιθανοφανειών.

Σημείωση 5.12. Προφανώς ισχύει ότι 0 ⩽ λ∗(x) ⩽ 1 ∀x ∈ S. Αν υπάρχουν η ΕΜΠ
ϑ̂ του ϑ και η ΕΜΠ ϑ̂0 του ϑ υπό την ισχύ της μηδενικής υπόθεσης H0 : ϑ ∈ Θ0,
δηλαδή ϑ̂0 = argmaxϑ∈Θ0

L(ϑ | x), τότε έπεται ότι:

λ∗(x) =
L(ϑ̂0 | x)
L(ϑ̂ | x)

.

Κριτήριο Γενικευμένου Λόγου Πιθανοφανειών: Ένας έλεγχος μεγέθους α για
τις υποθέσεις H0 : ϑ ∈ Θ0 vs. H1 : ϑ ∈ Θ1, όπου Θ0 ∪ Θ1 = Θ και Θ0 ∩ Θ1 = ∅,
ορίζεται ως εξής:

φ(x) =


1, λ∗(x) < c

γ, λ∗(x) = c

0, λ∗(x) > c

.
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Οι σταθερές c, γ ∈ [0, 1] προσδιορίζονται έτσι ώστε supϑ∈Θ0
πφ (ϑ) = α.

Σημείωση 5.13. Διαισθητικά, ο αριθμητής του λόγου λ∗(x) εκφράζει τη μέγιστη
δυνατή πιθανοφάνεια υπό την ισχύ της μηδενικής υπόθεσης, ενώ ο παρονομαστής
εκφράζει τη μέγιστη δυνατή πιθανοφάνεια. Αν ο αριθμητής είναι πολύ μικρότερος
από τον παρονομαστή, δηλαδή ο λόγος λ∗(x) παίρνει τιμές κοντά στο 0, τότε δεν
είναι πολύ πιθανό το δείγμα X να προέρχεται από κατανομή με τιμή του ϑ που
ανήκει στο σύνολο Θ0, οπότε απορρίπτουμε την H0. Αν ο αριθμητής είναι αρκετά
κοντά στον παρονομαστή, δηλαδή ο λόγος λ∗(x) παίρνει τιμές κοντά στο 1, τότε
δεν μπορούμε να διακρίνουμε πόσο πιθανό είναι το δείγμα X να προέρχεται από
κατανομή με τιμή του ϑ που ανήκει στο σύνολο Θ0 σε σύγκριση με τιμή που
ανήκει στο Θ, οπότε δεν απορρίπτουμε την H0.

Παράδειγμα 5.13. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(0, ϑ). Θέλουμε να βρούμε έναν
έλεγχο για τις υποθέσεις H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ ̸= ϑ0 και να υπολογίσουμε την
ισχύ του. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.42 (σελίδα 78), γνωρίζουμε ότι ϑ̂ = x(n).
Εφόσον η H0 είναι απλή, έπεται ότι ϑ̂0 = ϑ0. Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

λ∗(x) =
L(ϑ0 | x)
L(ϑ̂ | x)

=
ϑ−n0 1[0,ϑ0]

(
x(n)

)[
x(n)

]−n
1[0,x(n)]

(
x(n)

) =


[
x(n)/ϑ0

]n
, x(n) ⩽ ϑ0

0, x(n) > ϑ0

.

Σύμφωνα με το κριτήριο του γενικευμένου λόγου πιθανοφανειών, η κρίσιμη πε-
ριοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

λ∗(x) < c ⇔
[
x(n)

ϑ0

]n
< c ή x(n) > ϑ0 ⇔ x(n) < ϑ0c

1/n ή x(n) > ϑ0.

Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου ότι X1, . . . , Xn ∼ U(0, ϑ0), γνωρίζουμε
ότι:

Q(X) =
1

ϑ0
ϑ̂(X) =

1

ϑ0
X(n) ∼ Beta(n, 1),

σύμφωνα με τη σημείωση 4.4 (σελίδα 91). Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

X(n) < ϑ0c
1/n ή X(n) > ϑ0 ⇔ Q < cα = c1/n ή Q > 1,

Eϑ0 [φ(X)] = α ⇒ Pϑ0 (Q < cα) + Pϑ0(Q > 1) = α ⇒ cα = α1/n.

Συνεπώς, καταλήγουμε στον ακόλουθο έλεγχο:

φ(x) =

1, x(n) < ϑ0α
1/n ή x(n) > ϑ0

0, ϑ0α
1/n ⩽ x(n) ⩽ ϑ0

.
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Για ϑ > ϑ0, υπολογίζουμε ότι:

βφ(ϑ) = Pϑ
(
X(n) < ϑ0α

1/n
)
+ Pϑ

(
X(n) > ϑ0

)
= Pϑ

(
1

ϑ
X(n) < α1/nϑ0

ϑ

)
+ Pϑ

(
1

ϑ
X(n) >

ϑ0
ϑ

)
= α

(
ϑ0
ϑ

)n
+ 1−

(
ϑ0
ϑ

)n
= 1− (1− α)

(
ϑ0
ϑ

)n
.

Για ϑ < ϑ0, υπολογίζουμε ότι:

Pϑ
(
X(n) > ϑ0

)
= Pϑ

(
1

ϑ
X(n) >

ϑ0
ϑ

)
= 0,

Pϑ
(
X(n) < ϑ0α

1/n
)
= Pϑ

(
1

ϑ
X(n) < α1/nϑ0

ϑ

)
=

α (ϑ0/ϑ)
n , ϑ > ϑ0α

1/n

1, ϑ ⩽ ϑ0α
1/n

.

Τελικά, καταλήγουμε ότι:

βφ(ϑ) =


1, ϑ ⩽ ϑ0α

1/n

α (ϑ0/ϑ)
n , ϑ0α

1/n < ϑ ⩽ ϑ0

1− (1− α) (ϑ0/ϑ)
n , ϑ > ϑ0

.

Πρόταση 5.2∗. Έστω ότι θέλουμε να προσδιορίσουμε έναν έλεγχο για τις υπο-
θέσεις H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ ̸= ϑ0 ή τις υποθέσεις H0 : ϑ1 ⩽ ϑ ⩽ ϑ2 vs.
H1 : ϑ < ϑ1 ή ϑ > ϑ2. Τότε, το κριτήριο του γενικευμένου λόγου πιθανοφανειών
καθορίζει έναν έλεγχο μεγέθους α της ακόλουθης μορφής:

φ(x) =



1, T (x) < c1 ή T (x) > c2

γ1, T (x) = c1

γ2, T (x) = c2

0, c1 < T (x) < c2

.

Οι σταθερές c1, c2 ∈ R και γ1, γ2 ∈ [0, 1] προσδιορίζονται έτσι ώστε πφ(ϑ0) = α ή
πφ(ϑ1) = πφ(ϑ2) = α αντίστοιχα.

Θεώρημα 5.4∗. (Wilks) Θέλουμε να προσδιορίσουμε έναν έλεγχο για τις υποθέσεις
H0 : ϑ ∈ Θ0 vs. H1 : ϑ ∈ Θ1, όπου Θ0∪Θ1 = Θ και Θ0∩Θ1 = ∅. Έστω ότι ισχύουν
οι συνθήκες ομαλότητας για την ασυμπτωτική αποτελεσματικότητα της ΕΜΠ του
ϑ. Αν d είναι το πλήθος των περιορισμών που θέτει η μηδενική υπόθεση H0 πάνω
στον παραμετρικό χώρο Θ, τότε έπεται ότι:

Dn(X) = −2 logλ∗n(X) = −2
[
ℓ(ϑ̂0 | X)− ℓ(ϑ̂ | X)

]
d→ Y ∼ χ2

d.
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Επομένως, καταλήγουμε στον ακόλουθο ασυμπτωτικό έλεγχο μεγέθους α:

φ(x) =

1, −2 logλ∗n(x) > χ2
d;α

0, −2 logλ∗n(x) ⩽ χ2
d;α

.

5.5 Έλεγχοι Υποθέσεων για Έναν Κανονικό Πληθυσμό

Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N
(
µ, σ2

)
. Θέλουμε να προσδιορίσουμε ελέγχους για

τις υποθέσεις H0 : µ = µ0 vs. H1 : µ ̸= µ0. Διακρίνουμε 3 περιπτώσεις τις οποίες
παρουσιάζουμε στα παραδείγματα αυτής της παραγράφου.

Παράδειγμα 5.14. Η διασπορά σ2 είναι γνωστή. Γνωρίζουμε ότι η στατιστική
συνάρτηση X ∼ N

(
µ, 1nσ

2
)
είναι η ΕΜΠ του µ. Υπολογίζουμε ότι:

logλ∗(x) = ℓ(µ0 | x)− ℓ(µ̂ | x) = − 1

2σ2

[
n∑
i=1

(xi − µ0)
2 −

n∑
i=1

(xi − x)2

]

= − 1

2σ2

(
nµ20 − 2µ0

n∑
i=1

xi + 2x
n∑
i=1

xi − nx2

)
= − n

2σ2
(
µ20 − 2µ0x+ 2x2 − x2

)
= − n

2σ2
(x− µ0)

2 .

Σύμφωνα με το κριτήριο του γενικευμένου λόγου πιθανοφανειών, η κρίσιμη πε-
ριοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

λ∗(x) < c ⇔ (x− µ0)
2

σ2/n
> c∗ = −2 log c ⇔

∣∣∣∣x− µ0
σ/

√
n

∣∣∣∣ > cα =
√
c∗.

Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου ότι X1, . . . , Xn ∼ N (µ0, σ
2), γνωρίζουμε

ότι Z = X−µ0
σ/

√
n
∼ N (0, 1). Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

Eµ0 [φ(X)] = Pµ0
(∣∣∣∣X − µ0

σ/
√
n

∣∣∣∣ > cα

)
= Pµ0(Z > cα) + Pµ0(Z < −cα)

= 1− Φ(cα) + Φ(−cα) = 1− Φ(cα) + 1− Φ(cα) = 2 [1− Φ(cα)] = α,

Φ(cα) = 1− α

2
⇒ cα = Φ−1

(
1− α

2

)
= Zα/2.

Τελικά, καταλήγουμε στον ακόλουθο έλεγχο μεγέθους α:

φ(x) =

1,
∣∣∣ x−µ0σ/

√
n

∣∣∣ > Zα/2

0,
∣∣∣ x−µ0σ/

√
n

∣∣∣ ⩽ Zα/2

.
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Σημείωση 5.14. Στον προηγούμενο έλεγχο, παρατηρούμε ότι:

A =

{
x ∈ Rn :

∣∣∣∣x− µ0
σ/

√
n

∣∣∣∣ ⩽ Zα/2

}
=

{
x ∈ Rn : x− Zα/2

σ√
n
⩽ µ0 ⩽ x+ Zα/2

σ√
n

}
=

{
x ∈ Rn : µ0 ∈ Iµ;1−α(x) =

[
x− Zα/2

σ√
n
, x+ Zα/2

σ√
n

]}
,

όπου Iµ;1−α(x) είναι το 100(1 − α)% ΔΕ ίσων ουρών για τη μέση τιμή µ. Με
άλλα λόγια, δεν απορρίπτω την H0 : µ = µ0 έναντι της H1 : µ ̸= µ0 σε επίπεδο
στατιστικής σημαντικότητας α αν και μόνο αν το µ0 ανήκει στο 100(1− α)% ΔΕ
ίσων ουρών για το µ. Αυτή η σύνδεση μεταξύ ΔΕ και ελέγχων με αμφίπλευρη
εναλλακτική υπόθεση ισχύει γενικότερα και οδηγεί σε έναν εναλλακτικό τρόπο
εύρεσης της κρίσιμης περιοχής ενός ελέγχου με αμφίπλευρη εναλλακτική υπόθεση.

Παράδειγμα 5.15. Η διασπορά σ2 είναι άγνωστη. Σύμφωνα με το παράδειγμα
3.44 (σελίδα 79), γνωρίζουμε ότι µ̂ = x και σ̂2 = n−1

n S2. Υπό την ισχύ της H0,
δηλαδή δεδομένου ότι µ = µ0, γνωρίζουμε ότι σ̂20 = 1

n

∑n
i=1(xi−µ0)2, σύμφωνα με

το παράδειγμα 3.38 (σελίδα 77). Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

σ̂20 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x+ x− µ0)
2

=
1

n

[
n∑
i=1

(xi − x)2 + n(x− µ0)
2 + 2(x− µ0)

n∑
i=1

(xi − x)

]

= σ̂2 + (x− µ0)
2 +

2

n
(x− µ0)

(
n∑
i=1

xi − nx

)
= σ̂2 + (x− µ0)

2,

logλ∗(x) = ℓ
(
µ0, σ̂

2
0 | x

)
− ℓ

(
µ̂, σ̂2 | x

)
= −n

2
log σ̂

2
0

σ̂2
− 1

2σ̂20

n∑
i=1

(xi − µ0)
2 +

1

2σ̂2

n∑
i=1

(xi − x)2

= −n
2
log
[
1 +

(x− µ0)
2

σ̂2

]
− n

2
+
n

2
= −n

2
log
[
1 +

n(x− µ0)
2

(n− 1)s2

]
.

Σύμφωνα με το κριτήριο του γενικευμένου λόγου πιθανοφανειών, η κρίσιμη πε-
ριοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

λ∗(x) < c ⇔ −n
2
log
[
1 +

n(x− µ0)
2

(n− 1)s2

]
< c∗ = log c ⇔

1 +
n(x− µ0)

2

(n− 1)s2
> c∗∗ = e−2c∗/n ⇔ (x− µ0)

2

s2/n
> c∗∗∗ = (n− 1) (c∗∗ − 1) ⇔∣∣∣∣x− µ0

s/
√
n

∣∣∣∣ > cα =
√
c∗∗∗.
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Υπό την ισχύ τηςH0, γνωρίζουμε ότι T = X−µ0
S/

√
n
∼ tn−1, σύμφωνα με το παράδειγμα

4.13 (σελίδα 100). Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

Eµ0 [φ(X)] = Pµ0
(∣∣∣∣X − µ0

S/
√
n

∣∣∣∣ > cα

)
= Pµ0(T > cα) + Pµ0(T < −cα)

= 1− FT (cα) + FT (−cα) = 2 [1− FT (cα)] = α,

FT (cα) = 1− α

2
⇒ cα = F−1

T

(
1− α

2

)
= tn−1;α/2.

Τελικά, καταλήγουμε στον ακόλουθο έλεγχο μεγέθους α:

φ(x) =

1,
∣∣∣x−µ0s/

√
n

∣∣∣ > tn−1;α/2

0,
∣∣∣x−µ0s/

√
n

∣∣∣ ⩽ tn−1;α/2

.

Παράδειγμα 5.16. Η διασπορά σ2 είναι άγνωστη και θέλουμε να προσδιορίσουμε
έναν ασυμπτωτικό έλεγχο υποθέσεων. Υπό την ισχύ της H0, γνωρίζουμε ότι:

Tn(X) =
Xn − µ0
Sn/

√
n

d→ Z ∼ N (0, 1),

σύμφωνα με το παράδειγμα 4.23 (σελίδα 106). Επομένως, καταλήγουμε στον
ακόλουθο ασυμπτωτικό έλεγχο μεγέθους α:

φ(x) =

1,
∣∣∣x−µ0s/

√
n

∣∣∣ > Zα/2

0,
∣∣∣x−µ0s/

√
n

∣∣∣ ⩽ Zα/2

.

Εναλλακτικά, γνωρίζουμε ότι:

Dn(X) = −2 logλ∗n(X) = n log
[
1 +

(X − µ0)
2

σ̂2

]
d→ Y ∼ χ2

1,

σύμφωνα με το θεώρημα Wilks. Επομένως, καταλήγουμε στον ακόλουθο ασυμ-
πτωτικό έλεγχο μεγέθους α:

φ(x) =

1, n log
[
1 + (x−µ0)2

σ̂2

]
> χ2

1;α

0, n log
[
1 + (x−µ0)2

σ̂2

]
⩽ χ2

1;α

.



Κεφάλαιο 6

Επαναληπτικές Ασκήσεις

Άσκηση 1. Έστω δείγμα X μεγέθους 1 από κατανομή με άγνωστη παράμετρο
λ > 0 και συνάρτηση πιθανότητας:

f(x;λ) =
e−λ

1− e−λ
λx

x!
, x = 1, 2, . . . .

Να βρεθεί μία α.ε. της παραμετρικής συνάρτησης g(λ) = 1− e−λ.

Λύση. Έστω ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) είναι α.ε. της g(λ), δηλαδή ισχύει
ότι:

E [T (X)] = g(λ) ⇒
∞∑
x=1

T (x)
e−λ

1− e−λ
λx

x!
= 1− e−λ ⇒

∞∑
x=1

T (x)
λx

x!
= eλ + e−λ − 2 ⇒

∞∑
x=1

T (x)
λx

x!
=

∞∑
x=0

λx

x!
+

∞∑
x=0

(−λ)x

x!
− 2 ⇒

∞∑
x=1

T (x)
λx

x!
=

∞∑
x=1

λx

x!
+

∞∑
x=1

(−1)x
λx

x!
⇒

T (x) = 1 + (−1)x =

0, x = 1, 3, . . .

2, x = 2, 4, . . .
.

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) = 1 + (−1)X είναι μία α.ε. της g(λ).

Άσκηση 2. Έστω δείγμα X1, X2, . . . , Xn με E(Xi) = µ, Var(Xi) = σ2 και γνωστό
συντελεστή γραμμικής συσχέτισης Corr(Xi, Xj) = ρ ∈ (−1, 1) για i, j = 1, 2, . . . , n

με i ̸= j. Να βρεθεί μία α.ε. του σ2.

Λύση. Γνωρίζουμε ότι E
(
X
)
= µ και E

(
X2
i

)
= σ2+µ2 για i = 1, 2, . . . , n. Επιπλέον,

129
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υπολογίζουμε ότι:

Var
(
X
)
=

1

n2
Var

(
n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2

 n∑
i=1

Var(Xi) +
∑
i ̸=j

Cov(Xi, Xj)


=

1

n2

nσ2 +∑
i ̸=j

Corr(Xi, Xj)
√
Var(Xi)Var(Xj)


=

1

n
σ2 +

n2 − n

n2
ρσ2 =

1

n
σ2 +

n− 1

n
ρσ2,

E
(
S2
)
=

1

n− 1

[
n∑
i=1

E
(
X2
i

)
− nE

(
X

2
)]

=
1

n− 1

[
nσ2 + nµ2 − σ2 − (n− 1)ρσ2 − nµ2

]
= (1− ρ)σ2.

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση 1
1−ρS

2 είναι μία α.ε. του σ2.

Άσκηση 3. Έστω δείγμα X μεγέθους 1 από κατανομή με άγνωστη παράμετρο
ϑ ∈ [0, 1] και συνάρτηση πιθανότητας:

f(x;ϑ) =

(
ϑ

2

)|x|
(1− ϑ)1−|x|, x ∈ {−1, 0, 1}.

α. Να εξεταστεί αν ανήκει στην ΕΟΚ.

β. Να ελεγχθεί αν η στατιστική συνάρτηση X είναι επαρκής για το ϑ και πλή-
ρης.

γ. Να ελεγχθεί αν η στατιστική συνάρτηση |X| είναι επαρκής για το ϑ και
πλήρης.

Λύση. α. Παρατηρούμε ότι S = {−1, 0, 1} για ϑ ∈ (0, 1), S = {0} για ϑ = 0 και
S = {−1, 1} για ϑ = 1. Εφόσον το στήριγμα εξαρτάται από την τιμή της άγνωστης
παραμέτρου ϑ, έπεται ότι η κατανομή του δείγματος δεν ανήκει στην ΕΟΚ.

β. Η στατιστική συνάρτηση X είναι τετριμμένα επαρκής για το ϑ. Για ϑ ̸= 0,
παρατηρούμε ότι:

E(X) = −ϑ
2
+
ϑ

2
= 0, P(X = 0) = 1− ϑ < 1,

οπότε η στατιστική συνάρτηση X δεν είναι πλήρης.

γ. Η στατιστική συνάρτηση T (X) = |X| είναι τετριμμένα επαρκής για το ϑ.
Έστω ότι Eϑ[φ(T )] = 0 ∀ϑ ∈ [0, 1]. Υπολογίζουμε ότι:

Eϑ[φ(T )] = φ(1)
ϑ

2
+ φ(0)(1− ϑ) + φ(1)

ϑ

2
= φ(0) + [φ(1)− φ(0)]ϑ = 0, ⇒
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φ(0) = φ(1)− φ(0) = 0, ⇒ φ(0) = φ(1) = 0.

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) = |X| είναι πλήρης.

Άσκηση 4. Έστω τ.δ. (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) από τη δισδιάστατη κανονική κατα-
νομή με συντελεστή συσχέτισης ρ ∈ (−1, 1) και συνάρτηση πυκνότητας πιθανότη-
τας:

f(x, y; ρ) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

{
−x

2 − 2ρxy + y2

2 (1− ρ2)

}
, (x, y) ∈ R2.

Να βρεθεί μία επαρκής στατιστική συνάρτηση για το ρ και να εξεταστεί αν είναι
πλήρης.

Λύση. Υπολογίζουμε ότι:

f(x, y; ρ) = (2π)−n
(
1− ρ2

)−n/2 exp{ ρ

1− ρ2

n∑
i=1

xiyi −
1

2 (1− ρ2)

n∑
i=1

(
x2i + y2i

)}
,

όπου θέτουμε h(x, y) = (2π)−n, g(t1, t2, ρ) =
(
1− ρ2

)−n/2 exp{ ρt1
1−ρ2 − t2

2(1−ρ2)

}
και T (x, y) =

(∑n
i=1 xiyi,

∑n
i=1

(
x2i + y2i

))
. Σύμφωνα με το παραγοντικό κριτή-

ριο Neyman - Fisher, έπεται ότι η T (X,Y ) =
(∑n

i=1XiYi,
∑n

i=1

(
X2
i + Y 2

i

))
είναι

επαρκής για το ρ. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

fX1(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y; ρ)dy =

∫ ∞

−∞

1

2π
√

1− ρ2
exp

{
−x

2 − 2ρxy + y2

2 (1− ρ2)

}
dy

=

∫ ∞

−∞

1

2π
√
1− ρ2

exp
{
−
(
1− ρ2

)
x2 + ρ2x2 − 2ρxy + y2

2 (1− ρ2)

}
dy

=
1√
2π
e−x

2/2

∫ ∞

−∞

1√
2π (1− ρ2)

exp
{
− (y − ρx)2

2 (1− ρ2)

}
dy =

1√
2π
e−x

2/2,

δηλαδή Xi ∼ N (0, 1) για i = 1, 2, . . . , n. Λόγω συμμετρίας, συμπεραίνουμε ότι
Yi ∼ N (0, 1) για i = 1, 2, . . . , n. Τελικά, υπολογίζουμε ότι:

E
(
X2

1

)
= E

(
Y 2
1

)
= Var(X1) = Var(Y1) = 1,

E(X1Y1) = Cov(X1, Y1) = Corr(X1, Y1)
√
Var(X1)Var(Y1) = ρ.

Παρατηρούμε ότι Eρ
[∑n

i=1

(
X2
i + Y 2

i

)
− 2n

]
= 0 ∀ρ > 0, δηλαδή η στατιστική

συνάρτηση
∑n

i=1

(
X2
i + Y 2

i

)
− 2n είναι μία α.ε. του μηδενός η οποία είναι συνάρ-

τηση της T (X,Y ). Επομένως, η επαρκής στατιστική συνάρτηση T (X,Y ) δεν είναι
πλήρης.

Άσκηση 5. Έστω τ.δ. X1, X2, . . . , Xn ∼ Poisson(λ). Να δειχθεί ότι E
(
S2 | X

)
= X

και Var
(
X
)
< Var

(
S2
)
.

Λύση. Γνωρίζουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) =
∑n

i=1Xi είναι επαρκής
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για το λ και πλήρης. Παρατηρούμε ότι T (X) = nX = ψ
(
X
)
. Σύμφωνα με το

πόρισμα 3.1 (σελίδα 30) και την πρόταση 3.3 (σελίδα 33), συμπεραίνουμε ότι
η στατιστική συνάρτηση T ∗(X) = X είναι κι αυτή επαρκής για το λ και πλήρης.
Προφανώς ισχύει ότι E

(
X
)
= E(X1) = λ, δηλαδή η T ∗(X) = X είναι μία α.ε. του λ.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), έπεται ότι η ψ(T ∗) = T ∗(X) = X είναι
η ΑΕΕΔ του λ. Σύμφωνα με την πρόταση 3.1 (σελίδα 26), γνωρίζουμε επίσης
ότι E

(
S2
)
= Var(X1) = λ, οπότε η δειγματική διασπορά S2 είναι κι αυτή μία

α.ε. του λ. Σύμφωνα με το θεώρημα Lehmann - Scheffé, η στατιστική συνάρτηση
ψ(T ∗) = E

(
S2 | T ∗) = E

(
S2 | X

)
πρέπει να είναι η ΑΕΕΔ του λ. Εφόσον η X είναι

η ΑΕΕΔ του λ και είναι μοναδική, συμπεραίνουμε ότι E
(
S2 | X

)
= X. Επιπλέον,

αφού η X είναι η ΑΕΕΔ του λ και η S2 είναι μία άλλη α.ε. του λ, έπεται ότι
Var

(
X
)
< Var

(
S2
)
.

Άσκηση 6. Έστω δείγμαX ∼ Laplace(µ, λ) μεγέθους 1 με γνωστό µ ∈ R, λ > 0 και
f(x;λ) = λ

2 e
−λ|x−µ| για x ∈ R. Να βρεθεί η ΑΕΕΔ της παραμετρικής συνάρτησης

g(λ) = 1
1+λ .

Λύση. Μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) = |X−µ|
είναι επαρκής για το λ και πλήρης. Σύμφωνα με το παράδειγμα 4.6 (σελίδα 96),
γνωρίζουμε ότι T (X) ∼ Exp(λ). Έστω ότι Eλ [ψ(T )] = g(λ). Υπολογίζουμε ότι:∫ ∞

0
ψ(t)λe−λtdt =

1

1 + λ
⇒

∫ ∞

0
ψ(t)λe−λtdt = 1− λ

1 + λ
⇒

∫ ∞

0
ψ(t)λe−λtdt =

∫ ∞

0
λe−λtdt− λ

1 + λ

∫ ∞

0
(λ+ 1)e−(λ+1)tdt ⇒∫ ∞

0
ψ(t)λe−λtdt =

∫ ∞

0

(
1− e−t

)
λe−λtdt ⇒

∫ ∞

0
λ
[
ψ(t)− 1 + e−t

]
e−λtdt = 0.

Το τελευταίο ολοκλήρωμα ταυτίζεται με τον μετασχηματισμό Laplace της συ-
νάρτησης λ

[
ψ(t)− 1 + e−t

]
στο σημείο λ. Σύμφωνα με τη σημείωση 3.9 (σελίδα

34), έπεται ότι ψ(t) − 1 + e−t = 0. Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), η
ψ(T ) = 1− e−|X−µ| είναι η ΑΕΕΔ της παραμετρικής συνάρτησης g(λ).

Άσκηση 7. Έστω δείγμα X ∼ Poisson(λ) και Y ∼ Poisson(2λ) μεγέθους 2. Να
βρεθεί η ΑΕΕΔ του λ.

Λύση. Παρατηρούμε ότι το στήριγμα S = {0, 1, 2, . . . }2 της κατανομής του δείγ-
ματος δεν εξαρτάται από την τιμή του λ. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

f(x, y;λ) = e−λ
λx

x!
· e−2λ (2λ)

y

y!
=

2y

x!y!
e(x+y) logλ−3λ,

όπου Q(λ) = logλ και T (x, y) = x + y. Το Q(Θ) = {logλ : λ > 0} = R περιέχει
ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας -
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πληρότητας στην ΕΟΚ, έπεται ότι η στατιστική συνάρτηση T (X,Y ) = X+Y είναι
επαρκής για το λ και πλήρης. Γνωρίζουμε ότι T = X + Y ∼ Poisson(3λ), δηλαδή
E(T ) = 3λ. Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), έπεται ότι η ψ(T ) = X+Y

3

είναι η ΑΕΕΔ του λ.

Άσκηση 8. Έστω δείγμα Xi ∼ U (−i(ϑ− 1), i(ϑ+ 1)) για i = 1, 2, . . . , n. Να βρεθεί
η ΑΕΕΔ του ϑ.

Λύση. Παρατηρούμε ότι:

Xi ∼ U (−i(ϑ− 1), i(ϑ+ 1)) ⇔ Xi

i
∼ U (−ϑ+ 1, ϑ+ 1) ⇔

Xi

i
− 1 ∼ U (−ϑ, ϑ) .

Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.12 (σελίδα 36), έπεται ότι Yi =
∣∣∣Xi
i − 1

∣∣∣ ∼ U(0, ϑ).
Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.27 (σελίδα 51), η ψ(T ) = g(T ) + 1

nTg
′(T ), όπου

T (X) = maxi
∣∣∣Xi
i − 1

∣∣∣, είναι η ΑΕΕΔ της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ). Επομέ-
νως, η στατιστική συνάρτηση δ(X) = T + 1

nT = n+1
n maxi

∣∣∣Xi
i − 1

∣∣∣ είναι η ΑΕΕΔ
του ϑ.

Άσκηση 9. Έστω δείγμα Xi ∼ N (iµ, 1) για i = 1, 2, . . . , n. Να υπολογιστεί η ΑΕΕΔ
του µ.

Λύση. Παρατηρούμε ότι το στήριγμα S = Rn της κατανομής του δείγματος δεν
εξαρτάται από την τιμή του µ. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

f(x;µ) = (2π)−n/2 exp
{
−1

2

n∑
i=1

(xi − iµ)2

}

= (2π)−n/2 exp
{
−1

2

n∑
i=1

x2i

}
exp

{
µ

n∑
i=1

ixi −
µ2

2

n∑
i=1

i2

}
,

όπου Q(µ) = µ και T (x) =
∑n

i=1 ixi. Το Q(Θ) = {µ : µ ∈ R} = R περιέχει ένα μη-
κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας - πληρότητας
στην ΕΟΚ, έπεται ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1 iXi είναι επαρκής

για το µ και πλήρης. Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι:

E(T ) =
n∑
i=1

iE(Xi) = µ
n∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
µ.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), η ψ(T ) = 6
n(n+1)(2n+1)

∑n
i=1 iXi είναι η

ΑΕΕΔ του µ.

Άσκηση 10. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (µ, σ2). Να βρεθεί η ΑΕΕΔ της παραμετρι-
κής συνάρτησης g(µ, σ2) = µ

σ .
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Λύση. Γνωρίζουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) =
(
X,S2

)
είναι επαρκής

για το ϑ = (µ, σ2) και πλήρης. Σύμφωνα με το θεώρημα Basu, οι στατιστικές
συναρτήσεις X και S2 είναι ανεξάρτητες. Υπολογίζουμε ότι:

E
(
X

S

)
= E

(
X
)
E
(
1

S

)
= µE

(
1

S

)
.

Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι:

Q =
n− 1

σ2
S2 ∼ χ2

n−1 ≡ Gamma
(
n− 1

2
,
1

2

)
,

E
(

1√
Q

)
=

∫ ∞

0

1√
x

2−(n−1)/2

Γ ((n− 1)/2)
x(n−1)/2−1e−x/2dx

=
2−(n−1)/2

Γ ((n− 1)/2)

∫ ∞

0
x(n−2)/2−1e−x/2dx

=
2−(n−1)/2

Γ ((n− 1)/2)

Γ ((n− 2)/2)

2−(n−2)/2
=

1√
2

Γ ((n− 2)/2)

Γ ((n− 1)/2)
,

E
(
1

S

)
=

√
n− 1

2

Γ ((n− 2)/2)

Γ ((n− 1)/2)

1

σ
⇒ E

(
X

S

)
=

√
n− 1

2

Γ ((n− 2)/2)

Γ ((n− 1)/2)

µ

σ
.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), η ψ
(
X,S2

)
=
√

2
n−1

Γ((n−1)/2)
Γ((n−2)/2)

X
S είναι

η ΑΕΕΔ της g(µ, σ2). Παρατηρούμε ότι δεν ταυτίζεται με την ΕΜΠ της g
(
µ, σ2

)
,

την οποία υπολογίσαμε στο παράδειγμα 3.44 (σελίδα 79).

Άσκηση 11. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Bernoulli(p). Να βρεθεί η ΑΕΕΔ της παρα-
μετρικής συνάρτησης g(p) = pk για k ∈ N.

Λύση. Γνωρίζουμε ότι η T (X) =
∑n

i=1Xi ∼ Bin(n, p) είναι επαρκής για το p και
πλήρης. Για k ⩽ n, παρατηρούμε ότι E (X1X2 · · ·Xk) = [E(X1)]

k = pk. Επομένως,
η V (X) = X1X2 · · ·Xk είναι μία α.ε. της g(p). Για t = k, k + 1, . . . , n, εφόσον οι
τυχαίες μεταβλητές X1, X2, . . . , Xk είναι δυαδικές, παρατηρούμε ότι:

E (V | T = t) = E (X1X2 · · ·Xk |T = t) = P (X1 = X2 = · · · = Xk = 1 |T = t)

=
P (X1 = X2 = · · · = Xk = 1,

∑n
i=1Xi = t)

P (
∑n

i=1Xi = t)

=
P
(
X1 = X2 = · · · = Xk = 1,

∑n
i=k+1Xi = t− k

)
P (
∑n

i=1Xi = t)

=
P(X1 = 1)P(X2 = 1) · · ·P(Xk = 1)P

(∑n
i=k+1Xi = t− k

)
P (
∑n

i=1Xi = t)

=
pk
(
n−k
t−k
)
pt−k(1− p)n−t(

n
t

)
pt(1− p)n−t

=
t(t− 1) · · · (t− k + 1)

n(n− 1) · · · (n− k + 1)
.

Σύμφωνα με το θεώρημα Lehmann - Scheffé, προκύπτει ότι η ΑΕΕΔ της g(p) είναι
η ψ(T ) = T (T−1)···(T−k+1)

n(n−1)···(n−k+1) 1{k,k+1,...,n}(T ). Για k > n, έστω ότι υπάρχει κάποια α.ε.
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T (X) της g(p). Τότε, παρατηρούμε ότι:

E [T (X)] = g(p) ⇔
∑

x∈{0,1}n
T (x)P(X = x) = pk ⇔

∑
x∈{0,1}n

T (x)pnx(1− p)n(1−x) = pk, ∀p ∈ (0, 1).

Εφόσον το αριστερό μέλος είναι ένα πολυώνυμο βαθμού το πολύ n και το δεξί
μέλος είναι ένα πολυώνυμο βαθμού ακριβώς k > n, είναι αδύνατο να είναι ίσα
μεταξύ τους. Συνεπώς, δεν υπάρχει καμία α.ε. της g(p) = pk για k > n.

Άσκηση 12. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(0, ϑ). Να υπολογιστεί η ΑΕΕΔ του ϑ και
να συγκριθεί η διασπορά της με το κάτω φράγμα της ανισότητας Cramér - Rao.

Λύση. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.27 (σελίδα 51), η ψ(T ) = g(T ) + 1
nTg

′(T ),
όπου T (X) = X(n), είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ), οπότε η δ(X) = T+ 1

nT = n+1
n X(n) είναι

η ΑΕΕΔ του ϑ. Προφανώς ισχύει ότι E [δ(X)] = ϑ. Για x ∈ (0, ϑ), υπολογίζουμε
ότι:

fT (t) =
n

ϑn
tn−1, E

(
T 2
)
=

∫ ϑ

0
t2
n

ϑn
tn−1dt =

n

ϑn

[
tn+2

n+ 2

]ϑ
0

=
nϑ2

n+ 2
,

Var [δ(X)] =

(
n+ 1

n

)2

E
(
T 2
)
− ϑ2 =

(n+ 1)2

n+ 2

ϑ2

n
− ϑ2 =

ϑ2

n(n+ 2)
.

Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = ϑ−n, log f(x;ϑ) = −n logϑ,

∂

∂ϑ
log f(x;ϑ) = −n

ϑ
, IX(ϑ) = E

[(
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ)

)2
]
=
n2

ϑ2
.

Παρατηρούμε ότι:

Var [δ(X)] =
ϑ2

n(n+ 2)
<
ϑ2

n2
=

[g′(ϑ)]2

IX(ϑ)
,

όπου g(ϑ) = ϑ. Επομένως, η ΑΕΕΔ δ(X) του ϑ έχει μικρότερη διασπορά από το
κάτω φράγμα της ανισότητας Cramér - Rao. Αυτό δεν έρχεται σε αντιπαράθεση
με το πόρισμα της ανισότητας Cramér - Rao, αφού η κατανομή του δείγματος
προφανώς δεν ικανοποιεί τις συνθήκες ομαλότητας. Επιπλέον, παρατηρούμε ότι:

E
[
SX(ϑ)

]
= E

[
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ)

]
= −n

ϑ
̸= 0,

Var
[
SX(ϑ)

]
= E

[
S2
X(ϑ)

]
−
[
E
(
SX(ϑ)

)]2
= 0 ̸= IX(ϑ),
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E
[
∂2

∂ϑ2
log f(X;ϑ)

]
=

n

ϑ2
̸= −IX(ϑ),

IX1(ϑ) = E

[(
∂

∂ϑ
log f(X1;ϑ)

)2
]
=

1

ϑ2
̸= 1

n
IX(ϑ),

δηλαδή καμία από τις ιδιότητες της συνάρτησης score και της πληροφορίας κατά
Fisher που προκύπτουν από τις συνθήκες ομαλότητας δεν ισχύει.

Άσκηση 13. Έστω δείγμα X μεγέθους 1 από την υπεργεωμετρική κατανομή με
άγνωστο πληθυσμιακό μέγεθος ϑ ∈ N, γνωστό πλήθος δυνατών επιτυχιών K ⩽ ϑ

και γνωστό πλήθος δοκιμών N ⩽ ϑ, δηλαδή:

f(x;ϑ) =

(
K
x

)(
ϑ−K
N−x

)(
ϑ
N

) , x ∈ {max{N +K − ϑ, 0}, . . . ,K} .

Να υπολογιστεί η ΕΜΠ του ϑ.

Λύση. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x)
L(ϑ− 1 | x)

=
f(x;ϑ)

f(x;ϑ− 1)
=

(
K
x

)(
ϑ−K
N−x

)(
K
x

)(
ϑ−K−1
N−x

) (ϑ−1
N

)(
ϑ
N

) =
ϑ−K

ϑ−K −N + x

ϑ−N

ϑ
.

Παρατηρούμε ότι:

L(ϑ | x)
L(ϑ− 1 | x)

< 1 ⇔ (ϑ−K)(ϑ−N) < ϑ(ϑ−K −N + x) ⇔ ϑ >
KN

x
,

δηλαδή η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως φθίνουσα για ϑ > KN
x . Επομέ-

νως, η στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X) =
⌊
KN
X

⌋
είναι η ΕΜΠ του ϑ.

Άσκηση 14. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Gamma(k, λ) με γνωστό k > 2.

α. Να υπολογιστεί η ΑΕΕΔ του λ και να εξεταστεί αν είναι αποτελεσματική
εκτιμήτρια του λ.

β. Να συγκριθούν η ΑΕΕΔ του λ και η ΕΜΠ του λ με βάση το κριτήριο του
μέσου τετραγωνικού σφάλματος.

Λύση. α. Παρατηρούμε ότι το στήριγμα S = (0,∞)n της κατανομής του δείγματος
δεν εξαρτάται από την τιμή του λ. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

f(x;λ) = exp
{
−λ

n∑
i=1

xi + nk logλ
}

1

[Γ(k)]n

n∏
i=1

xk−1
i ,

όπου Q(λ) = −λ και T (x) =
∑n

i=1 xi. Το Q(Θ) = {−λ : λ > 0} = (−∞, 0) περιέ-
χει ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας
- πληρότητας στην ΕΟΚ, έπεται ότι η T (X) =

∑n
i=1Xi ∼ Gamma(nk, λ) είναι
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επαρκής για το λ και πλήρης. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

E
(
1

T

)
=

∫ ∞

0

1

t

λnk

Γ(nk)
tnk−1e−λtdt =

λnk

Γ(nk)

∫ ∞

0
tnk−2e−λtdt

=
λnk

Γ(nk)

Γ(nk − 1)

λnk−1
=

λ

nk − 1
.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), έπεται ότι η δ(X) = nk−1
T = nk−1

nX
είναι

η ΑΕΕΔ του λ. Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

E
(

1

T 2

)
=

∫ ∞

0

1

t2
λnk

Γ(nk)
tnk−1e−λtdt =

λnk

Γ(nk)

∫ ∞

0
tnk−3e−λtdt

=
λnk

Γ(nk)

Γ(nk − 2)

λnk−2
=

λ2

(nk − 1)(nk − 2)
,

Var [δ(X)] = (nk − 1)2E
(

1

T 2

)
− λ2 =

nk − 1

nk − 2
λ2 − λ2 =

λ2

nk − 2
.

Ο παραμετρικός χώρος Θ = (0,∞) είναι ανοικτό υποσύνολο του R και η κατανομή
του δείγματος ανήκει στην ΕΟΚ με Q′(λ) = −1 ̸= 0 συνεχή συνάρτηση. Επομένως,
όλες οι συνθήκες ομαλότητας ικανοποιούνται και υπολογίζουμε ότι:

log f(X;λ) = −λ
n∑
i=1

Xi + nk logλ− n logΓ(k) + (k − 1)
n∑
i=1

logXi,

∂

∂λ
log f(X;λ) = −

n∑
i=1

Xi +
nk

λ
,

∂2

∂λ2
log f(X;λ) = −nk

λ2
,

IX(λ) = −E
[
∂2

∂λ2
log f(X;λ)

]
=
nk

λ2
∈ (0,∞).

Παρατηρούμε ότι:

[g′(λ)]2

IX(λ)
=
λ2

nk
<

λ2

nk − 2
= Var [δ(X)] .

Επομένως, η ΑΕΕΔ δ(X) δεν είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια του λ.

β. Εφόσον η ΑΕΕΔ δ(X) είναι α.ε. του λ, έπεται ότι:

ΜΤΣλ [δ(X)] = Var [δ(X)] =
λ2

nk − 2
.

Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

ℓ(λ | x) = −λ
n∑
i=1

xi + nk logλ− n logΓ(k) + (k − 1)
n∑
i=1

logxi,
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∂ℓ(λ | x)
∂λ

= −
n∑
i=1

xi +
nk

λ
= 0 ⇒ λ̂ =

k

X
,

∂2ℓ(λ | x)
∂λ2

= −nk
λ2

< 0, ∀λ > 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(λ | x) είναι γνησίως κοίλη στο Θ = (0,∞). Επομένως, η
λ̂(X) = k

X
είναι η ΕΜΠ του λ. Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

E(λ̂) = nkE
(
1

T

)
=

nkλ

nk − 1
, biasλ(λ̂) = E(λ̂)− λ =

λ

nk − 1
,

Var(λ̂) = n2k2

(nk − 1)2
Var [δ(X)] =

n2k2λ2

(nk − 2)(nk − 1)2
,

ΜΤΣλ(λ̂) = Var(λ̂) + bias2λ(λ̂) =
n2k2λ2

(nk − 2)(nk − 1)2
+

λ2

(nk − 1)2

=
n2k2 + nk − 2

(nk − 2)(nk − 1)2
λ2 =

nk + 2

(nk − 1)(nk − 2)
λ2.

Παρατηρούμε ότι:

ΜΤΣλ(λ̂) > ΜΤΣλ [δ(X)] ⇔ nk + 2

(nk − 1)(nk − 2)
>

1

nk − 2
⇔ nk+2 > nk−1.

Επομένως, η ΑΕΕΔ δ(X) του λ έχει μικρότερο ΜΤΣ από την ΕΜΠ λ̂ του λ.

Άσκηση 15. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ N (ϑ, ϑ) με ϑ > 0.

α. Να εξεταστεί αν η στατιστική συνάρτηση X είναι η ΑΕΕΔ του ϑ.

β. Να εξεταστεί αν υπάρχει αποτελεσματική εκτιμήτρια για κάποια παραμε-
τρική συνάρτηση g(ϑ) και να υπολογιστεί η διασπορά της.

γ. Να βρεθεί η ΕΜΠ του ϑ. Να εξεταστεί αν είναι η ΑΕΕΔ του ϑ και αν είναι
ασυμπτωτικά αποτελεσματική εκτιμήτρια του ϑ.

Λύση. α. Για x ∈ S = Rn, υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) =

(
1√
2πϑ

)n
exp

{
− 1

2ϑ

n∑
i=1

(xi − ϑ)2

}

= (2π)−n/2ϑ−n/2 exp
{

n∑
i=1

xi −
1

2ϑ

n∑
i=1

x2i −
nϑ

2

}

= (2π)−n/2enx exp
{
− 1

2ϑ

n∑
i=1

x2i −
nϑ

2
− n

2
logϑ

}
,

όπου A(ϑ) = nϑ
2 + n

2 logϑ, Q(ϑ) = − n
2ϑ , T (x) =

1
n

∑n
i=1 x

2
i και h(x) = (2π)−n/2enx.

H ΕΟΚ είναι πλήρους τάξης και το Q(Θ) =
{
− n

2ϑ : ϑ > 0
}
= (−∞, 0) ⊆ R περιέχει

ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας -
πληρότητας στην ΕΟΚ, η στατιστική συνάρτηση T (X) = 1

n

∑n
i=1X

2
i είναι επαρκής

για το ϑ και πλήρης. Γνωρίζουμε ότι E(X) = ϑ, δηλαδή η X είναι μία α.ε. του
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ϑ. Εφόσον όμως δεν είναι συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους στατιστικής
συνάρτησης T (X) = 1

n

∑n
i=1X

2
i , δεν είναι η ΑΕΕΔ του ϑ.

β. Υπολογίζουμε ότι:

log f(X;ϑ) = −n
2
log(2π)− n

2
logϑ− 1

2ϑ

n∑
i=1

X2
i +

n∑
i=1

Xi −
nϑ

2
,

SX(ϑ) =
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ) = − n

2ϑ
+

1

2ϑ2

n∑
i=1

X2
i −

n

2

=
1

2ϑ2

(
n∑
i=1

X2
i − nϑ2 − nϑ

)
=

n

2ϑ2

[
1

n

n∑
i=1

X2
i − ϑ(ϑ+ 1)

]
,

όπου k(ϑ) = n
2ϑ2

̸= 0 ∀ϑ > 0. Σύμφωνα με την πρόταση 3.8 (σελίδα 57), η στα-
τιστική συνάρτηση T (X) = 1

n

∑n
i=1X

2
i είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της πα-

ραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) = ϑ(ϑ+ 1). Εναλλακτικά, παρατηρούμε ότι ο παρα-
μετρικός χώρος Θ = (0,∞) είναι ανοικτό υποσύνολο του R και η κατανομή του
δείγματος X ανήκει στην ΕΟΚ με:

f(x;ϑ) = (2π)−n/2enx exp
{
− 1

2ϑ

n∑
i=1

x2i −
nϑ

2
− n

2
logϑ

}
,

όπου T (x) = 1
n

∑n
i=1 x

2
i , Q(ϑ) = − n

2ϑ και A(ϑ) =
nϑ
2 + n

2 logϑ. Υπολογίζουμε ότι:

Q′(ϑ) =
n

2ϑ2
̸= 0, A′(ϑ) =

n

2
+

n

2ϑ
,

οπότε όλες οι συνθήκες ομαλότητας ικανοποιούνται. Σύμφωνα με την πρόταση 3.9
(σελίδα 57), η T (X) είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της g(ϑ) = A′(ϑ)

Q′(ϑ) = ϑ(ϑ+1).
Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

∂2

∂ϑ2
log f(X;ϑ) =

n

2ϑ2
− 1

ϑ3

n∑
i=1

X2
i ,

IX(ϑ) = −E
[
∂2

∂ϑ2
log f(X;ϑ)

]
=

1

ϑ3

n∑
i=1

E
(
X2
i

)
− n

2ϑ2

= n
ϑ+ 1

ϑ2
− n

2ϑ2
= n

2ϑ+ 1

2ϑ2
∈ (0,∞).

Τελικά, καταλήγουμε ότι:

E [T (X)] = g(ϑ) = ϑ(ϑ+ 1), Var [T (X)] =
[g′(ϑ)]2

IX(ϑ)
= 2ϑ2

2ϑ+ 1

n
.
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γ. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(ϑ | x) = −n
2
log(2π)− n

2
logϑ− 1

2ϑ

n∑
i=1

x2i +

n∑
i=1

xi −
nϑ

2
,

∂ℓ(ϑ | x)
∂ϑ

= − n

2ϑ
+

1

2ϑ2

n∑
i=1

x2i −
n

2
= 0 ⇒ −ϑ2 − ϑ+ T = 0 ⇒

ϑ1 =
1 +

√
1 + 4T

−2
< 0, ϑ2 =

1−
√
1 + 4T

−2
> 0.

Παρατηρούμε ότι ∂ℓ(ϑ|x)∂ϑ > 0 στο (0, ϑ2) και ∂ℓ(ϑ|x)∂ϑ < 0 στο (ϑ2,∞), οπότε η στα-
τιστική συνάρτηση ϑ̂(X) =

√
1+4T−1

2 είναι η ΕΜΠ του ϑ και είναι συνάρτηση της
επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης T (X). Επιπλέον, παρατηρούμε
ότι η συνάρτηση h(x) =

√
1+4x−1

2 είναι γνησίως κοίλη στο (0,∞). Σύμφωνα με την
ανισότητα Jensen, έπεται ότι:

E
(
ϑ̂
)
= E [h(T )] < h (E(T )) =

√
1 + 4E(T )− 1

2
=

√
1 + 4ϑ(ϑ+ 1)− 1

2
= ϑ,

Εφόσον η ΕΜΠ ϑ̂ είναι μεροληπτική εκτιμήτρια του ϑ, συμπεραίνουμε ότι δεν
είναι η ΑΕΕΔ του ϑ. Σύμφωνα με το κεντρικό οριακό θεώρημα, γνωρίζουμε ότι:

√
n [Tn(X)− ϑ(ϑ+ 1)]

d→ Y ∼ N
(
0, 2ϑ2(2ϑ+ 1)

)
.

Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση h είναι συνεχώς παραγωγίσιμη στο Θ = (0,∞) με:

h (ϑ(ϑ+ 1)) =

√
1 + 4ϑ(ϑ+ 1)− 1

2
= ϑ,

h′(x) =
1√

1 + 4x
, h′ (ϑ(ϑ+ 1)) =

1√
1 + 4ϑ(ϑ+ 1)

=
1

2ϑ+ 1
̸= 0.

Σύμφωνα με τη μέθοδο δέλτα, καταλήγουμε ότι:

√
n
(
ϑ̂n − ϑ

)
d→ h′ (ϑ(ϑ+ 1))Y ∼ N

(
0,

2ϑ2

2ϑ+ 1

)
.

Εφόσον η ασυμπτωτική διασπορά της ΕΜΠ ισούται με I−1
X1

(ϑ), συμπεραίνουμε
ότι η ΕΜΠ ϑ̂n είναι ασυμπτωτικά αποτελεσματική εκτιμήτρια του ϑ.

Άσκηση 16∗. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ Laplace(µ, λ) με µ ∈ R, λ > 0 και συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας f(x;µ, λ) = λ

2 e
−λ|x−µ| για x ∈ R. Να βρεθεί η ΕΜΠ του

ϑ = (λ, µ), να εξεταστεί αν η ΕΜΠ του µ είναι ασυμπτωτικά αποτελεσματική
εκτιμήτρια του µ και να συγκριθεί η ασυμπτωτική κατανομή της ΕΜΠ του µ με
την ασυμπτωτική κατανομή της στατιστικής συνάρτησης Xn.
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Λύση. Υπολογίζουμε ότι:

L(µ, λ | x) =
(
λ

2

)n
exp

{
−λ

n∑
i=1

|xi − µ|

}
, ℓ(µ, λ | x) = n log λ

2
− λ

n∑
i=1

|xi − µ|.

Αρχικά, σταθεροποιούμε το λ και μεγιστοποιούμε ως προς µ:

∂ℓ(µ, λ | x)
∂µ

= λ

n∑
i=1

sign(xi − µ) = 0 ⇒ µ̂(x) = median(x).

Παρατηρούμε ότι ∂ℓ∂µ > 0 για µ < median(x) και ∂ℓ∂µ < 0 για µ > median(x), οπότε
η συνάρτηση ℓ(µ, λ | x) έχει μοναδικό ολικό μέγιστο µ̂(X) = median(X). Στη
συνέχεια, μεγιστοποιούμε τη συνάρτηση ℓ(µ̂, λ | x) ως προς λ:

∂ℓ(µ̂, λ | x)
∂λ

=
n

λ
−

n∑
i=1

|xi − µ̂| = 0 ⇒ λ̂(x) =
n∑n

i=1 |xi − µ̂|
,

∂2ℓ(µ̂, λ | x)
∂λ2

= − n

λ2
< 0, ∀λ > 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(µ̂, λ | x) είναι γνησίως κοίλη στο (0,∞). Επομένως, συμπε-
ραίνουμε ότι:

ϑ̂(x) =

(
median(x), n∑n

i=1 |xi −median(x)|

)
.

Στη συνέχεια, παρατηρούμε ότι:

F (µ;µ, λ) =

∫ µ

−∞

λ

2
e−λ|y−µ|dy =

∫ µ

−∞

λ

2
eλ(y−µ)dy =

1

2

∫ ∞

0
λe−λudu =

1

2
,

δηλαδή το µ είναι η θεωρητική διάμεσος της κατανομής. Επιπλέον, υπολογίζουμε
ότι f(µ;µ, λ) = λ

2 . Σύμφωνα με το πόρισμα 3.12 (σελίδα 70), συμπεραίνουμε ότι:

√
n (µ̂n − µ)

d→ Y ∼ N
(
0,

1

λ2

)
.

Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

IX(µ) = E

[(
∂

∂µ
log f(X;µ)

)2
]
= λ2E

( n∑
i=1

sign(Xi − µ)

)2


= λ2E

[
n∑
i=1

sign2(Xi − µ)

]
+ λ2E

∑
i ̸=j

sign(Xi − µ)sign(Xj − µ)


= nλ2 + λ2

∑
i ̸=j

E [sign(Xi − µ)]E [sign(Xj − µ)]

= nλ2 + n(n− 1)λ2 [P(X1 − µ > 0)− P(X1 − µ < 0)]2

= nλ2 + n(n− 1)λ2 [1− 2F (µ;µ, λ)]2 = nλ2 ∈ (0,∞).
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Εφόσον η ασυμπτωτική διασπορά της ΕΜΠ ισούται με I−1
X1

(µ), συμπεραίνουμε
ότι η ΕΜΠ µ̂n είναι ασυμπτωτικά αποτελεσματική εκτιμήτρια του µ. Τελικά, υπο-
λογίζουμε ότι:

E(X1) =

∫ ∞

−∞

λx

2
e−λ|x−µ|dx =

∫ ∞

−∞

λ(y + µ)

2
e−λ|y|dy

=

∫ ∞

−∞

λy

2
e−λ|y|dy︸ ︷︷ ︸

ολοκλήρωμα
περιττής συνάρτησης

+µ

∫ ∞

−∞

λ

2
e−λ|y|dy︸ ︷︷ ︸

ολοκλήρωμα
άρτιας συνάρτησης

= 0 + µ

∫ ∞

0
λe−λydy = µ,

E
(
X2

1

)
=

∫ ∞

−∞

λx2

2
e−λ|x−µ|dx =

∫ ∞

−∞

λ(y + µ)2

2
e−λ|y|dy

=

∫ ∞

−∞

λy2

2
e−λ|y|dy︸ ︷︷ ︸

ολοκλήρωμα
άρτιας συνάρτησης

+

∫ ∞

−∞
λµye−λ|y|dy︸ ︷︷ ︸

ολοκλήρωμα
περιττής συνάρτησης

+µ2
∫ ∞

−∞

λ

2
e−λ|y|dy︸ ︷︷ ︸

ολοκλήρωμα
άρτιας συνάρτησης

=

∫ ∞

0
y2λe−λydy + 0 + µ2

∫ ∞

0
λe−λydy =

2

λ2
+ µ2.

Συμπεραίνουμε ότι Var(X1) = 2
λ2
. Σύμφωνα με το κεντρικό οριακό θεώρημα,

καταλήγουμε ότι:
√
n
(
Xn − µ

) d→ V ∼ N
(
0,

2

λ2

)
.

Παρατηρούμε ότι η ασυμπτωτική διασπορά της α.ε. Xn του µ είναι διπλάσια από
την ασυμπτωτική διασπορά της ΕΜΠ µ̂n = median(x) του µ.

Άσκηση 17∗. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn από κατανομή με p ∈ (0, 1), λ > 0 και συνάρ-
τηση πυκνότητας πιθανότητας:

f(x; p, λ) =

 pλe−λx, x > 0

(1− p)λeλx, x ⩽ 0
.

Έστω Vi = 1(0,∞)(Xi) και Yi = |Xi| για i = 1, 2, . . . , n.

α. Να αποδειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) =
(
V , Y

)
είναι αποτελε-

σματική εκτιμήτρια της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) =
(
p, 1λ

)
.

β. Να βρεθεί η ΕΜΠ του ϑ = (p, λ) και να εξεταστεί αν είναι ασυμπτωτικά
αποτελεσματική εκτιμήτρια του ϑ.

Λύση. α. Παρατηρούμε ότι ο παραμετρικός χώρος Θ = (0, 1)×(0,∞) είναι ανοικτό
υποσύνολο του R2 και το στήριγμα S = Rn της κατανομής του δείγματος δεν
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εξαρτάται από την τιμή του ϑ. Υπολογίζουμε ότι:

f(X; p, λ) =
∏

i: Xi>0

pλe−λXi ·
∏

i: Xi⩽0

(1− p)λeλXi

= pnV λnV exp

−λ
∑

i: Xi>0

Xi

 (1− p)n(1−V )λn(1−V ) exp

λ ∑
i: Xi⩽0

Xi


= pnV (1− p)n(1−V )λn exp

−λ

 ∑
i: Xi>0

Xi −
∑

i: Xi⩽0

Xi


= pnV (1− p)n(1−V )λn exp

{
−λ

n∑
i=1

|Xi|

}
= pnV (1− p)n(1−V )λne−nλY

= exp
{
nV log p

1− p
− nλY − n log 1

(1− p)λ

}
,

δηλαδή η κατανομή του δείγματος ανήκει στην πλήρους τάξης 2-παραμετρική
ΕΟΚ. Θέτουμε:

T (X) = (V , Y ), Q(ϑ) =

(
n log p

1− p
,−nλ

)
, A(ϑ) = n log 1

(1− p)λ
.

Υπολογίζουμε ότι:

∇ϑA(ϑ) =

 n
1−p

−n
λ

 , JQ(ϑ) =

 n
p(1−p) 0

0 −n

 , J −1
Q (ϑ) =

 1
np(1− p) 0

0 − 1
n

 ,
οπότε όλες οι συνθήκες ομαλότητας ικανοποιούνται. Επομένως, η στατιστική συ-
νάρτηση T (X) = (V , Y ) είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της παραμετρικής συ-
νάρτησης g(ϑ) = J −1

Q (ϑ)∇ϑA(ϑ) =
(
p, 1λ

)
. Εναλλακτικά, υπολογίζουμε ότι:

E(V1) = P(X1 > 0) =

∫ ∞

0
pλe−λxdx = p,

δηλαδή Vi ∼ Bernoulli(p) για i = 1, 2, . . . , n. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

log f(X;ϑ) = nV log p+ n
(
1− V

)
log(1− p) + n logλ− nλY ,

SX(ϑ) = ∇ϑ log f(X;ϑ) =

nVp − n(1−V )
1−p

n
λ − nY

 ,

HX(ϑ) = JSX
(ϑ) =

−nV
p2

− n(1−V )
(1−p)2 0

0 − n
λ2

 ,
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IX(ϑ) = −E
[
HX(ϑ)

]
=

 n
p(1−p) 0

0 n
λ2

 , Jg(ϑ) =

1 0

0 − 1
λ2

 .
Για y > 0, υπολογίζουμε ότι:

FY1(y) = P (|X1| ⩽ y) = P (−y ⩽ X1 ⩽ y) = F (y; p, λ)− F (−y; p, λ),

fY1(y) = f(y; p, λ) + f(−y; p, λ) = pλe−λy + (1− p)λe−λy = λe−λx,

δηλαδή Yi ∼ Exp(λ) για i = 1, 2, . . . , n. Τελικά, υπολογίζουμε ότι:

E (V1Y1) =

∫ ∞

0
xpλe−λx = pλ,

Cov(V1, Y1) = E(V1Y1)− E(V1)E(Y1) = pλ− pλ = 0,

E [T (X)] =

(
p,

1

λ

)
= g(ϑ),

Var [T (X)] =
1

n

p(1− p) 0

0 1
λ2

 = Jg(ϑ)I−1
X (ϑ)J T

g (ϑ).

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) = (V , Y ) είναι αποτελεσματική εκτιμή-
τρια της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ). Εναλλακτικά, παρατηρούμε ότι:

Jg(ϑ)I−1
X (ϑ)SX(ϑ) =

p(1−p)n 0

0 − 1
n


nVp − n(1−V )

1−p

n
λ − nY


=

V − p

Y − λ

 = T (X)− g(ϑ).

Συνεπώς, η στατιστική συνάρτηση T (X) = (V , Y ) είναι αποτελεσματική εκτιμή-
τρια της g(ϑ).

β. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(p, λ | X) = nV log p+ n
(
1− V

)
log(1− p) + n logλ− nλY ,

∂ℓ

∂p
=
nV

p
−
n
(
1− V

)
1− p

= 0,
∂ℓ

∂λ
=
n

λ
− nY = 0 ⇒ ϑ̂1 = V , ϑ̂2 =

1

Y
,

∂2ℓ

∂p2
= −nV

p2
−
n
(
1− V

)
(1− p)2

< 0,
∂2ℓ

∂λ2
= − n

λ2
< 0,

∂2ℓ

∂p∂λ
= 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(p, λ | X) είναι γνησίως κοίλη στο Θ = (0, 1)× (0,∞). Επο-
μένως, η ϑ̂ =

(
V , 1

Y

)
είναι η ΕΜΠ του ϑ. Αν v1 = · · · = vn = 0, τότε παρατηρούμε
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ότι L(p, λ | X) = (1 − p)nλne−nλY , δηλαδή η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνη-
σίως φθίνουσα ως προς p και δεν υπάρχει ΕΜΠ του p. Αν v1 = · · · = vn = 1, τότε
παρατηρούμε ότι L(p, λ | X) = pnλne−nλY , δηλαδή η συνάρτηση πιθανοφάνειας
είναι γνησίως αύξουσα ως προς p και δεν υπάρχει ΕΜΠ του p. Σύμφωνα με το
πολυδιάστατο κεντρικό οριακό θεώρημα, γνωρίζουμε ότι:

√
n
[
Tn(X)− g(ϑ)

] d→W ∼ N2 (0,Σ) , Σ =

p(1− p) 0

0 1
λ2

 .
Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση h(x, y) =

(
x, 1y

)
είναι συνεχώς διαφορίσιμη στο

σύνολο Θ = (0, 1)× (0,∞) με:

Jh(x, y) =

1 0

0 − 1
y2

 , Jh (p, 1/λ) =

1 0

0 −λ2

 .
Σύμφωνα με την πολυδιάστατη μέθοδο δέλτα, έπεται ότι:

√
n
(
ϑ̂n − ϑ

)
d→ Jh (p, 1/λ)W ∼ N2 (0,Σ

∗) ,

Σ∗ = Jh (p, 1/λ)ΣJ T
h (p, 1/λ) =

p(1− p) 0

0 λ2

 = I−1
X1

(ϑ).

Εφόσον ο ασυμπτωτικός πίνακας συνδιακύμανσης της ΕΜΠ ισούται με I−1
X1

(ϑ),
συμπεραίνουμε ότι η ΕΜΠ ϑ̂ =

(
V , 1

Y

)
είναι ασυμπτωτικά αποτελεσματική εκτι-

μήτρια του ϑ.

Άσκηση 18∗. Έστω τ.δ. (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) με X1 ∼ Exp(λ) για λ > 0 και
(Y1 | X1 = x) ∼ Poisson(µx) για µ > 0 και x > 0.

α. Να αποδειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση T (X,Y ) =
(
X,Y

)
είναι αποτε-

λεσματική εκτιμήτρια της παραμετρικής συνάρτησης g(λ, µ) =
(
1
λ ,

µ
λ

)
.

β. Να βρεθεί η ΕΜΠ του ϑ = (λ, µ) και να εξεταστεί αν είναι ασυμπτωτικά
αποτελεσματική εκτιμήτρια του ϑ.

Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

f(x, y;λ, µ) =

n∏
i=1

f(xi;λ)Pµ(Yi = yi | xi) = λne−nλx · e−nµxµny
n∏
i=1

xyii
yi!

= exp
{
−n(λ+ µ)x+ ny logµ− n log 1

λ

} n∏
i=1

xyii
yi!
.
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δηλαδή η κατανομή του δείγματος ανήκει στην πλήρους τάξης 2-παραμετρική
ΕΟΚ. Θέτουμε:

T (X,Y ) = (X,Y ), Q(ϑ) = (−n(λ+ µ), n logµ) , A(ϑ) = n log 1

λ
.

Υπολογίζουμε ότι:

∇ϑA(ϑ) =

−n
λ

0

 , JQ(ϑ) =

−n −n

0 n
µ

 , J −1
Q (ϑ) =

1

n

−1 −µ

0 µ

 ,
οπότε όλες οι συνθήκες ομαλότητας ικανοποιούνται. Επομένως, η στατιστική συ-
νάρτηση T (X,Y ) = (X,Y ) είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της παραμετρικής
συνάρτησης g(ϑ) = J −1

Q (ϑ)∇ϑA(ϑ) =
(
1
λ ,

µ
λ

)
. Εναλλακτικά, υπολογίζουμε ότι:

E(Y1) = E [E(Y1 | X1)] = E(µX1) =
µ

λ
,

E
(
Y 2
1

)
= E

[
E(Y 2

1 | X1)
]
= E

[
Var(Y1 | X1) + (E(Y1 | X1))

2
]

= E(µX1 + µ2X2
1 ) =

µ

λ
+ µ2

[
Var(X1) + (E(X1))

2
]
=
µ

λ
+

2µ2

λ2
,

Var(Y1) =
µ

λ
+

2µ2

λ2
− µ2

λ2
=
µ

λ
+
µ2

λ2
,

E(X1Y1) = E [E(X1Y1 | X1)] = E [X1E(Y1 | X1)] = E
(
µX2

1

)
=

2µ

λ2
,

Cov(X1, Y1) = E(X1Y1)− E(X1)E(Y1) =
2µ

λ2
− 1

λ

µ

λ
=

µ

λ2
.

Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

log f(X,Y ;ϑ) = n logλ− n(λ+ µ)X + nY logµ,

SX,Y (ϑ) = ∇ϑ log f(X,Y ;ϑ) =

 n
λ − nX

−nX + nY
µ

 ,

HX,Y (ϑ) = JSX,Y
(ϑ) =

− n
λ2

0

0 −nY
µ2

 ,

IX,Y (ϑ) = −E
[
HX,Y (ϑ)

]
=

 n
λ2

0

0 n
λµ

 , Jg(ϑ) =

− 1
λ2

0

− µ
λ2

1
λ

 .
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Επιπλέον, παρατηρούμε ότι:

E [T (X,Y )] =

(
1

λ
,
µ

λ

)
= g(ϑ),

Var [T (X,Y )] =
1

n

 1
λ2

µ
λ2

µ
λ2

µ
λ + µ2

λ2

 = Jg(ϑ)I−1
X,Y (ϑ)J

T
g (ϑ).

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X,Y ) = (X,Y ) είναι αποτελεσματική εκτι-
μήτρια της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ). Εναλλακτικά, παρατηρούμε ότι:

Jg(ϑ)I−1
X,Y (ϑ)SX,Y (ϑ) =

1

n

−1 0

−µ µ


 n

λ − nX

−nX + nY
µ


=

X − 1
λ

Y − µ
λ

 = T (X,Y )− g(ϑ).

Συνεπώς, η στατιστική συνάρτηση T (X,Y ) = (X,Y ) είναι αποτελεσματική εκτι-
μήτρια της g(ϑ).

β. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(λ, µ | x, y) = n logλ− n(λ+ µ)x+ ny logµ+
n∑
i=1

yi logxi −
n∑
i=1

log yi!,

∂ℓ

∂λ
=
n

λ
− nx = 0,

∂ℓ

∂µ
= −nx+

ny

µ
= 0 ⇒ λ̂ =

1

x
, µ̂ =

y

x
,

∂2ℓ

∂λ2
= − n

λ2
< 0,

∂2ℓ

∂µ2
= −ny

µ2
< 0,

∂2ℓ

∂λ∂µ
= 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(λ, µ | x, y) είναι γνησίως κοίλη στο Θ = (0,∞)2. Επομένως,
η στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X,Y ) =

(
1
X
, Y
X

)
είναι η ΕΜΠ του ϑ = (λ, µ). Σύμφωνα

με το πολυδιάστατο κεντρικό οριακό θεώρημα, γνωρίζουμε ότι:

√
n
[
Tn(X)− g(ϑ)

] d→ Y ∼ N2 (0,Σ) , Σ =

 1
λ2

µ
λ2

µ
λ2

µ
λ + µ2

λ2

 .
Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση h(x, y) =

(
1
x ,

y
x

)
είναι συνεχώς παραγωγίσιμη στο

Θ = (0,∞)2 με:

Jh(x, y) =

− 1
x2

0

− y
x2

1
x

 , Jh (1/λ, µ/λ) =

−λ2 0

−λµ λ

 .
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Σύμφωνα με την πολυδιάστατη μέθοδο δέλτα, έπεται ότι:

√
n
(
ϑ̂n − ϑ

)
d→ Jh (1/λ, µ/λ)Y ∼ N2 (0,Σ

∗) ,

Σ∗ = Jh (1/λ, µ/λ)ΣJ T
h (1/λ, µ/λ) =

λ2 0

0 λµ

 = I−1
X1,Y1

(ϑ).

Εφόσον ο ασυμπτωτικός πίνακας συνδιακύμανσης της ΕΜΠ ισούται με I−1
X1,Y1

(ϑ),
συμπεραίνουμε ότι η ΕΜΠ ϑ̂ =

(
1
X
, Y
X

)
είναι ασυμπτωτικά αποτελεσματική εκτι-

μήτρια του ϑ.

Άσκηση 19∗. Έστω 2 ανεξάρτητα τ.δ.X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ) και Y1, . . . , Yn ∼ Exp(µ).
Θεωρούμε ότι παρατηρούμε μόνο τις τιμές των τυχαίων μεταβλητών:

Zi = min {Xi, Yi} , Wi =

1, Zi = Xi

0, Zi = Yi

.

α. Να αποδειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση T (Z,W ) =
(
Z,W

)
είναι αποτε-

λεσματική εκτιμήτρια της παραμετρικής συνάρτησης g(λ, µ) =
(

1
λ+µ ,

λ
λ+µ

)
.

β. Να βρεθεί η ΕΜΠ του ϑ = (λ, µ) και να εξεταστεί αν είναι ασυμπτωτικά
αποτελεσματική εκτιμήτρια του ϑ.

Λύση. α. Παρατηρούμε ότι ο παραμετρικός χώρος Θ = (0,∞)2 είναι ανοικτό υπο-
σύνολο του R2 και το στήριγμα S = (0,∞)n×(0,∞)n της κατανομής του δείγματος
(Z,W ) δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ = (λ, µ). Για t > 0, υπολογίζουμε ότι:

P(Zi > t,Wi = 1) = P(Xi > t,Xi < Yi) = P(t < Xi < Yi)

=

∫ ∞

t
P(t < Xi < Yi | Xi = x)fXi(x)dx

=

∫ ∞

t
P(t < x < Yi | Xi = x)fXi(x)dx =

∫ ∞

t
P(Yi > x)fXi(x)dx

=

∫ ∞

t
e−µxλe−λxdx =

λ

λ+ µ
e−(λ+µ)t.

Λόγω συμμετρίας, έπεται ότι:

P(Zi > t,Wi = 0) =
µ

λ+ µ
e−(λ+µ)t.

Επομένως, συμπεραίνουμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές Zi και Wi είναι ανεξάρτητες
για i = 1, 2, . . . , n με Zi ∼ Exp(λ + µ) και Wi ∼ Bernoulli

(
λ

λ+µ

)
. Στη συνέχεια,



149

υπολογίζουμε ότι:

f(Z,W ;λ, µ) =

n∏
i=1

f(Zi;λ, µ)f(Wi;λ, µ)

= (λ+ µ)n exp
{
−(λ+ µ)

n∑
i=1

Zi

}
·
∏

i: Wi=1

λ

λ+ µ
·
∏

i: Wi=0

µ

λ+ µ

= (λ+ µ)ne−n(λ+µ)Z
(

λ

λ+ µ

)nW ( µ

λ+ µ

)n(1−W)

= e−n(λ+µ)ZλnWµn(1−W) = exp
{
−n(λ+ µ)Z + nW log λ

µ
+ n logµ

}
.

δηλαδή η κατανομή του δείγματος ανήκει στην πλήρους τάξης 2-παραμετρική
ΕΟΚ. Θέτουμε:

T (Z,W ) = (Z,W ), Q(ϑ) =

(
−n(λ+ µ), n log λ

µ

)
, A(ϑ) = −n logµ.

Υπολογίζουμε ότι:

∇ϑA(ϑ) =

 0

−n
µ

 , JQ(ϑ) =

−n −n
n
λ −n

µ

 , J −1
Q (ϑ) =

λµ

n(λ+ µ)

− 1
µ 1

− 1
λ −1

 ,
οπότε όλες οι συνθήκες ομαλότητας ικανοποιούνται. Επομένως, η στατιστική συ-
νάρτηση T (Z,W ) = (Z,W ) είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της παραμετρικής
συνάρτησης g(ϑ) = J −1

Q (ϑ)∇ϑA(ϑ) =
(

1
λ+µ ,

λ
λ+µ

)
. Εναλλακτικά, υπολογίζουμε

ότι:
log f(Z,W ;ϑ) = −n(λ+ µ)Z + nW logλ+ n

(
1−W

)
logµ,

SZ,W (ϑ) = ∇ϑ log f(Z,W ;ϑ) =

 −nZ + nW
λ

−nZ +
n(1−W)

µ

 ,

HZ,W (ϑ) = JSZ,W
(ϑ) =

−nW
λ2

0

0 −n(1−W)
µ2

 ,

IZ,W (ϑ) = −E
[
HZ,W (ϑ)

]
=

 n
λ(λ+µ) 0

0 n
µ(λ+µ)

 , Jg(ϑ) =

− 1
(λ+µ)2

− 1
(λ+µ)2

µ
(λ+µ)2

− λ
(λ+µ)2

 .
Επιπλέον, παρατηρούμε ότι:

E [T (Z,W )] =

(
1

λ+ µ
,

λ

λ+ µ

)
= g(ϑ),
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Var [T (Z,W )] =
1

n

 1
(λ+µ)2

0

0 λµ
(λ+µ)2

 = Jg(ϑ)I−1
Z,W (ϑ)J T

g (ϑ).

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (Z,W ) = (Z,W ) είναι αποτελεσματική εκτι-
μήτρια της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ). Εναλλακτικά, παρατηρούμε ότι:

Jg(ϑ)I−1
Z,W (ϑ)SZ,W (ϑ) =

1

n

− λ
λ+µ − µ

λ+µ

λµ
λ+µ − λµ

λ+µ


 −nZ + nW

λ

−nZ +
n(1−W)

µ


=

Z − 1
λ+µ

W − λ
λ+µ

 = T (Z,W )− g(ϑ).

Συνεπώς, η στατιστική συνάρτηση T (Z,W ) = (Z,W ) είναι αποτελεσματική εκτι-
μήτρια της g(ϑ).

β. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(λ, µ | Z,W ) = −(λ+ µ)nZ + nW logλ+ n(1−W ) logµ,

∂ℓ

∂λ
= −nZ +

nW

λ
= 0,

∂ℓ

∂µ
= −nZ +

n(1−W )

µ
= 0 ⇒ λ̂ =

W

Z
, µ̂ =

1−W

Z
,

∂2ℓ

∂λ2
= −nW

λ2
< 0,

∂2ℓ

∂µ2
= −nW

µ2
< 0,

∂2ℓ

∂λ∂µ
= 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(λ, µ | Z,W ) είναι γνησίως κοίλη στο Θ = (0,∞)2. Επομένως,
η ϑ̂(Z,W ) =

(
W
Z
, 1−W

Z

)
είναι η ΕΜΠ του ϑ. Αν w1 = · · · = wn = 0, τότε παρατη-

ρούμε ότι L(λ, µ | z, w) = µne−(λ+µ)nz , δηλαδή η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι
γνησίως φθίνουσα ως προς λ και δεν υπάρχει ΕΜΠ του λ. Αν w1 = · · · = wn = 1,
τότε παρατηρούμε ότι L(λ, µ | z, w) = λne−(λ+µ)nz , δηλαδή η συνάρτηση πιθανο-
φάνειας είναι γνησίως φθίνουσα ως προς µ και δεν υπάρχει ΕΜΠ του µ. Σύμφωνα
με το πολυδιάστατο κεντρικό οριακό θεώρημα, γνωρίζουμε ότι:

√
n
[
Tn(X)− g(ϑ)

] d→ V ∼ N2 (0,Σ) , Σ =
1

(λ+ µ)2

1 0

0 λµ

 .
Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση h(x, y) =

(
y
x ,

1−y
x

)
είναι συνεχώς παραγωγίσιμη

στο Θ = (0,∞)2 με:

Jh(x, y) =

 − y
x2

1
x

−1−y
x2

− 1
x

 , Jh
(

1

λ+ µ
,

λ

λ+ µ

)
= (λ+ µ)

−λ 1

−µ −1

 .
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Σύμφωνα με την πολυδιάστατη μέθοδο δέλτα, έπεται ότι:

√
n
(
ϑ̂n − ϑ

)
d→ Jh

(
1

λ+ µ
,

λ

λ+ µ

)
V ∼ N2 (0,Σ

∗) ,

Σ∗ = Jh
(

1

λ+ µ
,

λ

λ+ µ

)
ΣJ T

h

(
1

λ+ µ
,

λ

λ+ µ

)
= (λ+ µ)

λ 0

0 µ

 = I−1
Z1,W1

(ϑ).

Εφόσον ο ασυμπτωτικός πίνακας συνδιακύμανσης της ΕΜΠ ισούται με I−1
Z1,W1

(ϑ),
συμπεραίνουμε ότι η ΕΜΠ ϑ̂ =

(
W
Z
, 1−W

Z

)
είναι ασυμπτωτικά αποτελεσματική

εκτιμήτρια του ϑ.

Άσκηση 20. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(ϑ, 2ϑ) με ϑ > 0. Να βρεθούν η ροπο-
εκτιμήτρια και η ΕΜΠ του ϑ. Να συγκριθούν με βάση το κριτήριο του μέσου
τετραγωνικού σφάλματος.

Λύση. Εξισώνουμε τις ροπές πρώτης τάξης:

µ1 =M1 ⇒ E(X1) =
1

n

n∑
i=1

Xi ⇒ 3ϑ

2
= X ⇒ ϑ̃(X) =

2X

3
.

Υπολογίζουμε ότι:

E(ϑ̃) =
2E(X1)

3
= ϑ, Var(ϑ̃) = 4Var(X1)

9n
=

ϑ2

27n
,

ΜΤΣϑ(ϑ̃) = Var(ϑ̃) + bias2ϑ(ϑ̃) =
ϑ2

27n
.

Ακριβώς όπως στο παράδειγμα 3.40 (σελίδα 77), υπολογίζουμε ότι η στατιστική
συνάρτηση ϑ̂(X) = 1

2X(n) είναι η ΕΜΠ του ϑ. Για x ∈ [ϑ, 2ϑ], γνωρίζουμε ότι:

fX(n)
(x) =

n

ϑn
(x− ϑ)n−1.

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

E
[
X(n)

]
=

∫ 2ϑ

ϑ
x
n

ϑn
(x− ϑ)n−1dx =

[ x
ϑn

(x− ϑ)n
]2ϑ
ϑ

−
∫ 2ϑ

ϑ

1

ϑn
(x− ϑ)ndx

= 2ϑ−
[
(x− ϑ)n+1

(n+ 1)ϑn

]2ϑ
ϑ

=
(2n+ 1)ϑ

n+ 1
,

E
[
X2

(n)

]
=

∫ 2ϑ

ϑ
x2

n

ϑn
(x− ϑ)n−1dx =

[
x2

ϑn
(x− ϑ)n

]2ϑ
ϑ

−
∫ 2ϑ

ϑ

2x

ϑn
(x− ϑ)ndx

= 4ϑ2 − 2ϑ

n+ 1

∫ 2ϑ

ϑ
(n+ 1)(x− ϑ)n

x

ϑn+1
dx

= 4ϑ2 − 2ϑ

n+ 1

(2n+ 3)ϑ

n+ 2
=

2(2n2 + 4n+ 1)ϑ2

(n+ 1)(n+ 2)
,
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Var
[
X(n)

]
=

2(2n2 + 4n+ 1)ϑ2

(n+ 1)(n+ 2)
− (4n2 + 4n+ 1)ϑ2

(n+ 1)2
=

nϑ2

(n+ 2)(n+ 1)2
,

E(ϑ̂) =
1

2
E
[
X(n)

]
=

(2n+ 1)ϑ

2(n+ 1)
, biasϑ(ϑ̂) = E(ϑ̂)− ϑ = − ϑ

2(n+ 1)

Var(ϑ̂) = 1

4
Var

[
X(n)

]
=

nϑ2

4(n+ 2)(n+ 1)2
,

ΜΤΣϑ(ϑ̂) = Var(ϑ̂) + bias2ϑ(ϑ̂) =
nϑ2

4(n+ 2)(n+ 1)2
+

ϑ2

4(n+ 1)2
=

ϑ2

2(n+ 1)(n+ 2)
.

Παρατηρούμε ότι:

ΜΤΣϑ(ϑ̃) ⩾ ΜΤΣϑ(ϑ̂) ⇔ ϑ2

27n
⩾ ϑ2

2(n+ 1)(n+ 2)
⇔ 2n2 − 21n+4 ⩾ 0 ⇔

n ⩽ 21−
√
409

4
≈ 0.19 ή n ⩾ 21 +

√
409

4
≈ 10.31.

Άρα η ΕΜΠ του ϑ έχει μικρότερο ΜΤΣ από τη ροποεκτιμήτρια του ϑ για n ⩾ 11.

Άσκηση 21. Θεωρούμε 2 ανεξάρτητα τυχαία δείγματα X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ) και
Y1, . . . , Yn ∼ Exp(1/λ).

α. Να βρεθεί μία επαρκής στατιστική συνάρτηση για το λ και να εξεταστεί αν
είναι πλήρης.

β. Να βρεθεί η ΕΜΠ του λ και να εξεταστεί αν είναι ασυμπτωτικά αποτελε-
σματική εκτιμήτρια του λ.

γ. Να κατασκευαστεί ΔΕ ίσων ουρών για το λ.

δ. Να κατασκευαστεί ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών για το λ.

Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

f(x, y;λ) =

n∏
i=1

f(xi;λ)f(yi;λ) = λn exp
{
−λ

n∑
i=1

xi

}
· λ−n exp

{
− 1

λ

n∑
i=1

yi

}
= e−nλx−ny/λ = g (T (x), λ)h(x),

όπου T (x, y) = (x, y), g(t1, t2, λ) = e−nλt1−nt2/λ, h(x, y) = 1. Σύμφωνα με το παρα-
γοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, έπεται ότι η T (X,Y ) =

(
X,Y

)
είναι επαρκής

για το λ. Παρατηρούμε ότι nX ∼ Gamma(n, λ). Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

E
(

1

nX

)
=

∫ ∞

0

1

x

λn

(n− 1)!
xn−1e−λxdx =

λn

(n− 1)!

∫ ∞

0
xn−2e−λxdx

=
λn

(n− 1)!

(n− 2)!

λn−1
=

λ

n− 1
⇒ E

(
n− 1

nX

)
= λ.

Επιπλέον, γνωρίζουμε ότι E
(
Y
)
= E(Y1) = λ, δηλαδή υπάρχουν 2 διαφορετικές
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α.ε. του λ οι οποίες είναι συναρτήσεις της T (X). Σύμφωνα με τη σημείωση 3.6
(σελίδα 33), η στατιστική συνάρτηση T (X) =

(
X,Y

)
δεν είναι πλήρης.

β. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(λ | x, y) = −nλx− ny

λ
,

∂ℓ(λ | x, y)
∂λ

= −nx+
ny

λ2
= 0 ⇒ λ̂ =

√
y

x
,

∂ℓ(λ | x, y) =
∂λ

− 2ny

λ3
< 0, ∀λ > 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(λ | x, y) είναι γνησίως κοίλη στο Θ = (0,∞). Επομένως,

η στατιστική συνάρτηση λ̂(X,Y ) =
√

Y
X
είναι η ΕΜΠ του λ. Σύμφωνα με το

κεντρικό οριακό θεώρημα, γνωρίζουμε ότι:

√
n

[
Tn(X,Y )−

(
1

λ
, λ

)]
d→ V ∼ N2 (0,Σ) , Σ =

 1
λ2

0

0 λ2

 .
Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση h(x, y) =

√
y
x είναι συνεχώς παραγωγίσιμη στο

Θ = (0,∞)2 με:

h (1/λ, λ) = λ, ∇h(x, y) =

−1
2

√
y
x3

1
2
√
xy

 , ∇h (1/λ, λ) = 1

2

−λ2
1

 .
Σύμφωνα με την πολυδιάστατη μέθοδο δέλτα, καταλήγουμε ότι:

√
n
(
λ̂n − λ

)
d→ ∇Th (1/λ, λ)V =W ∼ N

(
0,
λ2

2

)
.

Τελικά, υπολογίζουμε ότι:

IX,Y (λ) = −E
[
∂2

∂λ2
log f(X,Y ;λ)

]
=

2n

λ3
E
(
Y
)
=

2n

λ2
.

Εφόσον η ασυμπτωτική διασπορά της ΕΜΠ ισούται με I−1
X1,Y1

(λ), συμπεραίνουμε
ότι η ΕΜΠ λ̂ είναι ασυμπτωτικά αποτελεσματική εκτιμήτρια του λ.

γ. Γνωρίζουμε ότι nX ∼ Gamma(n, λ) και nY ∼ Gamma
(
n, 1λ

)
, οπότε συμπε-

ραίνουμε ότι Q1 = 2nλX ∼ χ2
2n και Q2 = 2n

λ Y ∼ χ2
2n, σύμφωνα με τη σημείωση

3.11 (σελίδα 39). Εφόσον τα 2 δείγματα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους, έπεται ότι
οι τυχαίες μεταβλητές Q1 και Q2 είναι ανεξάρτητες. Επομένως, κατασκευάζουμε
την ακόλουθη αντιστρεπτή ποσότητα:

Q =
Q1/2n

Q2/2n
= λ2

X

Y
∼ F2n,2n.
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Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς λ:

c1 ⩽ λ2
X

Y
⩽ c2 ⇔

√
c1
Y

X
⩽ λ ⩽

√
c2
Y

X
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = F2n,2n;1−α/2,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = F2n,2n;α/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:√F2n,2n;1−α/2
Y

X
,

√
F2n,2n;α/2

Y

X

 .
δ. Σύμφωνα με το θεώρημα Slutsky, έπεται ότι:

Wn =
√
2n

(
λ̂n
λ

− 1

)
d→

√
2

λ
W = Z ∼ N (0, 1) .

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽Wn ⩽ c2 ως προς λ:

c1 ⩽
√
2n

(
λ̂n
λ

− 1

)
⩽ c2 ⇔ λ̂n

1 + c2/
√
2n

⩽ λ ⩽ λ̂n

1 + c1/
√
2n
.

Για το ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

lim
n→∞

P(Wn < c1) =
α

2
⇒ P(Z > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = Z1−α/2 = −Zα/2,

lim
n→∞

P(Wn > c2) =
α

2
⇒ P(Z > c2) =

α

2
⇒ c2 = Zα/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών: 1

1 + Zα/2/
√
2n

√
Y n

Xn

,
1

1− Zα/2/
√
2n

√
Y n

Xn

 .
Άσκηση 22. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn ∼ U(0, ϑ).

α. Να εξεταστεί αν οι Tn(X) = X(n) και Un(X) = n+1
n X(n) είναι συνεπείς

εκτιμήτριες του ϑ. Να προσδιοριστούν οι ασυμπτωτικές κατανομές τους.

β. Να κατασκευαστούν 2 διαφορετικά ασυμπτωτικά ΔΕ ίσων ουρών για το ϑ.
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Λύση. α. Για x ∈ [0, ϑ], γνωρίζουμε ότι:

FX(n)
(x) =

(x
ϑ

)n
, fX(n)

(x) =
n

ϑn
xn−1.

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

E [Tn(X)] =
n

ϑn

∫ ϑ

0
xndx =

n

ϑn
ϑn+1

n+ 1
=

nϑ

n+ 1

n→∞→ ϑ, E [Un(X)] = ϑ,

δηλαδή η Tn(X) είναι ασυμπτωτικά αμερόληπτη εκτιμήτρια του ϑ και η Un(X)

είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια του ϑ. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

E
[
T 2
n(X)

]
=

n

ϑn

∫ ϑ

0
xn+1dx =

n

ϑn
ϑn+2

n+ 2
=

nϑ2

n+ 2
, E

[
U2
n(X)

]
=

(n+ 1)2

n+ 2

ϑ2

n
,

Var [Tn(X)] =
nϑ2

n+ 2
− n2ϑ2

(n+ 1)2
=

nϑ2

(n+ 1)2(n+ 2)

n→∞→ 0,

Var [Un(X)] =
(n+ 1)2

n+ 2

ϑ2

n
− ϑ2 =

ϑ2

n(n+ 2)

n→∞→ 0.

Σύμφωνα με την πρόταση 3.17 (σελίδα 67), οι στατιστικές συναρτήσεις Tn(X) και
Un(X) είναι συνεπείς εκτιμήτριες του ϑ. Σύμφωνα με το πόρισμα 3.11 (σελίδα
69), γνωρίζουμε ότι:

n
[
1− F

(
X(n);ϑ

)]
= n

[
1−

X(n)

ϑ

]
= −n

ϑ
[Tn(X)− ϑ]

d→ Y ∼ Exp(1).

Σύμφωνα με το θεώρημα Slutsky, καταλήγουμε στην ασυμπτωτική κατανομή
n [Tn(X)− ϑ]

d→ −ϑY = −V , όπου V = ϑY ∼ Exp(1/ϑ). Επιπλέον, υπολογίζουμε
ότι:

n [Un(X)− ϑ] = (n+ 1)Tn(X)− nϑ = (n+ 1) [Tn(X)− ϑ] + ϑ

=
n+ 1

n
· n [Tn(X)− ϑ] + ϑ

d→ ϑ− V,

σύμφωνα με το θεώρημα Slutsky. Εναλλακτικά, για x ∈ [−nϑ, 0], υπολογίζουμε
ότι:

P [n (Tn(X)− ϑ) ⩽ x] = FX(n)

(x
n
+ ϑ

)
=

(
x/n+ ϑ

ϑ

)n
=

(
1 +

x/ϑ

n

)n
n→∞→ ex/ϑ,

P(−V ⩽ x) = P(V ⩾ −x) = 1− FV (−x) = 1−
(
1− ex/ϑ

)
= ex/ϑ.

Σύμφωνα με τον ορισμό της σύγκλισης κατά κατανομή, καταλήγουμε στην ασυμ-
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πτωτική κατανομή n [Tn(X)− ϑ]
d→ −V . Για x ∈ [−nϑ, ϑ], υπολογίζουμε ότι:

P [n (Un(X)− ϑ) ⩽ x] = P
[
X(n) ⩽

x+ nϑ

n+ 1

]
= FX(n)

(
x− ϑ

n
+ ϑ

)
=

(
1 +

x/ϑ− 1

n

)n
n→∞→ ex/ϑ−1,

P(ϑ− V ⩽ x) = P(V ⩾ ϑ− x) = 1− FV (ϑ− x) = 1−
(
1− ex/ϑ−1

)
= ex/ϑ−1.

Σύμφωνα με τον ορισμό της σύγκλισης κατά κατανομή, n [Un(X)− ϑ]
d→ ϑ− V .

β. Έχουμε δείξει ότι:

Qn = n

[
1−

X(n)

ϑ

]
d→ Y ∼ Exp(1).

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Qn ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽ n

[
1−

X(n)

ϑ

]
⩽ c2 ⇔

X(n)

1− c1/n
⩽ ϑ ⩽

X(n)

1− c2/n
.

Για το ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

lim
n→∞

P(Qn < c1) =
α

2
⇒ P(Y < c1) =

α

2
⇒ c1 = − log

(
1− α

2

)
,

lim
n→∞

P(Qn > c2) =
α

2
⇒ P(Y > c2) =

α

2
⇒ c2 = − log α

2
.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[
X(n)

1 + log (1− α/2) /n
,

X(n)

1 + log (α/2) /n

]
.

Εναλλακτικά, γνωρίζουμε ότι E(X1) = ϑ
2 και Var(X1) = ϑ2

12 . Σύμφωνα με το
κεντρικό οριακό θεώρημα, έπεται ότι:

Wn =
Xn − ϑ/2

ϑ/
√
12n

=
√
3n

(
2Xn

ϑ
− 1

)
d→ Z ∼ N (0, 1) .

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽Wn ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽
√
3n

(
2Xn

ϑ
− 1

)
⩽ c2 ⇔ 2Xn

1 + c2/
√
3n

⩽ ϑ ⩽ 2Xn

1 + c1/
√
3n
.

Για το ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

lim
n→∞

P(Wn < c1) =
α

2
⇒ P(Z > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = Z1−α/2 = −Zα/2,
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lim
n→∞

P(Wn > c2) =
α

2
⇒ P(Z > c2) =

α

2
⇒ c2 = Zα/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[
2Xn

1 + Zα/2/
√
3n
,

2Xn

1− Zα/2/
√
3n

]
.

Άσκηση 23. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn με f(x;ϑ) = 1
ϑe

−(x−ϑ)/ϑ για ϑ > 0 και x ⩾ ϑ.

α. Να βρεθεί μία επαρκής στατιστική συνάρτηση για το ϑ και να εξεταστεί αν
είναι πλήρης.

β. Να βρεθεί η ΕΜΠ του ϑ, να ελεγχθεί αν είναι συνεπής εκτιμήτρια του ϑ και
να υπολογιστεί η ασυμπτωτική κατανομή της.

γ. Να κατασκευαστούν ΔΕ ίσων ουρών και ελαχίστου μήκους για το ϑ.

Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = ϑ−n exp
{
− 1

ϑ

n∑
i=1

xi + n

}
n∏
i=1

1[ϑ,∞)(xi)

= enϑ−ne−nx/ϑ1[ϑ,∞)

(
x(1)

)
= g (T (x), ϑ)h(x),

όπου T (x) =
(
x, x(1)

)
, g(t1, t2, ϑ) = ϑ−ne−nt1/ϑ1[ϑ,∞) (t2), h(x) = en. Σύμφωνα με

το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, έπεται ότι η στατιστική συνάρτηση
T (X) =

(
X,X(1)

)
είναι επαρκής για το ϑ. Υπολογίζουμε ότι:

F (x;ϑ) =

∫ x

ϑ

1

ϑ
e−(y−ϑ)/ϑdy =

∫ x−ϑ

0

1

ϑ
e−u/ϑdu = 1− e−(x−ϑ)/ϑ,

fX(1)
(x) =

n

ϑ
e−n(x−ϑ)/ϑ,

E
[
X(1)

]
=

∫ ∞

ϑ

nx

ϑ
e−n(x−ϑ)/ϑdx = n

∫ ∞

0

y + ϑ

ϑ
e−ny/ϑdy

=

∫ ∞

0

ny

ϑ
e−ny/ϑdy + ϑ

∫ ∞

0

n

ϑ
e−ny/ϑdy =

ϑ

n
+ ϑ =

n+ 1

n
ϑ,

E
(
X
)
= E(X1) =

∫ ∞

ϑ

x

ϑ
e−(x−ϑ)/ϑdx =

∫ ∞

0

y + ϑ

ϑ
e−y/ϑdy

=

∫ ∞

0

y

ϑ
e−

y
ϑdy + ϑ

∫ ∞

0

1

ϑ
e−

y
ϑdy = ϑ+ ϑ = 2ϑ,

Παρατηρούμε ότι Eϑ
[
X
2 − nX(1)

n+1

]
= 0 ∀ϑ > 0, δηλαδή η X

2 − nX(1)

n+1 είναι μία α.ε.
του μηδενός η οποία είναι συνάρτηση της T (X). Επομένως, η επαρκής στατιστική
συνάρτηση T (X) =

(
X,X(1)

)
δεν είναι πλήρης.
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β. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) =

enϑ−ne−nx/ϑ, ϑ ⩽ x(1)

0, ϑ > x(1)

.

Για ϑ ⩽ x(1), υπολογίζουμε ότι:

ℓ(ϑ | x) = n− n logϑ− nx

ϑ
,

∂ℓ(ϑ | x)
∂ϑ

= −n
ϑ
+
nx

ϑ2
= n

x− ϑ

ϑ2
> 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(ϑ | x) είναι γνησίως αύξουσα για ϑ ⩽ x(1). Επομένως, η
στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X) = X(1) είναι η ΕΜΠ του ϑ. Παρατηρούμε ότι:

E
[
X(1)

]
=
n+ 1

n
ϑ
n→∞→ ϑ,

δηλαδή η X(1) είναι ασυμπτωτικά αμερόληπτη εκτιμήτρια του ϑ. Επιπλέον, υπο-
λογίζουμε ότι:

E
[
X2

(1)

]
=

∫ ∞

ϑ

nx2

ϑ
e−n(x−ϑ)/ϑdx = n

∫ ∞

0

(y + ϑ)2

ϑ
e−ny/ϑdy

=

∫ ∞

0

ny2

ϑ
e−ny/ϑdy + 2ϑ

∫ ∞

0

ny

ϑ
e−ny/ϑdy + ϑ2

∫ ∞

0

n

ϑ
e−ny/ϑdy

=
2ϑ2

n2
+

2ϑ2

n
+ ϑ2 =

n2 + 2n+ 2

n2
ϑ2,

Var
[
X(1)

]
=
n2 + 2n+ 2

n2
ϑ2 − (n+ 1)2

n2
ϑ2 =

ϑ2

n2
n→∞→ 0.

Σύμφωνα με την πρόταση 3.17 (σελίδα 67), η X(1) είναι συνεπής εκτιμήτρια του
ϑ. Σύμφωνα με το πόρισμα 3.11 (σελίδα 69), γνωρίζουμε ότι:

nF
[
X(1);ϑ

]
= −n

[
e1−X(1)/ϑ − 1

]
d→ Y ∼ Exp(1).

Εφόσον η συνάρτηση g(x) = logx είναι συνεχώς παραγωγίσιμη στο Θ = (0,∞) με
g′(1) = 1 ̸= 0, έπεται ότι:

n

[
X(1)

ϑ
− 1

]
d→ g′(1)Y = Y ⇒ n

[
X(1) − ϑ

] d→ ϑY = V ∼ Exp(1/ϑ),

σύμφωνα με το θεώρημα Slutsky σε συνδυασμό με τη μέθοδο δέλτα. Εναλλακτικά,
για x ∈ (0,∞), υπολογίζουμε ότι:

P
[
n
(
X(1) − ϑ

)
⩽ x

]
= FX(1)

(x
n
+ ϑ

)
= 1− exp

{
−x/n+ ϑ− ϑ

ϑ/n

}
= 1− e−x/ϑ,

η οποία είναι η συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής V ∼ Exp(1/ϑ). Πα-
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ρατηρούμε ότι η κατανομή της στατιστικής συνάρτησης n
(
X(1) − ϑ

)
δεν εξαρτάται

από το n, οπότε τετριμμένα συγκλίνει κατά κατανομή στην τυχαία μεταβλητή V .

γ. Έχουμε δείξει ότι W = n
[
X(1) − ϑ

]
∼ Exp(1/ϑ), οπότε ορίζουμε την ακό-

λουθη αντιστρεπτή ποσότητα:

Q =
W

nϑ
=

1

ϑ
X(1) − 1 ∼ Exp(n).

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽
X(1)

ϑ
− 1 ⩽ c2 ⇔

X(1)

1 + c2
⩽ ϑ ⩽

X(1)

1 + c1
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ 1− e−nc1 =

α

2
⇒ c1 = − 1

n
log
(
1− α

2

)
,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ e−nc2 =

α

2
⇒ c2 = − 1

n
log α

2
.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
X(1)

1− log(α/2)/n,
X(1)

1− log(1− α/2)/n

]
.

Το μήκος του ΔΕ είναι ίσο με X(1)

(
1

1+c1
− 1

1+c2

)
. Θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε

τη συνάρτηση ℓ(c1, c2) = 1
1+c1

− 1
1+c2

υπό τον εξής περιορισμό:

P(c1 ⩽ Q ⩽ c2) = 1−α ⇒ FQ(c2)−FQ(c1) = 1−α ⇒ e−nc1 −e−nc2 = 1−α.

Αρχικά, παραγωγίζουμε τον περιορισμό ως προς c1:

−ne−nc1 + ne−nc2
∂c2
∂c1

= 0 ⇒ ∂c2
∂c1

= en(c2−c1).

Στη συνέχεια, παραγωγίζουμε τη συνάρτηση ℓ ως προς c1:

∂ℓ

∂c1
= − 1

(1 + c1)2
+

1

(1 + c2)2
∂c2
∂c1

= − 1

(1 + c1)2
+
en(c2−c1)

(1 + c2)2

=
(1 + c1)

2e−nc1 − (1 + c2)
2e−nc2

(1 + c1)2(1 + c2)2
> 0,

αφού η συνάρτηση g(x) = (1 + x)2e−nx είναι γνησίως φθίνουσα για x > 0 και
n ⩾ 2. Επιπλέον, ισχύει ότι c1 ⩾ 0. Εφόσον το μήκος του ΔΕ είναι γνησίως
αύξουσα συνάρτηση του c1, το ΔΕ επιτυγχάνει το ελάχιστο μήκος του για c1 = 0.
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Προσδιορίζουμε τη σταθερά c2 έτσι ώστε:

P(Q ⩽ c2) = 1− α ⇒ 1− e−nc2 = 1− α ⇒ c2 = − 1

n
logα.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ελαχίστου μήκους:[
X(1)

1− logα/n,X(1)

]
.

Άσκηση 24. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn με F (x;λ, k) = 1 − e−λ(x−k) για λ > 0, k ∈ R
και x ⩾ k.

α. Να κατασκευαστεί ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών για το k.

β. Να κατασκευαστεί ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών για το λ αν το k είναι
γνωστό.

γ. Να κατασκευαστεί ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών για το λ.

Λύση. α. Στο παράδειγμα 4.1 (σελίδα 92), δείξαμε ότι Y1 = X1 − k ∼ Exp(λ)
και Q = X(1) − k ∼ Exp(nλ), οπότε E(X1) = k + 1

λ και Var(X1) =
1
λ2
. Σύμφωνα

με τον ασθενή νόμο των μεγάλων αριθμών, έπεται ότι Xn
p→ k + 1

λ . Επιπλέον,
παρατηρούμε ότι:

E
[
X(1)

]
= k + E(Q) = k +

1

nλ

n→∞→ k,

Var
[
X(1)

]
= Var(Q) =

1

n2λ2
n→∞→ 0.

Σύμφωνα με τη σημείωση 3.17 (σελίδα 67), έπεται ότι X(1)
p→ k. Σύμφωνα με την

πρόταση 3.16 (σελίδα 67), συμπεραίνουμε ότι Xn − X(1)
p→ 1

λ . Σύμφωνα με το
θεώρημα Slutsky, έπεται ότι:

Vn = n
X(1) − k

Xn −X(1)

d→ V ∼ Exp(1).

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Vn ⩽ c2 ως προς k:

c1 ⩽ n
X(1) − k

Xn −X(1)

⩽ c2 ⇔ X(1) − c2
Xn −X(1)

n
⩽ k ⩽ X(1) − c1

Xn −X(1)

n
.

Για το ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

lim
n→∞

P(Vn < c1) =
α

2
⇒ P(V < c1) =

α

2
⇒ c1 = − log

(
1− α

2

)
,

lim
n→∞

P(Vn > c2) =
α

2
⇒ P(V > c2) =

α

2
⇒ c2 = − log α

2
.
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Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[
X(1) +

Xn −X(1)

n
log α

2
, X(1) +

Xn −X(1)

n
log
(
1− α

2

)]
.

β. Σύμφωνα με το κεντρικό οριακό θεώρημα, γνωρίζουμε ότι:

Zn =
Xn − k − 1/λ

1/λ
√
n

=
√
n
[
λ
(
Xn − k

)
− 1
] d→ Z ∼ N (0, 1).

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Zn ⩽ c2 ως προς λ:

c1 ⩽
√
n
[
λ
(
Xn − k

)
− 1
]
⩽ c2 ⇔

1

Xn − k

(
1 +

c1√
n

)
⩽ k ⩽ 1

Xn − k

(
1 +

c2√
n

)
.

Για το ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

lim
n→∞

P(Zn < c1) =
α

2
⇒ P(Z > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = Z1−α/2 = −Zα/2,

lim
n→∞

P(Zn > c2) =
α

2
⇒ P(Z > c2) =

α

2
⇒ c2 = Zα/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[
1

Xn − k

(
1− 1√

n
Zα/2

)
,

1

Xn − k

(
1 +

1√
n
Zα/2

)]
.

γ. Γνωρίζουμε ότι nλ
[
X(1) − k

]
∼ Exp(1). Σύμφωνα με το θεώρημα Slutsky,

έπεται ότι:
√
nλ
[
X(1) − k

]
=

1√
n
· nλ

[
X(1) − k

] d→ 0,

Wn =
√
n
[
λ
(
Xn −X(1)

)
− 1
]
=

√
n
[
λ
(
Xn − k + k −X(1)

)
− 1
]

= Qn −
√
nλ
[
X(1) − k

] d→ Z − 0 = Z ∼ N (0, 1).

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽Wn ⩽ c2 ως προς λ:

c1 ⩽
√
n
[
λ
(
Xn −X(1)

)
− 1
]
⩽ c2 ⇔

1

Xn −X(1)

(
1 +

c1√
n

)
⩽ k ⩽ 1

Xn −X(1)

(
1 +

c2√
n

)
.

Ακριβώς όπως στο προηγούμενο ερώτημα, έπεται ότι c1 = −Zα/2, c2 = Zα/2.
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Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[
1

Xn −X(1)

(
1− 1√

n
Zα/2

)
,

1

Xn −X(1)

(
1 +

1√
n
Zα/2

)]
.

Άσκηση 25. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn με f(x; k) = e−(x−k) για k ∈ R και x ⩾ k.

α. Να αποδειχθεί ότι οι T (X) = X(1) και R(X) = X(n)−X(1) είναι ανεξάρτητες
στατιστικές συναρτήσεις.

β. Να βρεθεί η ΑΕΕΔ της παραμετρικής συνάρτησης g(k) = Pk(X1 < 0).

γ. Να βρεθεί η ΕΜΠ της g(k), να υπολογιστεί η ασυμπτωτική κατανομή της
και να κατασκευαστεί ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών για την g(k) αν είναι
γνωστό ότι k < 0.

δ. Έστω W =
∑n

i=1 1[k,0)(Xi). Θεωρούμε ότι παρατηρούμε μόνο την τιμή της
τυχαίας μεταβλητής W και τις τιμές όσων από τις τυχαίες μεταβλητές
X1, . . . , Xn είναι αρνητικές. Να βρεθεί η ΕΜΠ της g(k).

ε. Έστω ότι παρατηρούμε μόνο την τιμή της τυχαίας μεταβλητής W και τις
τιμές όσων από τις τυχαίες μεταβλητές X1, . . . , Xn είναι θετικές. Να βρεθεί
η ΕΜΠ της g(k), να υπολογιστεί η ασυμπτωτική κατανομή της, να συγκρι-
θεί με αυτήν της ΕΜΠ με βάση τα πλήρη δεδομένα και να κατασκευαστεί
ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών για την g(k) αν είναι γνωστό ότι k < 0.

Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

f(x; k) =

n∏
i=1

f(xi; k) = exp
{
−

n∑
i=1

(xi − k)

}
n∏
i=1

1[k,∞)(xi)

= e−nxenk1[k,∞)

(
x(1)

)
= g (T (x), k)h(x),

όπου T (x) = x(1), g(t, k) = enk1[k,∞) (t) και h(x) = e−nx. Σύμφωνα με το παραγο-
ντικό κριτήριο Neyman - Fisher, έπεται ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) = X(1)

είναι επαρκής για το k. Για x ⩾ k, υπολογίζουμε ότι:

F (x; k) =

∫ x

k
f(y; k)dy =

∫ x

k
e−(y−k)dy =

∫ x−k

0
e−udu = 1− e−(x−k),

fT (t) = ne−(t−k)e−(n−1)(t−k) = ne−n(t−k).

Έστω ότι Ek[φ(T )] = 0 ∀k ∈ R. Υπολογίζουμε ότι:

Ek[φ(T )] =
∫ ∞

k
fT (t)φ(t)dt = nenk

∫ ∞

k
e−ntφ(t)dt = 0, ∀k ∈ R ⇒
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∫ ∞

k
e−ntφ(t)dt = 0, ∀k ∈ R.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες θεώρημα του απειροστικού λογισμού, έπεται ότι:

−e−nkφ (k) = 0, ∀k ∈ R ⇒ φ(t) = 0, ∀t ∈ R.

Επομένως, η επαρκής στατιστική συνάρτηση T (X) = X(1) είναι πλήρης. Σύμ-
φωνα με το παράδειγμα 4.1 (σελίδα 92), γνωρίζουμε ότι Yi = Xi − k ∼ Exp(1)
για i = 1, 2, . . . , n. Επιπλέον, έπεται ότι X(i) = Y(i) + k για i = 1, 2, . . . , n. Παρα-
τηρούμε ότι R(X) = Y(n) + k −

[
Y(1) + k

]
= Y(n) − Y(1), δηλαδή η κατανομή της

στατιστικής συνάρτησης R(X) δεν εξαρτάται από την τιμή του k. Σύμφωνα με
το θεώρημα Basu, συμπεραίνουμε ότι οι στατιστικές συναρτήσεις T (X) και R(X)

είναι ανεξάρτητες.

β. Για k ⩾ 0, προφανώς ισχύει ότι Pk(X1 < 0) = 0. Για k < 0, υπολογίζουμε
ότι Pk(X1 < 0) = F (0; k) = 1− ek. Επομένως, ισχύει ότι:

g(k) = 1− emin{k,0} =
(
1− ek

)
1(−∞,0)(k).

Έστω ότι E [ψ(T )] = g(k). Υπολογίζουμε ότι:

E[ψ(T )] =
∫ ∞

k
fT (t)ψ(t)dt = nenk

∫ ∞

k
e−ntψ(t)dt = g(k) ⇒

n

∫ ∞

k
e−ntψ(t)dt = e−nkg(k) ⇒ −ne−nkψ(k) = −ne−nkg(k) + e−nkg′(k) ⇒

ψ(T ) = g(T )− 1

n
g′(T ) =

(
1− eT

)
1(−∞,0)(T ) +

1

n
eT1(−∞,0)(T )

=

(
1− n− 1

n
eT
)
1(−∞,0)(T ) = 1− n− 1

n
emin{T,0}.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), συμπεραίνουμε ότι η στατιστική συνάρ-
τηση ψ(T ) είναι η ΑΕΕΔ της παραμετρικής συνάρτησης g(k).

γ. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.43 (σελίδα 78), η στατιστική συνάρτηση
k̂(X) = X(1) είναι η ΕΜΠ του k. Σύμφωνα με την ιδιότητα του αναλλοίωτου,
συμπεραίνουμε ότι η στατιστική συνάρτηση g(k̂) = 1− emin{k̂,0} είναι η ΕΜΠ της
g(k). Σύμφωνα με το πόρισμα 3.11 (σελίδα 69), γνωρίζουμε ότι:

nF
[
X(1); k

]
= −n

[
ek−X(1) − 1

]
d→ Y ∼ Exp(1).

Εφόσον η συνάρτηση h(x) = logx είναι συνεχώς παραγωγίσιμη στο Θ = (−∞, 0)

με h′(1) = 1 ̸= 0, προκύπτει ότι n
(
k̂ − k

)
d→ h′(1)Y = Y ∼ Exp(1), σύμφωνα με

τη μέθοδο δέλτα. Εφόσον η συνάρτηση g(k) = 1−ek είναι συνεχώς παραγωγίσιμη



164 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

στο Θ = (−∞, 0) με g′(k) = −ek = − [1− g(k)] ̸= 0, καταλήγουμε ότι:

n
[
g(k̂)− g(k)

]
d→ g′(k)Y = −ekY = −V, V = ekY ∼ Exp

(
e−k
)
,

σύμφωνα με τη μέθοδο δέλτα. Σύμφωνα με την πρόταση 3.17 (σελίδα 67), συμπε-
ραίνουμε ότι g(k̂) p→ g(k). Σύμφωνα με το θεώρημα Slutsky, έπεται ότι:

Qn = n
g(k)− g(k̂)

1− g(k̂)

d→ 1

1− g(k)
V = Y ∼ Exp(1).

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Qn ⩽ c2 ως προς g(k):

c1 ⩽ n
g(k)− g(k̂)

1− g(k̂)
⩽ c2 ⇔ g(k̂) + c1

1− g(k̂)

n
⩽ g(k) ⩽ g(k̂) + c2

1− g(k̂)

n
.

Για το ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

lim
n→∞

P(Qn < c1) =
α

2
⇒ P(Y < c1) =

α

2
⇒ c1 = − log

(
1− α

2

)
,

lim
n→∞

P(Qn > c2) =
α

2
⇒ P(Y > c2) =

α

2
⇒ c2 = − log α

2
.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[
g(k̂)− 1− g(k̂)

n
log
(
1− α

2

)
, g(k̂)− 1− g(k̂)

n
log α

2

]
.

δ. Παρατηρούμε ότι W ∼ Bin(n, g(k)). Για x < 0, υπολογίζουμε ότι:

fX1|X1<0(x; k) =
f(x; k)

Pk(X1 < 0)
=
e−(x−k)

g(k)
.

Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

L(k | w, x) = Pk(W = w)
∏

i: xi<0

fXi|Xi<0(xi; k)

=

(
n

w

)
[g(k)]w [1− g(k)]n−w

1

[g(k)]w
exp

{
wk −

∑
i: xi<0

xi

}
1[k,0)

(
x(1)

)
=

(
n

w

)
e(n−w)kewk exp

{
−
∑
i: xi<0

xi

}
1[k,0)

(
x(1)

)

=


(
n
w

)
enk exp

{
−
∑

i: xi<0 xi
}
, k ⩽ x(1)

0, k > x(1)

,

δηλαδή η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως αύξουσα για k ⩽ x(1). Επομέ-
νως, η στατιστική συνάρτηση g(k̂) είναι η ΕΜΠ της g(k) σύμφωνα με την ιδιότητα
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του αναλλοίωτου. Παρατηρούμε ότι ταυτίζεται με την ΕΜΠ που υπολογίσαμε
βάσει των πλήρων δεδομένων.

ε. Για x > 0, υπολογίζουμε ότι:

fX1|X1>0(x; k) =
f(x; k)

Pk(X1 > 0)
=

e−(x−k)

1− g(k)
.

Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

L(k | w, x) = Pk(W = w)
∏

i: xi>0

fXi|Xi>0(xi; k)

=

(
n

w

)
[g(k)]w [1− g(k)]n−w

1

[1− g(k)]n−w
exp

{
(n− w)k −

∑
i: xi>0

xi

}

=

(
n

w

)
[g(k)]w [1− g(k)]n−w exp

{
−
∑
i: xi>0

xi

}
,

ℓ(k | w, x) = log
(
n

w

)
+ w log [g(k)] + (n− w) log [1− g(k)]−

∑
i: xi>0

xi,

∂ℓ(k | w, x)
∂g(k)

=
w

g(k)
− n− w

1− g(k)
= 0 ⇒ ĝ(k) =

w

n
,

∂ℓ2(k | w, x)
∂ [g(k)]2

= − w

[g(k)]2
− n− w

[1− g(k)]2
< 0, ∀k < 0,

δηλαδή η συνάρτηση L(k | w, x) είναι γνησίως κοίλη ως προς g(k). Επομένως,
η στατιστική συνάρτηση ĝ(k) = 1

nW είναι η ΕΜΠ της g(k). Παρατηρούμε ότι η
ΕΜΠ της g(k) είναι το ποσοστό των αρνητικών παρατηρήσεων του δείγματος
X1, . . . , Xn. Σύμφωνα με το κεντρικό οριακό θεώρημα, γνωρίζουμε ότι:

√
n
[
ĝ(k)− g(k)

]
d→ Z ∼ N (0, g(k) (1− g(k))) ≡ N

(
0, ek

(
1− ek

))
.

Παρατηρούμε ότι η ΕΜΠ με βάση τα πλήρη δεδομένα έχει ασυμπτωτική διασπορά
v1(k) = e2k, ενώ η ΕΜΠ αυτού του ερωτήματος έχει ασυμπτωτική διασπορά
v2(k) = ek

(
1− ek

)
. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

v1(k) < v2(k) ⇔ 2e2k < ek ⇔ k < − log 2 ≈ −0.69.

Από την άλλη, η διασπορά της ΕΜΠ με βάση τα πλήρη δεδομένα συγκλίνει στο 0

με ρυθμό n−2, ενώ η διασπορά της ΕΜΠ αυτού του ερωτήματος συγκλίνει στο 0

με ρυθμό n−1. Σύμφωνα με το παράδειγμα 4.22 (σελίδα 105), καταλήγουμε στο
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εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[
ĝ(k)− Zα/2

√
1

n
ĝ(k)

(
1− ĝ(k)

)
, ĝ(k) + Zα/2

√
1

n
ĝ(k)

(
1− ĝ(k)

)]
.



Κεφάλαιο 7

Λύσεις Θεμάτων Εξετάσεων

7.1 Φεβρουάριος 2020

Θέμα 1. Έστω X1, . . . , Xn ένα τ.δ. από την ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα
[1, ϑ], ϑ ∈ Θ = (1,∞). Βρείτε την ΕΜΠ, τη ροποεκτιμήτρια και την ΑΕΕΔ του ϑ.

Λύση. Ακριβώς όπως στο παράδειγμα 3.39 (σελίδα 77), η στατιστική συνάρτηση
ϑ̂(X) = X(n) είναι η ΕΜΠ του ϑ. Στη συνέχεια, εξισώνουμε τις ροπές πρώτης
τάξης:

µ1 =M1 ⇒ 1 + ϑ

2
= X ⇒ ϑ̃(X) = 2X − 1.

Ακριβώς όπως στο παράδειγμα 3.5 (σελίδα 31), η T (X) = X(n) είναι επαρκής για
το ϑ. Για t ∈ (1, ϑ), υπολογίζουμε ότι:

fT (t) = n
(t− 1)n−1

(ϑ− 1)n
.

Έστω ότι Eϑ[φ(T )] = 0 ∀ϑ > 1. Υπολογίζουμε ότι:

Eϑ[φ(T )] =
∫ ϑ

1
fT (t)φ(t)dt =

n

(ϑ− 1)n

∫ ϑ

1
(t− 1)n−1φ(t)dt = 0, ∀ϑ > 1 ⇒

∫ ϑ

1
(t− 1)n−1φ(t)dt = 0, ∀ϑ > 1.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες θεώρημα του απειροστικού λογισμού, έπεται ότι:

(ϑ− 1)n−1φ (ϑ) = 0, ∀ϑ > 1 ⇒ φ(t) = 0, ∀t ∈ (1,∞) ⊇ (1, ϑ) .

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) = X(n) είναι πλήρης. Στη συνέχεια, έστω

167
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ότι Eϑ[ψ(T )] = ϑ. Υπολογίζουμε ότι:

Eϑ [ψ(T )] =
∫ ϑ

1
fT (t)ψ(t)dt = n

∫ ϑ

1

(t− 1)n−1

(ϑ− 1)n
ψ(t)dt = ϑ ⇒

n

∫ ϑ

1
(t− 1)n−1ψ(t)dt = ϑ(ϑ− 1)n ⇒

n(ϑ− 1)n−1ψ(ϑ) = (ϑ− 1)n + nϑ(ϑ− 1)n−1 ⇒

ψ(ϑ) =
n+ 1

n
ϑ− 1

n
, ∀ϑ ∈ (1,∞) ⊇ (1, ϑ).

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), η ψ(T ) = n+1
n T − 1

n , όπου T (X) = X(n),
είναι η ΑΕΕΔ του ϑ.

Θέμα 2. Έστω X1, . . . , Xn ∼ Exp(ϑ), όπου n ⩾ 2 και ϑ ∈ Θ = (0,∞) άγνωστη
παράμετρος. Διατυπώστε το θεώρημα Basu και αποδείξτε μέσω αυτού ότι οι
τυχαίες μεταβλητές T =

∑n
i=1Xi και S = X1

T είναι ανεξάρτητες.

Λύση. Το στήριγμα S = (0,∞)n της κατανομής του δείγματος δεν εξαρτάται από
την τιμή του ϑ. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = exp
{
−ϑ

n∑
i=1

xi + n logϑ
}
,

όπου Q(ϑ) = −ϑ και T (x) =
∑n

i=1 xi. Το Q(Θ) = {−ϑ : ϑ > 0} = (−∞, 0) περιέχει
ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας -
πληρότητας στην ΕΟΚ, η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1Xi ∼ Gamma(n, ϑ)

είναι επαρκής για το ϑ και πλήρης. Σύμφωνα με τη σημείωση 3.11 (σελίδα 39),
γνωρίζουμε ότι Yi = 2ϑXi ∼ χ2

2 ≡ Exp (1/2) για i = 1, 2, . . . , n. Επιπλέον, παρατη-
ρούμε ότι:

S =
X1

T
=

Y1
2ϑ∑n
i=1

Yi
2ϑ

=
Y1∑n
i=1 Yi

,

δηλαδή η κατανομή της στατιστικής συνάρτησης S δεν εξαρτάται από την τιμή
του ϑ. Σύμφωνα με το θεώρημα Basu, έπεται ότι οι στατιστικές συναρτήσεις T
και S είναι ανεξάρτητες.

Θέμα 3. Έστω X = (X1, . . . , Xn) το διάνυσμα των δεδομένων και δ = δ(X) μία
αμερόληπτη στατιστική συνάρτηση για την παραμετρική συνάρτηση g(ϑ). Υποθέ-
τουμε ότι η δ έχει πεπερασμένη διασπορά και θεωρούμε την κλάση των αμερόλη-
πτων εκτιμητριών του μηδενός:

U0 = {T : T = T (X) στατιστική συνάρτηση με Eϑ(T ) = 0 και Varϑ(T ) <∞ ∀ϑ} .

α. Να δείξετε ότι η δ(X) είναι ΑΕΕΔ για την g(ϑ) αν και μόνο αν είναι ασυ-
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σχέτιστη με κάθε T ∈ U0.

β. Να αποδείξετε ότι αν η δ1(X) είναι ΑΕΕΔ για την g1(ϑ) και η δ2(X) είναι
ΑΕΕΔ για την g2(ϑ), τότε η δ1(X) + δ2(X) είναι ΑΕΕΔ για την g1(ϑ) + g2(ϑ).

Λύση. α. Βλέπε θεώρημα 3.6 (σελίδα 46).

β. Βλέπε πόρισμα 3.4 (σελίδα 47).

Θέμα 4. Έστω X1, . . . , Xn ένα τ.δ. από την ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα
[0, ϑ], ϑ ∈ Θ = (0,∞) η άγνωστη παράμετρος. Να κατασκευαστεί 1−α ΔΕ για το
ϑ ίσων ουρών και ελαχίστου μήκους.

Λύση. Γνωρίζουμε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X) = X(n) είναι επαρκής για
το ϑ με συνάρτηση κατανομής FT (t) = (t/ϑ)n για t ∈ [0, ϑ]. Ορίζουμε αντιστρεπτή
ποσότητα Q = 1

ϑX(n). Για y ∈ [0, 1], υπολογίζουμε ότι:

FQ(y) = P
[
1

ϑ
X(n) ⩽ y

]
= FT (ϑy) = yn.

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽
X(n)

ϑ
⩽ c2 ⇔

X(n)

c2
⩽ ϑ ⩽

X(n)

c1
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες, ώστε

P(Q ⩽ c1) =
α

2
⇒ cn1 =

α

2
⇒ c1 =

(α
2

)1/n
,

P(Q ⩾ c2) =
α

2
⇒ 1− cn2 =

α

2
⇒ c2 =

(
1− α

2

)1/n
.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
X(n)

(
1− α

2

)−1/n
, X(n)

(α
2

)−1/n
]
.

Το μήκος του ΔΕ είναι ίσο με X(n)

(
1
c1

− 1
c2

)
. Θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε τη

συνάρτηση ℓ(c1, c2) = 1
c1

− 1
c2
υπό τον εξής περιορισμό:

P(c1 ⩽ Q ⩽ c2) = 1− α ⇒ FQ(c2)− FQ(c1) = 1− α ⇒ cn2 − cn1 = 1− α.

Αρχικά, παραγωγίζουμε τον περιορισμό ως προς c2:

ncn−1
1

∂c1
∂c2

− ncn−1
2 = 0 ⇒ ∂c1

∂c2
=

(
c2
c1

)n−1

.
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Στη συνέχεια, παραγωγίζουμε τη συνάρτηση ℓ ως προς c2:

∂ℓ

∂c2
= − 1

c21

∂c1
∂c2

+
1

c22
= − 1

c21

(
c2
c1

)n−1

+
1

c22
=
cn+1
1 − cn+1

2

cn+1
1 c22

< 0.

Επιπλέον, ισχύει ότι c2 ⩽ 1. Εφόσον το μήκος του ΔΕ είναι γνησίως φθίνουσα
συνάρτηση του c2, το ΔΕ επιτυγχάνει το ελάχιστο μήκος του για c2 = 1. Προσδιο-
ρίζουμε τη σταθερά c1 έτσι ώστε:

P(Q ⩾ c1) = 1− α ⇒ 1− cn1 = 1− α ⇒ c1 = α1/n.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ελαχίστου μήκους
[
X(n), X(n)α

−1/n
]
.

Θέμα 5. Να κατασκευάσετε ΟΙΕ επιπέδου σημαντικότητας α ∈ (0, 1) για τις
υποθέσεις H0 : ϑ ⩽ ϑ0 vs. H1 : ϑ > ϑ0, όπου ϑ0 > 0 γνωστή σταθερά, όταν το
τυχαίο δείγμα X1, . . . , Xn προέρχεται από κατανομή με πυκνότητα πιθανότητας
f(x;ϑ) = 2ϑ2x3e−ϑx

2
1(0,∞)(x), ϑ ∈ Θ = (0,∞).

Λύση. Το στήριγμα S = (0,∞)n της κατανομής του δείγματος δεν εξαρτάται από
την τιμή του ϑ. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = exp
{
−ϑ

n∑
i=1

x2i + 2n logϑ
}
2n

n∏
i=1

x3i ,

όπου Q(ϑ) = −ϑ γνησίως φθίνουσα συνάρτηση και T (X) =
∑n

i=1X
2
i . Επομένως, η

κατανομή του δείγματος έχει την ιδιότητα ΜΛΠ ως προς τη στατιστική συνάρτηση
T ∗(X) = −

∑n
i=1X

2
i . Σύμφωνα με το θεώρημα Karlin - Rubin, η κρίσιμη περιοχή

του ελέγχου δίνεται από τη σχέση T ∗(x) > c. Θέτουμε Yi = X2
i για i = 1, 2, . . . , n.

Για y > 0, υπολογίζουμε ότι:

FY1(y) = P
(
X2

1 ⩽ y
)
= P (X1 ⩽

√
y) = F (

√
y;ϑ) ,

fY1(y) =
1

2
√
y
f (

√
y;ϑ) =

1

2
√
y
2ϑ2y3/2e−ϑy = ϑ2ye−ϑy,

δηλαδή Yi ∼ Gamma(2, ϑ) για i = 1, 2, . . . , n. Δεδομένου ότι ϑ = ϑ0, έπεται ότι:

T (X) =
n∑
i=1

X2
i ∼ Gamma(2n, ϑ0), Q (X) = 2ϑ0T (X) ∼ χ2

4n.

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

T ∗(X) > c ⇔ Q (X) = 2ϑ0T (X) = −2ϑ0T
∗(X) < cα = −2ϑ0c,

Eϑ0 [φ(X)] = α ⇒ Pϑ0 (Q < cα) = α ⇒ cα = χ2
4n;1−α.
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Τελικά, καταλήγουμε στον ακόλουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, 2ϑ0
∑n

i=1 x
2
i < χ2

4n;1−α

0, 2ϑ0
∑n

i=1 x
2
i ⩾ χ2

4n;1−α

.

7.2 Σεπτέμβριος 2019

Θέμα 1. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn από την κατανομή με αθροιστική συνάρτηση κα-
τανομής:

F (x;ϑ) = 1−
(
1 + x2

)−ϑ
, x > 0, ϑ > 0.

α. Να βρεθεί επαρκής στατιστική συνάρτηση για το ϑ.

β. Να βρεθεί ΕΜΠ ϑ̂ του ϑ και μία αποτελεσματική εκτιμήτρια U(X) του 1
ϑ .

Είναι οι ϑ̂ και U(X) επαρκείς για το ϑ;

γ. Να δειχθεί ότι η U(X) είναι συνεπής για το 1
ϑ .

Λύση. α. Αρχικά, υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = F ′(x;ϑ) = 2ϑx
(
1 + x2

)−ϑ−1
.

Το στήριγμα S = (0,∞)n της κατανομής του δείγματος δεν εξαρτάται από την
τιμή του ϑ. Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = exp
{
−(ϑ+ 1)

n∑
i=1

log
(
1 + x2i

)
+ n logϑ

}
2n

n∏
i=1

xi,

όπου A(ϑ) = −n log(ϑ), Q(ϑ) = −(ϑ+ 1) και T (x) =
∑n

i=1 log
(
1 + x2i

)
. Το σύνολο

Q(Θ) = {−(ϑ+ 1) : ϑ > 0} = (−∞,−1) περιέχει ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο
του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας - πληρότητας στην ΕΟΚ, η στατιστική
συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1 log

(
1 +X2

i

)
είναι επαρκής για το ϑ και πλήρης.

β. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(ϑ | x) = −(ϑ+ 1)
n∑
i=1

log
(
1 + x2i

)
+ n logϑ+ n log 2 +

n∑
i=1

logxi,

∂ℓ(ϑ | x)
∂ϑ

= −
n∑
i=1

log
(
1 + x2i

)
+
n

ϑ
= 0 ⇒ ϑ̂ =

n∑n
i=1 log

(
1 + x2i

) ,
∂2ℓ(ϑ | x)
∂ϑ2

= − n

ϑ2
< 0, ∀ϑ > 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(ϑ | x) είναι γνησίως κοίλη στο Θ = (0,∞). Επομένως, η
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στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X) = n∑n
i=1 log(1+X2

i )
είναι η ΕΜΠ του ϑ. Στη συνέχεια,

υπολογίζουμε ότι:

SX(ϑ) =
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ) = −

n∑
i=1

log
(
1 +X2

i

)
+
n

ϑ

= −n

[
1

n

n∑
i=1

log
(
1 +X2

i

)
− 1

ϑ

]
= k(ϑ) [U(X)− g(ϑ)] ,

όπου k(ϑ) = −n ̸= 0 ∀ϑ > 0, οπότε η U(X) = 1
n

∑n
i=1 log

(
1 +X2

i

)
είναι αποτε-

λεσματική εκτιμήτρια της g(ϑ) = 1
ϑ σύμφωνα με την πρόταση 3.8 (σελίδα 57).

Παρατηρούμε ότι T (X) = nU(X) = n

ϑ̂(X)
. Σύμφωνα με το πόρισμα 3.1 (σελίδα

30), καταλήγουμε ότι οι ϑ̂(X) και U(X) είναι κι αυτές επαρκείς για το ϑ.

γ. Παρατηρούμε ότι:

f(x;ϑ) =
2x

1 + x2
exp

{
−ϑ log

(
1 + x2

)
− log 1

ϑ

}
,

όπου A(ϑ) = − log(ϑ), Q(ϑ) = ϑ και T ∗(x) = − log
(
1 + x2

)
. Σύμφωνα με την πρό-

ταση 2.1 (σελίδα 17), έπεται ότι E [T ∗(X)] = A′(ϑ) = − 1
ϑ . Σύμφωνα με τον ασθενή

νόμο μεγάλων αριθμών, καταλήγουμε ότι η Un(X) είναι συνεπής εκτιμήτρια της
παραμετρικής συνάρτησης E

[
log
(
1 +X2

1

)]
= −E [T ∗(X)] = 1

ϑ .

Θέμα 2. Έστω X τ.δ. μεγέθους 1 από πυκνότητα πιθανότητας:

f(x;ϑ) =
2x

ϑ
1[0,ϑ](x) +

2(1− x)

1− ϑ
1(ϑ,1](x), ϑ ∈ (0, 1).

α. Να βρεθεί ΕΜΠ ϑ̂ του ϑ.

β. Να βρεθεί ΑΕΕΔ για το ϑ.

Λύση. α. Παρατηρούμε ότι:

L(ϑ | x) = f(x;ϑ) =


2(1−x)
1−ϑ , ϑ < x

2x
ϑ , ϑ ⩾ x

.

Για ϑ < x, η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως αύξουσα. Για ϑ ⩾ x, η συνάρ-
τηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως φθίνουσα. Επομένως, η στατιστική συνάρτηση
ϑ̂(X) = X είναι η ΕΜΠ του ϑ.

β. Τετριμμένα, παρατηρούμε ότι:

f(x;ϑ) =
2x

ϑ
1[0,ϑ](x) +

2(1− x)

1− ϑ
1(ϑ,1](x) = g (T (x), ϑ)h(x),
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όπου T (x) = x, g(t, ϑ) = 2t
ϑ 1[0,ϑ](t) +

2(1−t)
1−ϑ 1(ϑ,1](t) και h(x) = 1. Σύμφωνα με το

παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, η στατιστική συνάρτηση T (X) = X είναι
επαρκής για το ϑ. Έστω ότι Eϑ[φ(T )] = 0 ∀ϑ ∈ (0, 1). Υπολογίζουμε ότι:

Eϑ[φ(T )] =
∫ ϑ

0
φ(t)

2t

ϑ
dt+

∫ 1

ϑ
φ(t)

2(1− t)

1− ϑ
dt

=
2

ϑ

∫ ϑ

0
tφ(t)dt+

2

1− ϑ

∫ 1

ϑ
(1− t)φ(t)dt = 0, ∀ϑ ∈ (0, 1) ⇒

(1− ϑ)

∫ ϑ

0
tφ(t)dt+ ϑ

∫ 1

ϑ
(1− t)φ(t)dt = 0, ∀ϑ ∈ (0, 1) ⇒

−
∫ ϑ

0
tφ(t)dt+(((((((

(1− ϑ)ϑφ(ϑ)+

∫ 1

ϑ
(1−t)φ(t)dt−(((((((

ϑ(1− ϑ)φ(ϑ) = 0, ∀ϑ ∈ (0, 1) ⇒

−ϑφ(ϑ)− (1− ϑ)φ(ϑ) = 0, ∀ϑ ∈ (0, 1) ⇒ φ(ϑ) = 0, ∀ϑ ∈ (0, 1).

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) = X είναι πλήρης. Στη συνέχεια, έστω
ότι Eϑ[ψ(T )] = 0. Υπολογίζουμε ότι:

Eϑ[ψ(T )] =
2

ϑ

∫ ϑ

0
tψ(t)dt+

2

1− ϑ

∫ 1

ϑ
(1− t)ψ(t)dt = ϑ ⇒

2(1− ϑ)

∫ ϑ

0
tψ(t)dt+ 2ϑ

∫ 1

ϑ
(1− t)ψ(t)dt = ϑ2(1− ϑ) ⇒

−2

∫ ϑ

0
tψ(t)dt+((((((((

2(1− ϑ)ϑψ(ϑ) +2

∫ 1

ϑ
(1− t)ψ(t)dt−((((((((

2ϑ(1− ϑ)ψ(ϑ) = 2ϑ−3ϑ2 ⇒

−2ϑψ(ϑ)− 2(1− ϑ)ψ(ϑ) = 2− 6ϑ ⇒ ψ(ϑ) = 3ϑ− 1, ∀ϑ ∈ (0, 1).

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), η ψ(T ) = 3X − 1 είναι η ΑΕΕΔ του ϑ.

Θέμα 3. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn από την κανονική κατανομή N (ϑ, 1).

α. Να κατασκευαστεί διάστημα εμπιστοσύνης για το ϑ με συντελεστή εμπι-
στοσύνης 1− α.

β. Να δειχθεί ότι δεν υπάρχει ομοιόμορφα ισχυρότατος έλεγχος για τις υποθέ-
σεις H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ ̸= ϑ0, ϑ0 ∈ R.

Λύση. α. Σύμφωνα με το παράδειγμα 4.11 (σελίδα 99), γνωρίζουμε ότι ένα ΔΕ
για το ϑ είναι το

[
X − Zα/2

1√
n
, X + Zα/2

1√
n

]
.

β. Έστω ϑ1 > ϑ0. Σύμφωνα με το παράδειγμα 5.3 (σελίδα 112), ο ΟΙΕ για την
εναλλακτική υπόθεση H1 : ϑ = ϑ1 παίρνει την ακόλουθη μορφή:

φ1(x) =

1, x > ϑ0 + Zα/
√
n

0, x ⩽ ϑ0 + Zα/
√
n
.
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Στη συνέχεια, έστω ϑ1 < ϑ0. Ομοίως, η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου για την
εναλλακτική υπόθεση H1 : ϑ = ϑ1 δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

T (x) =
x− ϑ0
1/
√
n
< cα.

Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου ότι X1, . . . , Xn ∼ N (ϑ0, 1), γνωρίζουμε
ότι T (X) = X−ϑ0

1/
√
n
∼ N (0, 1). Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

Eϑ0 [φ(X)] = α ⇒ Pϑ0 [T (X) < cα] = α ⇒ cα = Z1−α = −Zα.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ2(x) =

1, x < ϑ0 − Zα/
√
n

0, x ⩾ ϑ0 − Zα/
√
n
.

Έστω ότι υπάρχει ΟΙΕ φ∗ για την εναλλακτική υπόθεση H1 : ϑ = ϑ1 με ϑ1 ̸= ϑ0.
Σύμφωνα με το λήμμα Neyman - Pearson, ο έλεγχος φ∗ πρέπει να ταυτίζεται
με τον έλεγχο φ1, αλλά και με τον έλεγχο φ2. Όμως οι έλεγχοι φ1 και φ2 δεν
ταυτίζονται μεταξύ τους, οπότε δεν μπορεί να υπάρχει τέτοιος ΟΙΕ φ∗.

Θέμα 4. Να κατασκευάσετε ΟΙΕ επιπέδου σημαντικότητας α ∈ (0, 1) για τις
υποθέσεις H0 : ϑ ⩽ ϑ0 vs. H1 : ϑ > ϑ0, όπου ϑ0 > 0 γνωστή σταθερά, όταν το
τυχαίο δείγμα X1, . . . , Xn προέρχεται από κατανομή με πυκνότητα πιθανότητας
f(x;ϑ) = ϑ(1− x)ϑ−11(0,1)(x), ϑ ∈ Θ = (0,∞).

Λύση. Βλέπε παράδειγμα 5.10 (σελίδα 120).

7.3 Ιούνιος 2019

Θέμα 1. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn από την κατανομή με συνάρτηση πυκνότητας πι-
θανότητας:

f(x;ϑ) =
1

ϑ
x

1−ϑ
ϑ , 0 < x < 1, ϑ > 0.

α. Να βρεθεί η ΕΜΠ και η εκτιμήτρια ροπών της παραμέτρου ϑ.

β. Να κατασκευαστεί ένα διάστημα εμπιστοσύνης για το 1
ϑ με συντελεστή

εμπιστοσύνης 100(1− α)%.
[Υπόδειξη: Βρείτε την κατανομή της τ.μ. Y = − logX.]

Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) = ϑ−n
n∏
i=1

x
1/ϑ−1
i , ℓ(ϑ | x) = −n logϑ+

(
1

ϑ
− 1

) n∑
i=1

logxi,
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∂ℓ(ϑ | x)
∂ϑ

= −n
ϑ
− 1

ϑ2

n∑
i=1

logxi = 0 ⇒ ϑ̂ = − 1

n

n∑
i=1

logxi =
1

n

n∑
i=1

log 1

xi
,

∂2ℓ(ϑ | x)
∂ϑ2

=
n

ϑ2
+

2

ϑ3

n∑
i=1

logxi = − n

ϑ2

(
2ϑ̂

ϑ
− 1

)
⇒ ∂ℓ2(ϑ̂ | x)

∂ϑ2
= − n

ϑ̂2
< 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(ϑ | x) παρουσιάζει μέγιστο στο ϑ̂. Επιπλέον, υπολογίζουμε
ότι:

lim
ϑ→∞

L (ϑ | x) = lim
ϑ→∞

ϑ−n
n∏
i=1

x
1/ϑ−1
i = 0,

lim
ϑ→0+

L (ϑ | x) = lim
ϑ→0+

ϑ−n
n∏
i=1

x
1/ϑ−1
i = 0.

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X) = 1
n

∑n
i=1 log

1
Xi
είναι η ΕΜΠ του ϑ.

β. Παρατηρούμε ότι X1 ∼ Beta (1/ϑ, 1). Θέτουμε Yi = log 1
Xi
για i = 1, 2, . . . , n.

Για y > 0, υπολογίζουμε ότι:

FY1(y) = P
(
log 1

X1
⩽ y

)
= P

(
X1 ⩾ e−y

)
= 1− F

(
e−y;ϑ

)
,

fY1(y) = e−yf
(
e−y;ϑ

)
= e−y

1

ϑ
e−y

1−ϑ
ϑ =

1

ϑ
e−y/ϑ,

δηλαδή Yi ∼ Exp(1/ϑ) για i = 1, . . . , n και T (X) =
∑n

i=1 Yi ∼ Gamma (n, 1/ϑ).
Ορίζουμε την αντιστρεπτή ποσότητα Q = 2

ϑT ∼ χ2
2n. Λύνουμε την ανισότητα

c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς 1
ϑ :

c1 ⩽
2

ϑ

n∑
i=1

log 1

Xi
⩽ c2 ⇔ c1

2
∑n

i=1 log
1
Xi

⩽ 1

ϑ
⩽ c2

2
∑n

i=1 log
1
Xi

.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = χ2

2n;1−α/2,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = χ2

2n;α/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
χ2
2n;1−α/2

2
∑n

i=1 log
1
Xi

,
χ2
2n;α/2

2
∑n

i=1 log
1
Xi

]
.

Θέμα 2. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn από την κατανομή με συνάρτηση πυκνότητας πι-
θανότητας:

f(x;ϑ) = eϑ−x1[ϑ,∞)(x), ϑ ∈ R.
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α. Να εξετασθεί αν η προηγούμενη κατανομή με σ.π.π. f(x;ϑ) ανήκει στην
ΕΟΚ.

β. Να βρεθεί ΑΕΕΔ για την παράμετρο ϑ.

Λύση. α. Παρατηρούμε άμεσα ότι η παραπάνω οικογένεια κατανομών δεν ανήκει
στην ΕΟΚ, αφού το στήριγμα S = [ϑ,∞) εξαρτάται από την τιμή του ϑ.

β. Σύμφωνα με την άσκηση 25 (σελίδα 162), η ψ(T ) = g(T ) − 1
ng

′(T ), όπου
T (X) = X(1), είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ). Επομένως, η V (X) = X(1) − 1

n είναι η ΑΕΕΔ
του ϑ.

Θέμα 3. α. Αποδείξτε το ακόλουθο. Έστω ότι η f(x;ϑ) ανήκει στη μονοπαρα-
μετρική ΕΟΚ με σ.π.π. ή σ.π. της μορφής f(x;ϑ) = h(x)β(ϑ)eη(ϑ)T

∗(x). Αν η
συνάρτηση η(ϑ) είναι φθίνουσα, τότε η f έχει την ιδιότητα του μονότονου
λόγου πιθανοφανειών με T (x) = −

∑n
i=1 T

∗(xi).

β. Έστω ότι ο χρόνος ζωής X ενός λαμπτήρα ακολουθεί την εκθετική κατα-
νομή Exp(ϑ). Ο κατασκευαστής δηλώνει ότι ο μέσος χρόνος ζωής µ είναι
τουλάχιστον 1800 ώρες. Καταναλωτές παραπονέθηκαν στον κατασκευαστή
ότι ο μέσος χρόνος ζωής είναι μικρότερος. Να κατασκευάσετε ΟΙΕ για τον
έλεγχο H0 : µ ⩾ 1800 vs. H1 : µ < 1800. Αν οι χρόνοι ζωής από ένα δείγμα
10 τέτοιων λαμπτήρων έδωσαν X = 1600 ώρες, τι συμπέρασμα προκύπτει
από τον έλεγχο σε ε.σ.σ. 5%;

Λύση. α. Έστω ϑ1 < ϑ2. Αφού η συνάρτηση η(ϑ) είναι φθίνουσα, συμπεραίνουμε
ότι η(ϑ1)− η(ϑ2) ⩾ 0. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) =
n∏
i=1

f(xi;ϑ) = [β(ϑ)]n exp
{
η(ϑ)

n∑
i=1

T ∗(xi)

}
n∏
i=1

h(xi),

λ(x) =
L(ϑ2 | x)
L(ϑ1 | x)

=

[
β(ϑ2)

β(ϑ1)

]n
exp

{
− [η(ϑ1)− η(ϑ2)]

n∑
i=1

T ∗(xi)

}

=

[
β(ϑ2)

β(ϑ1)

]n
e[η(ϑ1)−η(ϑ2)]T (x).

Αφού η(ϑ1) − η(ϑ2) ⩾ 0, έπεται ότι ο λόγος πιθανοφανειών λ(x) είναι αύξουσα
συνάρτηση ως προς T (X), οπότε η f έχει την ιδιότητα ΜΛΠ ως προς T (X).

β. Γνωρίζουμε ότι µ = 1
ϑ . Επομένως, θέλουμε να προσδιορίσουμε έναν έλεγχο

για τις υποθέσεις H0 : ϑ ⩽ ϑ0 =
1

1800 vs. H1 : ϑ > ϑ0 =
1

1800 . Γνωρίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = exp
{
−ϑ

n∑
i=1

xi + n logϑ
}
,

όπου Q(ϑ) = −ϑ γνησίως φθίνουσα συνάρτηση και T (X) =
∑n

i=1Xi. Άρα η κατα-
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νομή του δείγματος έχει την ιδιότητα ΜΛΠ ως προς την T ∗(X) = −
∑n

i=1Xi.
Σύμφωνα με το θεώρημα Karlin - Rubin, η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δί-
νεται από τη σχέση T ∗(x) > c. Δεδομένου ότι ϑ = ϑ0, δηλαδή δεδομένου ότι
X1, . . . , Xn ∼ Exp(ϑ0), έπεται ότι:

T (X) =

n∑
i=1

Xi ∼ Gamma(n, ϑ0), Q (X) = 2ϑ0T (X) ∼ χ2
2n.

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

T ∗(X) > c ⇔ Q (X) = 2ϑ0T (X) = −2ϑ0T
∗(X) < cα = −2ϑ0c,

Eϑ0 [φ(X)] = α ⇒ Pϑ0 (Q < cα) = α ⇒ cα = χ2
2n;1−α.

Τελικά, καταλήγουμε στον ακόλουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, 2ϑ0
∑n

i=1 xi < χ2
2n;1−α

0, 2ϑ0
∑n

i=1 xi ⩾ χ2
2n;1−α

.

Για ϑ0 = 1
1800 , n = 10, x = 1600 και α = 0.05, υπολογίζουμε ότι:

2ϑ0

n∑
i=1

xi = 2nϑ0x ≈ 17.78 > 10.85 ≈ χ2
20;0.95,

οπότε δεν απορρίπτουμε τη μηδενική υπόθεση H0 : µ ⩾ 1800 σε ε.σ.σ. 5%.

Θέμα 4. Έστω τ.δ. X1, . . . , Xn από την κατανομή Bernoulli(ϑ), ϑ ∈ (0, 1).

α. Να βρεθεί αποτελεσματική εκτιμήτρια για το ϑ και το κάτω φράγμα της
ανισότητας Cramér - Rao.

β. Δείξτε ότι για n = 1 δεν υπάρχει αμερόληπτη εκτιμήτρια για την ποσότητα
g(ϑ) = ϑ2.

γ. Δείξτε ότι για n = 2 η στατιστική συνάρτηση T (X) = X1 δεν είναι επαρκής
για το ϑ.

Λύση. α. Βλέπε παράδειγμα 3.29 (σελίδα 58).

β. Έστω ότι η στατιστική συνάρτηση T (X1) είναι α.ε. της g(ϑ) = ϑ2. Τότε,
ισχύει ότι:

E [T (X1)] = ϑ2 ⇔
1∑

x=0

T (x)ϑx(1− ϑ)1−x = ϑ2 ⇔

T (0)(1− ϑ) + T (1)ϑ = ϑ2, ∀ϑ ∈ (0, 1).
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Εφόσον το αριστερό μέλος είναι ένα πολυώνυμο βαθμού το πολύ 1 και το δεξί
μέλος είναι ένα πολυώνυμο βαθμού ακριβώς 2, είναι αδύνατο να είναι ίσα μεταξύ
τους. Συνεπώς, δεν υπάρχει α.ε. της παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) = ϑ2.

γ. Η δεσμευμένη κατανομή του δείγματος (X1, X2) δεδομένου ότι X1 = x1

υπολογίζεται ως εξής:

P(X1 = x1, X2 = x2 | X1 = x1) =
P(X1 = x1, X2 = x2)

P(X1 = x1)
=

P(X1 = x1)P(X2 = x2)

P(X1 = x1)

= P(X2 = x2) = ϑx2(1− ϑ)1−x2 .

Εφόσον η δεσμευμένη κατανομή του δείγματος δεδομένου ότι X1 = x1 εξαρτά-
ται από την τιμή της άγνωστης παραμέτρου ϑ, συμπεραίνουμε ότι η στατιστική
συνάρτηση X1 δεν είναι επαρκής για το ϑ.

7.4 Φεβρουάριος 2019

Θέμα 1. Έστω X1, . . . , Xn ένα τ.δ. από την αρνητική διωνυμική με συνάρτηση
πιθανότητας f(x;ϑ) = (x + 1)ϑ2(1 − ϑ)x1{0,1,... }(x), όπου ϑ ∈ Θ = (0, 1) άγνωστη
παράμετρος. Εξετάστε αν η κατανομή αυτή ανήκει στην ΕΟΚ και υπολογίστε
το κάτω φράγμα διασποράς της ανισότητας Cramér - Rao για την παραμετρική
συνάρτηση g(ϑ) = 1

ϑ . Τέλος, βρείτε την ΑΕΕΔ της g(ϑ), δείχνοντας ότι η διασπορά
της επιτυγχάνει το κάτω φράγμα Cramér - Rao.

Λύση. Το στήριγμα S = {0, 1, . . . } δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ. Επιπλέον,
ισχύει ότι:

f(x;ϑ) = (x+ 1)ex log(1−ϑ)−2 logϑ,

όπου h(x) = x+1, T (x) = x, Q(ϑ) = log(1−ϑ) και A(ϑ) = 2 logϑ. Επομένως, η κα-
τανομή ανήκει στην ΕΟΚ. Ο παραμετρικός χώρος Θ είναι ανοικτό υποσύνολο του
R και Q′(ϑ) = − 1

1−ϑ ̸= 0 συνεχής συνάρτηση στο Θ = (0, 1), άρα όλες οι συνθήκες
ομαλότητας ικανοποιούνται. Γνωρίζουμε ότι E(X1) = 21−ϑ

ϑ και Var(X1) = 21−ϑ
ϑ2
.

Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

f(X;ϑ) = ϑ2n(1− ϑ)nX
n∏
i=1

(Xi + 1),

log f(X;ϑ) = 2n logϑ+ nX log(1− ϑ) +

n∑
i=1

log(Xi + 1),

SX(ϑ) =
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ) =

2n

ϑ
− nX

1− ϑ
,

∂2

∂ϑ2
log f(X;ϑ) = −2n

ϑ2
− nX

(1− ϑ)2
,
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IX(ϑ) = −E
[
∂2

∂ϑ2
log f(X;ϑ)

]
=

2n

ϑ2
+

nE(X)

(1− ϑ)2
=

2n

ϑ2
+

2n

ϑ(1− ϑ)

=
2n

ϑ2(1− ϑ)
∈ (0,∞) ⇒ [g′(ϑ)]2

IX(ϑ)
=

1− ϑ

2nϑ2
.

Στη συνέχεια, παρατηρούμε ότι:

SX(ϑ) = − n

1− ϑ

(
X − 2

1− ϑ

ϑ

)
= − 2n

1− ϑ

(
X

2
+ 1− 1

ϑ

)
= k(ϑ) [T (x)− g(ϑ)] ,

όπου k(ϑ) = − 2n
1−ϑ ̸= 0 ∀ϑ ∈ (0, 1) και T (X) = X

2 + 1. Τελικά, υπολογίζουμε ότι:

Var [T (X)] =
1

4n
Var(X1) =

1− ϑ

2nϑ2
=

[g′(ϑ)]2

IX(ϑ)
.

Επομένως, η T (X) = X
2 + 1 είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ).

Θέμα 2. Έστω X1, . . . , Xn ∼ N (ϑ, 1), όπου n ≥ 3 και ϑ ∈ Θ = R άγνωστη
παράμετρος. Διατυπώστε το θεώρημα Basu και αποδείξτε μέσω αυτού ότι οι
τυχαίες μεταβλητές T =

∑n
i=1Xi και S = X1−X2

X1+X2−2X3
είναι ανεξάρτητες.

Λύση. Το στήριγμα της κατανομής του δείγματος δεν εξαρτάται από την τιμή
του ϑ και ισχύει ότι:

f(x;ϑ) =

(
1√
2π

)n
exp

{
−1

2

n∑
i=1

(xi − ϑ)2

}

= (2π)−n/2 exp
{
−1

2

n∑
i=1

x2i

}
exp

{
ϑ

n∑
i=1

xi −
n

2
ϑ2

}
,

όπου Q(ϑ) = ϑ και T (x) =
∑n

i=1 xi. Το σύνολο Q(Θ) = {ϑ : ϑ ∈ R} = R περιέχει
ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας -
πληρότητας στην ΕΟΚ, η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1Xi είναι επαρκής

για το ϑ και πλήρης. Στη συνέχεια, παρατηρούμε ότι Zi = Xi − ϑ ∼ N (0, 1) για
i = 1, 2, . . . , n. Επομένως, προκύπτει ότι:

S =
X1 −X2

X1 +X2 − 2X3
=

ϑ+ Z1 − (ϑ+ Z2)

ϑ+ Z1 + ϑ+ Z2 − 2(ϑ+ Z3)
=

Z1 − Z2

Z1 + Z2 − 2Z3
,

η κατανομή της οποίας δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ. Σύμφωνα με το θεώ-
ρημα Basu, οι στατιστικές συναρτήσεις T και S είναι ανεξάρτητες.

Θέμα 3. Έστω X1, . . . , Xn ∼ N (ϑ1, ϑ2), όπου (ϑ1, ϑ2) ∈ Θ = R × (0,∞) η δισδιά-
στατη άγνωστη παράμετρος και n ⩾ 2.

α. Να δείξετε ότι η ΑΕΕΔ της διασποράς ϑ2 είναι η S2 = 1
n−1

∑n
i=1

(
Xi −X

)2
και η ΕΜΠ της ϑ2 είναι η ϑ̂2 = 1

n

∑n
i=1

(
Xi −X

)2.
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β. Με βάση το μέσο τετραγωνικό σφάλμα, ποια εκτιμήτρια από τις παραπάνω
προτιμάτε;

Λύση. α. Βλέπε παράδειγμα 3.26 (σελίδα 51) και παράδειγμα 3.44 (σελίδα 79).

β. Βλέπε παράδειγμα 3.44 (σελίδα 79).

Θέμα 4. Υπολογίστε ροποεκτιμήτριες των παραμέτρων ϑ1 > 0, ϑ2 > 0, όταν το
τυχαίο δείγμα X1, . . . , Xn ακολουθεί Gamma(ϑ1, ϑ2) με πυκνότητα πιθανότητας:

f(x;ϑ1, ϑ2) =
ϑϑ12
Γ(ϑ1)

xϑ1−1e−ϑ2x1(0,∞)(x).

Λύση. Βλέπε παράδειγμα 3.48 (σελίδα 83).

Θέμα 5. Έστω X1, . . . , Xn ∼ f(x;ϑ) = 2x
ϑ2
1[0,ϑ](x), όπου ϑ ∈ Θ = (0,∞) άγνωστη

παράμετρος.

α. Ανήκει η παραπάνω οικογένεια στην ΕΟΚ;

β. Βρείτε την ΕΜΠ, έστω ϑ̂, της άγνωστης παραμέτρου ϑ.

γ. Αποδείξτε ότι η τυχαία μεταβλητή Y = ϑ̂
ϑ είναι ποσότητα οδηγός και, χρη-

σιμοποιώντας την, κατασκευάστε διάστημα εμπιστοσύνης ίσων ουρών για
την παράμετρο ϑ με συντελεστή εμπιστοσύνης 1− α, όπου α ∈ (0, 1).

Λύση. α. Βλέπουμε άμεσα ότι η παραπάνω οικογένεια κατανομών δεν ανήκει
στην ΕΟΚ, αφού το στήριγμα S = [0, ϑ] εξαρτάται από την τιμή του ϑ.

β. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) = 2n

ϑ2n
1[0,ϑ]

(
x(n)

) n∏
i=1

xi =

2nϑ−2n
∏n
i=1 xi, ϑ ⩾ x(n)

0, ϑ < x(n)

.

Για ϑ ⩾ x(n), η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως φθίνουσα. Επομένως, η
στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X) = X(n) είναι η ΕΜΠ του ϑ.

γ. Για x ∈ [0, ϑ], Υπολογίζουμε ότι:

F (x;ϑ) =

∫ x

0
f(y;ϑ)dy =

∫ x

0

2y

ϑ2
dy =

[
y2

ϑ2

]x
0

= (x/ϑ)2 , FX(n)
(x) = (x/ϑ)2n .

Επομένως, για y ∈ [0, 1], υπολογίζουμε ότι:

FY (y) = P
[
1

ϑ
X(n) ⩽ y

]
= FX(n)

(ϑy) = y2n,

δηλαδή η τυχαία μεταβλητή Y είναι ποσότητα οδηγός. Λύνουμε την ανισότητα
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c1 ⩽ Y ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽
X(n)

ϑ
⩽ c2 ⇔

X(n)

c2
⩽ ϑ ⩽

X(n)

c1
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Y < c1) =
α

2
⇒ c2n1 =

α

2
⇒ c1 =

(α
2

)1/2n
,

P(Y > c2) =
α

2
⇒ c2n2 = 1− α

2
⇒ c2 =

(
1− α

2

)1/2n
.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
X(n)

(
1− α

2

)−1/2n
, X(n)

(α
2

)−1/2n
]
.

Θέμα 6. Να κατασκευάσετε ΟΙΕ επιπέδου σημαντικότητας α ∈ (0, 1) για τις
υποθέσεις H0 : ϑ ⩽ ϑ0 vs. H1 : ϑ > ϑ0, όπου ϑ0 > 0 γνωστή σταθερά, όταν το
τυχαίο δείγμα X1, . . . , Xn προέρχεται από κατανομή με πυκνότητα πιθανότητας
f(x;ϑ) = ϑ(1− x)ϑ−11(0,1)(x), ϑ ∈ Θ = (0,∞).
[Υπόδειξη: Βρείτε την κατανομή της Y = −2ϑ0

∑n
i=1 log(1−Xi), όταν η πραγματική

τιμή του ϑ είναι ϑ0.]

Λύση. Βλέπε παράδειγμα 5.10 (σελίδα 120).

7.5 Ιούνιος 2018

Θέμα 1. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από την κατανομή με συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας:

f(x;ϑ) =
λϑλ

xλ+1
, x ⩾ ϑ > 0, λ > 2,

όπου λ γνωστή σταθερά.

α. Να βρεθεί η ΕΜΠ ϑ̂ της παραμέτρου ϑ και να δειχθεί ότι είναι επαρκής για
το ϑ και πλήρης.

β. Να βρεθεί η ΑΕΕΔ της g(ϑ) = ϑk.

γ. Έστω ότι n μεγάλο. Να δοθεί ένα προσεγγιστικό διάστημα εμπιστοσύνης
για τη μέση τιμή µ της κατανομής σε επίπεδο εμπιστοσύνης 1− α.
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Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) = λnϑnλ1[ϑ,∞)

(
x(1)

) n∏
i=1

x−λ−1
i =

λnϑnλ
∏n
i=1 x

−λ−1
i , ϑ ⩽ x(1)

0, ϑ > x(1)

.

Για ϑ ⩽ x(1), η συνάρτηση πιθανοφάνειας L(ϑ | x) είναι γνησίως αύξουσα. Επο-
μένως, η στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X) = X(1) είναι η ΕΜΠ του ϑ. Στη συνέχεια,
υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = λnϑnλ1[ϑ,∞)

(
x(1)

) n∏
i=1

x−λ−1
i = g (T (x), ϑ)h(x),

όπου T (x) = x(1), g(t, ϑ) = ϑnλ1[ϑ,∞)(t) και h(x) = λn
∏n
i=1 x

−λ−1
i . Σύμφωνα με

το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, η στατιστική συνάρτηση X(1) είναι
επαρκής για το ϑ. Για x ⩾ ϑ, υπολογίζουμε ότι:

F (x;ϑ) =

∫ x

ϑ
f(y;ϑ)dy =

∫ x

ϑ

λϑλ

yλ+1
dy = −

[
ϑλ

yλ

]x
ϑ

= 1− (ϑ/x)λ .

Για t ⩾ ϑ, προκύπτει ότι:

fT (t) = n
λϑλ

tλ+1

(
ϑ

t

)nλ−λ
=
nλϑnλ

tnλ+1
.

Έστω ότι Eϑ[φ(T )] = 0 ∀ϑ ∈ (0,∞). Υπολογίζουμε ότι:

Eϑ[φ(T )] =
∫ ∞

ϑ
fT (t)φ(t)dt = nλϑnλ

∫ ∞

ϑ
t−nλ−1φ(t)dt = 0, ∀ϑ ∈ (0,∞) ⇒

∫ ∞

ϑ
t−nλ−1φ(t)dt = 0, ∀ϑ ∈ (0,∞).

Σύμφωνα με το θεμελιώδες θεώρημα του απειροστικού λογισμού, έπεται ότι:

−ϑ−nλ−1φ (ϑ) = 0, ∀ϑ ∈ (0,∞) ⇒ φ(t) = 0, ∀t ∈ (0,∞).

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) = X(1) είναι πλήρης.

β. Υπολογίζουμε ότι:

E
(
T k
)
=

∫ ∞

ϑ
tkfT (t)dt =

∫ ∞

ϑ
nλϑnλtk−nλ−1dt

k−nλ<0
= nλϑnλ

[
tk−nλ

k − nλ

]∞
ϑ

= −nλϑnλ ϑ
k−nλ

k − nλ
=

nλϑk

nλ− k
.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), η δ(X) =
(
1− k

nλ

)
T k, όπου T (X) = X(1),

είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ) για k < nλ.
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γ. Αρχικά, υπολογίζουμε ότι:

µ = E(X) =

∫ ∞

ϑ
xf(x;ϑ)dx = λϑλ

∫ ∞

ϑ
x−λdx = λϑλ

[
x1−λ

1− λ

]∞
ϑ

λ>2
=

λϑ

λ− 1
,

Σύμφωνα με το παράδειγμα 4.20 (σελίδα 104), γνωρίζουμε ότι:

Qn = n

[
1

ϑ
X(1) − 1

]
d→ Y ∼ Exp(λ).

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Qn ⩽ c2 ως προς µ:

c1 ⩽ n

[
X(1)

k
− 1

]
⩽ c2 ⇔ λ

λ− 1

X(1)

1 + c2/n
⩽ µ ⩽ λ

λ− 1

X(1)

1 + c1/n
.

Για το ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

lim
n→∞

P(Qn < c1) =
α

2
⇒ P(Y < c1) =

α

2
⇒ c1 = − 1

λ
log
(
1− α

2

)
,

lim
n→∞

P(Qn > c2) =
α

2
⇒ P(Y > c2) =

α

2
⇒ c2 = − 1

λ
log α

2
.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[
λ

λ− 1

X(1)

1− log (α/2) /nλ,
λ

λ− 1

X(1)

1− log (1− α/2) /nλ

]
.

Θέμα 2. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από τη διωνυμική κατανομή με συ-
νάρτηση πιθανότητας:

f(x; p) =

(
N

x

)
px(1− p)N−x, x = 0, 1, . . . , N, p ∈ Θ = (0, 1),

και N γνωστό.

α. Να βρεθεί η ΑΕΕΔ του p.

β. Να υπολογιστεί το κάτω φράγμα διασποράς της ανισότητας Cramér - Rao
για το p.

γ. Να εξεταστεί η αποτελεσματικότητα και η συνέπεια της ΑΕΕΔ του p.

δ. Έστω ότι ρωτήσαμε 100 ανθρώπους για το κατά πόσο ακούν ράδιο στο
αυτοκίνητό τους το πρωί και 65 από αυτούς απάντησαν θετικά. Δώστε την
εκτίμηση της πιθανότητας οι οδηγοί να ακούν ράδιο στο αμάξι τους το πρωί
και το 95% διάστημα εμπιστοσύνης της.

Λύση. α. Το στήριγμα S = {0, 1, . . . , N}n της κατανομής του δείγματος δεν εξαρ-
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τάται από την τιμή του p και ισχύει ότι:

f(x; p) = exp
{
log p

n∑
i=1

xi + log(1− p)

(
n−

n∑
i=1

xi

)}
n∏
i=1

(
N

xi

)

= exp
{
log p

1− p

n∑
i=1

xi − n log 1

1− p

}
n∏
i=1

(
N

xi

)
,

όπου Q(p) = log p
1−p και T (x) =

∑n
i=1 xi. Η ΕΟΚ είναι πλήρους τάξης και το σύ-

νολο Q(Θ) =
{
log p

1−p : p ∈ (0, 1)
}
= R περιέχει ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο

του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας - πληρότητας στην ΕΟΚ, έπεται ότι
η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1Xi είναι επαρκής για το p και πλήρης. Στη

συνέχεια, παρατηρούμε ότι:

E
(
X
)
= E(X1) = Np ⇒ E

(
1

N
X

)
= p.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), η δn(X) = 1
NX είναι η ΑΕΕΔ του p.

β. Ο παραμετρικός χώρος Θ = (0, 1) είναι ανοικτό υποσύνολο του R και η κα-
τανομή του δείγματος ανήκει στην ΕΟΚ με Q′(p) = 1

p+
1

1−p ̸= 0 συνεχή συνάρτηση
στο Θ, οπότε όλες οι συνθήκες ομαλότητας ικανοποιούνται. Υπολογίζουμε ότι:

f(X; p) = pnX(1− p)n(N−X)
n∏
i=1

(
N

Xi

)
,

log f(X; p) = nX log p+ n(N −X) log(1− p) +

n∑
i=1

log
(
N

Xi

)
,

SX(p) =
∂

∂p
log f(X; p) =

nX

p
− n

N −X

1− p
,

∂2

∂p2
log f(X; p) = −nX

p2
− n

N −X

(1− p)2
,

IX(p) = −E
[
∂2

∂p2
log f(X; p)

]
=
nE(X)

p2
+ n

N − E(X)

(1− p)2
=
nN

p
+

nN

1− p

=
nN

p(1− p)
∈ (0,∞) ⇒ 1

IX(p)
=
p(1− p)

nN
.

γ. Υπολογίζουμε ότι:

Var
(

1

N
X

)
=

1

nN2
Var(X1) =

p(1− p)

nN
=

1

IX(p)
,

δηλαδή η ΑΕΕΔ δn(X) είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια του p. Επιπλέον, η δn(X)

είναι προφανώς α.ε. του p και παρατηρούμε ότι limn→∞Var [δn(X)] = 0. Σύμφωνα
με την πρόταση 3.17 (σελίδα 67), η δn(X) είναι συνεπής εκτιμήτρια του p.

δ. Δεδομένου ότι N = 1, n = 100 και
∑n

i=1 xi = 65, υπολογίζουμε ότι x = 0.65.
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Σχετικά με το ΔΕ, βλέπε παράδειγμα 4.22 (σελίδα 105).

Θέμα 3. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από την κατανομή με συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας:

f(x;ϑ) = (ϑ+ 5)xϑ+4, 0 < x < 1.

α. Χρησιμοποιώντας το λήμμα Neyman - Pearson, να βρεθεί ΟΙΕ για τις υπο-
θέσεις H0 : ϑ ⩽ ϑ0 vs. H1 : ϑ > ϑ0 σε ε.σ.σ. α.

β. Ποια η συνάρτηση ισχύος π(ϑ), για ϑ ⩾ ϑ0;

Λύση. α. Θεωρούμε τις απλές υποθέσεις H∗
0 : ϑ = ϑ0 vs. H∗

1 : ϑ = ϑ1 με ϑ1 > ϑ0,
ώστε να εφαρμόσουμε το λήμμα Neyman - Pearson. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) = (ϑ+ 5)n
n∏
i=1

xϑ+4
i , ℓ(ϑ | x) = n log(ϑ+ 5) + (ϑ+ 4)

n∑
i=1

logxi.

Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ(ϑ0 | x)− ℓ(ϑ1 | x) < c ⇔

n [log(ϑ0 + 5)− log(ϑ1 + 5)] + (ϑ0 − ϑ1)
n∑
i=1

logxi < c ⇔

(ϑ1 − ϑ0)
n∑
i=1

log 1

xi
< c∗ = c− n [log(ϑ0 + 5)− log(ϑ1 + 5)]

ϑ1−ϑ0>0⇔

n∑
i=1

log 1

xi
< c∗∗ =

c∗

ϑ1 − ϑ0
⇔ T (x) = 2ϑ0

n∑
i=1

log 1

xi
< cα = 2ϑ0c

∗∗.

Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου ότι X1, . . . , Xn ∼ Beta(ϑ0 + 5, 1), γνωρί-
ζουμε ότι

∑n
i=1 log

1
Xi

∼ Gamma(n, ϑ0+5) και T (X) = 2(ϑ0+5)
∑n

i=1 log
1
Xi

∼ χ2
2n,

σύμφωνα με το θέμα 1, Ιούνιος 2019 (σελίδα 174). Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

Eϑ0 [φ(X)] = α ⇒ Pϑ0 [T (X) < cα] = α ⇒ cα = χ2
2n;1−α.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, −2(ϑ0 + 5)
∑n

i=1 logxi < χ2
2n;1−α

0, −2(ϑ0 + 5)
∑n

i=1 logxi ⩾ χ2
2n;1−α

.

Αφού η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δεν εξαρτάται από τη συγκεκριμένη τιμή
ϑ1, αλλά μόνο από τη φορά της ανισότητας ϑ1 > ϑ0, την οποία χρησιμοποιήσαμε
για να την προσδιορίσουμε, συμπεραίνουμε ότι είναι ΟΙΕ και για τη μονόπλευρη



186 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΛΥΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ

εναλλακτική υπόθεση H1 : ϑ > ϑ0. Στη συνέχεια, παρατηρούμε ότι:

f(x;ϑ) = exp
{
(ϑ+ 4)

n∑
i=1

logxi + n log(ϑ+ 5)

}
,

όπου Q(ϑ) = ϑ+4 γνησίως αύξουσα συνάρτηση και T ∗(X) =
∑n

i=1 logXi, οπότε η
κατανομή του δείγματος έχει την ιδιότητα ΜΛΠ ως προς τη στατιστική συνάρτηση
T ∗(X). Επομένως, ισχύει ότι supϑ⩽ϑ0 Eϑ [φ(X)] = Eϑ0 [φ(X)] = α και ο φ είναι ΟΙΕ
μεγέθους α για τις υποθέσεις H0 : ϑ ⩽ ϑ0 vs. H1 : ϑ > ϑ0.

β. Για ϑ ⩾ ϑ0, υπολογίζουμε ότι:

πφ(ϑ) = Eϑ [φ(X)] = Pϑ(X ∈ R) = Pϑ

(
2(ϑ0 + 5)

n∑
i=1

1

Xi
< χ2

2n;1−α

)

= Pϑ

(
2(ϑ+ 5)

n∑
i=1

1

Xi
<

ϑ+ 5

ϑ0 + 5
χ2
2n;1−α

)
= Fχ2

2n

(
ϑ+ 5

ϑ0 + 5
χ2
2n;1−α

)
.

Παρατηρούμε ότι η ισχύς είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση του ϑ, δηλαδή μεγα-
λώνει καθώς το ϑ απομακρύνεται από την τιμή ϑ0. Για ϑ = ϑ0, παρατηρούμε ότι
πφ(ϑ0) = Fχ2

2n

(
χ2
2n;1−α

)
= α.

7.6 Φεβρουάριος 2016

Θέμα 1. Έστω X1, . . . , Xν ένα τυχαίο δείγμα από διωνυμική κατανομή Bin(2, p)
με συνάρτηση πιθανότητας:

f(x; p) =

(
2

x

)
px(1− p)2−x, x = 0, 1, 2, 0 < p < 1.

α. Αν με Xν συμβολίσουμε τον δειγματικό μέσο, τότε βρείτε αμερόληπτη εκτι-
μήτρια του p της μορφής cXν , όπου c άγνωστη σταθερά. Δείξτε ότι είναι
και συνεπής εκτιμήτρια του p.

β. Δείξτε ότι η παρακάτω εκτιμήτρια του p είναι ασυμπτωτικά αμερόληπτη
και συνεπής:

Tν =
1

2ν + 2

(
ν∑
i=1

Xi + d

)
, d ∈ (0, 2).

γ. Για p = 1
2 , d = 1, βρείτε, με ασυμπτωτική προσέγγιση της κατανομής της Tν ,

ακέραιο ν, ώστε:

P
(∣∣∣∣Tν − 1

2

∣∣∣∣ < 1

8

)
≈ 0.95.

Δεχθείτε ότι Φ(2) = 0.975.
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Λύση. α. Απαιτούμε το εξής:

E
(
cXν

)
= cE(X1) = 2cp = p ⇒ c =

1

2
,

Var
(
1

2
Xν

)
=

1

4ν
Var(X1) =

p(1− p)

2ν
, lim

ν→∞
Var

(
1

2
Xν

)
= lim

ν→∞

p(1− p)

2ν
= 0.

Σύμφωνα με την πρόταση 3.17 (σελίδα 67), έπεται ότι η 1
2Xν είναι συνεπής εκτι-

μήτρια του p.

β. Υπολογίζουμε ότι:

E(Tν) =
1

2ν + 2

[
ν∑
i=1

E(Xi) + d

]
=

2νp+ d

2ν + 2
, lim

ν→∞
E(Tν) = p,

Var (Tν)
ανεξ.
=

1

(2ν + 2)2

ν∑
i=1

Var(Xi) =
2νp(1− p)

4(ν + 1)2
, lim

ν→∞
Var(Tν) = 0.

Σύμφωνα με την πρόταση 3.17 (σελίδα 67), έπεται ότι η Tν είναι συνεπής εκτιμή-
τρια του p.

γ. Για p = 1
2 και d = 1, έπεται ότι:

E (X1) = 2p = 1, Var (X1) = 2p(1− p) =
1

2
.

Σύμφωνα με το κεντρικό οριακό θεώρημα, προκύπτει ότι:

Xν − 1

1/
√
2ν

d→ Z ∼ N (0, 1).

Υπολογίζουμε ότι:

Tν −
1

2
=

1

2ν + 2

(
ν∑
i=1

Xi + 1

)
− 1

2
=

ν

2ν + 2

(
Xν − 1

)
,

2(ν + 1)

√
2

ν

(
Tν −

1

2

)
=
Xν − 1

1/
√
2ν

d→ Z ∼ N (0, 1).

Απαιτούμε το εξής:

P
(∣∣∣∣Tν − 1

2

∣∣∣∣ < 1

8

)
= P

[
2(ν + 1)

√
2

ν

∣∣∣∣Tν − 1

2

∣∣∣∣ < ν + 1

2
√
2ν

]

→ P
(
|Z| < ν + 1

2
√
2ν

)
= Φ

(
ν + 1

2
√
2ν

)
− Φ

(
− ν + 1

2
√
2ν

)
= 2Φ

(
ν + 1

2
√
2ν

)
− 1 = 0.95 ⇒
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Φ

(
ν + 1

2
√
2ν

)
= 0.975 = Φ(2) ⇒ ν + 1

2
√
2ν

= 2 ⇒ (ν + 1)2

8ν
= 4 ⇒

ν2 − 30ν + 1 = 0 ⇒ ν =
30±

√
896

2
=

30± 8
√
14

2
= 15± 4

√
14 ⇒

ν =
⌈
15 + 4

√
14
⌉
≈ 30.

Θέμα 2. Έστω X ∼ Exp(ϑ) και Y ∼ Gamma(3, ϑ) δύο ανεξάρτητες τυχαίες μετα-
βλητές, όπου ϑ > 0 άγνωστη παράμετρος. Δίνεται η συνάρτηση πυκνότητας της
Y :

fY (y;ϑ) =
ϑ3

2
y2e−ϑy, y > 0.

α. Βρείτε με το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher επαρκή σ.σ. T (X,Y )

του ϑ.

β. Να βρεθεί η εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας του ϑ (πλήρης αιτιολόγηση).

γ. Να κατασκευαστεί 100(1− α)% διάστημα εμπιστοσύνης για το ϑ.

Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

f(x, y;ϑ) = fX(x;ϑ)fY (y;ϑ) = ϑe−ϑx
ϑ3

2
y2e−ϑy =

2
y2ϑ4e−ϑ(x+y),

όπου T (x, y) = x+ y, g(t, ϑ) = ϑ4e−ϑt και h(x, y) = 1
2y

2. Σύμφωνα με το παραγο-
ντικό κριτήριο Neyman - Fisher, η στατιστική συνάρτηση T (X,Y ) = X + Y είναι
επαρκής για το ϑ.

β. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(ϑ | x, y) = 4 logϑ− log 2 + 2 log y − ϑ(x+ y),

∂ℓ(ϑ | x, y)
∂ϑ

=
4

ϑ
− (x+ y) = 0 ⇒ ϑ̂ =

4

x+ y
,

∂2ℓ(ϑ | x, y)
∂ϑ2

= − 4

ϑ2
< 0, ∀ϑ > 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(ϑ | x, y) είναι γνησίως κοίλη στο Θ = (0,∞). Επομένως, η
στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X,Y ) = 4

X+Y είναι η ΕΜΠ του ϑ.

γ. Γνωρίζουμε ότι X ∼ Exp(ϑ) ≡ Gamma(1, ϑ) και Y ∼ Gamma(3, ϑ). Συνεπώς,
προκύπτει ότι X + Y ∼ Gamma(4, ϑ). Σύμφωνα με το σημείωση 3.11 (σελίδα 39),
έπεται ότι η Q = 2ϑ(X +Y ) ∼ χ2

8. Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽ 2ϑ(X + Y ) ⩽ c2 ⇔ c1
2(X + Y )

⩽ ϑ ⩽ c2
2(X + Y )

.
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Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = χ2

8;1−α/2,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = χ2

8;α/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
χ2
8;1−α/2

2(X + Y )
,

χ2
8;α/2

2(X + Y )

]
.

Θέμα 3. Έστω X1, . . . , Xν ένα τυχαίο δείγμα από διωνυμική κατανομή Bin(n, p)
με:

f(x;n, p) =

(
n

x

)
px(1− p)n−x, x = 0, 1, . . . , n, 0 < p < 1,

όπου n, p άγνωστες παράμετροι.

α. Εξετάστε κατά πόσο η προηγούμενη κατανομή ανήκει στην ΕΟΚ.

β. Να εκτιμηθούν τα n και p με τη μέθοδο των ροπών. Ποια συνθήκη θα πρέπει
να πληρούν τα δεδομένα για να είναι πράγματι εκτιμήτριες;

γ. Έστω n γνωστό. Βρείτε επαρκή και πλήρη στατιστική συνάρτηση για το p.

δ. Να βρεθεί αποτελεσματική εκτιμήτρια του p (n γνωστό).

Λύση. α. Το στήριγμα S = {0, 1, . . . , n} εξαρτάται από την τιμή της άγνωστης
παραμέτρου n, άρα η κατανομή δεν ανήκει στην ΕΟΚ.

β. Βλέπε παράδειγμα 3.53 (σελίδα 84).

γ. Βλέπε θέμα 2, Ιούνιος 2018 (σελίδα 183).

δ. Βλέπε θέμα 2, Ιούνιος 2018 (σελίδα 183).

Θέμα 4. Έστω X και Y δύο ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, όπου X ∼ Exp(ϑ)
και Y ∼ Exp(5ϑ) με ϑ > 0.

α. Να βρεθεί η εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας της g(ϑ) = 5
√
ϑ+ 8.

β. Πραγματοποιήστε τον έλεγχο H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ = ϑ1 με ϑ1 > ϑ0 σε
επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας α.
[Υπόδειξη: Μελετήστε την κατανομή της τυχαίας μεταβλητής W = 5Y.]

Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x, y) = f(x;ϑ)f(y;ϑ) = ϑe−ϑx5ϑe−5ϑy = 5ϑ2e−ϑ(x+5y),
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ℓ(ϑ | x, y) = log 5 + 2 logϑ− ϑ(x+ 5y),
∂ℓ(ϑ | x, y)

∂ϑ
=

2

ϑ
− (x+ 5y) = 0 ⇒

ϑ̂ =
2

x+ 5y
,

∂2ℓ(ϑ | x, y)
∂ϑ2

= − 2

ϑ2
< 0, ∀ϑ > 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(ϑ | x, y) είναι γνησίως κοίλη στο Θ = (0,∞). Σύμφωνα με
την ιδιότητα του αναλλοίωτου, έπεται ότι η g(ϑ̂) = 5

√
2

X+5Y + 8 είναι η ΕΜΠ της
g(ϑ) = 5

√
ϑ+ 8.

β. Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ(ϑ0 | x, y)− ℓ(ϑ1 | x, y) < c ⇔ 2 (logϑ0 − logϑ1)− (ϑ0 − ϑ1)(x+ 5y) < c ⇔

(ϑ1 − ϑ0)(x+ 5y) < c∗ = c− 2 (logϑ0 − logϑ1)
ϑ1−ϑ0>0⇔

x+ 5y < c∗∗ =
c∗

ϑ1 − ϑ0
⇔ T (x, y) = 2ϑ0(x+ 5y) < cα = 2ϑ0c

∗∗.

Υπό την H0, δηλαδή δεδομένου ότι X ∼ Exp(ϑ0) και Y ∼ Exp(5ϑ0), γνωρίζουμε
ότι 5Y ∼ Exp(ϑ0), X + 5Y ∼ Gamma(2, ϑ0) και T (X,Y ) = 2ϑ0(X + 5Y ) ∼ χ2

4.
Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

Eϑ0 [φ(X,Y )] = α ⇒ Pϑ0 [T (X,Y ) < cα] = α ⇒ cα = χ2
4;1−α.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ(x, y) =

1, 2ϑ0(x+ 5y) < χ2
4;1−α

0, 2ϑ0(x+ 5y) ⩾ χ2
4;1−α

.

7.7 Φεβρουάριος 2015

Θέμα 1. Έστω η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x;ϑ).

α. Να δείξετε την ισότητα:

E

[(
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ)

)2
]
= −E

[
∂2

∂ϑ2
log f(X;ϑ)

]
.

β. Έστω x1, x2 . . . , xν τυχαίο δείγμα από N (µ, ϑ), όπου µ γνωστό. Κάνοντας
χρήση της ανισότητας Cramér - Rao, να βρείτε αμερόληπτο εκτιμητή ελάχι-
στης διασποράς του ϑ.

Λύση. α. Βλέπε πρόταση 3.6 (σελίδα 54).
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β. Υπολογίζουμε ότι:

f(X;ϑ) = (2πϑ)−ν/2 exp
{
− 1

2ϑ

ν∑
i=1

(Xi − µ)2

}
,

log f(X;ϑ) = −ν
2
log(2π)− ν

2
logϑ− 1

2ϑ

ν∑
i=1

(Xi − µ)2,

SX(ϑ) =
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ) = − ν

2ϑ
+

1

2ϑ2

ν∑
i=1

(Xi − µ)2

=
ν

2ϑ2

[
1

ν

ν∑
i=1

(Xi − µ)2 − ϑ

]
= k(ϑ) [T (X)− ϑ] ,

όπου k(ϑ) = ν
2ϑ2

̸= 0 ∀ϑ > 0. Σύμφωνα με την πρόταση 3.8 (σελίδα 57), η στατι-
στική συνάρτηση T (X) = 1

ν

∑ν
i=1(Xi − µ)2 είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια του

ϑ, οπότε είναι η μοναδική ΑΕΕΔ του ϑ.

Θέμα 2. Έστω x1, x2 . . . , xν τυχαίο δείγμα από N (µ, σ2).

α. Αν θεωρήσουμε ότι το σ2 είναι γνωστό, να πραγματοποιήσετε τον έλεγχο
H0 : µ = µ0 vs. H1 : µ ̸= µ0 σε ε.σ.σ. α.

β. Πώς τροποποιείται ο παραπάνω έλεγχος αν το σ2 δεν είναι γνωστό;

γ. Συλλέγουμε δεδομένα και έστω ότι είναι της μορφή xi = 12 + yi, όπου∑ν
i=1 yi = 200 και

∑ν
i=1 y

2
i = 598. Να πραγματοποιήσετε τον έλεγχο για

µ0 = 13, ν = 100 και α = 0.05. [Δίνεται ότι Z0.025 ≈ 2.]

Λύση. α. Βλέπε παράδειγμα 5.14 (σελίδα 126).

β. Βλέπε παράδειγμα 5.15 (σελίδα 127).

γ. Υπολογίζουμε ότι:

x =
1

ν

ν∑
i=1

xi = 12 +
1

ν

ν∑
i=1

yi = 14,

s2 =
1

ν − 1

ν∑
i=1

(xi − x)2 =
1

ν − 1

ν∑
i=1

[12 + yi − (12 + y)]2 =
1

ν − 1

ν∑
i=1

(yi − y)2

=
1

ν − 1

(
ν∑
i=1

y2i − νy2

)
=

598− 400

99
= 2,

|t| = |x− µ0|
s/
√
ν

=
14− 13√

2/10
≈ 7.07 > tν−1;α/2 = t99;0.025 ≈ Z0.025 ≈ 2.

Επομένως, απορρίπτουμε την H0 : µ = 13 σε ε.σ.σ. α = 0.05.

Θέμα 3. Έστω X και Y δύο ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, όπου X ∼ Exp(ϑ)
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και Y ∼ Exp(5ϑ) με ϑ ∈ Θ = (0,∞).

α. Να βρεθεί επαρκής και πλήρης στατιστική συνάρτηση για το ϑ.

β. Να βρεθεί εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας της g(ϑ) = 1
ϑ .

γ. Χρησιμοποιώντας κατάλληλη ποσότητα οδηγό, να κατασκευασθεί διάστημα
εμπιστοσύνης ίσων ουρών για το 1

ϑ σε συντελεστή εμπιστοσύνης 1 − α. Να
αποδεικνύετε ό,τι χρησιμοποιείτε για την επίλυση της άσκησης.
[Υπόδειξη: Μπορείτε να μελετήσετε την κατανομή της τυχαίας μεταβλητής
W = 5Y.]

Λύση. α. Το στήριγμα S = (0,∞)2 της κατανομής του δείγματος δεν εξαρτάται
από την τιμή του ϑ και υπολογίζουμε ότι:

f(x, y;ϑ) = f(x;ϑ)f(y;ϑ) = ϑe−ϑx5ϑe−5ϑy = 5ϑ2e−ϑ(x+5y)

= 5e−ϑ(x+5y)+2ϑ,

όπου Q(ϑ) = −ϑ και T (x, y) = x+ 5y. Το Q(Θ) = {−ϑ : ϑ ∈ (0,∞)} = (−∞, 0) πε-
ριέχει ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας
- πληρότητας στην ΕΟΚ, έπεται ότι η στατιστική συνάρτηση T (X,Y ) = X + 5Y

είναι επαρκής για το ϑ και πλήρης.

β. Σύμφωνα με το θέμα 4, Φεβρουάριος 2016 (σελίδα 189) και την ιδιότητα του
αναλλοίωτου, η στατιστική συνάρτηση g(ϑ̂) = X+5Y

2 είναι η ΕΜΠ της g(ϑ) = 1
ϑ .

γ. Σύμφωνα με το θέμα 4, Φεβρουάριος 2016 (σελίδα 189), ορίζουμε την πο-
σότητα οδηγό Q = 2ϑ(X+5Y ) ∼ χ2

4. Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς
1
ϑ :

c1 ⩽ 2ϑ(X + 5Y ) ⩽ c2 ⇔ 2
X + 5Y

c2
⩽ 1

ϑ
⩽ 2

X + 5Y

c1
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = χ2

4;1−α/2,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = χ2

4;α/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
2
X + 5Y

χ2
4;α/2

⩽ 1

ϑ
⩽ 2

X + 5Y

χ2
4;1−α/2

]
.
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7.8 Απρίλιος 2014

Θέμα 1. Έστω ένα τυχαίο δείγμα x1, x2, . . . , xn από κατανομή με αθροιστική
συνάρτηση F (x;ϑ) = x

ϑ , όπου ϑ > 0 και 0 < xi < ϑ για i = 1, 2, . . . , n.

α. Εξετάστε αν η συγκεκριμένη κατανομή ανήκει στην ΕΟΚ.

β. Να βρεθεί η ΑΕΕΔ της g(ϑ) = ϑk (χωρίς να κάνετε χρήση ΕΜΠ).

γ. Έστω τώρα Y μία και μόνο παρατήρηση από τη συγκεκριμένη κατανομή.
Να βρεθεί 95% διάστημα εμπιστοσύνης για το ϑ.
[Υπόδειξη: Να βρείτε την κατανομή της Y

ϑ .]

Λύση. α. Παρατηρούμε ότι Xi ∼ U(0, ϑ) για i = 1, 2, . . . , n. Αυτή η κατανομή
προφανώς δεν ανήκει στην ΕΟΚ, αφού το στήριγμα S = (0, ϑ) εξαρτάται από την
τιμή του ϑ.

β. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.5 (σελίδα 31), η στατιστική συνάρτηση
T (X) = X(n) είναι επαρκής για το ϑ. Για t ∈ (0, ϑ), υπολογίζουμε ότι:

fT (t) = n
1

ϑ

(
t

ϑ

)n−1

=
n

ϑn
tn−1.

Έστω ότι Eϑ[φ(T )] = 0 ∀ϑ > 0. Υπολογίζουμε ότι:

Eϑ[φ(T )] =
∫ ϑ

0
fT (t)φ(t)dt =

n

ϑn

∫ ϑ

0
tn−1φ(t)dt = 0, ∀ϑ > 1 ⇒

∫ ϑ

0
tn−1φ(t)dt = 0, ∀ϑ > 0.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες θεώρημα του απειροστικού λογισμού, έπεται ότι:

ϑn−1φ (ϑ) = 0, ∀ϑ > 0 ⇒ φ(t) = 0, ∀t ∈ (0,∞) ⊇ (0, ϑ) .

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) = X(n) είναι πλήρης. Στη συνέχεια,
υπολογίζουμε ότι:

E
(
T k
)
=

∫ ϑ

0
tkfT (t)dt =

n

ϑn

∫ ϑ

0
tk+n−1dt

k+n>0
= nϑ−n

[
tk+n

k + n

]ϑ
0

= nϑ−n
ϑk+n

k + n
=

nϑk

k + n
.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), η δ(X) = k+n
n T k, όπου T (X) = X(n),

είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ) για k > −n.
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γ. Έστω Q = Y
ϑ . Για y ∈ (0, 1), υπολογίζουμε ότι:

FQ(y) = P
(
Y

ϑ
⩽ y

)
= FY (ϑy) =

ϑy

ϑ
= y,

δηλαδή η Q ∼ U(0, 1) είναι μία αντιστρεπτή ποσότητα. Λύνουμε την ανισότητα
c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽
Y

ϑ
⩽ c2 ⇔ Y

c2
⩽ ϑ ⩽ Y

c1
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ c1 =

α

2
= 0.025,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = 1− α

2
= 0.975.

Επομένως, ένα ΔΕ ίσων ουρών για το ϑ είναι το
[

Y
0.975 ,

Y
0.025

]
.

Θέμα 2. Έστω ένα τυχαίο δείγμα x1, x2, . . . , xn από την κατανομή:

f(x;ϑ) = kϑxk−1e−ϑx
k
, x ⩾ 0, ϑ > 0, k γνωστό.

α. Πραγματοποιήστε τον έλεγχο H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ > ϑ0 σε ε.σ.σ. α.
Ελέγξτε αν ο έλεγχος είναι ΟΙΕ.
[Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε κατάλληλο μετασχηματισμό για την εύρεση της
κρίσιμης περιοχής.]

β. Έστω n μεγάλο. Βρείτε 100(1− α)% διάστημα εμπιστοσύνης για το ϑ.

Λύση. α. Θεωρούμε την απλή εναλλακτική υπόθεση H∗
1 : ϑ = ϑ1 με ϑ1 > ϑ0, ώστε

να εφαρμόσουμε το λήμμα Neyman - Pearson. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) = (kϑ)n exp
{
−ϑ

n∑
i=1

xki

}
n∏
i=1

xk−1
i ,

ℓ(ϑ | x) = n log k + n logϑ− ϑ

n∑
i=1

xki + (k − 1)

n∑
i=1

logxi.

Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ(ϑ0 | x)− ℓ(ϑ1 | x) < c ⇔ n (logϑ0 − logϑ1)− (ϑ0 − ϑ1)

n∑
i=1

xki < c ⇔

(ϑ1 − ϑ0)
n∑
i=1

xki < c∗ = c− n (logϑ0 − logϑ1)
ϑ1−ϑ0>0⇔
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n∑
i=1

xki < c∗∗ =
c∗

ϑ1 − ϑ0
⇔ T (x) = 2ϑ0

n∑
i=1

xki < cα = 2ϑ0c
∗∗.

Θέτουμε Yi = Xk
i για i = 1, 2, . . . , n. Για y > 0, υπολογίζουμε ότι:

FY1(y) = P
(
Xk

1 ⩽ y
)
= P

(
X1 ⩽ y1/k

)
= F

(
y1/k;ϑ

)
,

fY1(y) =
1

k
y1/k−1f

(
y1/k;ϑ

)
=

1

k
y1/k−1kϑy1−1/ke−ϑy = ϑe−ϑy,

δηλαδή Yi ∼ Exp(ϑ) για i = 1, 2, . . . , n. Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου
ότι Y1, . . . , Yn ∼ Exp(ϑ0), γνωρίζουμε ότι:

n∑
i=1

Xk
i ∼ Gamma(n, ϑ0), T (X) = 2ϑ0

n∑
i=1

Xk
i ∼ χ2

2n.

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

Eϑ0 [φ(X)] = α ⇒ Pϑ0 [T (X) < cα] = α ⇒ cα = χ2
2n;1−α.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, 2ϑ0
∑n

i=1 x
k
i < χ2

2n;1−α

0, 2ϑ0
∑n

i=1 x
k
i ⩾ χ2

2n;1−α

.

Αφού η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δεν εξαρτάται από τη συγκεκριμένη τιμή
ϑ1, αλλά μόνο από τη φορά της ανισότητας ϑ1 > ϑ0, την οποία χρησιμοποιήσαμε
για να την προσδιορίσουμε, συμπεραίνουμε ότι είναι ΟΙΕ και για τη μονόπλευρη
εναλλακτική υπόθεση H1 : ϑ > ϑ0.

β. Γνωρίζουμε ότι E (Y1) = 1
ϑ και Var (Y1) = 1

ϑ2
. Σύμφωνα με το κεντρικό

οριακό θεώρημα, προκύπτει ότι:

Qn =
Y n − 1/ϑ

1/ϑ
√
n

=
√
n

(
ϑ

n

n∑
i=1

Xk
i − 1

)
d→ Z ∼ N (0, 1).

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Qn ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽
√
n

(
ϑ

n

n∑
i=1

Xk
i − 1

)
⩽ c2 ⇔ 1 + c1/

√
n∑n

i=1X
k
i /n

⩽ ϑ ⩽ 1 + c2/
√
n∑n

i=1X
k
i /n

.

Για το ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

lim
n→∞

P(Qn < c1) =
α

2
⇒ P(Z > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = Z1−α/2 = −Zα/2,
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lim
n→∞

P(Qn > c2) =
α

2
⇒ P(Z > c2) =

α

2
⇒ c2 = Zα/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[
1− Zα/2/

√
n∑n

i=1X
k
i /n

,
1 + Zα/2/

√
n∑n

i=1X
k
i /n

]
.

Θέμα 3. Έστω ένα τυχαίο δείγμα x1, x2, . . . , xn από κατανομή Gamma(k, ϑ) με k
γνωστό και:

f(x;ϑ) =
ϑk

Γ(k)
xk−1e−ϑx, x > 0, ϑ > 0.

α. Δείξτε ότι η παραπάνω κατανομή ανήκει στην ΕΟΚ. Βρείτε την κανονική
μορφή της και δώστε τους τρόπους υπολογισμού της μέσης τιμής, της δια-
σποράς και της ροπογεννήτριας της T (X).

β. Να βρεθεί η ΕΜΠ U(x) = U(x1, . . . , xn) του 1
ϑ .

γ. Δείξτε ότι η U(x) είναι η ΑΕΕΔ του 1
ϑ . Είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια

του 1
ϑ ;

δ. Υπολογίστε 100(1− α)% διάστημα εμπιστοσύνης για το 1
ϑ .

[Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε κατάλληλο μετασχηματισμό του
∑n

i=1Xi.]

Λύση. α. Το στήριγμα S = (0,∞)n της κατανομής του δείγματος δεν εξαρτάται
από την τιμή του ϑ και ισχύει ότι:

f(x;ϑ) =
xk−1

Γ(k)
exp

{
−ϑx− k log 1

ϑ

}
,

h(x) =
xk−1

Γ(k)
, Q(ϑ) = ϑ, T (x) = −x, A(ϑ) = k log 1

ϑ
.

Παρατηρούμε ότι βρίσκεται σε κανονική μορφή, οπότε υπολογίζουμε ότι:

E [T (X)] = E(−X) = A′(ϑ) = −k
ϑ
, Var [T (X)] = Var(−X) = A′′(ϑ) =

k

ϑ2
,

MT (t) = E
(
e−tX

)
= eA(t+ϑ)−A(ϑ) = exp

{
k log 1

t+ ϑ
− k log 1

ϑ

}
= exp

{
k log t

t+ ϑ

}
=

(
t

t+ ϑ

)k
, t > −ϑ.

β. Βλέπε επαναληπτική άσκηση 14 (σελίδα 136). Σύμφωνα με την ιδιότητα
του αναλλοίωτου, η στατιστική συνάρτηση U(X) = g(ϑ̂) = 1

kX είναι η ΕΜΠ της
g(ϑ) = 1

ϑ .

γ. Σύμφωνα με το θεώρημα 2.3 (σελίδα 22), η κατανομή του δείγματος ανήκει
στην ΕΟΚ με T ∗(X) = −

∑n
i=1Xi. Το Q(Θ) = {ϑ : ϑ > 0} = (0,∞) περιέχει ένα μη-
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κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας - πληρότητας
στην ΕΟΚ, η στατιστική συνάρτηση T ∗(X) είναι επαρκής για το ϑ και πλήρης.
Επιπλέον, παρατηρούμε ότι E [U(X)] = 1

ϑ . Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα
49), η U(X) = 1

kX είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ) = 1
ϑ . Ο παραμετρικός χώρος Θ = (0,∞)

είναι ανοικτό υποσύνολο του R και η κατανομή του δείγματος ανήκει στην ΕΟΚ με
Q′(ϑ) = 1 ̸= 0 συνεχή συνάρτηση στο (0,∞), οπότε όλες οι συνθήκες ομαλότητας
ικανοποιούνται. Υπολογίζουμε ότι:

SX(ϑ) =
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ) =

nk

ϑ
−

n∑
i=1

Xi = −nk
(
1

k
X − 1

ϑ

)
,

όπου k(ϑ) = −nk ̸= 0 ∀ϑ > 0. Σύμφωνα με την πρόταση 3.8 (σελίδα 57), η U(X)

είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια της g(ϑ) = 1
ϑ .

δ. Σύμφωνα με το παράδειγμα 4.5 (σελίδα 96), καταλήγουμε στο ακόλουθο
ΔΕ ίσων ουρών για το 1

ϑ : [
2
∑n

i=1Xi

χ2
2nk;α/2

,
2
∑n

i=1Xi

χ2
2nk;1−α/2

]
.

7.9 Σεπτέμβριος 2013

Θέμα 1. Έστω Xi, i = 1, 2, . . . , n, ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές από κατανομές
με αντίστοιχες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας:

fXi(xi;ϑ) = kiϑ
kix−ki−1

i , xi ⩾ ϑ > 0,

όπου ki, i = 1, 2, . . . , n, γνωστές θετικές σταθερές.

α. Να βρεθεί επαρκής και πλήρης στατιστική συνάρτηση για την παράμετρο ϑ.

β. Να βρεθεί αμερόληπτη εκτιμήτρια ελάχιστης διασποράς για το ϑr.

γ. Να βρεθεί η ΕΜΠ του ϑ. Είναι αυτή αμερόληπτη;

Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = ϑnk
n∏
i=1

kix
−ki−1
i 1[ϑ,∞)(xi) = ϑnk1[ϑ,∞)

(
x(1)

) n∏
i=1

kix
−ki−1
i ,

όπου k = 1
n

∑n
i=1 ki, T (x) = x(1), g(t, ϑ) = ϑnk1[ϑ,∞)(t) και h(x) =

∏n
i=1 kix

−ki−1
i .

Σύμφωνα με το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, η στατιστική συνάρτηση
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T (X) = X(1) είναι επαρκής για το ϑ. Για x ⩾ ϑ, υπολογίζουμε ότι:

FXi(x;ϑ) =

∫ x

ϑ
f(y;ϑ)dy =

∫ x

ϑ
kiϑ

kiy−ki−1dy = −
[
ϑkiy−ki

]x
ϑ
= 1− (ϑ/x)ki .

Για t ⩾ ϑ, υπολογίζουμε ότι:

FT (t) = 1−
n∏
i=1

[1− FXi(t;ϑ)] = 1− (ϑ/t)nk , fT (t) = nkϑnkt−nk−1.

Έστω ότι Eϑ[φ(T )] = 0 ∀ϑ ∈ (0,∞). Υπολογίζουμε ότι:

Eϑ[φ(T )] =
∫ ∞

ϑ
fT (t)φ(t)dt = nkϑnk

∫ ∞

ϑ
t−nk−1φ(t)dt = 0, ∀ϑ ∈ (0,∞) ⇒

∫ ∞

ϑ
t−nk−1φ(t)dt = 0, ∀ϑ ∈ (0,∞).

Σύμφωνα με το θεμελιώδες θεώρημα του απειροστικού λογισμού, έπεται ότι:

−ϑ−nk−1φ (ϑ) = 0, ∀ϑ ∈ (0,∞) ⇒ φ(t) = 0, ∀t ∈ (0,∞).

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) = X(1) είναι πλήρης.

β. Υπολογίζουμε ότι:

E (T r) =

∫ ∞

ϑ
trfT (t)dt =

∫ ∞

ϑ
nkϑnktr−nk−1dt

r−nk<0
= nkϑnk

[
tr−nk

r − nk

]∞
ϑ

= −nkϑnk ϑ
r−nk

r − nk
=

nkϑr

nk − r
.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), η δ(X) =
(
1− r

nk

)
T r , όπου T (X) = X(1),

είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ) για r < nk.

γ. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) =

ϑ
nk
∏n
i=1

(
kix

−ki−1
i

)
, ϑ ⩽ x(1)

0, ϑ > x(1)

.

Για ϑ ⩽ x(1), η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως αύξουσα. Επομένως, η
στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X) = X(1) είναι η ΕΜΠ του ϑ. Σύμφωνα με το προηγού-
μενο ερώτημα, παρατηρούμε ότι:

E
[(

1− 1

nk

)
X(1)

]
= ϑ,

οπότε η ΕΜΠ δεν είναι α.ε. του ϑ.
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Θέμα 2. Έστω X τυχαία μεταβλητή από κατανομή με συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας:

f(x; a, b) =
a

ba
xa−1e−(x/b)a , x > 0, a, b > 0.

α. Να εξεταστεί αν η προηγούμενη κατανομή ανήκει στην ΕΟΚ.

β. Αν a = 2, να υπολογιστούν οι E(X2) και Var(X2).

γ. Έστω τυχαίο δείγμα X1, X2, . . . , Xn από την παραπάνω κατανομή με a = 2.
Να βρεθεί η ΕΜΠ της συνάρτησης g(b) = b2 και να δειχθεί ότι αυτή είναι
ΑΕΕΔ και συνεπής εκτιμήτρια της g(b).

Λύση. α. Βλέπε παράδειγμα 2.3 (σελίδα 20).

β. Υπολογίζουμε ότι:

f(x; b) = 2x exp
{
− 1

b2
x2 − 2 log b

}
,

h(x) = 2x, Q(b) = − 1

b2
, T (x) = x2, A(b) = 2 log b.

Θεωρούμε την ακόλουθη αναπαραμέτρηση:

η = − 1

b2
< 0, b =

1√
−η

,

f(x; η) = 2x exp
{
−ηx2 − log 1

−η

}
, A(η) = log 1

−η
.

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

E [T (X)] = E
(
X2
)
= A′(η) = −1

η
= b2,

Var [T (X)] = Var
(
X2
)
= A′′(η) =

1

η2
= b4.

γ. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(b | x) = n log 2 +
n∑
i=1

logxi −
1

b2

n∑
i=1

x2i − 2n log b,

∂ℓ(b | x)
∂b

=
2

b3

n∑
i=1

x2i −
2n

b
= 0 ⇒ b̂ =

(
1

n

n∑
i=1

x2i

)1/2

,

∂2ℓ(b | x)
∂b2

= − 6

b4

n∑
i=1

x2i +
2n

b2
= −2n

b2

(
3

b2
b̂2 − 1

)
,

∂2ℓ(̂b | x)
∂b2

= −4n

b̂2
< 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(b | x) παρουσιάζει μέγιστο στο b̂. Στη συνέχεια, υπολογί-
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ζουμε ότι:

lim
b→∞

L (b | x) = lim
b→∞

2n

b2n
exp

{
− 1

b2

n∑
i=1

x2i

}
n∏
i=1

xi = 0,

lim
b→0+

L (b | x) = lim
b→0+

2n

b2n
exp

{
− 1

b2

n∑
i=1

x2i

}
n∏
i=1

xi = 0.

Σύμφωνα με την ιδιότητα του αναλλοίωτου, η Un(x) = g(̂b) = 1
n

∑n
i=1 x

2
i είναι η

ΕΜΠ της g(b) = b2. Το σύνολο Q(Θ) =
{
− 1
b2

: b ∈ (0,∞)
}
= (−∞, 0) περιέχει ένα

μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας - πληρό-
τητας στην ΕΟΚ, η T ∗(x) =

∑n
i=1X

2
i είναι επαρκής για το b και πλήρης. Σύμφωνα

με το προηγούμενο ερώτημα, έπεται ότι E [Un(x)] = E
(
X2

1

)
= b2. Σύμφωνα με το

πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), συμπεραίνουμε ότι η Un(x) είναι η ΑΕΕΔ της g(b) = b2.
Σύμφωνα με τον ασθενή νόμο των μεγάλων αριθμών, γνωρίζουμε ότι η Un(X)

είναι συνεπής εκτιμήτρια της g(b) = E
(
X2

1

)
= b2.

Θέμα 3. Έστω ένα τυχαίο δείγμα X1, X2, . . . , Xn από κατανομή Bernoulli(p) και
θέλουμε να πραγματοποιήσουμε τον έλεγχο H0 : p = 0.49 vs. H1 : p = 0.51.
Θεωρώντας ότι το n είναι μεγάλο, υπολογίστε, κατά προσέγγιση, το μέγεθος του
δείγματος n έτσι ώστε οι δύο πιθανότητες σφάλματος να είναι περίπου ίσες με
0.01.

Λύση. Γνωρίζουμε ότι:

ℓ(p | x) = log p
n∑
i=1

xi + log(1− p)

(
n−

n∑
i=1

xi

)
= log p

1− p

n∑
i=1

xi + n log(1− p).

Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ(0.49 | x)−ℓ(0.51 | x) < c ⇔ log 0.49/(1− 0.49)

0.51/(1− 0.51)

n∑
i=1

xi+n log
1− 0.49

1− 0.51
< c ⇔

2 log 0.51
0.49

n∑
i=1

xi > c∗ = n log 0.51
0.49

− c ⇔
n∑
i=1

xi > c∗∗ =
c∗

2

(
log 0.51

0.49

)−1

,

Tn(x) =
xn − 0.49√
0.49 · 0.51/n

> cα =
c∗∗/n− 0.49√
0.49 · 0.51/n

.

Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου ότι X1, . . . , Xn ∼ Bernoulli(0.49), γνω-
ρίζουμε ότι Tn(X)

d→ Z ∼ N (0, 1), σύμφωνα με το κεντρικό οριακό θεώρημα.
Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

lim
n→∞

E0.49 [φn(X)] = α ⇒ P0.49 [Z > cα] = α = 0.01 ⇒ cα = Z0.01.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
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λουθο ασυμπτωτικό έλεγχο:

φn(x) =

1, xn > 0.49 + Z0.01

√
0.49 · 0.51/n

0, xn ⩽ 0.49 + Z0.01

√
0.49 · 0.51/n

.

Στη συνέχεια, απαιτούμε το εξής:

P(Σφάλμα Τύπου ΙΙ) = P0.51 (X /∈ R) = P0.51

(
Xn − 0.49√
0.49 · 0.51/n

⩽ Z0.01

)

→ Φ

(
Z0.01 +

0.49− 0.51√
0.49 · 0.51/n

)
= 0.01 ⇒

Z0.01 −
0.02√

0.49 · 0.51/n
= Φ−1(0.01) = Z0.99 = −Z0.01 ⇒

Z2
0.01 =

0.0001

0.49 · 0.51/n
⇒ n = 49 · 51 · Z2

0.01 ≈ 13524.32.

Επομένως, το μέγεθος δείγματος είναι n = 13525.

Θέμα 4. Έστω U1, U2, . . . , Un τυχαίες μεταβλητές που ακολουθούν κατανομή με
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας:

f(u;ϑ) =
p

ϑ
up−1e−u

p/ϑ, u > 0, p > 0 γνωστό.

α. Να βρεθεί αποτελεσματική εκτιμήτρια δ = δ(u) του ϑ.

β. Να κατασκευαστεί διάστημα εμπιστοσύνης για το ϑ με συντελεστή εμπι-
στοσύνης 1− α.
[Υπόδειξη: Βρείτε την κατανομή του 2nδ

ϑ .]

γ. Αν U1 = 1
4 , U2 = 1

2 , U3 = 1
4 και p = 2, ποιο θα είναι το αντίστοιχο διάστημα

εμπιστοσύνης με συντελεστή εμπιστοσύνης 1− α = 90%;

Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

f(U ;ϑ) = (p/ϑ)n exp
{
− 1

ϑ

n∑
i=1

Upi

}
n∏
i=1

Up−1
i ,

log f(U ;ϑ) = n log p− n logϑ− 1

ϑ

n∑
i=1

Upi + (p− 1)
n∑
i=1

logUi,

SU (ϑ) =
∂

∂ϑ
log f(U ;ϑ) = −n

ϑ
+

1

ϑ2

n∑
i=1

Upi =
n

ϑ2

(
1

n

n∑
i=1

Upi − ϑ

)
,

όπου k(ϑ) = n
ϑ2

̸= 0 ∀ϑ > 0. Σύμφωνα με την πρόταση 3.8 (σελίδα 57), η στατι-
στική συνάρτηση δ(U) = 1

n

∑n
i=1 U

p
i είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια του ϑ.



202 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΛΥΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ

β. Θέτουμε Xi = Upi για i = 1, 2, . . . , n. Για x > 0, υπολογίζουμε ότι:

FX1(x) = P (Up1 ⩽ x) = P
(
U1 ⩽ x1/p

)
= FU1

(
x1/p

)
,

fX1(x) =
1

p
x1/p−1fU1

(
x1/p

)
=

1

p
x1/p−1 p

ϑ
x1−1/pe−x/ϑ =

1

ϑ
e−x/ϑ,

δηλαδή Xi ∼ Exp(1/ϑ) για i = 1, 2, . . . , n και T (U) =
∑n

i=1 U
p
i ∼ Gamma (n, 1/ϑ).

Σύμφωνα με τη σημείωση 3.11 (σελίδα 39), ορίζουμε την αντιστρεπτή ποσότητα
Q = 2

ϑT = 2nδ
ϑ ∼ χ2

2n. Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽
2

ϑ

n∑
i=1

Upi ⩽ c2 ⇔
2
∑n

i=1 U
p
i

c2
⩽ ϑ ⩽ 2

∑n
i=1 U

p
i

c1
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = χ2

2n;1−α/2,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = χ2

2n;α/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
2
∑n

i=1 U
p
i

χ2
2n;α/2

,
2
∑n

i=1 U
p
i

χ2
2n;1−α/2

]
.

γ. Υπολογίζουμε ότι ότι χ2
2n;α/2 = χ2

6;0.05 ≈ 12.59 και χ2
2n;1−α/2 = χ2

6;0.95 ≈ 1.64.
Επιπλέον, υπολογίζουμε ότι:

n∑
i=1

Upi =
3∑
i=1

U2
i =

1

16
+

1

4
+

1

16
=

3

8
.

Επομένως, το ζητούμενο διάστημα εμπιστοσύνης είναι το [0.06, 0.46].

7.10 Ιούνιος 2013

Θέμα 1. Έστω X και Y δύο ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, όπου X ∼ N (0, ϑ2),
Y ∼ N (0, 4ϑ2) και ϑ ∈ (0,∞) άγνωστη παράμετρος.

α. Να βρεθεί επαρκής και πλήρης στατιστική συνάρτηση για το ϑ.

β. Να βρεθεί η αμερόληπτη εκτιμήτρια ελάχιστης διασποράς της g(ϑ) = ϑ2.

γ. Να βρεθεί η εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας του ϑ.

δ. Με κατάλληλη αντιστρεπτή ποσότητα, να κατασκευασθεί διάστημα εμπι-
στοσύνης ίσων ουρών για το ϑ2 με συντελεστή εμπιστοσύνης 1− α.
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Λύση. α. Το στήριγμα S = R2 δεν εξαρτάται από την τιμή του ϑ. Επιπλέον,
υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) =
1√
2πϑ2

exp
{
− x2

2ϑ2

}
, f(y;ϑ) =

1√
8πϑ2

exp
{
− y2

8ϑ2

}
,

f(x, y;ϑ) = f(x;ϑ)f(y;ϑ) =
1

4πϑ2
exp

{
− x2

2ϑ2
− y2

8ϑ2

}
=

1

4π
exp

{
−4x2 + y2

8ϑ2
− 2 logϑ

}
,

όπου Q(ϑ) = − 1
8ϑ2

και T (x, y) = 4x2 + y2. Το Q(Θ) =
{
− 1

8ϑ2
: ϑ > 0

}
= (−∞, 0)

περιέχει ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρ-
κειας - πληρότητας στην ΕΟΚ, η στατιστική συνάρτηση T (X,Y ) = 4X2+Y 2 είναι
επαρκής για το ϑ και πλήρης.

β. Παρατηρούμε ότι:

X ∼ N (0, ϑ2) ⇒ X

ϑ
∼ N (0, 1) ⇒ Q1 =

X2

ϑ2
∼ χ2

1,

Y ∼ N (0, 4ϑ2) ⇒ Y

2ϑ
∼ N (0, 1) ⇒ Q2 =

Y 2

4ϑ2
∼ χ2

1.

Αφού οι τυχαίες μεταβλητές X και Y ανεξάρτητες, έπεται ότι:

Q(X,Y ) = Q1 +Q2 =
X2

ϑ2
+
Y 2

4ϑ2
=

4X2 + Y 2

4ϑ2
∼ χ2

2 ≡ Exp (1/2) ,

E [Q(X,Y )] = E
(
4X2 + Y 2

4ϑ2

)
= 2 ⇒ E

(
4X2 + Y 2

8

)
= ϑ2.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), η δ(X,Y ) = 4X2+Y 2

8 είναι η ΑΕΕΔ της
g(ϑ) = ϑ2.

γ. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(ϑ | x, y) = − log(4π)− 4x2 + y2

8ϑ2
− 2 logϑ, ∂ℓ(ϑ | x, y)

∂ϑ
=

4x2 + y2

4ϑ3
− 2

ϑ
= 0 ⇒

ϑ̂ =

√
4x2 + y2

8
,

∂2ℓ(ϑ | x, y)
∂ϑ2

= −3
4x2 + y2

4ϑ4
+

2

ϑ2
= − 2

ϑ2

(
3ϑ̂2

ϑ2
− 1

)
,

∂2ℓ(ϑ̂ | x, y)
∂ϑ2

= − 4

ϑ̂2
< 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(ϑ | x, y) παρουσιάζει μέγιστο στο ϑ̂. Στη συνέχεια, υπολο-
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γίζουμε ότι:

lim
ϑ→∞

L (ϑ | x, y) = lim
ϑ→∞

1

4πϑ2
exp

{
−4x2 + y2

8ϑ2

}
= 0,

lim
ϑ→0+

L (ϑ | x, y) = lim
ϑ→0+

1

4πϑ2
exp

{
−4x2 + y2

8ϑ2

}
= 0.

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X,Y ) =
√

4X2+Y 2

8 είναι η ΕΜΠ του ϑ.

δ. Έχουμε δείξει ότι Q = 4X2+Y 2

4ϑ2
∼ χ2

2. Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2

ως προς ϑ2:

c1 ⩽
4X2 + Y 2

4ϑ2
⩽ c2 ⇔ 4X2 + Y 2

4c2
⩽ ϑ2 ⩽ 4X2 + Y 2

4c1
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
⇒ c1 = χ2

2;1−α/2,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ c2 = χ2

2;α/2.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
4X2 + Y 2

4χ2
2;α/2

,
4X2 + Y 2

4χ2
2;1−α/2

]
.

Θέμα 2. Έστω X1, X2, . . . , Xν τυχαίο δείγμα από την κατανομή με συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας:

f(x;ϑ) =
2ϑx

(1 + x2)ϑ+1
, x > 0,

όπου ϑ ∈ (0,∞) άγνωστη παράμετρος.

α. Να βρεθεί αποτελεσματική εκτιμήτρια του 1
ϑ και να ελεγχθεί αν αυτή είναι

συνεπής για το 1
ϑ .

[Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε την κατανομή της Y = log
(
1 +X2

)
.]

β. Να βρεθεί ισχυρότατος έλεγχος για τις υποθέσεις H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ = ϑ1,
όπου ϑ1 < ϑ0, σε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας α ∈ (0, 1).

γ. Για τις παραπάνω υποθέσεις, να βρεθεί προσεγγιστική κρίσιμη περιοχή σε
επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας α για μεγάλο ν.

Λύση. α. Βλέπε θέμα 1, Σεπτέμβριος 2019 (σελίδα 171).



7.10. ΙΟΥΝΙΟΣ 2013 205

β. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) = (2ϑ)ν
ν∏
i=1

xi
(
1 + x2i

)−ϑ−1
,

ℓ(ϑ | x) = ν log 2 + ν logϑ+
ν∑
i=1

logxi − (ϑ+ 1)
ν∑
i=1

log
(
1 + x2i

)
.

Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ(ϑ0 | x)−ℓ(ϑ1 | x) < c ⇔ ν (logϑ0 − logϑ1)−(ϑ0−ϑ1)
ν∑
i=1

log
(
1 + x2i

)
< c ⇔

(ϑ0 − ϑ1)
ν∑
i=1

log
(
1 + x2i

)
> c∗ = ν (logϑ0 − logϑ1)− c

ϑ0−ϑ1>0⇔

ν∑
i=1

log
(
1 + x2i

)
> c∗∗ =

c∗

ϑ0 − ϑ1
⇔

T (x) = 2ϑ0

ν∑
i=1

log
(
1 + x2i

)
> cα = 2ϑ0c

∗∗.

Θέτουμε Yi = log
(
1 +X2

i

)
για i = 1, 2, . . . , ν. Για y > 0, υπολογίζουμε ότι:

FY1(y) = P
[
log
(
1 +X2

1

)
⩽ y
]
= P

(
X2

1 ⩽ ey − 1
)
= F

(√
ey − 1;ϑ

)
,

fY1(y) =
ey

2
√
ey − 1

f
(√
ey − 1;ϑ

)
=

ey

2
√
ey − 1

2ϑ
√
ey − 1

ey(ϑ+1)
= ϑe−ϑy,

δηλαδή Yi ∼ Exp(ϑ). Υπό την H0, δηλαδή δεδομένου ότι Y1, . . . , Yν ∼ Exp(ϑ0),
έπεται ότι:

ν∑
i=1

log
(
1 +X2

i

)
∼ Gamma(ν, ϑ0), T (X) = 2ϑ0

ν∑
i=1

log
(
1 +X2

i

)
∼ χ2

2ν .

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

Eϑ0 [φ(X)] = α ⇒ Pϑ0 [T (X) > cα] = α ⇒ cα = χ2
2ν;α.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, 2ϑ0
∑ν

i=1 log
(
1 + x2i

)
> χ2

2ν;α

0, 2ϑ0
∑ν

i=1 log
(
1 + x2i

)
⩽ χ2

2ν;α

.
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γ. Υπό την H0, δηλαδή δεδομένου ότι Y1, . . . , Yν ∼ Exp(ϑ0), έπεται ότι:

Qν(X) =
Y ν − 1/ϑ0
1/ϑ0

√
ν

=
√
ν

[
ϑ0
ν

ν∑
i=1

log
(
1 +X2

i

)
− 1

]
d→ Z ∼ N (0, 1),

σύμφωνα με το κεντρικό οριακό θεώρημα. Λύνουμε την ανισότητα T (x) > cα ως
προς Qν(x):

Qν(x) =
√
ν

[
1

2ν
T (x)− 1

]
> c∗α =

√
ν
( cα
2ν

− 1
)
.

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

lim
ν→∞

Eϑ0 [φ
∗
ν(X)] = α ⇒ Pϑ0 (Z > c∗α) = α ⇒ c∗α = Zα.

Τελικά, καταλήγουμε στον ακόλουθο ασυμπτωτικό έλεγχο:

φ∗
ν(x) =

1,
√
ν
[
ϑ0
ν

∑ν
i=1 log

(
1 + x2i

)
− 1
]
> Zα

0,
√
ν
[
ϑ0
ν

∑ν
i=1 log

(
1 + x2i

)
− 1
]
⩽ Zα

.

Θέμα 3. Έστω X1, X2, . . . , Xν τυχαίο δείγμα από την ομοιόμορφη κατανομή στο
διάστημα [2ϑ, 3ϑ], όπου ϑ ∈ (0,∞) άγνωστη παράμετρος.

α. Να βρεθεί επαρκής στατιστική συνάρτηση για το ϑ.

β. Να βρεθεί η εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας του ϑ.

γ. Να κατασκευασθεί προσεγγιστικό διάστημα εμπιστοσύνης (ίσων ουρών) για
τη μέση τιμή των παρατηρήσεων του προηγούμενη δείγματος με συντελεστή
εμπιστοσύνης 100(1− α)% (0 < α < 1) για μεγάλο ν.

Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) =
1

ϑν

ν∏
i=1

1[2ϑ,3ϑ](xi) = ϑ−ν1[2ϑ,∞)

(
x(1)

)
1(0,3ϑ]

(
x(ν)

)
,

όπου T (x) =
(
x(1), x(ν)

)
, g(t1, t2, ϑ) = ϑ−ν1[2ϑ,∞) (t1)1(0,3ϑ] (t2) και h(x) = 1. Σύμ-

φωνα με το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, η στατιστική συνάρτηση
T (X) =

(
X(1), X(ν)

)
είναι επαρκής για το ϑ.

β. Βλέπε παράδειγμα 3.40 (σελίδα 77).

γ. Σύμφωνα με το πόρισμα 3.11 (σελίδα 69), γνωρίζουμε ότι:

ν
[
1− F

(
X(ν);ϑ

)]
= ν

[
1−

X(ν) − 2ϑ

ϑ

]
= ν

[
3− 1

ϑ
X(ν)

]
d→ Y ∼ Exp(1).
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Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Qν ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽ ν

[
3−

X(ν)

ϑ

]
⩽ c2 ⇔

X(ν)

3− c1/ν
⩽ ϑ ⩽

X(ν)

3− c2/ν
.

Για το ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

lim
ν→∞

P(Qν < c1) =
α

2
⇒ P(Y < c1) =

α

2
⇒ c1 = − log

(
1− α

2

)
,

lim
ν→∞

P(Qν > c2) =
α

2
⇒ P(Y > c2) =

α

2
⇒ c2 = − log α

2
.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ασυμπτωτικό ΔΕ ίσων ουρών:[
X(ν)

3 + log (1− α/2) /ν
,

X(ν)

3 + log (α/2) /ν

]
.

7.11 Ιανουάριος 2013

Θέμα 1. Έστω Xi ∼ U
(
0, ϑki

)
, i = 1, 2, . . . , n, ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές,

όπου ki, i = 1, 2, . . . , n, γνωστές θετικές σταθερές.

α. Να βρεθεί επαρκής και πλήρης στατιστική συνάρτηση για την παράμετρο ϑ.

β. Να βρεθεί αμερόληπτη εκτιμήτρια ελάχιστης διασποράς για την g(ϑ) = ϑ−r.

γ. Έστω Xi ∼ U (0, 2ϑ), i = 1, 2, . . . , n, τυχαίο δείγμα. Να βρεθούν ΑΕΕΔ για
την E(X1) και την Var(X1).

δ. Να βρεθεί η εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας του ϑ. Είναι αυτή αμερό-
ληπτη για το ϑ;

Λύση. α. Θέτουμε Ui = kiXi ∼ U(0, ϑ) για i = 1, 2, . . . , n. Σύμφωνα με το θέμα 1,
Απρίλιος 2014 (σελίδα 193), έπεται ότι η T (X) = maxi kiXi είναι επαρκής για το
ϑ και πλήρης.

β. Σύμφωνα με το θέμα 1, Απρίλιος 2014 (σελίδα 193), έπεται ότι η στατι-
στική συνάρτηση ψ(T ) =

(
1− r

n

)
T−r , όπου T (X) = maxi kiXi, είναι η ΑΕΕΔ της

παραμετρικής συνάρτησης g(ϑ) = ϑ−r για r < n.

γ. Θέτουμε ki = 1
2 για i = 1, 2, . . . , n, οπότε T (X) = 1

2X(n). Σύμφωνα με το
προηγούμενο ερώτημα, έπεται ότι η ψ1(T ) =

(
1 + 1

n

)
= 1

2

(
1 + 1

n

)
X(n) είναι η

ΑΕΕΔ της E(X1) = ϑ και η ψ2(T ) = 1
3

(
1 + 2

n

)
T 2 = 1

12

(
1 + 2

n

) [
X(n)

]2 είναι η
ΑΕΕΔ της Var(X1) =

1
3ϑ

2.
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δ. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) = 1

ϑn

n∏
i=1

ki1[0,ϑ/ki](xi) =

ϑ−n
∏n
i=1 ki, ϑ ⩾ maxi kixi

0, ϑ < maxi kixi
.

Για ϑ ⩾ maxi kixi, η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως φθίνουσα, οπότε
έχει μοναδικό ολικό μέγιστο ϑ̂(X) = maxi kiXi.

Θέμα 2. Έστω X1, X2, . . . , Xr τυχαίο δείγμα από Gamma(ν, ϑ) με ν γνωστό και
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας:

f(x;ϑ) =
ϑν

Γ(ν)
xν−1e−ϑx, x > 0, ν, ϑ > 0.

α. Να βρεθεί επαρκής στατιστική συνάρτηση και ΕΜΠ για το ϑ και να δοθεί
η κατανομή της επαρκούς στατιστικής συνάρτησης (χωρίς απόδειξη).

β. Να πραγματοποιηθεί ο έλεγχος H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ > ϑ0 και να ελεγχθεί
αν είναι ΟΙΕ.

γ. Να υπολογιστεί 100(1− α)% διάστημα εμπιστοσύνης για το ϑ.

Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = exp
{
−ϑ

r∑
i=1

xi + rν logϑ
}

1

[Γ(ν)]r

r∏
i=1

xν−1
i .

Το στήριγμα S = (0,∞)r της κατανομής του δείγματος δεν εξαρτάται από την
τιμή του ϑ, όποτε η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑r
i=1Xi ∼ Gamma(rν, ϑ) είναι

επαρκής για το ϑ, σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας στην ΕΟΚ. Για την ΕΜΠ
του ϑ, βλέπε θέμα 3, Απρίλιος 2014 (σελίδα 196).

β. Θεωρούμε την απλή εναλλακτική υπόθεση H∗
1 : ϑ = ϑ1 με ϑ1 > ϑ0, ώστε να

εφαρμόσουμε το λήμμα Neyman - Pearson. Γνωρίζουμε ότι:

ℓ(ϑ | x) = −ϑ
r∑
i=1

xi + rν logϑ− r logΓ(ν) + (ν − 1)
r∑
i=1

logxi.

Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ(ϑ0 | x)− ℓ(ϑ1 | x) < c ⇔ rν (logϑ0 − logϑ1)− (ϑ0 − ϑ1)

r∑
i=1

xi < c ⇔

(ϑ1 − ϑ0)

r∑
i=1

xi < c∗ = c− rν (logϑ0 − logϑ1)
ϑ1−ϑ0>0⇔
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r∑
i=1

xi < c∗∗ =
c∗

ϑ1 − ϑ0
⇔ T (x) = 2ϑ0

r∑
i=1

xi < cα = 2ϑ0c
∗∗.

Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου ότι X1, . . . , Xr ∼ Gamma(ν, ϑ0), έπεται
ότι

∑r
i=1Xi ∼ Gamma(rν, ϑ0) και T (X) = 2ϑ0

∑r
i=1Xi ∼ χ2

2rν . Επομένως, υπολο-
γίζουμε ότι:

Eϑ0 [φ(X)] = α ⇒ Pϑ0 [T (X) < cα] = α ⇒ cα = χ2
2rν;1−α.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, 2ϑ0
∑r

i=1 xi < χ2
2rν;1−α

0, 2ϑ0
∑r

i=1 xi ⩾ χ2
2rν;1−α

.

Αφού η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δεν εξαρτάται από τη συγκεκριμένη τιμή
ϑ1, αλλά μόνο από τη φορά της ανισότητας ϑ1 > ϑ0, την οποία χρησιμοποιήσαμε
για να την προσδιορίσουμε, συμπεραίνουμε ότι είναι ΟΙΕ και για τη μονόπλευρη
εναλλακτική υπόθεση H1 : ϑ > ϑ0.

γ. Βλέπε παράδειγμα 4.5 (σελίδα 96).

Θέμα 3. Έστω X τυχαία μεταβλητή από κατανομή με συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας:

f(x;µ, σ2) =
1

x
√
2πσ2

exp
{
− 1

2σ2
(logx− µ)2

}
, x > 0, µ ∈ R, σ2 > 0.

α. Να εξεταστεί αν η παραπάνω κατανομή ανήκει στην ΕΟΚ.

β. Να υπολογιστούν οι E(logX), Var(logX), E
[
(logX)2

]
, Var

[
(logX)2

]
και

Cov
[
logX, (logX)2

]
.

γ. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από την προηγούμενη κατανομή με σ2

γνωστό. Να δείξετε ότι η ΕΜΠ της παραμέτρου µ είναι ΑΕΕΔ, συνεπής και
αποτελεσματική για το µ.

Λύση. α. Το στήριγμα S = (0,∞) της κατανομής δεν εξαρτάται από την τιμή της
παραμέτρου ϑ = (µ, σ2) των αγνώστων παραμέτρων και υπολογίζουμε ότι:

f(x;µ, σ2) =
1

x
√
2π
exp

{
µ

σ2
logx− 1

2σ2
(logx)2 − µ2

2σ2
− logσ

}
,

h(x) =
1

x
√
2π
, Q(µ, σ2) =

(
µ

σ2
,− 1

2σ2

)
,

T (x) =
(
logx, (logx)2

)
, A(µ, σ2) =

µ2

2σ2
+ logσ.
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Επομένως, η κατανομή ανήκει στην ΕΟΚ.

β. Θεωρούμε την ακόλουθη αναπαραμέτρηση:

η = (η1, η2) =

(
µ

σ2
,− 1

2σ2

)
∈ R× (−∞, 0) ⇒ σ2 = − 1

2η2
, µ = − η1

2η2
,

f(x; η) =
1

x
√
2π
exp

{
η1 logx+ η2(logx)2 +

η21
4η2

+
1

2
log (−2η2)

}
,

A(η) = − η21
4η2

− 1

2
log (−2η2) .

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

E [T1(X)] = E (logX) =
∂A(η)

∂η1
= − η1

2η2
= µ,

E [T2(X)] = E
[
(logX)2

]
=
∂A(η)

∂η2
=

η21
4η22

− 1

2η2
= µ2 + σ2,

Var [T1(X)] = Var (logX) =
∂2A(η)

∂η21
= − 1

2η2
= σ2,

Var [T2(X)] = Var
[
(logX)2

]
=
∂2A(η)

∂η22
= − η21

2η32
+

1

2η22
= 4µ2σ2 + 2σ4,

Cov [T1(X), T2(X)] = Cov
[
logX, (logX)2

]
=
∂2A(η)

∂η1∂η2
=

η1
2η22

= 2µσ2.

γ. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(µ | x) = −
n∑
i=1

logxi −
n

2
log(2π) + µ

σ2

n∑
i=1

logxi −
1

2σ2

n∑
i=1

(logxi)2 −
nµ2

2σ2
− n logσ,

∂ℓ(µ | x)
∂µ

=
1

σ2

n∑
i=1

logxi −
n

σ2
µ = 0 ⇒ µ̂n =

1

n

n∑
i=1

logxi,

∂2ℓ(µ | x)
∂µ2

= − n

σ2
< 0, ∀µ ∈ R,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(µ | x) είναι γνησίως κοίλη. Επομένως, η στατιστική συ-
νάρτηση µ̂n(X) = 1

n

∑n
i=1 logXi είναι η ΕΜΠ του µ. Σύμφωνα με τον ασθενή

νόμο των μεγάλων αριθμών, γνωρίζουμε ότι η µ̂n(X) είναι συνεπής εκτιμήτρια
της παραμετρικής συνάρτησης E (logX1) = µ. Ο παραμετρικός χώρος Θ = R εί-
ναι ανοικτό υποσύνολο του R και η κατανομή του δείγματος ανήκει στην ΕΟΚ
με Q′(µ) = 1

σ2 ̸= 0 συνεχή συνάρτηση, οπότε όλες οι συνθήκες ομαλότητας ικανο-



7.11. ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΣ 2013 211

ποιούνται. Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

SX(µ) =
∂

∂µ
log f(X;µ) =

1

σ2

n∑
i=1

logXi −
n

σ2
µ,

∂2

∂µ2
log f(X;µ) = − n

σ2
,

IX(µ) = −E
[
∂2

∂µ2
log f(X;µ)

]
=

n

σ2
∈ (0,∞) ⇒ 1

IX(µ)
=

1

n
σ2.

Παρατηρούμε ότι:

Var
(
1

n

n∑
i=1

logXi

)
=

1

n
Var(X1) =

1

n
σ2 =

1

IX(µ)
,

δηλαδή η ΕΜΠ µ̂n(X) είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια του mu. Επομένως, είναι
κι η μοναδική ΑΕΕΔ του µ.

Θέμα 4. Έστω X1, X2, X3, X4 ανεξάρτητες τ.μ. με X1 ∼ N (µ, σ2), X2 ∼ N (µ/2, 2),
X3 ∼ N (2µ, 1), X4 ∼ N (3µ, 2σ2) και µ, σ2 άγνωστα.

α. Να βρεθεί η σχέση που οδηγεί στην εύρεση της ΕΜΠ του ζεύγους (µ, σ2).

β. Έστω µ = 0. Να πραγματοποιηθεί ο έλεγχος H0 : σ2 = σ20 vs. H1 : σ2 = σ21

με σ21 > σ20.

γ. Να υπολογιστεί 100(1− α)% διάστημα εμπιστοσύνης για το σ2.

Λύση. α. Υπολογίζουμε ότι:

fX1(x;µ, σ
2) =

1√
2πσ2

exp
{
−(x− µ)2

2σ2

}
, fX2(x;µ) =

1√
4π
exp

{
−(x− µ/2)2

4

}
,

fX3(x;µ) =
1√
2π
exp

{
−(x− 2µ)2

2

}
, fX4(x;µ, σ

2) =
1√
4πσ2

exp
{
−(x− 3µ)2

4σ2

}
,

ℓ(µ, σ2 | x) = − log
(
8π2
)
− logσ2 − (x− µ)2

2σ2
− (2x− µ)2

16
− (x− 2µ)2

2
− (x− 3µ)2

4σ2
,

∂ℓ

∂µ
(µ, σ2 | x) = x− µ

σ2
+

2x− µ

8
+ 2(x− 2µ)− 3

x− 3µ

2σ2
= 0,

∂ℓ

∂σ2
(µ, σ2 | x) = − 1

σ2
+

(x− µ)2

2σ4
+

(x− 3µ)2

4σ4
= 0.

β. Έχουμε X1 ∼ N (0, σ2), X2 ∼ N (0, 2), X3 ∼ N (0, 1) και X4 ∼ N (0, 2σ2).
Υπολογίζουμε ότι:

ℓ
(
σ2 | x1, x4

)
= −1

2
log (8π)− logσ2− x21

2σ2
− x24

4σ2
= −1

2
log (8π)− logσ2− 2x21 + x24

4σ2
.
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Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ
(
σ20 | x1, x4

)
− ℓ

(
σ21 | x1, x4

)
< c ⇔

logσ21 − logσ20 −
2x21 + x24

4

(
1

σ20
− 1

σ21

)
< c ⇔

2x21 + x24
4

σ21 − σ20
σ20σ

2
1

> c∗ = logσ21 − logσ20 − c
σ2
1−σ2

0>0
⇔

2x21 + x24 > c∗∗ =
4σ20σ

2
1c

∗

σ21 − σ20
⇔ T (x1, x4) =

2x21 + x24
2σ20

> cα =
c∗∗

2σ20
.

Υπό την H0, δηλαδή δεδομένου ότι X1 ∼ N
(
0, σ20

)
και X4 ∼ N

(
0, 2σ20

)
, παρατη-

ρούμε ότι:
X1

σ0
∼ N (0, 1) ⇒ Q1 =

X2
1

σ20
∼ χ2

1,

X4√
2σ0

∼ N (0, 1) ⇒ Q2 =
X2

4

2σ20
∼ χ2

1.

Αφού οι τυχαίες μεταβλητές X1 και X4 ανεξάρτητες, έπεται ότι:

T (X1, X4) = Q1 +Q2 =
X2

1

σ20
+
X2

4

2σ20
=

2X2
1 +X2

4

2σ20
∼ χ2

2.

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

Eσ2
0
[φ(X1, X4)] = α ⇒ Pσ2

0
[T (X1, X4) > cα] = α ⇒ cα = χ2

2;α.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ(x1, x4) =

1, 2x21 + x24 > 2σ20χ
2
2;α

0, 2x21 + x24 ⩽ 2σ20χ
2
2;α

.

γ. Σύμφωνα με το θέμα 1, Ιούνιος 2013 (σελίδα 202), καταλήγουμε στο ακό-
λουθο ΔΕ ίσων ουρών: [

2X2
1 +X2

4

2χ2
2;α/2

,
2X2

1 +X2
4

2χ2
2;1−α/2

]
.

7.12 Σεπτέμβριος 2012

Θέμα 1. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από την κατανομή με συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας:

f(x;ϑ) =
1

2ϑ
√
x
e−

√
x/ϑ, x > 0,
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όπου ϑ > 0 άγνωστη παράμετρος.

α. Να βρεθεί επαρκής και πλήρης στατιστική συνάρτηση T για το ϑ.

β. Να βρεθεί αποτελεσματική εκτιμήτρια για το ϑ. Επίσης, δώστε την αμερό-
ληπτη εκτιμήτρια ελάχιστης διασποράς του ϑ και εξετάστε αν είναι συνεπής
για το ϑ.

γ. Να βρεθεί η αμερόληπτη εκτιμήτρια ελάχιστης διασποράς του 1
ϑ .

Λύση: α. Το στήριγμα S = (0,∞)n της κατανομής του δείγματος δεν εξαρτά-
ται από την τιμή του ϑ και υπολογίζουμε ότι:

f(x;ϑ) = 2−n exp
{
− 1

ϑ

n∑
i=1

√
xi − n logϑ

}
n∏
i=1

1
√
xi
,

όπου Q(ϑ) = − 1
ϑ και T (x) =

∑n
i=1

√
xi. Το σύνολο Q(Θ) =

{
− 1
ϑ : ϑ > 0

}
= (−∞, 0)

περιέχει ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρ-
κειας - πληρότητας στην ΕΟΚ, η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1

√
Xi είναι

επαρκής για το ϑ και πλήρης.

β. Υπολογίζουμε ότι:

log f(X;ϑ) = −n log 2− 1

ϑ

n∑
i=1

√
Xi − n logϑ− 1

2

n∑
i=1

logXi,

SX(ϑ) =
∂

∂ϑ
log f(X;ϑ) =

1

ϑ2

n∑
i=1

√
Xi −

n

ϑ
=

n

ϑ2

(
1

n

n∑
i=1

√
Xi − ϑ

)
,

όπου k(ϑ) = n
ϑ2

̸= 0 ∀ϑ > 0. Σύμφωνα με την πρόταση 3.8 (σελίδα 57), η στα-
τιστική συνάρτηση δn(X) = 1

n

∑n
i=1

√
xi είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια του ϑ,

οπότε είναι κι η μοναδική ΑΕΕΔ του ϑ. Σύμφωνα με τον ασθενή νόμο των μεγά-
λων αριθμών, γνωρίζουμε ότι η δn(X) είναι συνεπής εκτιμήτρια της παραμετρικής
συνάρτησης E

(√
X1

)
= E [δn(X)] = ϑ.

γ. Θέτουμε Yi =
√
Xi για i = 1, 2, . . . , n. Για y > 0, υπολογίζουμε ότι:

FY1(y) = P
(√

X1 ⩽ y
)
= F

(
y2;ϑ

)
,

fY1(y) = 2yf
(
y2;ϑ

)
= 2y

1

2ϑy
e−y/ϑ =

1

ϑ
e−y/ϑ,

δηλαδή Yi ∼ Exp(1/ϑ) για i = 1, . . . , n και T (X) =
∑n

i=1

√
Xi ∼ Gamma (n, 1/ϑ).
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Στη συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

E
(
1

T

)
=

∫ ∞

0

1

t
fT (t)dt =

∫ ∞

0

1

t

1

ϑnΓ(n)
tn−1e−t/ϑdt =

1

ϑn(n− 1)!

∫ ∞

0
tn−2e−t/ϑdt

=
1

ϑn(n− 1)!
ϑn−1(n− 2)! =

1

(n− 1)ϑ
.

Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49), η ψ(T ) = n−1
T είναι η ΑΕΕΔ του 1

ϑ .

Θέμα 2. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από την κατανομή με συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας:

f(x;ϑ) =
2ϑ

3
(2− ϑx), 0 ⩽ x ⩽ 1

ϑ
,

όπου ϑ > 0 άγνωστη παράμετρος.

α. Να βρεθεί η εκτιμήτρια ροπών δ του ϑ. Στη συνέχεια, να εξεταστεί αν η 1
δ

είναι συνεπής για το 1
ϑ .

β. Για δείγμα μεγέθους n = 1 από την παραπάνω κατανομή, να βρεθεί η
εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας του ϑ.

γ. Για δείγμα μεγέθους n = 1, να κατασκευασθεί διάστημα εμπιστοσύνης για
το ϑ με συντελεστή εμπιστοσύνης 90%.
[Υπόδειξη: Βρείτε την κατανομή της 1

ϑX1
.]

Λύση: α. Υπολογίζουμε ότι:

µ1 = E(X1) =

∫ 1/ϑ

0
xf(x;ϑ)dx =

∫ 1/ϑ

0

(
4ϑx

3
− 2ϑ2x2

3

)
dx =

[
2ϑx2

3
− 2ϑ2x3

9

]1/ϑ
0

=
2

3ϑ
− 2

9ϑ
=

4

9ϑ
.

Εξισώνουμε τις ροπές πρώτης τάξης:

µ1 =M1 ⇒ 4

9ϑ
=

1

n

n∑
i=1

Xi ⇒ δn(X) =
4

9Xn

.

Σύμφωνα με τον ασθενή νόμο των μεγάλων αριθμών, γνωρίζουμε ότι η Xn είναι
συνεπής εκτιμήτρια της παραμετρικής συνάρτησης E(X1) =

4
9ϑ . Σύμφωνα με την

πρόταση 3.16 (σελίδα 67), έπεται ότι η δn(X) = 4
9Xn

είναι συνεπής εκτιμήτρια
του ϑ.

β. Γνωρίζουμε ότι L(ϑ | x1) = 2
3

(
2ϑ− ϑ2x1

)
για 0 < ϑ ⩽ 1

x1
. Το πολυώνυμο

p(ϑ) = −X1ϑ
2 + 2ϑ έχει ολικό μέγιστο ϑ̂(X1) =

1
X1
.
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γ. Για x ∈ [0, 1/ϑ], υπολογίζουμε ότι:

F (x;ϑ) =

∫ x

0
f(y;ϑ)dy =

∫ x

0

(
4ϑ

3
− 2ϑ2y

3

)
dy =

[
4ϑy

3
− ϑ2y2

3

]x
0

=
4ϑx− ϑ2x2

3
.

Έστω Q = 1
ϑX1

. Για y ⩾ 1, υπολογίζουμε ότι:

FQ(y) = P
(

1

ϑX1
⩽ y

)
= P

(
X1 ⩾

1

ϑy

)
= 1− 1

3

(
4

y
− 1

y2

)
=

3y2 − 4y + 1

3y2
.

Λύνουμε την ανισότητα c1 ⩽ Q ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽
1

ϑX1
⩽ c2 ⇔ 1

c2X1
⩽ ϑ ⩽ 1

c1X1
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ 3c21 − 4c1 + 1

3c21
=
α

2
= 0.05 ⇒ c1 =

2±
√
4− 3 · 0.95
3 · 0.95

,

P(Q > c2) =
α

2
⇒ 4c2 − 1

3c22
=
α

2
= 0.05 ⇒ c2 =

2±
√
4− 3 · 0.05
3 · 0.05

.

Επιπλέον, ισχύει ότι c1, c2 ⩾ 1, οπότε συμπεραίνουμε ότι:

c1 =
2 +

√
4− 3 · 0.95
3 · 0.95

≈ 1.08, c2 =
2 +

√
4− 3 · 0.05
3 · 0.05

≈ 26.41.

Επομένως, ένα ΔΕ ίσων ουρών για το ϑ είναι το
[

1
26.41X1

, 1
1.08X1

]
.

Θέμα 3. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από την εκθετική κατανομή με συ-
νάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x;ϑ) = ϑe−ϑx, x > 0, ϑ > 0, και Y1, Y2, . . . , Ym
τυχαίο δείγμα από την εκθετική κατανομή με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
f(y;ϑ) = kϑe−kϑy , y > 0, ϑ > 0, όπου k γνωστή θετική σταθερά.

α. Να βρεθεί εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας και επαρκής στατιστική συ-
νάρτηση για το ϑ.

β. Να βρεθεί ομοιόμορφα ισχυρότατος έλεγχος για τις υποθέσεις H0 : ϑ = ϑ0

vs. H1 : ϑ > ϑ0 σε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας α.

γ. Να κατασκευασθεί διάστημα εμπιστοσύνης για το ϑ με συντελεστή εμπι-
στοσύνης 95%.

Λύση: α. Υπολογίζουμε ότι:

f(x, y;ϑ) =
n∏
i=1

f(xi;ϑ)
m∏
i=1

f(yi;ϑ) = kmϑn+m exp
{
−ϑ

(
n∑
i=1

xi + k
m∑
i=1

yi

)}
,
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όπου T (x, y) =
∑n

i=1 xi+k
∑m

i=1 yi, g (t, ϑ) = ϑn+me−ϑt και h
(
x, y
)
= km. Σύμφωνα

με το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, έπεται ότι η στατιστική συνάρτηση
T (X,Y ) =

∑n
i=1Xi + k

∑m
i=1 Yi είναι επαρκής για το ϑ. Στη συνέχεια, υπολογί-

ζουμε ότι:

ℓ(ϑ | x, y) = m log k + (n+m) logϑ− ϑ

(
n∑
i=1

xi + k

m∑
i=1

yi

)
,

∂ℓ(ϑ | x, y)
∂ϑ

=
n+m

ϑ
−

(
n∑
i=1

xi + k

m∑
i=1

yi

)
= 0 ⇒ ϑ̂ =

n+m

nx+ kmy
,

∂2ℓ(ϑ | x, y)
∂ϑ2

= −n+m

ϑ2
< 0, ∀ϑ > 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(ϑ | x, y) είναι γνησίως κοίλη. Επομένως, η στατιστική
συνάρτηση ϑ̂(X,Y ) = n+m

nX+kmY
είναι η ΕΜΠ του ϑ.

β. Θεωρούμε την απλή εναλλακτική υπόθεση H∗
1 : ϑ = ϑ1 με ϑ1 > ϑ0, ώστε

να εφαρμόσουμε το λήμμα Neyman - Pearson. Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου
δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ(ϑ0 | x, y)− ℓ(ϑ1 | x, y) < c ⇔

(n+m) (logϑ0 − logϑ1)− (ϑ0 − ϑ1)

(
n∑
i=1

xi + k

m∑
i=1

yi

)
< c ⇔

(ϑ1 − ϑ0)

(
n∑
i=1

xi + k

m∑
i=1

yi

)
< c∗ = c− (n+m) (logϑ0 − logϑ1)

ϑ1−ϑ0>0⇔

n∑
i=1

xi + k
m∑
i=1

yi < c∗∗ =
c∗

ϑ1 − ϑ0
⇔

T (x, y) = 2ϑ0

(
n∑
i=1

xi + k
m∑
i=1

yi

)
< cα = 2ϑ0c

∗∗.

Γνωρίζουμε ότι kYi ∼ Exp(ϑ) για i = 1, 2, . . . , n. Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή
δεδομένου ότι X1, . . . , Xn ∼ Exp(ϑ0) και Y1, . . . , Ym ∼ Exp(kϑ0), γνωρίζουμε ότι:

n∑
i=1

Xi + k
m∑
i=1

Yi ∼ Gamma(n+m,ϑ0),

T (X,Y ) = 2ϑ0

(
n∑
i=1

Xi + k
m∑
i=1

Yi

)
∼ χ2

2n+2m.

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

Eϑ0 [φ(X,Y )] = α ⇒ Pϑ0 [T (X,Y ) < cα] = α ⇒ cα = χ2
2n+2m;1−α.
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Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ(x, y) =

1, 2ϑ0 (
∑n

i=1 xi + k
∑m

i=1 yi) < χ2
2n+2m;1−α

0, 2ϑ0 (
∑n

i=1 xi + k
∑m

i=1 yi) ⩾ χ2
2n+2m;1−α

.

Αφού η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δεν εξαρτάται από τη συγκεκριμένη τιμή
ϑ1, αλλά μόνο από τη φορά της ανισότητας ϑ1 > ϑ0, την οποία χρησιμοποιήσαμε
για να την προσδιορίσουμε, συμπεραίνουμε ότι είναι ΟΙΕ και για τη μονόπλευρη
εναλλακτική υπόθεση H1 : ϑ > ϑ0.

γ. Έχουμε δείξει ότι T (X,Y ) = 2ϑ (
∑n

i=1Xi + k
∑m

i=1 Yi) ∼ χ2
2n+2m. Λύνουμε

την ανισότητα c1 ⩽ T ⩽ c2 ως προς ϑ:

c1 ⩽ 2ϑ

(
n∑
i=1

Xi + k

m∑
i=1

Yi

)
⩽ c2 ⇔

c1
2 (
∑n

i=1Xi + k
∑m

i=1 Yi)
⩽ ϑ ⩽ c2

2 (
∑n

i=1Xi + k
∑m

i=1 Yi)
.

Για το ΔΕ ίσων ουρών προσδιορίζουμε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε:

P(Q < c1) =
α

2
⇒ P(Q > c1) = 1− α

2
= 0.025 ⇒ c1 = χ2

2n+2m;0.975,

P(Q > c2) =
α

2
= 0.025 ⇒ c2 = χ2

2n+2m;0.025.

Επομένως, καταλήγουμε στο εξής ΔΕ ίσων ουρών:[
χ2
2n+2m;0.975

2 (
∑n

i=1Xi + k
∑m

i=1 Yi)
,

χ2
2n+2m;0.025

2 (
∑n

i=1Xi + k
∑m

i=1 Yi)

]
.

7.13 Μάρτιος 2012

Θέμα 1. Έστω X1, X2, . . . , Xν τυχαίο δείγμα από την κατανομή με συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας:

f(x;ϑ) =
1

2
e−

x−ϑ
2 , x ⩾ ϑ,

όπου ϑ ∈ R άγνωστη παράμετρος. Να βρεθούν:

α. η εκτιμήτρια ροπών του ϑ,

β. η εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας του eϑ,

γ. η αμερόληπτη εκτιμήτρια ελάχιστης διασποράς του ϑ.
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Λύση: α. Υπολογίζουμε ότι:

µ1 = E(X1) =

∫ ∞

ϑ
xf(x;ϑ)dx =

∫ ∞

ϑ

x

2
e−

x−ϑ
2 dx =

∫ ∞

0

y + ϑ

2
e−y/2dy

= ϑ

∫ ∞

0

1

2
e−y/2dy +

∫ ∞

0
y
1

2
e−y/2dy = ϑ+ 2.

Εξισώνουμε τις ροπές πρώτης τάξης:

µ1 =M1 ⇒ ϑ+ 2 =
1

ν

ν∑
i=1

Xi ⇒ ϑ̃(X) = X − 2.

β. Υπολογίζουμε ότι:

L(ϑ | x) = 2−νe−νx/2eνϑ/21[ϑ,∞)

(
x(1)

)
=

2−νe−νx/2eνϑ/2, ϑ ⩽ x(1)

0, ϑ > x(1)

.

Για ϑ ⩽ x(1), η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως αύξουσα, οπότε έχει
μοναδικό ολικό μέγιστο ϑ̂(X) = X(1).

γ. Παρατηρούμε ότι:

f(x;ϑ) = 2−νe−νx/2eνϑ/21[ϑ,∞)

(
x(1)

)
,

όπου T (x) = x(1), g(t, ϑ) = eνϑ/21[ϑ,∞) (t) και h(x) = 2−νe−νx/2. Σύμφωνα με το
παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, η στατιστική συνάρτηση T (X) = X(1)

είναι επαρκής για το ϑ. Για x ⩾ ϑ, υπολογίζουμε ότι:

F (x;ϑ) =

∫ x

ϑ
f(y;ϑ)dy =

∫ x

ϑ

1

2
e−

y−ϑ
2 dy =

∫ x−ϑ

0

1

2
e−u/2du = 1− e−

x−ϑ
2 .

Για t ⩾ ϑ, υπολογίζουμε ότι:

fT (t) = ν
1

2
e−

t−ϑ
2 e−(ν−1) t−ϑ

2 =
ν

2
e−ν

t−ϑ
2 .

Έστω ότι Eϑ[φ(T )] = 0 ∀ϑ ∈ R. Υπολογίζουμε ότι:

Eϑ[φ(T )] =
∫ ∞

ϑ
fT (t)φ(t)dt =

ν

2
eνϑ/2

∫ ∞

ϑ
e−νt/2φ(t)dt = 0, ∀ϑ ∈ R ⇒

∫ ∞

ϑ
e−νt/2φ(t)dt = 0, ∀ϑ ∈ R.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες θεώρημα του απειροστικού λογισμού, έπεται ότι:

−e−νϑ/2φ (ϑ) = 0, ∀ϑ ∈ R ⇒ φ(t) = 0, ∀t ∈ R.
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Επομένως, η στατιστική συνάρτηση T (X) = X(1) είναι πλήρης. Ακριβώς όπως στο
πρώτο ερώτημα, υπολογίζουμε ότι E(T ) = ϑ + 2

ν . Σύμφωνα με το πόρισμα 3.5
(σελίδα 49), η στατιστική συνάρτηση ψ(T ) = T − 2

ν είναι η ΑΕΕΔ του ϑ.

Θέμα 2. Έστω X1, X2, . . . , Xν τυχαίο δείγμα από την κατανομή με συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας:

f(x;λ) = (λ+ 1)(1− x)λ, 0 < x < 1,

όπου λ > −1 άγνωστη παράμετρος.

α. Να βρεθεί επαρκής και πλήρης στατιστική συνάρτηση για το λ.

β. Να βρεθεί αποτελεσματική εκτιμήτρια δ για την παραμετρική συνάρτηση
1

1+λ , το αντίστοιχο κάτω φράγμα Cramér - Rao και η πληροφορία κατά
Fisher του δείγματος για το λ.

γ. Να δειχθεί ότι η εκτιμήτρια δ είναι συνεπής για το 1
1+λ .

δ. Να κατασκευασθεί διάστημα εμπιστοσύνης για το λ με συντελεστή εμπι-
στοσύνης 1− α.

Λύση: α. Το στήριγμα S = (0, 1)ν της κατανομής του δείγματος δεν εξαρτάται
από την τιμή του λ και υπολογίζουμε ότι:

f(x;λ) = exp
{
λ

ν∑
i=1

log(1− xi) + ν log(λ+ 1)

}
,

όπου Q(λ) = λ και T (x) =
∑ν

i=1 log(1 − xi). Το Q(Θ) = {λ : λ > −1} = (−1,∞)

περιέχει ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρ-
κειας - πληρότητας στην ΕΟΚ, η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑ν
i=1 log(1 − xi)

είναι επαρκής για το λ και πλήρης.

β. Ο παραμετρικός χώρος Θ είναι ανοικτό υποσύνολο του R και η κατανομή
του δείγματος ανήκει στην ΕΟΚ με Q′(λ) = 1 ̸= 0 συνεχή συνάρτηση στο σύνολο
Θ = (−1,∞), άρα όλες οι συνθήκες ομαλότητας ικανοποιούνται. Υπολογίζουμε
ότι:

log f(X;λ) = λ

ν∑
i=1

log(1−Xi) + ν log(λ+ 1),

SX(λ) =
∂

∂λ
log f(X;λ) =

ν∑
i=1

log(1−Xi) +
ν

λ+ 1
,

∂2

∂λ2
log f(X;λ) = − ν

(λ+ 1)2
,

IX(λ) = −E
[
∂2

∂λ2
log f(X;λ)

]
=

ν

(λ+ 1)2
∈ (0,∞) ⇒ [g′(λ)]2

IX(λ)
=

1

ν(λ+ 1)2
.
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Στη συνέχεια, παρατηρούμε ότι:

SX(λ) = −ν

[
1

ν

ν∑
i=1

log 1

1−Xi
− 1

λ+ 1

]
= k(λ) [δ(x)− g(λ)] ,

όπου k(λ) = −ν ̸= 0 ∀λ ∈ (−1,∞). Επομένως, η δ(X) = 1
ν

∑ν
i=1 log

1
1−Xi

είναι
αποτελεσματική εκτιμήτρια της g(λ) = 1

λ+1 .

γ. Η στατιστική συνάρτηση δν(X) είναι προφανώς α.ε. της g(λ). Επιπλέον,
γνωρίζουμε ότι:

Var [δν(X)] =
[g′(λ)]2

IX(λ)
=

1

ν(λ+ 1)2
⇒ lim

ν→∞
Var [δν(X)] = 0.

Σύμφωνα με την πρόταση 3.17 (σελίδα 67), έπεται ότι η δν(X) είναι συνεπής
εκτιμήτρια της g(λ).

δ. Σύμφωνα με το παράδειγμα 4.7 (σελίδα 97), καταλήγουμε στο εξής ΔΕ
ίσων ουρών: [

−
χ2
2ν;1−α/2

2
∑ν

i=1 log(1−Xi)
− 1,−

χ2
2ν;α/2

2
∑ν

i=1 log(1−Xi)
− 1

]
.

Θέμα 3. Έστω X1, X2, . . . , Xν ανεξάρτητες παρατηρήσεις, όπου η Xi ακολουθεί
την ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα [0, kiϑ] με ϑ > 0 άγνωστη παράμετρο
και ki γνωστές θετικές σταθερές, i = 1, 2, . . . , ν.

α. Να βρεθεί επαρκής στατιστική συνάρτηση και η εκτιμήτρια μέγιστης πιθα-
νοφάνειας του ϑ.

β. Για τον έλεγχο των υποθέσεων H0 : ϑ = ϑ0 vs. H1 : ϑ > ϑ0, η κρίσιμη περιοχή
είναι:

R =

{
x : max

i=1,...,ν

Xi

ki
> c

}
.

Να βρεθεί η σχέση που πρέπει να ικανοποιεί η σταθερά c, ώστε ο έλεγχος
να έχει μέγεθος α, και να υπολογισθεί η ισχύς του ελέγχου για ϑ > ϑ0.

γ. Έστω ν ⩾ 30 μεγάλο. Να βρεθεί προσεγγιστικό διάστημα εμπιστοσύνης με
συντελεστή εμπιστοσύνης 1− α.

Λύση: α. Θέτουμε Ui = Xi
ki

∼ U(0, ϑ) για i = 1, 2, . . . , ν. Βλέπε παράδειγμα
3.5 (σελίδα 31) και θέμα 1, Ιανουάριος 2013 (σελίδα 207).

β. Έστω T (X) = maxi Xi
ki
. Γνωρίζουμε ότι FT (t) = (t/ϑ)ν για t ∈ [0, ϑ]. Στη
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συνέχεια, υπολογίζουμε ότι:

Eϑ0 [φ(X)] = Pϑ0(X ∈ R) = Pϑ0 (T > c) = 1−
(
c

ϑ0

)ν
= α ⇒ c = ϑ0(1− α)1/ν .

Για ϑ > ϑ0, υπολογίζουμε ότι:

βφ(ϑ) = Pϑ(X ∈ R) = Pϑ
(
T > ϑ0(1− α)1/ν

)
= 1− (1− α)

(
ϑ0
ϑ

)ν
.

γ. Βλέπε επαναληπτική άσκηση 22 (σελίδα 154).

7.14 Σεπτέμβριος 2011

Θέμα 1. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από την ομοιόμορφη στο [−ϑ, ϑ].

α. Να βρεθεί ο αμερόληπτος εκτιμητής ελάχιστης διασποράς της g(ϑ) = ϑk.

β. Να βρεθεί η ΑΕΕΔ της Var(X1).

Λύση: α. Σύμφωνα με το παράδειγμα 3.12 (σελίδα 36), Yi = |Xi| ∼ U(0, ϑ)
για i = 1, 2, . . . , n. Σύμφωνα με το θέμα 1, Απρίλιος 2014 (σελίδα 193), έπεται
ότι η ψ(T ) =

(
1 + k

n

)
T k, όπου T (X) = maxi |Xi|, είναι η ΑΕΕΔ της g(ϑ) = ϑk για

k > −n.

β. Σύμφωνα με το προηγούμενο ερώτημα, έπεται ότι η ψ∗(T ) = 1
3

(
1 + 2

n

)
T 2

είναι η ΑΕΕΔ της Var(X1) =
1
3ϑ

2.

Θέμα 2. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από την κατανομή με συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας:

f(x; a, b) =
aba

xa+1
, x ⩾ b,

όπου a, b > 0 άγνωστα.

α. Εξετάστε αν η f(x; a, b) ανήκει στην ΕΟΚ.

β. Να βρεθεί επαρκής στατιστική συνάρτηση για το ζεύγος (a, b).

γ. Να βρεθεί ΕΜΠ για το ζεύγος (a, b).

δ. Για b = 1, να εξετάσετε την πληρότητα.

Λύση: α. Βλέπουμε άμεσα ότι η κατανομή δεν ανήκει στην ΕΟΚ, αφού το
στήριγμα S = [b,∞) εξαρτάται από την τιμή της άγνωστης παραμέτρου b.
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β. Υπολογίζουμε ότι:

L(a, b | x) = f(x; a, b) = anbna exp
{
−(a+ 1)

n∑
i=1

logxi

}
1[b,∞)

(
x(1)

)
,

όπου T (x) =
(∑n

i=1 logxi, x(1)
)
, g(t1, t2, a, b) = anbna1[b,∞)(t2)e

−(a+1)t1 , h(x) = 1.
Σύμφωνα με το παραγοντικό κριτήριο Neyman - Fisher, η στατιστική συνάρτηση
T (X) =

(∑n
i=1 logXi, X(1)

)
είναι επαρκής για το ϑ = (a, b).

γ. Αρχικά, σταθεροποιούμε το a και μεγιστοποιούμε ως προς b. Για b ⩽ x(1),
παρατηρούμε ότι η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι γνησίως αύξουσα ως προς b,
οπότε έχει μοναδικό ολικό μέγιστο b̂(X) = X(1). Στη συνέχεια, μεγιστοποιούμε
τη συνάρτηση ℓ

(
a, x(1) | x

)
ως προς a. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ
(
a, x(1) | x

)
= n log a+ na logx(1) − (a+ 1)

n∑
i=1

logxi,

∂ℓ
(
a, x(1) | x

)
∂a

=
n

a
+ n logx(1) −

n∑
i=1

logxi = 0 ⇒

â(x) =
1∑n

i=1 logxi/n− logx(1)
,

∂2ℓ
(
a, x(1) | x

)
∂a2

= − n

a2
< 0, ∀a > 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ
(
a, x(1) | x

)
είναι γνησίως κοίλη ως προς a στο (0,∞). Επο-

μένως, η στατιστική συνάρτηση ϑ̂(X) =
(

1∑n
i=1 logXi/n−logX(1)

, X(1)

)
είναι η ΕΜΠ

του ϑ̂ = (a, b). Αν x1 = · · · = xn, παρατηρούμε ότι ℓ
(
a, x(1) | x

)
= n log a

x(1)
, δηλαδή

η συνάρτηση ℓ
(
a, x(1) | x

)
είναι γνησίως αύξουσα ως προς a στο διάστημα (0,∞)

και δεν έχει κανένα μέγιστο. Όμως ισχύει ότι P(X1 = · · · = Xn) = 0, δηλαδή η
ΕΜΠ του a υπάρχει και είναι μοναδική με πιθανότητα 1.

δ. Το στήριγμα S = [1,∞)n της κατανομής του δείγματος δεν εξαρτάται από
την τιμή του a και υπολογίζουμε ότι:

f(x; a) = exp
{
−a

n∑
i=1

logxi + n log a
}

n∏
i=1

1

xi
,

όπου Q(a) = −a και T (x) =
∑n

i=1 logxi. Το Q(Θ) = {−a : a > 0} = (−∞, 0) περιέ-
χει ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας
- πληρότητας στην ΕΟΚ, η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1 logXi είναι επαρ-

κής για το a και πλήρης.

Θέμα 3. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από την N (µ, 1).

α. Να βρεθεί η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου H0 : µ = µ0 vs. H1 : µ = µ1.

β. Να βρεθεί το μέγεθος δείγματος n, ώστε η πιθανότητα σφάλματος τύπου ΙΙ
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να είναι ίση με β.

γ. Ποια η ισχύς του ελέγχου για n = 16, µ0 = 1, µ1 = 0 και α = 1%;

δ. Να κατασκευαστεί ΟΙΕ για τις υποθέσεις H0 : µ = µ0 vs. H1 : µ > µ0 σε
ε.σ.σ. α.

Λύση: α. Βλέπε παράδειγμα 5.3 (σελίδα 112) για την περίπτωση µ1 > µ0. Αν
µ1 < µ0, τότε η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

T (x) =
x− µ0
1/
√
n
< cα.

Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου ότι X1, . . . , Xn ∼ N (µ0, 1), γνωρίζουμε
ότι T (X) = X−µ0

1/
√
n
∼ N (0, 1). Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

Eµ0 [φ2(X)] = α ⇒ Pµ0 [T (X) < cα] = α ⇒ cα = Z1−α = −Zα.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
λουθο ΟΙΕ:

φ2(x) =

1, x−µ0
1/

√
n
< −Zα

0, x−µ0
1/

√
n
⩾ −Zα

.

β. Αν µ1 > µ0, απαιτούμε το εξής:

P(Σφάλμα Τύπου ΙΙ) = Pµ1 (X /∈ R) = Pµ1
(
X − µ0
1/
√
n

⩽ Zα

)
= Φ

(
Zα − (µ1 − µ0)

√
n
)
= β ⇒

Zα − (µ1 − µ0)
√
n = Φ−1(β) = Z1−β = −Zβ ⇒ n =

⌈(
Zα + Zβ
µ1 − µ0

)2
⌉
.

Αν µ1 < µ0, απαιτούμε το εξής:

P(Σφάλμα Τύπου ΙΙ) = Pµ1 (X /∈ R) = Pµ1
(
X − µ0
1/
√
n

⩾ −Zα
)

= 1− Φ
(
(µ0 − µ1)

√
n− Zα

)
= β ⇒

(µ0 − µ1)
√
n− Zα = Φ−1(1− β) = Zβ ⇒ n =

⌈(
Zα + Zβ
µ0 − µ1

)2
⌉
.

γ. Υπολογίζουμε ότι:

βφ2(µ1) = Pµ1(X ∈ R) = Pµ1
(
X − µ0
1/
√
n

< −Zα
)

= Φ
(
(µ0 − µ1)

√
n− Zα

)
= Φ(4− Z0.01) ≈ 0.95.
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δ. Βλέπε σημείωση 5.7 (σελίδα 113).

Θέμα 4. Έστω ότι οι χρόνοι εξυπηρέτησης R1, R2, . . . , Rν πελατών σε ένα αυτο-
ματοποιημένο σύστημα στο διαδίκτυο ακολουθούν την κατανομή με συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας:

f(r;ϑ) =
p

ϑ
rp−1e−r

p/ϑ, r > 0, p > 0 γνωστό.

α. Να βρεθεί αποτελεσματική εκτιμήτρια δ = δ(R) του ϑ.

β. Να κατασκευασθεί διάστημα εμπιστοσύνης για το ϑ με συντελεστή εμπι-
στοσύνης 1− α.
[Υπόδειξη: Να βρείτε την κατανομή του 2νδ

ϑ .]

γ. Αν R1 =
1
4 , R2 =

1
2 , R3 =

1
4 και p = 2, ποιο θα είναι το αντίστοιχο διάστημα

εμπιστοσύνης με συντελεστή εμπιστοσύνης 1− α = 90%;

Λύση: Βλέπε θέμα 4, Σεπτέμβριος 2013 (σελίδα 201).

7.15 Φεβρουάριος 2010

Θέμα 1. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από την κατανομή με συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας:

f(x;ϑ) =
aϑa

xa+1
, x ⩾ ϑ > 0,

όπου a γνωστή σταθερά.

α. Να βρεθεί η ΕΜΠ ϑ̂ της παραμέτρου ϑ και να δειχθεί ότι είναι επαρκής για
το ϑ και πλήρης.

β. Να βρεθεί η ΑΕΕΔ της g(ϑ) = ϑk.

Λύση. Βλέπε θέμα 1, Ιούνιος 2018 (σελίδα 181).

Θέμα 2. Έστω X ∼ Gamma (a, 1/b) με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας:

f(x; a, b) =
1

baΓ(a)
xa−1e−x/b, x > 0, a, b > 0.

α. Να εξεταστεί αν η κατανομή Gamma(a, b) ανήκει στην ΕΟΚ.

β. Να υπολογιστούν οι E(X), Var(X) και Cov(X, logX).

γ. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από την κατανομή Gamma(a, b) με a
γνωστό. Να βρεθεί η ΕΜΠ της παραμέτρου b. Είναι αυτή ΑΕΕΔ του b; Είναι
συνεπής για το b;
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Λύση. α. Το στήριγμα S = (0,∞) της κατανομής δεν εξαρτάται από την τιμή του
ϑ = (a, b) και υπολογίζουμε ότι:

f(x; a, b) =
1

x
exp

{
a logx− 1

b
x− logΓ(a)− a log b

}
,

h(x) =
1

x
, Q(a, b) =

(
a,−1

b

)
, T (x) = (logx, x) , A(a, b) = logΓ(a) + a log b.

Επομένως, η κατανομή ανήκει στην ΕΟΚ.

β. Θεωρούμε την ακόλουθη αναπαραμέτρηση:

η = (η1, η2) =

(
a,−1

b

)
∈ (0,∞)× (−∞, 0) ⇒ a = η1, b = − 1

η2
,

f(x; η) =
1

x
exp

{
η1 logx+ η2x− logΓ(η1)− η1 log

1

−η2

}
,

A(η) = logΓ(η1)− η1 log(−η2).

Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

E [T2(X)] = E (X) =
∂A(η)

∂η2
= −η1

η2
= ab,

Var [T2(X)] = Var (X) =
∂2A(η)

∂η22
=
η1
η22

= ab2,

Cov [T1(X), T2(X)] = Cov (logX,X) =
∂2A(η)

∂η1∂η2
= − 1

η2
= b.

γ. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(b | x) = (a− 1)

n∑
i=1

logxi −
1

b

n∑
i=1

xi − na log b− n logΓ(a),

∂ℓ(b | x)
∂b

=
1

b2

n∑
i=1

xi −
na

b
= 0 ⇒ b̂n(x) =

1

a
xn,

∂2ℓ(b | x)
∂b2

= − 2

b3

n∑
i=1

xi +
na

b2
= −na

b2

(
2

b
b̂n − 1

)
,

∂2ℓ(̂bn | x)
∂b2

− na

b̂2n
< 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ(b | x) παρουσιάζει μέγιστο στο b̂n. Στη συνέχεια, υπολογί-
ζουμε ότι:

lim
b→∞

L (b | x) = lim
b→∞

1

bna [Γ(a)]n
exp

{
−1

b

n∑
i=1

xi

}
n∏
i=1

xa−1
i = 0,
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lim
b→0+

L (b | x) = lim
b→0+

1

bna [Γ(a)]n
exp

{
−1

b

n∑
i=1

xi

}
n∏
i=1

xa−1
i = 0.

Επομένως, η στατιστική συνάρτηση b̂n(X) = 1
aXn είναι η ΕΜΠ του b. Το σύνολο

Q(Θ) =
{
−1
b : b > 0

}
= (−∞, 0) περιέχει ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του

R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας - πληρότητας στην ΕΟΚ, η στατιστική
συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1Xi είναι επαρκής για το b και πλήρης. Σύμφωνα με

το προηγούμενο ερώτημα, έπεται ότι E(̂bn) = 1
aE(X1) = b, οπότε η b̂n(X) είναι

η ΑΕΕΔ του b, σύμφωνα με το πόρισμα 3.5 (σελίδα 49). Τελικά, καταλήγουμε
ότι η b̂n(X) είναι συνεπής εκτιμήτρια της παραμετρικής συνάρτησης 1

aE(X1) = b,
σύμφωνα με τον ασθενή νόμο μεγάλων αριθμών σε συνδυασμό με την πρόταση
3.16 (σελίδα 67).

Θέμα 3. Έστω Xi ∼ Poisson(λki), i = 1, 2, . . . , n ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές,
όπου ki, i = 1, 2, . . . , n γνωστές θετικές σταθερές.

α. Να βρεθεί επαρκής και πλήρης στατιστική συνάρτηση για την παράμετρο λ.

β. Να βρεθεί η ΕΜΠ του λ και να δειχθεί ότι είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια του
λ και ότι επιτυγχάνει το κάτω φράγμα Cramér - Rao.

Λύση. α. Το στήριγμα S = {0, 1, 2 . . . }n της κατανομής του δείγματος δεν εξαρ-
τάται από την τιμή του λ και υπολογίζουμε ότι:

f(x;λ) = exp
{
logλ

n∑
i=1

xi − λ
n∑
i=1

ki

}
n∏
i=1

kxii
xi!

,

όπου Q(λ) = logλ και T (x) =
∑n

i=1 xi. Το Q(Θ) = {logλ : λ > 0} = R περιέχει
ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του R. Σύμφωνα με το θεώρημα επάρκειας -
πληρότητας στην ΕΟΚ, η στατιστική συνάρτηση T (X) =

∑n
i=1 xi είναι επαρκής

για το λ και πλήρης.

β. Θέτουμε k = 1
n

∑n
i=1 ki και υπολογίζουμε ότι:

ℓ(λ | x) = logλ
n∑
i=1

xi − λ
n∑
i=1

ki +
n∑
i=1

xi log ki −
n∑
i=1

log (xi!) ,

∂ℓ(λ | x)
∂λ

=
1

λ

n∑
i=1

xi −
n∑
i=1

ki = 0 ⇒ λ̂(x) =
x

k
,

∂2ℓ(λ | x)
∂λ2

= − 1

λ2

n∑
i=1

xi < 0, ∀λ > 0,

δηλαδή η συνάρτηση ℓ (λ | x) είναι γνησίως κοίλη στο (0,∞). Επομένως, η στα-
τιστική συνάρτηση λ̂(X) = 1

k
X είναι η ΕΜΠ του λ. Στη συνέχεια, υπολογίζουμε
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ότι:

E(λ̂) =
1

nk

n∑
i=1

E(Xi) =
1

nk

n∑
i=1

λki = λ,

δηλαδή η λ̂(X) είναι α.ε. του λ. Τελικά, παρατηρούμε ότι:

SX(λ) =
∂

∂λ
log f(X;λ) =

1

λ

n∑
i=1

Xi −
n∑
i=1

ki =
nk

λ

(
1

k
X − λ

)
= k(λ)

[
λ̂(X)− λ

]
,

όπου k(λ) = nk
λ ̸= 0 ∀λ > 0. Σύμφωνα με την πρόταση 3.8 (σελίδα 57), συμπεραί-

νουμε ότι η λ̂(X) είναι αποτελεσματική εκτιμήτρια του λ.

Θέμα 4. Έστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγμα από την κατανομή:

f(x;λ) =
λ

2
e−λ|x|, λ > 0, x ∈ R.

α. Πραγματοποιήστε τον έλεγχο H0 : λ = λ0 vs. H1 : λ = λ1 με λ1 > λ0 σε
επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας α. Είναι ο έλεγχος αυτός ομοιόμορφα
ισχυρότατος για τις υποθέσεις H0 : λ = λ0 vs. H1 : λ > λ0;

β. Να κατασκευασθεί ένα 95% διάστημα εμπιστοσύνης για την παράμετρο λ.

Λύση. α. Σύμφωνα με το παράδειγμα 4.6 (σελίδα 96), Yi = |Xi| ∼ Exp(λ) για
i = 1, 2, . . . , n. Υπολογίζουμε ότι:

ℓ(λ | x) = n logλ− n log 2− λ

n∑
i=1

|xi|.

Η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

ℓ(λ0 | x)− ℓ(λ1 | x) < c ⇔ n (logλ0 − logλ1)− (λ0 − λ1)
n∑
i=1

|xi| < c ⇔

(λ1 − λ0)
n∑
i=1

|xi| < c∗ = c− n (logλ0 − logλ1)
λ1−λ0>0⇔

n∑
i=1

|xi| < c∗∗ =
c∗

λ1 − λ0
⇔ T (x) = 2λ0

n∑
i=1

|xi| < cα = 2λ0c
∗∗.

Υπό την ισχύ της H0, δηλαδή δεδομένου ότι Y1, . . . , Yn ∼ Exp(λ0), γνωρίζουμε ότι
T (X) = 2λ0

∑n
i=1 |Xi| ∼ χ2

2n. Επομένως, υπολογίζουμε ότι:

Eλ0 [φ(X)] = α ⇒ Pλ0 [T (X) < cα] = α ⇒ cα = χ2
2n;1−α.

Σύμφωνα με το θεμελιώδες λήμμα Neyman - Pearson, καταλήγουμε στον ακό-
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λουθο ΟΙΕ:

φ(x) =

1, 2λ0
∑n

i=1 |xi| < χ2
2n;1−α

0, 2λ0
∑n

i=1 |xi| ⩾ χ2
2n;1−α

.

Αφού η κρίσιμη περιοχή του ελέγχου δεν εξαρτάται από τη συγκεκριμένη τιμή
λ1, αλλά μόνο από τη φορά της ανισότητας λ1 < λ0, την οποία χρησιμοποιήσαμε
για να την προσδιορίσουμε, συμπεραίνουμε ότι είναι ΟΙΕ και για τη μονόπλευρη
εναλλακτική υπόθεση H1 : λ < λ0.

β. Βλέπε παράδειγμα 4.6 (σελίδα 96).
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