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Κεφάλαιο 1

Βασικές ΄Εννοιες στους ∆ακτυλίους

1.1 ∆ακτύλιοι-Ιδεώδη

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.1. ΄Ενα µη κενό σύνολο R εφοδιασµένο µε δύο πράξεις + : R×R→ R (πρόσθεση)
και · : R×R→ R (πολλαπλασιασµός) λέγεται δακτύλιος αν ισχύουν τα παρακάτω:
1) Το Ϲεύγος (R,+) είναι αβελιανή οµάδα, δηλαδή ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) α + (β + γ) = (α + β) + γ, για κάθε α, β, γ ∈ R.
(ii) Υπάρχει (αποδεικνύεται µοναδικό) στοιχείο 0 ή για έµφαση (όταν έχουµε διαφορετικούς

δακτυλίους) µε 0R τέτοιο, ώστε α + 0 = 0 + α = α, για κάθε α ∈ R.
(iii) Για κάθε α ∈ R υπάρχει (αποδεικνύεται µοναδικό) στοιχείο −α ∈ R µε την ιδιότητα

α + (−α) = (−α) + α = 0.
(iv) α + β = β + α, για κάθε α, β ∈ R.

Σχόλιο: Από την ιδιότητα (iv) προκύπτει ότι οι ισότητες α+ 0 = 0 +α και α+ (−α) = (−α) +α
στις ιδιότητες (ii) και (iii) είναι περιττές.
2) Το Ϲεύγος (R, ·) είναι ηµιοµάδα, δηλαδή α(βγ) = (αβ)γ, για κάθε α, β, γ ∈ R. (Το σύµβολο
· του πολλαπλασιασµού συνήθως παραλείπεται).

3) Ισχύουν οι επιµεριστικές ιδιότητες : α(β+γ) = αβ+αγ και (α+β)γ = αγ+βγ, για κάθε
α, β, γ ∈ R.

Για να ϑυµηθούµε κάποια πράγµατα, ας αποδείξουµε πρώτα ότι το µηδενικό στοιχείο είναι
µοναδικό. Πράγµατι, αν 0̃ είναι ένα άλλο µηδενικό στοιχείο, τότε 0 + 0̃ = 0̃, γιατί το 0 είναι
µηδενικό στοιχείο της πρόσθεσης. Αλλά πάλι 0 + 0̃ = 0, γιατί το 0̃ είναι και αυτό µηδενικό
στοιχείο της πρόσθεσης. Τελικώς 0̃ = 0 + 0̃ = 0.
Αν τώρα α̃ είναι ένα άλλο αντίθετο στοιχείο του α, τότε α̃ = α̃ + 0 = α̃ + (α + (−α)) =
= (α̃ + α) + (−α) = 0 + (−α) = −α.
Κατά τα γνωστά ϑέτουµε α − β = α + (−β). Από τον ορισµό του αντιθέτου προκύπτει επίσης
ότι −(−α) = α.
Επίσης, 0·α = (0+0)·α = 0·α+0·α. Εποµένως 0 = 0·α+(−(0·α)) = (0·α+0·α)+(−(0·α)) =
= 0 · α + (0 · α + (−(0 · α))) = 0 · α + 0 = 0 · α. Παρόµοια, α · 0 = 0.
Επίσης, αβ + (−α)β = (α + (−α))β = 0 · β = 0. ΄Αρα (−α)β = −αβ. Οµοίως α(−β) = −αβ.
Ακόµα, αν α1, α2, . . . , αk ∈ R, τότε −(α1 + α2 + · · · + αk) = (−α1) + (−α2) + · · · + (−αk) =
= −α1 − α2 − · · · − αk. Πράγµατι, α1 + α2 + · · · + αk + ((−α1) + (−α2) + · · · + (−αk)) =
= (α1 + (−α1)) + (α2 + (−α2)) + · · ·+ (αk + (−αk)) = 0R + 0R + · · ·+ 0R = 0R.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.2. (i) ΄Ενας δακτύλιος R λέγεται µεταθετικός αν και µόνον αν αβ = βα, για κάθε
α, β ∈ R.
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(ii) ΄Ενας δακτύλιος R λέγεται µοναδιαίος ή δακτύλιος µε µονάδα αν και µόνον αν υπάρχει
στοιχείο 1 (ή 1R για έµφαση) µε την ιδιότητα α · 1 = 1 · α = α, για κάθε α ∈ R.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1.3. (i) Το σύνολο των τετραγωνικών n × n πινάκων Fn×n µε στοιχεία από ένα
σώµα F και πράξεις τη συνήθη πρόσθεση και πολλαπλασιασµό πινάκων είναι µοναδιαίος δα-
κτύλιος. Αυτός δεν είναι µεταθετικός εν γένει. Για παράδειγµα, στο Q2×2 έχουµε(

0 −1
1 1

)(
2 0
−1 1

)
=

(
1 −1
1 −1

)
6=
(

0 −2
1 2

)
=

(
2 0
−1 1

)(
0 −1
1 1

)
(ii) Ο τετριµµένος ή µηδενικός δακτύλιος {0} είναι µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. Εδώ
έχουµε 0 = 1. Στα επόµενα ϑα ασχοληθούµε µε µη τετριµµένους δακτυλίους, εκτός εάν άλλως
τονίζεται.
(iii) Ο γνωστός µας δακτύλιος Zn των ακεραίων modulo n, όπου n ϑετικός ακέραιος είναι µε-
ταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. Παρατηρείστε ότι αν n = 1, τότε ο Z1 είναι ο τετριµµένος
δακτύλιος.
(iv) Κάθε σώµα είναι (µη τετριµµένος) µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. Ιδιαιτέρως τα γνωστά
σώµατα Q,R,C είναι µοναδιαίοι µεταθετικοί δακτύλιοι. Αλλά και ο δακτύλιος Q[

√
p] = {α+

+β
√
p | α, β ∈ Q}, όπου p πρώτος είναι σώµα (γιατί ;) και άρα µεταθετικός µοναδιαίος δα-

κτύλιος. Αλλά και ο δακτύλιος Zp, όπου p πρώτος είναι σώµα.
(v) Ο πολυωνυµικός δακτύλιος R[x] = {f(x) =

∑n
i=0 αix

i | n ≥ 0 και αi ∈ R, για κάθε i =
= 0, 1, . . . , n} των πολυωνύµων µε συντελεστές από έναν µεταθετικό δακτύλιο R είναι µετα-
ϑετικός δακτύλιος. Αν ο R είναι µοναδιαίος, τότε και ο R[x] είναι µοναδιαίος. Ιδιαιτέρως
επισηµαίνουµε τους δακτυλίους Z[x],Q[x],R[x],C[x], αλλά και τους δακτυλίους Zn[x] κτλ.
(vi) Το σύνολο 2Z των αρτίων ακεραίων είναι µεταθετικός δακτύλιος, αλλά όχι µοναδιαίος. (Για-
τί ;) Στα επόµενα ϑα δούµε ότι τέτοιες κατασκευές είναι τα λεγόµενα ιδεώδη ενός δακτυλίου.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.4. Σε έναν (µη τετριµµένο) µοναδιαίο δακτύλιο R ένα µη µηδενικό στοιχείο u
λέγεται αντιστρέψιµο αν και µόνον αν υπάρχει v ∈ R τέτοιο, ώστε uv = vu = 1.

Το αντίστροφο v ενός αντιστρεψίµου στοιχείου είναι µοναδικό. Αυτό ϑα συµβολίζεται µε u−1.
Πράγµατι, έστω v, v′ ∈ R µε uv = vu = 1 = uv′ = v′u. Τότε v′ = v′ · 1 = v′(uv) = (v′u)v =
= 1 · v = v.

Το σύνολο των αντιστρεψίµων στοιχείων του R συµβολίζεται µε U(R). Είναι σαφές ότι το U(R)
αποτελεί οµάδα µε πράξη τον πολλαπλασιασµό στο R.

Από τώρα και στο εξής ϑα αναφερόµαστε σε µεταθετικούς δακτυλίους µε µονάδα.
Επίσης, όλοι οι δακτύλιοι ϑεωρούνται µη τετριµµένοι. (1 6= 0).

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.5. ΄Εστω ∅ 6= I ⊆ R. Το I λέγεται ιδεώδες του δακτυλίου R αν ισχύουν τα
ακόλουθα:
(i) Το (I,+) είναι υποοµάδα της (αβελιανής) προσθετικής οµάδας (R,+), δηλαδή 0R ∈ I, x+y ∈
∈ I, για κάθε x, y ∈ I και −x ∈ I, για κάθε x ∈ I.
(ii) rx ∈ I, για κάθε x ∈ I και r ∈ R.
Συµβολισµός: I ER.
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1.1. ∆ακτύλιοι-Ιδεώδη

Προφανώς το µονοσύνολο {0} και ολόκληρος ο δακτύλιος R είναι ιδεώδη του R. Αν το ιδε-
ώδες I του R είναι γνήσιο υποσύνολο του R, τότε αυτό λέγεται γνήσιο ιδεώδες (του R).
Συµβολισµός: I CR.

ΠΡΟΣΟΧΗ!Ο παραπάνω ορισµός ισχύει µόνον για µεταθετικούς δακτυλίους. Σε µη µεταθε-
τικό δακτύλιο µπορεί κανείς να ϑεωρήσει αριστερά ή δεξιά ή αµφίπλευρα ιδεώδη, ανάλογα
αν ισχύει η σχέση rx ∈ I, xr ∈ I και rx, xr ∈ I, για κάθε x ∈ I και r ∈ R.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.6.
(
Εναλλακτικός ορισµός ιδεώδους) ΄Ενα µη κενό υποσύνολο I ενός µονα-

διαίου µεταθετικού δακτυλίου R είναι ιδεώδες αυτού αν και µόνον αν ισχύουν τα εξής :
(i) x+ y ∈ I, για κάθε x, y ∈ I και (ii) rx ∈ I, για κάθε x ∈ I και για κάθε r ∈ R.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Θα πρέπει να αποδείξουµε είναι ότι το I είναι προσθετική υποοµάδα του R.
Παρατηρούµε ότι για κάθε x ∈ I ισχύει (−1R) · x ∈ I. Αλλά (−1R) · x = −(1R · x) = −x.
Επίσης, αν x ∈ I, τότε 0R = x + (−x) ∈ I. ΄Αρα το I είναι προσθετική υποοµάδα του R και
τελειώσαµε. �

Την παραπάνω µορφή ϑα χρησιµοποιούµε για να ελέγχουµε αν ένα µη κενό υποσύνολο I
του R είναι ιδεώδες αυτού.

ΛΗΜΜΑ 1.7. Η τοµή
⋂
λ∈Λ Iλ µιας οικογένειας ιδεωδών του R είναι επίσης ιδεώδες αυτού.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω J =
⋂
λ∈Λ Iλ. Τότε 0R ∈ Iλ, για κάθε λ ∈ Λ. ΄Αρα 0R ∈

⋂
λ∈Λ Iλ = J . Αν

τώρα x, y ∈ J , τότε x, y ∈ Iλ, για κάθε λ ∈ Λ. ΄Αρα x + y ∈ Iλ, για κάθε λ ∈ Λ και συνεπώς
x + y ∈

⋂
λ∈Λ Iλ = J . Επίσης, αν r ∈ R και x ∈ J , τότε x ∈ Iλ, για κάθε λ ∈ Λ και κατά

συνέπεια rx ∈ Iλ, για κάθε λ ∈ Λ. Από αυτό προκύπτει ότι rx ∈
⋂
λ∈Λ Iλ = J . �

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.8. ΄Εστω X ⊆ R. Τότε υπάρχει µοναδικό ελάχιστο ιδεώδες, το οποίο συµβο-
λίζουµε µε (X) και το οποίο περιέχει το X.
(i) Αν X = ∅, τότε το ελάχιστο ιδεώδες που περιέχει το κενό σύνολο είναι το τετριµµένο {0}.
(ii) Αν X 6= ∅, τότε το (X) αποτελείται από όλους τους πεπερασµένους γραµµικούς συνδυα-
σµούς της µορφής

∑n
i=1 rixi, όπου n ≥ 1, ri ∈ R και xi ∈ X, για κάθε i = 1, . . . , n.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω {Iλ}λ∈Λ η οικογένεια των ιδεωδών του R που περιέχει το X. Το R ανήκει
στην οικογένεια αυτή, άρα η οικογένεια αυτή δεν είναι κενή. Είναι σαφές ότι, µε ϐάση και το
προηγούµενο λήµµα, το ιδεώδες J =

⋂
λ∈Λ Iλ είναι το ελάχιστο ιδεώδες που περιέχει το X.

(i) Είναι τετριµµένο, γιατί ∅ ( {0R} ⊆ Iλ, για κάθε λ ∈ Λ και το {0R} είναι ιδεώδες του R.
(ii) Προφανώς κάθε γραµµικός συνδυασµός της µορφής

∑n
i=1 rixi, όπου ri ∈ R και xi ∈ X

ανήκει σε κάθε ιδεώδες που περιέχει το X, άρα και στο (X). Αρκεί να δείξουµε ότι το σύνολο
A των γραµµικών αυτών συνδυασµών αποτελεί ιδεώδες, το οποίο περιέχει το X.
΄Εστω x =

∑m
i=1 rixi, y =

∑n
j=1 sjyj ∈ A είναι δύο τέτοιοι γραµµικοί συνδυασµοί,

(
ri, sj ∈ R

και xi, yj ∈ X
)
. Τότε το άθροισµα x + y =

∑m
i=1 rixi +

∑n
j=1 sjyj είναι ένας τέτοιος γραµµικός

συνδυασµός.
(
Αν για παράδειγµα xi = yj, για κάποια i, j, τότε rixi + sjyj = (ri + sj)xi

)
.

Αν x =
∑n

i=1 rixi είναι ένας τέτοιος γραµµικός συνδυσµός και r ∈ R, τότε rx =
∑n

i=1(rri)xi.
Εποµένως AER και A ⊆ (X).
Ακόµη, για κάθε x ∈ X ισχύει x = 1R · x, γραµµικός συδυασµός µε έναν όρο. ΄Αρα X ⊆ A και
κατά συνέπεια (X) ⊆ A. Τελικώς A = (X). �

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.9. ΄Εστω X = {x}
(
µονοσύνολο

)
. Τότε το ιδεώδες που παράγεται από το {x}

λέγεται κύριο ιδεώδες και συµβολίζεται µε (x). Είναι σαφές ότι (x) = {rx | r ∈ R}, γι᾿ αυτό

Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων 9



Κεφάλαιο 1. Βασικές ΄Εννοιες στους ∆ακτυλίους

και γράφεται και ως Rx. Γενικότερα, αν X = {x1, x2, . . . , xn}, τότε το ιδεώδες που παράγεται
από το X συµβολίζεται µε (x1, x2, . . . , xn) ή ισοδύναµα µε Rx1 +Rx2 + · · ·+Rxn.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.10. ΄Εστω I1, I2, . . . , Ik ιδεώδη του R.
Το άθροισµα I1 + I2 + · · · + Ik = {x1 + x2 + · · · + xk | xi ∈ Ii, για κάθε i = 1, 2, . . . , k} είναι
ιδεώδες του R. Αυτό είναι το ιδεώδες που παράγεται από την ένωση X = I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Ik.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω xi, x

′
i ∈ Ii, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Τότε (x1 + x2 + · · · + xk) + (x′1 + x′2 +

· · · + x′k) = (x1 + x′1) + (x2 + x′2) + · · · + (xk + x′k) ∈ I1 + I2 + · · · + Ik, γιατί xi + x′i ∈ Ii, για
κάθε i = 1, 2, . . . , k.
Επίσης, αν r ∈ R και xi ∈ Ii, για κάθε i = 1, 2, . . . , k, τότε r · (x1 + x2 + · · · + xk) = =
rx1 + rx2 + · · ·+ rxk ∈ I1 + I2 + · · ·+ Ik, γιατί rxi ∈ Ii, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
Εποµένως το I1 + I2 + · · · + Ik είναι ιδεώδες το οποίο προφανώς περιέχεται στο ιδεώδες που
παράγεται από το I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Ik.

(
Τα στοιχεία του είναι αθροίσµατα στοιχείων του I1 ∪ I2 ∪

· · · ∪ Ik
)
. ∆ηλαδή I1 + I2 + · · ·+ Ik ⊆ (I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Ik).

Αντιστρόφως, αν x ∈ Ii, για κάποιο i ∈ {1, 2, . . . , k}, τότε x = 0R∈

I1

+ 0R∈

I2

+ · · · + x∈

Ii

+ · · · + 0R∈

Ik

∈

∈ I1 + I2 + · · · + Ik και κατά συνέπεια Ii ⊆ I1 + I2 + · · · + Ik, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. ΄Αρα
I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Ik ⊆ I1 + I2 + · · ·+ Ik και συνεπώς (I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Ik) ⊆ I1 + I2 + · · ·+ Ik. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.11. ΄Εστω I1, I2, . . . , Ik ιδεώδη του R. Το ιδεώδες-γινόµενο I1I2 · · · Ik είναι το
ιδεώδες που παράγεται από το σύνολο X = {x1x2 · · ·xk | xi ∈ Ii, για κάθε i = 1, 2, . . . , k}.
Αν I1 = I2 = · · · = Ik = I γράφουµε Ik αντί I · I · · · I︸ ︷︷ ︸

k ϕορές

.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.12. I1I2 · · · Ik ⊆ I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ik.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αρκεί να δείξουµε ότι το σύνολο X, όπως ορίστηκε στον προηγούµενο ορισµό πε-
ϱιέχεται στο I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ik. ΄Εστω x1x2 · · · xk ∈ X

(
δηλαδή xi ∈ Ii

)
. Τότε x1x2 · · ·xk =

= (x1x2 · · ·xi−1xi+1 · · · xk)xi ∈ Ii, ως πολλαπλάσιο στοιχείου του Ii. Επειδή το i ήταν τυχόν,
x1x2 · · ·xk ∈ I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ik. �

1.2 Ακέραιες Περιοχές-Σώµατα

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.13. ΄Εστω R µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. Ο R λέγεται ακέραια περιοχή
(integral domain) ή απλά περιοχή (domain) αν και µόνον αν από κάθε σχέση της µορφής
αβ = 0 προκύπτει ότι α = 0 ή β = 0.
΄Ενας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα F λέγεται σώµα αν και µόνον αν κάθε µη µηδενικό
στοιχείο είναι αντιστρέψιµο. Είναι δηλαδή U(F ) = F \ {0}.

Είναι σαφές ότι κάθε σώµα είναι ακέραια περιοχή. Γιατί αν xy = 0 ∈ F , όπου F σώµα
και x 6= 0, τότε το x είναι αντιστρέψιµο. Εποµένως xy = 0 ⇒ x−1xy = 0 ⇔ 1 · y = 0 ⇔ y = 0.
Ο δακτύλιος Z των ακεραίων είναι ακέραια περιοχή. Αλλά δεν είναι σώµα.

(
Π.χ. 2−1 /∈ Z

)
.

Ακόµη, ο δακτύλιος Zn είναι ακέραια περιοχή αν και µόνον αν ο n είναι πρώτος. Στην τελευταία
περίπτωση ο Zn είναι σώµα, όπως δείχνει και η επόµενη πρόταση.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.14. (i) Κάθε πεπερασµένη ακέραια περιοχή είναι σώµα.
(ii) Αν ο R είναι ακέραια περιοχή, τότε και ο πολυωνυµικός δακτύλιος R[x] είναι ακέραια
περιοχή.
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1.3. Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) ΄Εστω R = {α1 = 0, α2 = 1, α3, . . . , αn} ακέραια περιοχή. ΄Εστω αi 6= 0 ⇔
⇔ i 6= 1. Ορίζουµε την απεικόνιση f : R → R µε f(αj) = αiαj, για κάθε j = 1, 2, 3, . . . , n.
Παρατηρούµε ότι αν f(αj) = f(αk), τότε αi(αj − αk) = 0. Επειδή ο R είναι ακέραια περιοχή,
έπεται ότι αj = αk ⇔ j = k. Εποµένως η f είναι 1-1 και επειδή ο R είναι πεπερασµένο σύνολο,
είναι και επί. ΄Αρα υπάρχει j τέτοιο, ώστε f(αj) = α2 = 1⇔ αiαj = 1.
(ii) ΄Εστω f(x) =

∑m
i=0 αix

i και g(x) =
∑n

i=0 βix
i, όπου m,n µη αρνητικοί ακέραιοι και αi, βj ∈

∈ R, για κάθε i = 0, 1, . . . ,m και j = 0, 1, . . . , n. Υποθέτουµε ότι f(x) 6= 0 και g(x) 6= 0. Τότε
υπάρχουν ελάχιστοι µη αρνητικοί ακέραιοι κ, λ τέτοιοι, ώστε ακ 6= 0, βλ 6= 0 και αi = 0 και
βj = 0 για κάθε µη αρνητικούς ακεραίους i < κ και j < λ. (Αν υπάρχουν τέτοιοι, γιατί µπορεί
κ = 0 ή λ = 0). Τότε ο συντελεστής του xκ+λ στο γινόµενο f(x)g(x) ισούται µε

∑
i,j≥0

i+j=κ+λ

αiβj. Στο

άθροισµα αυτό αν i > κ, τότε j < λ και εποµένως βj = 0⇒ αiβj = 0. Παρόµοια, αν j > λ, τότε
i < κ⇒ αi = 0⇒ αiβj = 0. Εποµένως i ≤ κ και j ≤ λ. Λόγω της επιλογής των κ και λ ο µόνος
µη µηδενικός όρος στο άθροισµα

∑
i+j=κ+λ αiβj είναι ο ακβλ 6= 0. Εποµένως f(x)g(x) 6= 0. �

1.3 Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.15. ΄Εστω R και S δύο µεταθετικοί δακτύλιοι µε µονάδες 1R και 1S αντίστοιχα.
Μια απεικόνιση ϕ : R→ S λέγεται οµοµορφισµός δακτυλίων αν η ϕ πληροί τα ακόλουθα:
(i) ϕ(α + β) = ϕ(α) + ϕ(β), για κάθε α, β ∈ R.
(ii) ϕ(α · β) = ϕ(α) · ϕ(β), για κάθε α, β ∈ R.
(iii) ϕ(1R) = 1S.

Παρατήρηση: Οι ιδιότητες (i) και (ii) δεν συνεπάγονται την (iii). Επί παραδείγµατι, αν R = Z6

και ϕ : Z6 → Z6 µε ϕ(α) = 3α, για κάθε α ∈ Z6, τότε η ϕ πληροί τις ιδιότητες (i) και (ii),
αλλά όχι την (iii). ΄Ενα άλλο αντιπαράδειγµα είναι το εξής : ΄Εστω R = {f | f : R → R} ο δα-
κτύλιος όλων των συναρτήσεων από το R στο R.

(
Η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός ορίζονται

κατά σηµείο ως εξής : (f + g)(x) = f(x) + g(x) και (f · g)(x) = f(x)g(x), για κάθε x ∈ R
)
.

Είναι εύκολο να επαληθεύσει κανείς ότι το σύνολο R είναι δακτύλιος µε µηδενικό στοιχείο τη
συνάρτηση 0 : R → R, όπου 0(x) = 0, για κάθε x ∈ R και µοναδιαίο στοιχείο τη συνάρτηση
1 : R → R, όπου 1(x) = 1, για κάθε x ∈ R. Αν χQ είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση των
ϱητών, δηλαδή

χQ(x) =

{
1, αν x ∈ Q
0, αν x /∈ Q

,

τότε χ2
Q = χQ και η απεικόνιση ϕ : R → R µε ϕ(f) = χQ · f , για κάθε f ∈ R, πληροί τις

ιδιότητες (i) και (ii), αλλά όχι την (iii).
(
Γιατί ϕ(1) = χQ 6= 1

)
.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.16. ΄Εστω R και S δύο µεταθετικοί δακτύλιοι µε µονάδες και ϕ : R→ S οµοµορ-
ϕισµός δακτυλίων.
(i) Η ϕ λέγεται επιµορφισµός αν ϕ(R) = S.
(ii) Η ϕ λέγεται µονοµορφισµός αν η ϕ είναι 1-1.
(iii) Η ϕ λέγεται ισοµορφισµός αν η ϕ είναι µονοµορφισµός και επιµορφισµός ταυτόχρονα.
Τότε οι δακτύλιοι R και S λέγονται ισόµορφοι. Στην περίπτωση αυτή γράφουµε R ∼= S.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.17. ΄Εστω R µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. ΄Ενα υποσύνολο S του R λέγεται
υποδακτύλιος του R αν 0R, 1R ∈ S και το σύνολο S είναι δακτύλιος µε πράξεις τους περιορι-
σµούς σ᾿ αυτό της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού του R. Είναι προφανές ότι αν S είναι
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Κεφάλαιο 1. Βασικές ΄Εννοιες στους ∆ακτυλίους

ένας υποδακτύλιος του R, τότε η προφανής εµφύτευση i : S → R, µε i(α) = α, για κάθε α ∈ S
είναι µονοµορφισµός.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.18. ΄Εστω ϕ : R→ S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε ισχύουν τα εξής :
(i) Η εικόνα ϕ(R) είναι υποδακτύλιος του S.
(ii) Ο πυρήνας Kerϕ = {α ∈ R | ϕ(α) = 0S} είναι ιδεώδες του R.
(iii) Η ϕ είναι µονοµορφισµός αν και µόνον αν Kerϕ = {0R}.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) ϕ(α) + ϕ(β) = ϕ(α + β) ∈ ϕ(R), για κάθε α, β ∈ R.
ϕ(0R) = ϕ(0R + 0R) = ϕ(0R) + ϕ(0R). Εποµένως 0S = ϕ(0R) − ϕ(0R) = (ϕ(0R) + ϕ(0R))−
−ϕ(0R) = ϕ(0R) + (ϕ(0R)− ϕ(0R)) = ϕ(0R) + 0S = ϕ(0R) ∈ ϕ(R).
0S = ϕ(0R) = ϕ(α + (−α)) = ϕ(α) + ϕ(−α). Εποµένως −ϕ(α) = ϕ(−α) ∈ ϕ(R), για κάθε
α ∈ R. Συνεπώς ϕ(α) − ϕ(β) = ϕ(α) + ϕ(−β) = ϕ(α + (−β)) = ϕ(α − β) ∈ ϕ(R), για κάθε
α, β ∈ R.
ϕ(α)ϕ(β) = ϕ(αβ) ∈ ϕ(R), για κάθε α, β ∈ R και τέλος, 1S = ϕ(1R) ∈ ϕ(R).
(ii) ΄Εστω α, β ∈ Kerϕ ⇔ ϕ(α) = ϕ(β) = 0S. Τότε ϕ(α + β) = ϕ(α) + ϕ(β) = 0S + 0S = 0S ⇒
⇒ α + β ∈ Kerϕ. Επίσης, αν α ∈ Kerϕ ⇔ ϕ(α) = 0S και r ∈ R, τότε ϕ(rα) = ϕ(r)ϕ(α) =
= ϕ(r) · 0S = 0S. Εποµένως rα ∈ Kerϕ.
(iii) ΄Εστω ϕ : R → S µονοµορφισµός. Επειδή ϕ(0R) = 0S, αν α ∈ Kerϕ, τότε ϕ(α) = 0S =
= ϕ(0R) και άρα α = 0R. Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι Kerϕ = {0R}. ΄Εστω α, β ∈ R µε
ϕ(α) = ϕ(β)⇔ ϕ(α)− ϕ(β) = 0S ⇔ ϕ(α− β) = 0S ⇔ α− β ∈ Kerϕ = {0R}. ΄Αρα α = β. �

Συµβολισµός: Η εικόνα ϕ(R) συµβολίζεται µε Imϕ.

1.4 ∆ακτύλιος-Πηλίκο

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.19. ΄Εστω R µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα και I ιδεώδες αυτού. Στον R ο-
ϱίζουµε τη σχέση «≡ mod I» ως εξής :

α ≡ β mod I ⇔ α− β ∈ I.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.20. (i) Η σχέση ≡ mod I είναι µια σχέση ισοδυναµίας στον R.
(ii) Οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι τα σύνολα α + I = {α + x | x ∈ I}, όπου α ∈ R.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) Ανακλαστική: α− α = 0R ∈ I ⇔ α ≡ α mod I, για κάθε α ∈ R.
Συµµετρική: α ≡ β mod I ⇔ α− β ∈ I ⇔ −(α− β) = β − α ∈ I ⇔ β ≡ α mod I.
Μεταβατική: ΄Εστω α ≡ β mod I και β ≡ γ mod I, δηλαδή α − β ∈ I και β − γ ∈ I. Τότε
α− γ = (α− β) + (β − γ) ∈ I ⇒ α ≡ γ mod I.
(ii) ΄Εστω α ∈ R. ΄Εστω επίσης ότι το β ∈ R ανήκει στην κλάση ισοδυναµίας στην οποία ανήκει
το α, δηλαδή β ≡ α mod I ⇔ β − α ∈ I. Θέτουµε x = β − α ∈ I. Τότε β = α + x ∈ α + I.
Αντιστρόφως, έστω x ∈ I. Θέτουµε β = α+x ∈ α+I. Τότε β−α = x ∈ I ⇒ β ≡ α mod I. �

Προφανώς, επειδή η πρόσθεση είναι µεταθετική, α + I = I + α = {x+ α | x ∈ I}.

Το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας {α + I | α ∈ R} το παριστάνουµε µε R
/
I .

Εφοδιάζουµε το R/
I µε τις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού, ώστε να κατα-

στήσουµε το R/
I µεταθετικό δακτύλιο µε µονάδα.

(
Αν I = R ⇔ 1R ∈ I, τότε παίρνουµε τον

τετριµµένο δακτύλιο
)
.

Αυτό ϑα γίνει κατά τα γνωστά, µέσω αντιπροσώπων των κλάσεων ισοδυναµίας.
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1.4. ∆ακτύλιος-Πηλίκο

Ορίζουµε :
(α + I) + (β + I) = (α + β) + I και

(α + I)(β + I) = αβ + I.
Θα πρέπει να αποδείξουµε ότι οι πράξεις είναι καλά ορισµένες.
΄Εστω α+ I = α′+ I και β+ I = β′+ I. Οι σχέσεις αυτές είναι ισοδύναµες µε τις α−α′ ∈ I και
β−β′ ∈ I. Εποµένως (α+β)− (α′+β′) = (α−α′)+(β−β′) ∈ I ⇒ (α+β)+I = (α′+β′)+I,
ήτοι η πρόσθεση είναι καλά ορισµένη.
Για τον πολλαπλασιασµό παρατηρούµε ότι αβ − α′β′ = αβ − αβ′ + αβ′ − α′β′ = α(β − β′︸ ︷︷ ︸∈

I

)+

+β′(α− α′︸ ︷︷ ︸∈

I

) ∈ I + I ⊆ I. Εποµένως αβ + I = α′β′ + I.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.21. Το σύνολο R
/
I εφοδιασµένο µε τις παραπάνω πράξεις καθίσταται µεταθετι-

κός δακτύλιος µε µονάδα. Ο δακτύλιος αυτός λέγεται δακτύλιος-πηλίκο.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) ΄Εχουµε: (α+I)+

(
(β+I)+(γ+I)

)
= (α+I)+

(
(β+γ)+I

)
=
(
α+(β+γ)

)
+I =

=
(
(α + β) + γ

)
+ I =

(
(α + β) + I

)
+ (γ + I) =

(
(α + I) + (β + I)

)
+ (γ + I).

(ii) (α + I) + (β + I) = (α + β) + I = (β + α) + I = (β + I) + (α + I).
(iii) (α + I) + I = (α + I) + (0R + I) = (α + 0R) + I = α + I. Εποµένως 0R/I = I.
(iv) (α+ I) + ((−α) + I) = (α+ (−α)) + I = 0R + I = I = 0R/I . Εποµένως −(α+ I) = −α+ I.
(v) (α + I)

(
(β + I)(γ + I)

)
= (α + I)(βγ + I) = α(βγ) + I = (αβ)γ + I = (αβ + I)(γ + I) =

=
(
(α + I)(β + I)

)
(γ + I).

(vi) (α + I)(β + I) = αβ + I = βα + I = (β + I)(α + I).
(vii) (α + I)

(
(β + I) + (γ + I)

)
= (α + I)

(
(β + γ) + I)

)
= α(β + γ) + I = (αβ + αγ) + I =

= (αβ + I) + (αγ + I) = (α + I)(β + I) + (α + I)(γ + I).
(viii) (α + I)(1R + I) = α · 1R + I = α + I, για κάθε α ∈ R. Εποµένως το µοναδιαίο στοιχείο
του R/I είναι το 1R/I = 1R + I. Αν I = R ⇔ 1R ∈ I, τότε 1R/I = 1R + I = I = 0R/I , οπότε ο
δακτύλιος-πηλίκο R/I = {I} είναι ο τετριµµένος. �

Στα επόµενα ϑα ϑεωρήσουµε γνήσια ιδεώδη I CR, οπότε ο R/I δεν είναι τετριµµένος.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.22. Η απεικόνιση p : R → R/
I µε p(α) = α + I, για κάθε α ∈ R είναι προφα-

νώς επιµορφισµός δακτυλίων. Η p ϑα λέγεται ϕυσικός επιµορφισµός ή ϕυσική προβολή.
Πυρήνας της είναι προφανώς το I.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.23. ΄Εστω f : R→ S οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε ισχύει R
/

Kerf ∼= Imf .

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Ορίζουµε την απεικόνιση f : R
/

Kerf → Imf ως εξής :
f(r + Kerf) = f(r),

για κάθε r ∈ R. Αν r + Kerf = r′ + Kerf , τότε r − r′ ∈ Kerf και συνεπώς f(r − r′) = 0S ⇔
⇔ f(r) = f(r′). ΄Αρα η f είναι καλά ορισµένη. Εύκολα προκύπτει ότι η f είναι οµοµορφισµός
δακτυλίων. Επειδή f(r) = f(r + Kerf), η f είναι προφανώς επιµορφισµός.
Τώρα, αν r + Kerf ∈ Kerf , τότε f(r + Kerf) = 0S ⇔ f(r) = 0S ⇔ r ∈ Kerf ⇔ r + Kerf =
= Kerf = 0R/Kerf , δηλαδή η f είναι και µονοµορφισµός, άρα τελικά ισοµορφισµός. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.24. ΄Ενα γνήσιο ιδεώδες P CR λέγεται πρώτο ιδεώδες αν και µόνον αν για κάθε
α, β ∈ R ισχύει η ισοδυναµία

αβ ∈ P ⇔
(
α ∈ P ή β ∈ P

)
.
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Κεφάλαιο 1. Βασικές ΄Εννοιες στους ∆ακτυλίους

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.25. Το ιδεώδες P είναι πρώτο αν και µόνον αν ο δακτύλιος-πηλίκο R/P είναι
ακέραια περιοχή.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω αρχικά ότι το P είναι πρώτο. Υποθέτουµε ότι (α + P )(β + P ) = 0R/P = P .
Ισοδύναµα αβ + P = P ⇔ αβ ∈ P ⇔

P πρώτο

(
α ∈ P ή β ∈ P

)
⇔
(
α + P = P = 0R/P ή β + P =

= P = 0R/P
)
. ΄Αρα ο δακτύλιος R/P είναι ακέραια περιοχή.

Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι ο R/P είναι ακέραια περιοχή. ΄Εστω αβ ∈ P ⇔ αβ + P = P =
= 0R/P ⇔ (α+P )(β +P ) = 0R/P ⇔

R/P ακέραια
περιοχή

(
α+P = 0R/P = P ή β +P = 0R/P = P

)
⇔
(
α ∈

∈ P ή β ∈ P
)
. Εποµένως το P είναι πρώτο. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 1.26. ΄Ενας µεταθετικός µοναδιαίος δακτύλιος είναι ακέραια περιοχή αν και µόνον
αν το τετριµµένο ιδεώδες {0R} είναι πρώτο.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Ο R ∼= R/{0R} είναι ακέραια περιοχή αν και µόνον αν το {0R} είναι πρώτο,
σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση.
Εναλλακτικά, έστω ότι το {0R} είναι πρώτο. Τότε αβ = 0R ⇔ αβ ∈ {0R} ⇔

{0R} πρώτο

(
α ∈

∈ {0R} ή β ∈ {0R}
)
⇔
(
α = 0R ή β = 0R

)
. Αντιστρόφως, έστω ότι ο R είναι ακέραια περιοχή.

Τότε αβ ∈ {0R} ⇔ αβ = 0R ⇔
(
α = 0R ή β = 0R

)
⇔
(
α ∈ {0R} ή β ∈ {0R}

)
, δηλαδή το

ιδεώδες {0R} είναι πρώτο. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.27. ΄Ενα γνήσιο ιδεώδες M C R λέγεται µέγιστο ιδεώδες αν και µόνον αν δεν
υπάρχει γνήσιο ιδεώδες M ′ µε M (M ′, δηλαδή το M ′ να περιέχει γνήσια το M .

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.28. ΄Ενα γνήσιο ιδεώδες M του R είναι µέγιστο αν και µόνον αν ο δακτύλιος
πηλίκο R/M είναι σώµα.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω M µέγιστο ιδεώδες του R.

(
Εφόσον M γνήσιο ιδεώδες, ο δακτύλιος R/M

είναι µη τετριµµένος
)
. ΄Εστω α + M 6= 0R/M = M ⇔ α /∈ M . Το ιδεώδες λοιπόν (α) + M

περιέχει γνήσια το M και άρα (α) + M = R. Εποµένως υπάρχουν r ∈ R και x ∈ M τέτοια,
ώστε rα + x = 1R. Κατά συνέπεια (rα + x) +M = 1R +M = 1R/M .
Αλλά (rα+ x) +M = (rα+M) + (x+M) =

x∈M
(r+M)(α+M) +M =

M=0R/M
(r+M)(α+M).

Εποµένως (r+M)(α+M) = 1R/M , δηλαδή το α+M αντιστρέφεται. ΄Αρα ο R/M είναι σώµα.
Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι ο R/M είναι σώµα. ΄Εστω M ′ ιδεώδες του R, το οποίο περιέχει
γνήσια το M . Τότε υπάρχει α ∈ M ′ \ M . Εφόσον α /∈ M ⇔ α + M 6= 0R/M , το α + M

αντιστρέφεται στον R/M . ΄Αρα υπάρχει r ∈ R µε (r + M)(α + M) = 1R + M = 1R/M ⇔
⇔ rα + M = 1R + M ⇔ 1R − rα ∈ M . ΄Εστω x = 1R − rα ∈ M . Τότε 1R = rα + x ∈ M ′.(
rα ∈M ′ και x ∈M ⊆M ′). ∆ηλαδή M ′ = R. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 1.29. Κάθε µέγιστο ιδεώδες του R είναι πρώτο.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω M µέγιστο ιδεώδες. Τότε R/M είναι σώµα και κατά συνέπεια ακέραια
περιοχή.
Εναλλακτικά, έστω αβ ∈ M µε α /∈ M . Εφόσον M µέγιστο και α /∈ M , έχουµε (α) + M = R.
΄Αρα rα + x = 1R, για κάποιο r ∈ R και x ∈M . Εποµένως β = r αβ︸︷︷︸∈

M

+ βx ∈M . �

΄Ενας δακτύλιος µπορεί να έχει περισσότερα του ενός µέγιστα ιδεώδη. Για παράδειγµα, κάθε
κύριο ιδεώδες του Z της µορφής (p), όπου p πρώτος εκτός από πρώτο ιδεώδες είναι και µέγιστο.
Πράγµατι, ο δακτύλιος-πηλίκο Zp = Z/pZ είναι πεπερασµένη ακέραια περιοχή και άρα σώµα.
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1.4. ∆ακτύλιος-Πηλίκο

Αποδεικνύεται, µε ϐάση το συνολοθεωρητικό Λήµµα του Zörn, το οποίο είναι ισοδύναµο µε
το Αξίωµα Επιλογής, ότι κάθε µη τετριµµένος δακτύλιος περιέχει µέγιστο ιδεώδες. Τι λέει το
Λήµµα του Zörn;

Κατ᾿ αρχάς ϑα υπενθυµίσουµε κάποια πράγµατα από τη Θεωρία Συνόλων1 ξεκινώντας από
τον επόµενο ορισµό:

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.30. ΄Ενα µη κενό σύνολο A λέγεται µερικώς διατεταγµένο σύνολο
(
partially

ordered set-poset
)
αν στο A υπάρχει µια σχέση (µερικής) διατάξεως � µε τις ακόλουθες ιδιότη-

τες :
(i) α � α, για κάθε α ∈ A. (Αυτοπαθής)
(ii) Αν α � β και β � α, τότε α = β. (Αντισυµµετρική)
(iii) Αν α � β και β � γ, τότε α � γ. (Μεταβατική)

Σηµειώνουµε εδώ ότι δύο στοιχεία α και β ενός µερικώς διατεταγµένου συνόλουA µπορεί να µην
είναι συγκρίσιµα. ∆ηλαδή να µην ισχύει καµία από τις σχέσεις α � β ή β � α. Για παράδειγ-
µα, αν B = {x, y} είναι ένα σύνολο µε δύο στοιχεία και A = P(B) = {∅, {x}, {y}, {x, y}} το
δυναµοσύνολο του A, δηλαδή το σύνολο όλων των υποσυνόλων του και � είναι η σχέση ⊆ του
περιέχεσθαι, τότε {x}��⊆{y} και {y}��⊆{x}, δηλαδή τα στοιχεία {x}, {y} ∈ A = P(B) είναι µη
συγκρίσιµα. Αντιθέτως ∅ ⊆ {x} ⊆ {x, y} = B.
΄Ενα άλλο παράδειγµα είναι το σύνολο Z+ = {1, 2, 3, . . .} των ϑετικών ακεραίων µε τη σχέση
«|» της διαιρετότητας. Η σχέση «|» είναι σχέση µερικής διάταξης. Αλλά 3 - 5 και 5 - 3. ΄Αρα οι
αριθµοί 3 και 5 είναι µη συγκρίσιµοι. Αλλά 5 | 10, 17 | 51 κτλ.
Από την άλλη µεριά, στο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών, για κάθε x, y ∈ R ισχύει x ≤ y ή
y ≤ x. Λέµε ότι το R, ακριβέστερα το Ϲεύγος (R,≤), είναι γραµµικά

(
ή ολικά

)
διατεταγµένο

σύνολο.
΄Εστω (A,�) ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο και A′ ένα µη κενό υποσύνολό του. Αν υπάρχει
α ∈ A µε την ιδιότητα x � α, για κάθε x ∈ A′, τότε το α λέγεται ένα άνω ϕράγµα του A′ και
το A′ άνω ϕραγµένο από το α.
Για παράδειγµα, στο σύνολο Z+ των ϑετικών ακεραίων κάθε πεπερασµένο υποσύνολό του
{x1, x2, . . . , xk} είναι άνω ϕραγµένο ως προς τη σχέση «|» της διαιρετότητας από το ελάχιστο κοι-
νό πολλαπλάσιο των στοιχείων του. Αλλά και στο (R,≤) το διάστηµα (−1, 1) είναι άνω ϕραγµένο
από το 1, αλλά ϕυσικά και από κάθε αριθµό µεγαλύτερο ή ίσο του 1.
΄Εστω (A,�) ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο και α ∈ A. Το α λέγεται µέγιστο στοιχείο
του A, αν δεν υπάρχει β ∈ A τέτοιο, ώστε α � β και α 6= β. Σε ένα µερικώς διατεταγ-
µένο σύνολο µπορεί να µην υπάρχει µέγιστο στοιχείο

(
για παράδειγµα σε ολόκληρο το R µε τη

σχέση ≤
)
ή να υπάρχουν περισσότερα του ενός µέγιστα στοιχεία. Για παράδειγµα, στο σύνολο

A = {∅, {1}, {2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}} µε τη σχέση «⊆» τα σύνολα-στοιχεία {1, 2, 3} και {1, 2, 4}
είναι µέγιστα στοιχεία. Στο σύνολο των γνησίων ιδεωδών του Z τα ιδεώδη pZ, όπου p πρώτος,
είναι µέγιστα στοιχεία αφού το Zp = Z

/
pZ είναι σώµατα.

΄Εστω (A,�) ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο καιB ένα µη κενό υποσύνολό του. Το B λέγεται
αλυσίδα του A αν είναι γραµµικά διατεταγµένο ως προς τη σχέση �.

1Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να καταφύγει στο κλασικό σύγγραµµα του Paul R. Halmos, Naive Set
Theory (Αφελής Θεωρία Συνόλων !), Undergraduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, Fifth Edition, 1987.
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Κεφάλαιο 1. Βασικές ΄Εννοιες στους ∆ακτυλίους

ΛΗΜΜΑ 1.31. (ΛΗΜΜΑ ΤΟΥ ZÖRN) ΄Εστω (A,�) ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο. Αν
κάθε αλυσίδα B του A έχει άνω ϕράγµα στο A, τότε το A έχει ένα τουλάχιστον µέγιστο
στοιχείο.

Το λήµµα του Zörn το δεχόµαστε εδώ χωρίς απόδειξη. Θα το εφαρµόσουµε για να αποδείξουµε
ότι κάθε µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα

(
µη τετριµµένος

)
έχει µέγιστο ιδεώδες.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.32. Κάθε µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος R έχει µέγιστο ιδεώδες.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω A το σύνολο των γνήσιων ιδεωδών του R. Προφανώς {0R} ∈ A. Εποµένως
A 6= ∅. ΄Εστω {Iλ | λ ∈ Λ} µια αλυσίδα στοA, την οποία παριστάνουµε υπό µορφή οικογένειας
µε σύνολο δεικτών Λ. ∆ηλαδή, για κάθε λ, λ′ ∈ Λ έχουµε Iλ ⊆ Iλ′ ή Iλ′ ⊆ Iλ.
΄Εστω J =

⋃
λ∈Λ

Iλ. Αν x, y ∈ J . Τότε υπάρχουν λ1, λ2 ∈ Λ τέτοια, ώστε x ∈ Iλ1 και y ∈ Iλ2. Αλλά,

όπως είπαµε Iλ1 ⊆ Iλ2 ή Iλ2 ⊆ Iλ1. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι Iλ1 ⊆ Iλ2.
Τότε x, y ∈ Iλ2. Εποµένως x + y ∈ Iλ2 ⊆

⋃
λ∈Λ

Iλ = J . Αν τώρα r ∈ R και x ∈ J , τότε x ∈ Iλ0,

για κάποιο λ0 ∈ Λ. ΄Αρα rx ∈ Iλ0 ⊆
⋃
λ∈Λ

Iλ = J . Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι το J είναι ιδεώδες

του R. Είναι επίσης γνήσιο ιδεώδες γιατί, αν 1R ∈ J , τότε 1R ∈ Iλ, για κάποιο λ ∈ Λ, άτοπο
γιατί το Iλ είναι γνήσιο ιδεώδες. Κατά συνέπεια το J =

⋃
λ∈Λ

Iλ είναι άνω ϕράγµα στο A για την

οικογένεια
(
αλυσίδα

)
ιδεωδών {Iλ | λ ∈ Λ}. Από το λήµµα του Zörn προκύπτει ότι το σύνολο

των γνήσιων ιδεωδών A έχει µέγιστο στοιχείο. �

1.5 Σώµα Πηλίκων Ακέραιας Περιοχής

Ερχόµαστε τώρα σε ένα πρόβληµα, το οποίο έχει δηµιουργήσει σύγχυση και παρερµηνείες,
ακόµα και σε καθηγητές δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. Θα έχετε ίσως παρατηρήσει ότι τα
κλάσµατα µε αριθµητή και παρονοµαστή ακεραίους και τα οποία εκφράζουν την ίδια ποσότητα
αναφέρονται στα σχολικά ϐιβλία ως «ισοδύναµα» και όχι ως ίσα. Αυτό είναι λάθος. Στο δηµοτικό
µάθαµε ότι αν κόψουµε ένα µήλο σε 6 ίσα κοµµάτια και πάρουµε τα 3, αυτό είναι το ίδιο µε το
να κόψουµε το µήλο σε δύο ίσα κοµµάτια και να πάρουµε το ένα. ∆ηλαδή έχουµε ισότητα των

κλασµάτων
3

6
=

1

2
. Για να µην λέµε ανοησίες περί «ισοδυναµίας», ας ξεκαθαρίσουµε το πράγµα

άπαξ δια παντός.
Χάριν απλότητος, εδώ ϑα γράφουµε 0 αντί 0R και 1 αντί 1R.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.33. ΄Εστω R ακέραια περιοχή. (Ας έχουµε στο µυαλό µας το Z). Θέτουµε R∗ =
= R \ {0}. Στο καρτεσιανό γινόµενο R×R∗ ορίζουµε τη σχέση ≈ ως εξής :

(α, β) ≈ (γ, δ)⇔ αδ = γβ ⇔ αδ − γβ = 0.
(Θυµηθείτε την ισότητα κλασµάτων). Τότε η σχέση≈ είναι σχέση ισοδυναµίας στο σύνολοR×R∗.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) Ανακλαστική: Για κάθε (α, β) ∈ R×R∗ έχουµε: (α, β) ≈ (α, β)⇔ αβ = αβ,
η οποία προφανώς ισχύει.
(ii) Συµµετρική: ΄Εστω (α, β), (γ, δ) ∈ R × R∗. Τότε έχουµε: (α, β) ≈ (γ, δ) ⇔ αδ = γβ ⇔
⇔ γβ = αδ ⇔ (γ, δ) ≈ (α, β).
(iii) Μεταβατική: ΄Εστω (α, β), (γ, δ), (ε, ζ) ∈ R × R∗ µε (α, β) ≈ (γ, δ) και (γ, δ) ≈ (ε, ζ).
Τότε έχουµε τις σχέσεις : αδ = γβ και γζ = εδ. Εποµένως αδζ = γβζ και γβζ = βεδ. Συ-
νεπώς αδζ = βεδ ⇔ δ(αζ − εβ) = 0. Επειδή η R είναι ακέραια περιοχή και δ 6= 0, έπεται
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1.5. Σώµα Πηλίκων Ακέραιας Περιοχής

αζ = εβ ⇔ (α, β) ≈ (ε, ζ). �

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η σχέση ≈, ως σχέση ισοδυναµίας, ορίζει µία διαµέριση του συ-
νόλου R×R∗ σε κλάσεις ισοδυναµίας.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.34. Για κάθε α ∈ R και β ∈ R∗ συµβολίζουµε µε
α

β
=
{

(γ, δ) ∈ R×R∗ | (γ, δ) ≈ (α, β)
}
,

την κλάση ισοδυναµίας στην οποία ανήκει το Ϲεύγος (α,β) ∈ R×R∗.

Η κλάση ισοδυναµίας
α

β
λέγεται κλάσµα µε αριθµητή α και παρονοµαστή β.

Επειδή δύο κλάσεις ισοδυναµίας είτε ταυτίζονται (είναι δηλαδή ίσες) είτε είναι ξένες µεταξύ τους,
δύο κλάσµατα είναι ίσα ή δεν είναι ίσα.

Τα κλάσµατα
(
κλάσεις ισοδυναµίας στο R×R∗

) α
β

και
γ

δ
είναι προφανώς ίσα αν

και µόνον αν (α,β) ≈ (γ, δ)⇔ αδ = γβ.

Θέτουµε K = (R × R∗)/ ≈ για το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας. Στο σύνολο K ορίζουµε
δύο πράξεις : την πρόσθεση, την οποία καταχρηστικά ϑα εξακολουθήσουµε να τη συµβολίζουµε
µε το σύµβολο + και τον πολλαπλασιασµό, τον οποίο επίσης καταχρηστικά ϑα συµβολίζουµε
µε το σύµβολο ·
Η λέξη καταχρηστικά αναφέρεται στο γεγονός ότι µε τα σύµβολα + και · συµβολίζουµε την
πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό στην ακέραια περιοχή R. Θέτουµε λοιπόν :

α

β
+
γ

δ
=
αδ + γβ

βδ
και

α

β
· γ
δ

=
αγ

βδ
.

Τίθεται όµως ένα ερώτηµα: για τον ορισµό των πράξεων ανάµεσα στις κλάσεις ισοδυναµίας
(κλάσµατα) χρησιµοποιήσαµε αντιπροσώπους (α, β) και (γ, δ) των κλάσεων αυτών. Αν αλλάξου-
µε τους αντιπροσώπους και πάρουµε άλλους αντιπροσώπους (α′, β′) και (γ′, δ′) των αντίστοιχων
κλάσεων, τότε το αποτέλεσµα, δηλαδή το κλάσµα ή αλλιώς η κλάση ισοδυναµίας ϑα παραµείνει
η ίδια ; Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό είναι καταφατική.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.35. Οι πράξεις + και · που ορίστηκαν στο σύνολο K = R × R∗/ ≈ είναι καλά
ορισµένες.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Θέλουµε να δείξουµε ότι αν
α

β
=
α′

β′
και

γ

δ
=
γ′

δ′
, δηλαδή αν (α, β) ≈ (α′, β′) και

(γ, δ) ≈ (γ′, δ′), τότε (αδ + γβ, βδ) ≈ (α′δ′ + γ′β′, β′δ′) και (αγ, βδ) ≈ (α′γ′, β′δ′).
Για να αποδείξουµε την πρώτη σχέση αρκεί να δείξουµε ότι (αδ + γβ)β′δ′ = (α′δ′ + γ′β′)βδ ⇔
⇔ αβ′δδ′ − α′βδδ′ + γδ′ββ′ − γ′δββ′ = 0⇔ (αβ′ − α′β)︸ ︷︷ ︸

0

δδ′ + (γδ′ − γ′δ)︸ ︷︷ ︸
0

ββ′ = 0.

Εποµένως η πρόσθεση είναι καλά ορισµένη. Για τον πολλαπλασιασµό αρκεί να δείξουµε ότι
αγβ′δ′ = α′γ′βδ ⇔ αγβ′δ′ − α′γβδ′ = α′γ′βδ − α′γβδ′ ⇔ (αβ′ − α′β)︸ ︷︷ ︸

0

γδ′ = (γ′δ − γδ′)︸ ︷︷ ︸
0

α′β ⇔

⇔ 0 = 0. �
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Κεφάλαιο 1. Βασικές ΄Εννοιες στους ∆ακτυλίους

ΛΗΜΜΑ 1.36. Ισχύουν τα εξής :

(i)
α

β
=
αλ

βλ
, για κάθε α, β, λ ∈ R µε βλ 6= 0.

(ii)
α

β
+
γ

β
=
α + γ

β
, για κάθε α, β, γ ∈ R, µε β 6= 0.

(iii)
0

β
=

0

1
, για κάθε β ∈ R \ {0}.

(iv) Αν β 6= 0, τότε
β

β
=

1

1
6= 0

1
.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i)
α

β
=
αλ

βλ
⇔ αβλ = αλβ.

(ii)
α

β
+
γ

β
=
αβ + γβ

β2
=

(α + γ)β

β2
=
α + γ

β
, σύµφωνα µε το (i).

(iii)
0

β
=

0

1
⇔ 0 · 1 = 0 · β ⇔ 0 = 0.

(iv) ΄Εστω β ∈ R \ {0}. Τότε
β

β
=

1 · β
1 · β

=
1

1
, σύµφωνα µε το (i), όπου λ = β. Τέλος, αν

1

1
=

0

1
,

τότε 1 · 1 = 0 · 1⇔ 1 = 0, άτοπο. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.37. Το (K,+, ·) είναι σώµα.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Ξεκινάµε µε µία παρατήρηση. Από το (iv) του προηγουµένου λήµµατος προκύπτει

ότι 0K =
0

1
6= 1

1
= 1K και συνεπώς το K δεν είναι ο τετριµµένος δακτύλιος.

(i) ΄Εστω α, β, γ, δ, ε, ζ ∈ R µε βδζ 6= 0. Τότε έχουµε:
α

β
+
(γ
δ

+
ε

ζ

)
=
α

β
+
γζ + εδ

δζ
=
αδζ + β(γζ + εδ)

βδζ
=
αδζ + βγζ + βεδ

βδζ
=

(αδ + βγ)ζ + βεδ

βδζ
=

=
αδ + βγ

βδ
+
ε

ζ
=
(α
β

+
γ

δ

)
+
ε

ζ
και η προσεταιριστικότητα της πρόσθεσης αποδείχθηκε.

(ii) ΄Εστω α, β, γ, δ ∈ R µε βδ 6= 0. Τότε έχουµε:
α

β
+
γ

δ
=
αδ + γβ

βδ
=
γβ + αδ

δβ
=
γ

δ
+
α

β
και η

µεταθετικότητα της πρόσθεσης αποδείχθηκε.

(iii) ΄Εστω α, β ∈ R µε β 6= 0. Τότε
α

β
+

0

1
=

α · 1 + 0 · β
β · 1

=
α

β
. ΄Αρα το κλάσµα

0

1
είναι το

µηδενικό στοιχείο της πρόσθεσης.

(iv) ΄Εστω α, β ∈ R µε β 6= 0. Τότε
α

β
+
−α
β

=
(ii) προηγουµένου

λήµµατος

α + (−α)

β
=

0

β
=

0

1
, σύµφωνα και µε

το (iii) του προηγουµένου λήµµατος. ΄Αρα κάθε κλάσµα έχει αντίθετο.

(v) ΄Εστω α, β, γ, δ, ε, ζ ∈ R µε βδζ 6= 0. Τότε
α

β
·
(γ
δ
· ε
ζ

)
=
α

β
· γε
δζ

=
α(γε)

β(δζ)
=

(αγ)ε

(βδ)ζ
=
αγ

βδ
· ε
ζ

=

=
(α
β
· γ
δ

)
· ε
ζ

και η προσεταιριστικότητα του πολλαπλασιασµού αποδείχτηκε.

(vi) ΄Εστω α, β, γ, δ ∈ R µε βδ 6= 0. Τότε έχουµε:
α

β
·γ
δ

=
αγ

βδ
=
γα

δβ
=
γ

δ
·α
β

και η µεταθετικότητα

του πολλαπλασιασµού αποδείχθηκε.
(viii) Για την επιµεριστικότητα του πολλαπλασιασµού ως προς τη διαίρεση αρκεί να αποδείξουµε
ότι

α

β
·
(γ
δ

+
ε

ζ

)
=
α

β
· γ
δ

+
α

β
· ε
ζ
, για κάθε α, β, γ, δ, ε, ζ ∈ R µε βδζ 6= 0. Και τούτο λόγω της

αντιµεταθετικότητας της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού.

΄Εχουµε:
α

β
·
(γ
δ

+
ε

ζ

)
=

α

β
· γζ + δε

δζ
=

α(γζ + δε)

βδζ
=

αγζ + αεδ

βδζ
. Σύµφωνα µε το (ii) του
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1.5. Σώµα Πηλίκων Ακέραιας Περιοχής

προηγουµένου λήµµατος, το τελευταίο ισούται µε
αγζ

βδζ
+
αεδ

βδζ
και αυτό µε τη σειρά του, ϐάσει

του (i) του προηγουµένου λήµµατος, µε
αγ

βδ
+
αε

βζ
=
α

β
· γ
δ

+
α

β
· ε
ζ
.

(ix) Το
1

1
είναι το µοναδιαίο στοιχείο, καθόσον

α

β
· 1

1
=
α · 1
β · 1

=
α

β
, όπου α, β ∈ R µε β 6= 0.

(x) Τα µη µηδενικά στοιχεία του K είναι τα κλάσµατα
α

β
, όπου αβ 6= 0. Πράγµατι,

α

β
=

0

1
⇔

α · 1 = 0 · β = 0, όπου ϕυσικά β 6= 0. Εποµένως, αν αβ 6= 0, τότε το κλάσµα
α

β
δεν είναι το

µηδενικό. Βάσει του (i), του προηγουµένου λήµµατος, έχουµε:
α

β
· β
α

=
αβ

αβ
=

1 · αβ
1 · αβ

=
1

1
,

δηλαδή κάθε µη µηδενικό κλάσµα αντιστρέφεται. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.38. ΄Εστω R ακέραια περιοχή και K το σώµα πηλίκων της. Τότε υπάρχει µια
εµφύτευση (µονοµορφισµός δακτυλίων) ϕ : R ↪→ K. ΄Ετσι µπορούµε να ϑεωρήσουµε την R ως
υποδακτύλιο του K.
Επίσης, αν

α

β
∈ K

(
β 6= 0

)
, τότε

α

β
= ϕ(α)

(
ϕ(β)

)−1, γεγονός που ϐρίσκεται σε συµφωνία µε τη

διαίρεση ενός στοιχείου µε ένα µη µηδενικό.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Θέτουµε ϕ(α) =
α

1
, για κάθε α ∈ R. Τότε ϕ(α + β) =

α + β

1
=

α

1
+
β

1
=

ϕ(α) + ϕ(β), σύµφωνα και µε το (ii) του προηγουµένου λήµµατος. Επίσης ϕ(αβ) =
αβ

1
=

=
α · β
1 · 1

=
α

1
· β

1
= ϕ(α)ϕ(β). Ακόµη, ϕ(1) =

1

1
= 1K. Τέλος, έστω α ∈ Kerϕ, δηλαδή

ϕ(α) =
α

1
=

0

1
. Τότε α = α · 1 = 0 · 1 = 0. ΄Αρα η ϕ είναι µονοµορφισµός.

Τέλος, έστω β 6= 0. Τότε 1K =
(iv) προηγου-

µένου λήµµατος

β

β
=
β

1
· 1

β
= ϕ(β) · 1

β
. Εποµένως

1

β
=
(
ϕ(β)

)−1. Κατά

συνέπεια,
α

β
=
α

1
· 1

β
= ϕ(α)

(
ϕ(β)

)−1. �

Το σώµα πηλίκων µιας ακέραιας περιοχής είναι το µικρότερο σώµα που την περιέχει. Πιο
συγκεκριµένα:

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.39. ΄Εστω R ακέραια περιοχή και K το σώµα πηλίκων της. Αν F είναι ένα σώµα
και τ : R ↪→ F µια εµφύτευση (µονοµορφισµός) της R στο F, τότε η τ επεκτείνεται κατά µονα-
δικό τρόπο σε µια εµφύτευση τ̄ : K ↪→ F, δηλαδή τ̄ ◦ ϕ = τ .
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Μέσω της εµφύτευσης ϕ : R ↪→ K ταυτίζουµε το x ∈ R µε το

x

1
∈ K. Εποµένως

ϑα πρέπει τ̄
(x

1

)
= (τ̄ ◦ ϕ)(x) = τ(x), για κάθε x ∈ R. Αν x 6= 0, τότε ϑα πρέπει 1F = τ(1R) =

= τ̄(1K) = τ̄
(1

1

)
= τ̄
(x

1
· 1

x

)
= τ̄
(x

1

)
τ̄
(1

x

)
= τ(x)τ̄

(1

x

)
. Εποµένως τ̄

(1

x

)
=
(
τ(x)

)−1.

Κατά συνέπεια ϑα έχουµε αναγκαστικά τ̄
(α
β

)
= τ̄

(α
1
· 1

β

)
= τ̄

(α
1

)
τ̄
( 1

β

)
= τ(α)

(
τ(β)

)−1,

όπου ϕυσικά β 6= 0.
Ορίζουµε λοιπόν τ̄ : K ↪→ F ως εξής : τ̄

(α
β

)
= τ(α)

(
τ(β)

)−1, για κάθε
α

β
∈ K.

Αν
α

β
=
γ

δ
, δηλαδή αδ = γβ, τότε τ(αδ) = τ(γβ) ⇔ τ(α)τ(δ) = τ(γ)τ(β) ⇔ τ(α)

(
τ(β)

)−1
=
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= τ(γ)
(
τ(δ)

)−1, δηλαδή η τ̄ είναι καλά ορισµένη.

Τώρα, τ̄
(α
β

+
γ

δ

)
= τ̄
(αδ + γβ

βδ

)
= τ(αδ+γβ)

(
τ(βδ)

)−1
=
(
τ(α)τ(δ)+τ(γ)τ(β)

)(
τ(β)τ(δ)

)−1
=

=
(
τ(α)τ(δ) + τ(γ)τ(β)

)(
τ(β)

)−1(
τ(δ)

)−1
= τ(α)���τ(δ)

(
τ(β)

)−1
�����(
τ(δ)

)−1
+ τ(γ)���τ(β)�����(

τ(β)
)−1(

τ(δ)
)−1

= τ(α)
(
τ(β)

)−1
+ τ(γ)

(
τ(δ)

)−1
= τ̄
(α
β

)
+ τ
(γ
δ

)
,

τ̄
(α
β
· γ
δ

)
= τ̄

(αγ
βδ

)
= τ(αγ)

(
τ(βδ)

)−1
= τ(α)τ(γ)

(
τ(β)

)−1(
τ(δ)

)−1
= τ(α)

(
τ(β)

)−1·

τ(γ)
(
τ(δ)

)−1
= τ̄
(α
β

)
· τ̄
(γ
δ

)
και τέλος τ

(1

1

)
= τ(1)

(
τ(1)

)−1
= 1F · 1−1

F = 1F.

΄Εστω
α

β
∈ Kerτ̄ . Τότε τ̄

(α
β

)
= τ(α)τ(β)−1 = 0K ⇒ τ(α) = 0 ⇒

τ µονοµορ-
ϕισµός

α = 0 ⇒ α

β
=

0

β
=

0

1
=

= 0K. �

΄Ασκηση 1.1. ΄Εστω K σώµα, άρα ακέραια περιοχή. Κατασκευάζουµε το σώµα πηλίκων του K
σύµφωνα µε την προηγούµενη κατασκευή. ΄Εστω αυτό το F. ∆είξτε ότι, όπως αναµένεται, F ∼= K.

΄Ασκηση 1.2. ΄Εστω R ένας
(
µη τετριµµένος µοναδιαίος µεταθετικός

)
δακτύλιος. ∆είξτε ότι ο R

είναι σώµα αν και µόνον αν το µηδενικό ιδεώδες {0} είναι µέγιστο.

΄Ασκηση 1.3. ΄Εστω IER. Θεωρούµε το υποσύνολο του I[x] του πολυωνυµικού δακτυλίου R[x]
µε I[x] = {

∑n
i=0 αix

i | n ≥ 0 και αi ∈ I, για κάθε i = 0, . . . , n}.
(i) ∆είξτε ότι I[x]ER[x].
(ii) ∆είξτε ότι υπάρχει ισοµορφισµός R[x]/

I[x]
∼=
(
R
/
I

)
[x].

Και µια άσκηση από τη µεταθετική άλγεβρα.

΄Ασκηση 1.4. ΄Εστω R µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος και I ιδεώδες αυτού. Θεωρούµε το
σύνολο J των στοιχείων x µε την ιδιότητα xn ∈ I, για κάποιον ϑετικό ακέραιο n, ο οποίος
εξαρτάται από το x. ∆είξτε ότι J ER. Το J λέγεται ϱιζικό του I και συµβολίζεται µε

√
I.
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Κεφάλαιο 2

Παραγοντοποίηση σε Ακέραιες Περιοχές

2.1 Συντροφικά Στοιχεία-Πρώτα και Ανάγωγα Στοιχεία

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1. ΄Εστω R µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος. Αν α, β ∈ R, ϑα γράφουµε α | β
και ϑα λέµε ότι το α διαιρεί το β αν και µονον αν υπάρχει r ∈ R τέτοιο, ώστε β = r ·α.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.2. Ισχύει η ισοδυναµία: α | β ⇔ (β) ⊆ (α).
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: α | β ⇔ β = r · α, για κάποιο r ∈ R, το οποίο είναι ισοδύναµο µε το β ∈ (α) ⇔
⇔ (β) ⊆ (α). �

Παρατηρείστε ότι η σχέση του «διαιρείν» αντιστρέφει τη διάταξη των κυρίων ιδεωδών.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.3. ∆ύο στοιχεία α, β ∈ R λέγονται συντροφικά
(
associated

)
αν και µόνον αν

α | β και β | α, ισοδύναµα (α) = (β). Γράφουµε τότε α ∼ β.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.4. Η σχέση ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας στον δακτύλιο R.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Αµεση, από την ισοδυναµία α ∼ β ⇔ (α) = (β). �

Γενικά, µπορούµε εύκολα να αποδείξουµε ότι σε έναν µοναδιαίο µεταθετικό δακτύλιο R ισ-
χύουν τα εξής :
(i) Αν α ∼ β και β | γ, τότε και α | γ.
(ii) Αν α | β και β ∼ γ, τότε και α | γ.(
(i) ΄Εστω α ∼ β και β | γ. Τότε α | β και β | γ. ΄Αρα α | γ. (ii) ΄Εστω α | β και β ∼ γ. Τότε και

β | γ. Εποµένως α | γ
)
.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.5. ΄Εστω R ακέραια περιοχή και α, β ∈ R \ {0}. Τότε α ∼ β αν και µόνον αν
υπάρχει αντιστρέψιµο στοιχείο u ∈ R τέτοιο, ώστε β = uα.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: α | β ⇔ β = uα, για κάποιο u ∈ R. Επίσης, β | α ⇔ α = vβ, για κάποιο v ∈ R.
Εποµένως β = uα = uvβ ⇒ β(1 − uv) = 0. Εφόσον R ακέραια περιοχή και β 6= 0, έπεται ότι
uv = 1, δηλαδή το u είναι αντιστρέψιµο µε u−1 = v.
Αντιστρόφως, έστω β = uα, όπου u ∈ R αντιστρέψιµο. Τότε α = u−1β. Εποµένως ισχύουν
ταυτόχρονα οι σχέσεις α | β και β | α. Εποµένως α ∼ β. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.6. ΄Εστω R µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος. ΄Ενα µη µηδενικό και µη αντι-
στρέψιµο στοιχείο p ∈ R, δηλαδή p ∈ R \

(
U(R)∪ {0}

)
, λέγεται ανάγωγο αν και µόνον αν από

κάθε σχέση της µορφής p = αβ προκύπτει ότι κάποιο από τα α, β ∈ R είναι αντιστρέψιµο.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 2.7. ΄Εστω R ακέραια περιοχή και p, q ∈ R ανάγωγα. Αν p | q, τότε τα p και q είναι
συντροφικά.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εχουµε p | q ⇔ q = up, για κάποιο u ∈ R. Επειδή το q είναι ανάγωγο, κάποιο
από τα u και p είναι αντιστρέψιµο. Αφού το p είναι ανάγωγο, δεν είναι αντιστρέψιµο. Εποµένως
το u είναι αντιστρέψιµο και άρα q = up ∼ p. Το αντίστροφο είναι προφανές. Αν p ∼ q, τότε
q = up, για κάποιο αντιστρέψιµο στοιχείο u ∈ R και p = u−1q. Εποµένως p | q και q | p. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.8. ΄Εστω R µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος. ΄Ενα µη µηδενικό και µη αντι-
στρέψιµο στοιχείο p ∈ R λέγεται πρώτο αν από κάθε σχέση της µορφής p | αβ, όπου α, β ∈ R
προκύπτει ότι p | α ή p | β.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.9. ΄Εστω R ακέραια περιοχή και p ∈ R \
(
U(R) ∪ {0}

)
. Τότε το p είναι πρώτο αν

και µόνον αν το κύριο ιδεώδες (p) είναι πρώτο.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω p πρώτο. Τότε αβ ∈ (p) ⇔ p | αβ ⇔

p πρώτο

(
p | α ή p | β

)
⇔
(
α ∈ (p) ή β ∈

∈ (p)). Εποµένως το (p) είναι πρώτο. Αντιστρόφως, έστω ότι το (p) είναι πρώτο και p | αβ, όπου
α, β ∈ R. Τότε αβ ∈ (p) ⇔

(p) πρώτο

(
α ∈ (p) ή β ∈ (p)

)
⇔
(
p | α ή p | β

)
. Εποµένως το p είναι

πρώτο. �

Στα επόµενα ϑα ασχοληθούµε µόνον µε ακέραιες περιοχές.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.10. ΄Εστω R ακέραια περιοχή και p ∈ R \
(
U(R)∪{0}

)
. Αν το p είναι πρώτο, τότε

είναι και ανάγωγο στην R.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω p πρώτο και p = αβ, όπου α, β ∈ R. Τότε p | p = αβ και, επειδή το p είναι
πρώτο, ϑα έχουµε p | α ή p | β. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι p | α⇔ α = up,
για κάποιο u ∈ R. Τότε, p = αβ = upβ ⇔ p(1 − uβ) = 0 ⇔

R ακέραια περιοχή
και p 6=0

uβ = 1 ⇒

⇒ β αντιστρέψιµο. �

Το αντίστροφο της προηγουµένης πρότασης δεν ισχύει γενικά.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2.11. Θεωρούµε την ακέραια περιοχή
Z[i
√

5] = {α + βi
√

5 | α, β ∈ Z}.
Εύκολα µπορεί να δείξει κάποιος ότι ο Z[i

√
5] είναι δακτύλιος ως προς τη συνηθισµένες πράξεις

της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού και είναι επίσης ακέραια περιοχή, αφού περιέχεται
στο σώµα C των µιγαδικών αριθµών.
΄Εστω N(α + βi

√
5) = α2 + 5β2, δηλαδή το τετράγωνο του µέτρου του µιγαδικού α + βi

√
5.

΄Αρα, για κάθε x ∈ Z[i
√

5] έχουµε N(x) = |x|2 = xx̄. Εποµένως N(xy) = |xy|2 = |x|2|y|2 =
= N(x)N(y).
Ποια είναι τώρα τα αντιστρέψιµα στοιχεία της Z[i

√
5]; ΄Εστω x = α + βi

√
5 ένα αντιστρέψιµο

στοιχείο. Τότε υπάρχει y ∈ Z[i
√

5] τέτοιο, ώστε 1 = xy. Εποµένως 1 = N(1) = N(xy) =
N(x)N(y), όπου N(x), N(y) µη αρνητικοί, άρα εδώ ϑετικοί ακέραιοι. Συνεπώς 1 = N(x) =
α2 + 5β2. Αν β 6= 0, τότε N(x) = α2 + 5β2 ≥ 5 > 1. Εποµένως β = 0 και συνεπώς x = α µε
α2 = 1 ⇔ α = ±1. Είναι επίσης σαφές ότι τα στοιχεία 1, −1 είναι αντιστρέψιµα στο Z[i

√
5].

Εποµένως τα ±1, δηλαδή αντιστρέψιµα στοιχεία του Z[i
√

5] είναι ακριβώς αυτά τα στοιχεία x µε
N(x) = 1.
Τώρα, το 2 και το 3 είναι ανάγωγα στοιχεία στην περιοχή Z[i

√
5].

Πράγµατι, αν 2 = (α + βi
√

5)(γ + δi
√

5), όπου α, β, γ, δ ∈ Z και α + iβ
√

5, γ + δi
√

5 6= ±1,
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τότε 4 = N(α + iβ
√

5)N(γ + δi
√

5) = (α2 + 5β2)(γ2 + 5δ2). Εφόσον α + iβ
√

5, γ + δi
√

5 µη
αντιστρέψιµα, N(α + iβ

√
5) > 1 και N(γ + δi

√
5) > 1. ΄Αρα N(α + iβ

√
5) = N(γ + δi

√
5) = 2.

Αν β 6= 0, τότε N(α + βi
√

5) = α2 + 5β2 ≥ 5 > 2, άτοπο. ΄Αρα β = 0 και 2 = α2, άτοπο και
πάλι. Με την ίδια λογική προκύπτει ότι και το 3 είναι ανάγωγο στην Z[i

√
5].

Παρατηρούµε τώρα ότι 2 ·3 = 6 = (1+ i
√

5)(1− i
√

5)⇒ 2 | (1+ i
√

5)(1− i
√

5). Αλλά 2 - 1± i
√

5.
Σε αντίθετη περίπτωση ϑα υπήρχε κ+λi

√
5
(
κ, λ ∈ Z

)
µε 1± i

√
5 = 2(κ+λi

√
5) = 2κ+2λi

√
5.

Αλλά τότε 1 = 2κ⇒ 2 | 1, άτοπο.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2.12. Αν n ∈ Z είναι µη τέλειο τετράγωνο, τότε το 2 δεν είναι πρώτο στην περιοχή
Z[
√
n] = {α + β

√
n | α, β ∈ Z}.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Παρατηρούµε ότι 2 | n(n − 1) = n2 − n = n2 −
(√

n
)2

= (n +
√
n)(n −

√
n). Αν

τώρα 2 | n ±
√
n, τότε ϑα υπήρχε κ + λ

√
n ∈ Z[

√
n], µε 2(κ + λ

√
n) = 2κ + 2λ

√
n = n ±

√
n.

Αλλά τότε 2λ = ±1, άτοπο. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.13. ΄Εστω R ακέραια περιοχή και p ∈ R \
(
U(R) ∪ {0}

)
.

(i) Αν το p είναι ανάγωγο και q ∼ p, τότε και το q είναι ανάγωγο.
(ii) Αν το p είναι πρώτο και q ∼ p, τότε και το q είναι πρώτο.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) ΄Εστω p ανάγωγο και q = up, όπου u ∈ U(R). Θα δείξουµε ότι και το q είναι
ανάγωγο.
Αν q = αβ, τότε up = αβ. ΄Αρα p = (u−1α)β. Εποµένως κάποιο από τα u−1α, β ∈ R είναι
αντιστρέψιµο. Αν το β είναι αντιστρέψιµο έχει καλώς. Αλλιώς το u−1α είναι αντιστρέψιµο, οπότε
ru−1α = 1, για κάποιο r ∈ R. ΄Αρα το α είναι αντιστρέψιµο µε αντίστροφο το ru−1.
(ii) ΄Εστω p πρώτο και q = up, όπου u ∈ U(R). Υποθέτουµε ότι q | αβ. Επειδή p | q = up,
έπεται ότι p | αβ ⇒ p | α ή p | β. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι p | α, δηλαδή
α = rp, για κάποιο r ∈ R. Τότε α = ru−1(up) = ru−1q ⇒ q | α. �

2.2 Περιοχές Μοναδικής Παραγοντοποίησης

2.2.1 Ανάλυση σε Γινόµενο Ανάγωγων Παραγόντων

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.14. ΄Εστω R ακέραια περιοχή. Η R λέγεται Περιοχή Μοναδικής Παραγοντοποί-
ησης

(
Unique Factorization Domain

)
αν και µόνον αν ισχύουν τα παρακάτω:

1) Κάθε µη µηδενικό και µη αντιστρέψιµο στοιχείο α ∈ R γράφεται ως γινόµενο αναγώγων
στοιχείων.
2) Η γραφή ενός τέτοιου α είναι µοναδική, υπό την έννοια ότι αν

α = p1p2 · · · pκ = q1q2 · · · qλ,
όπου pi, qj ανάγωγα, για κάθε i = 1, . . . , κ και j = 1, . . . , λ, τότε κ = λ και

(
αν ανάγκη αλλάζο-

ντας την αρίθµηση των q1, . . . , qκ
)
έχουµε pi ∼ qi, για κάθε i = 1, . . . , κ.

Από την προηγούµενη πρόταση συνάγουµε ότι το πλήθος των παραγόντων στην ανάλυση ε-
νός µη µηδενικού και µη αντιστρεψίµου στοιχείου της α ∈ R εξαρτάται µόνον από το στοιχείο
αυτό. Αν λοιπόν α = p1p2 · · · pκ είναι η ανάλυση του α σε γινόµενο αναγώγων παραγόντων,
ϑέτουµε λ(α) = κ. Αν τέλος το α ∈ R είναι αντιστρέψιµο, τότε ϑέτουµε λ(α) = 0. Είναι σαφές
ότι για κάθε α, β ∈ R \ {0} ισχύει

λ(αβ) = λ(α) + λ(β).
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Πράγµατι, αν και το α και το β είναι αντιστρέψιµα, τότε και το γινόµενό τους αβ είναι αντι-
στρέψιµο. ΄Αρα λ(αβ) = 0 = 0 + 0 = λ(α) + λ(β). Αν ένα από τα δύο είναι αντιστρέψιµο,
π.χ. το α και το β δεν είναι, τότε β = p1p2 · · · pκ, όπου pi ανάγωγο, για κάθε i = 1, . . . , κ. Τότε
αβ = (αp1)p2 · · · pκ και το αp1 είναι ανάγωγο, ως συντροφικό του p1. ΄Αρα λ(αβ) = κ = 0 + κ =
= λ(α) + λ(β). Τέλος, αν α = p1 · · · pµ και β = q1 · · · qν µη αντιστρέψιµα, όπου pi, qj ανάγωγα,
για κάθε i = 1, . . . , µ και j = 1, . . . , ν, τότε λ(αβ) = λ(p1 · · · pµq1 · · · qν) = µ+ ν = λ(α) + λ(β).
Την τιµή λ(α) όπου α 6= 0R, ϑα την ονοµάζουµε µήκος του α.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.15. ΄Εστω R περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης. Τότε ισχύουν οι ακόλουθες
συνθήκες-κριτήρια :
Κριτήριο 1: Κάθε ανάγωγο στοιχείο p ∈ R είναι πρώτο.
Κριτήριο 2: Κάθε αύξουσα ακολουθία κυρίων ιδεωδών είναι τελικά σταθερή, δηλαδή αν

(α1) ⊆ (α2) ⊆ (α3) ⊆ . . .,
τότε υπάρχει ϑετικός ακέραιος n τέτοιος, ώστε (αn) = (αn+1) = (αn+2) = · · ·
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Κριτήριο 1: ΄Εστω p ανάγωγο στοιχείο και α, β ∈ R µε p | αβ.
Αν κάποιο από τα α, β είναι µηδέν, τότε η περίπτωση είναι τετριµµένη. ΄Εστω αβ 6= 0. Τότε
υπάρχει r ∈ R\{0} τέτοιο, ώστε rp = αβ. ΄Εστω x = rp = αβ. Παρατηρούµε ότι το p

(
ή κάποιο

συντροφικό του, στην περίπτωση που το r είναι αντιστρέψιµο
)

εµφανίζεται στην ανάλυση του
x σε γινόµενο αναγώγων στοιχείων. Επειδή η R είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης,
το p

(
ή κάποιο συντροφικό του

)
ϑα εµφανίζεται και στο δεξιό µέλος της σχέσης rp = αβ, ως

αποτέλεσµα της ανάλυσης είτε του α είτε του β σε γινόµενο αναγώγων στοιχείων. Εποµένως το
p ϑα διαιρεί είτε το α είτε το β.
Κριτήριο 2: Επειδή (αi) ⊆ (αi+1) ⇔ αi+1 | αi, ϑα έχουµε έχουµε αi = αi+1βi+1, για
κάποιο βi+1 6= 0. Εποµένως λ(αi) = λ(αi+1βi+1) = λ(αi+1) + λ(βi+1) ≥ λ(αi+1), για κάθε
i = 1, 2, . . . Η ακολουθία λ(αi) είναι λοιπόν µια ϕθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών ακεραίων.
Αυτή ϑα έχει ελάχιστο στοιχείο λ(αn) = λ(αn+1) = λ(αn+2) = · · · Αλλά για κάθε i ≥ n έχουµε
λ(αi) = λ(αi+1βi+1) = λ(αi+1)+λ(βi+1), οπότε λ(βi+1) = 0, δηλαδή το βi+1 είναι αντιστρέψιµο,
για κάθε i = n, n+ 1, n+ 2, . . . και άρα (αi+1) = (αi), για κάθε i = n, n+ 1, n+ 2, . . . �

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και το αντίστροφο της προηγούµενης πρότασης. Πιο συγκεκριµένα,
έχουµε το επόµενο ϑεώρηµα:

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.16. ΄Εστω R ακέραια περιοχή. Τότε η R είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποί-
ησης αν και µόνον αν πληροί τα κριτήρια της προηγούµενης πρότασης :
Κριτήριο 1: Κάθε ανάγωγο στοιχείο p ∈ R είναι πρώτο.
Κριτήριο 2: Κάθε αύξουσα ακολουθία κυρίων ιδεωδών είναι τελικά σταθερή, δηλαδή αν

(α1) ⊆ (α2) ⊆ (α3) ⊆ . . .,
τότε υπάρχει ϑετικός ακέραιος n τέτοιος, ώστε (αn) = (αn+1) = (αn+2) = · · ·
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Πρώτα ϑα αποδείξουµε ότι κάθε µη µηδενικό και µη αντιστρέψιµο στοιχείο ανα-
λύεται σε γινόµενο ανάγωγων στοιχείων.
Προχωράµε µε απαγωγή σε άτοπο. ΄Εστω α0 ∈ R \

(
U(R)∪{0}

)
. Το α0 δεν είναι ανάγωγο γιατί

τότε ϑα αναλυόταν σε γινόµενο αναγώγων µε έναν µόνον παράγοντα, τον εαυτό του. Εφόσον
το α0 δεν είναι ανάγωγο, ϑα υπάρχουν

(
µη µηδενικά

)
µη αντιστρέψιµα στοιχεία α1, β1 ∈ R

τέτοια, ώστε α0 = α1β1. Αν και το α1 και το β1 αναλύονταν σε γινόµενο ανάγωγων στοιχείων,
τότε το ίδιο ϑα συνέβαινε και µε το γινόµενό τους α0. Εποµένως κάποιο από αυτά, έστω το
α1 δεν αναλύεται σε γινόµενο αναγώγων στοιχείων. ΄Εχουµε προφανώς (α0) ⊆ (α1). Επίσης,
επειδή το β1 δεν είναι αντιστρέψιµο, έπεται ότι (α0) ( (α1). Πράγµατι, αν (α0) = (α1), τότε
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α0 | α1, οπότε α1 = α0γ, για κάποιο γ 6= 0. ΄Αρα α1 = α0γ = α1β1γ ⇔ α1(1 − β1γ) = 0
και επειδή είµαστε σε ακέραια περιοχή, β1γ = 1, άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι το β1 δεν είναι
αντιστρέψιµο. Εφαρµόζοντας την ίδια επιχειρηµατολογία για το α1 που δεν είναι µηδενικό, δεν
είναι αντιστρέψιµο και δεν αναλύεται σε γινόµενο ανάγωγων παραγόντων ϐρίσκουµε ένα κύριο
ιδεώδες (α2) µε (α1) ( (α2). Προχωρώντας κατ΄ αυτόν τον τρόπο κατασκευάζουµε µια γνησίως
αύξουσα ακολουθία κυρίων ιδεωδών

(α0) ( (α1) ( (α2) ( · · ·
Αυτό είναι άτοπο σύµφωνα µε το κριτήριο 2.
΄Εστω α ∈ R \

(
U(R) ∪ {0}

)
. Τότε α = p1 · · · pµ = q1 · · · qν, όπου µ, ν ϑετικοί ακέραιοι και

pi, qj ανάγωγα, για κάθε i = 1, . . . , µ και j = 1, . . . , ν. Εφαρµόζουµε επαγωγή επί του µ. Αν
µ = 1, τότε και ν = 1, γιατί αλλιώς p1 = q1 · · · qν, δηλαδή το ανάγωγο στοιχείο p1 αναλύεται σε
γινόµενο µη µηδενικών και µη αντιστρεψίµων στοιχείων, πράγµα άτοπο. ΄Αρα α = p1 = q1 και
τελειώσαµε σ᾿ αυτήν την περίπτωση. Το ίδιο επιχείρηµα προφανώς λειτουργεί αν υποθέσουµε
ότι ν = 1.
΄Εστω τώρα ότι µ, ν ≥ 2 και α = p1p2 · · · pµ = q1q2 · · · qν. Βάσει του κριτηρίου 1, το ανάγωγο
στοιχείο p1 είναι πρώτο και διαιρεί το γινόµενο q1q2 · · · qν. Εποµένως διαιρεί κάποιο από τα qj
και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι p1 | q1. Βάσει της πρότασης 2.7, τα p1 και
q1 είναι συντροφικά, άρα q1 = up1, όπου u αντιστρέψιµο στην R. Εφόσον η R είναι ακέραια
περιοχή, παίρνουµε

p2 · · · pµ = (uq2) · · · qν.
Βάσει της επαγωγικής υπόθεσης, µ − 1 = ν − 1 ⇔ µ = ν και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας,
µπορούµε να υποθέσουµε ότι p2 ∼ uq2 ∼ q2, p3 ∼ q3, . . . , pµ ∼ qµ. �

2.2.2 Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης και Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο σε
Περιοχή Μοναδικής Παραγοντοποίησης

Παρατήρηση: Σε κάθε περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης R κάθε µη µηδενικό στοιχείο
α γράφεται στη µορφή α = upr11 · · · p

rk
k , όπου u αντιστρέψιµο και pi ανάγωγα, ανά δύο µη

συντροφικά και ri ≥ 0, για κάθε i = 1, . . . , k. Τη µορφή αυτή τη χρειαζόµαστε όταν ϑέλουµε
να συγκρίνουµε δύο µη µηδενικά στοιχεία του R.
1) Πώς το πετυχαίνουµε αυτό ; Αν για παράδειγµα έχουµε α = q1q2 · · · qλ, τότε «µαζεύουµε»
κατά οµάδες τους συντροφικούς ανάγωγους παράγοντες. Για παράδειγµα, έστω

α = q1q2q3q4q5q6,
όπου q1 ∼ q2 ∼ q4 και q3 ∼ q6 και επίσης q1 6∼ q3, q1 6∼ q5 και q3 6∼ q5.
Θέτουµε p1 = q1, q2 = u1q1 = u1p1, q4 = u2q1 = u2p1, p2 = q3, q6 = u3q3 = u3p2 και p3 = q5.
Τότε α = p1(u1p1)p2(u2p1)p3(u3p2) = (u1u2u3︸ ︷︷ ︸)

u αντιστρέψιµο

p3
1p

2
2p3 = up3

1p
2
2p3.

2) Αν λοιπόν α = upr11 · · · p
rk
k , όπου u αντιστρέψιµο και pi ανάγωγα µε pi 6∼ pj για i 6= j και

r1 = r2 = · · · = rk = 0, τότε α = u αντιστρέψιµο.
2) Γενικά, η απεικόνιση µήκους λ : R \ {0} → {0, 1, 2, 3, . . .} σε ένα στοιχείο α που το έχουµε
γράψει στη µορφή α = upr11 p

r2
2 · · · p

rk
k , όπου pi 6∼ pj για κάθε Ϲεύγος δεικτών (i, j) µε i 6= j, τότε

λ(α) =
k∑
i=1

ri.

Αυτό είναι ϕυσικό γιατί η λ µετράει το πλήθος των ανάγωγων παραγόντων που διαιρούν τον α.
Αν στο γινόµενο α = upr11 p

r2
2 · · · p

rk
k κάποιος rt είναι µηδέν, τότε prtt = 1, οπότε ουσιαστικά το
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ανάγωγο στοιχείο pt δεν διαιρεί το α, άρα δεν «µετράει» στο άθροισµα
∑k

i=1 ri.
3) ∆ύο ή και περισσότερα µη µηδενικά στοιχεία α, β, γ, . . . ∈ R µπορούµε να τα γράψουµε
στη µορφή α = upr11 · · · p

rk
k , β = vps11 · · · p

sk
k , γ = wpt11 · · · p

tk
k κτλ

(
u, v, w αντιστρέψιµα

)
, όπου

ϑέτουµε µηδενικό εκθέτη στο ανάγωγο στοιχείο που λείπει από κάποιον από τους α, β, γ κτλ.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.17. Με τις παραπάνω συµβάσεις, έστω α = upr11 · · · p
rk
k και β = vps11 · · · p

sk
k µη

µηδενικά στοιχεία της R.
(
pi 6∼ pj για i 6= j

)
.

Τότε α | β ⇔ ri ≤ si, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω ότι α | β ⇔ β = αγ, για κάποιο γ ∈ R \ {0}. Τότε έχουµε τη σχέση

vps11 · · · p
sk
k = upr11 · · · p

rk
k γ. (1)

Υποθέτουµε ότι ri > si, για κάποιο i, π.χ. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι r1 > s1.
Τότε επειδή ο R είναι ακέραια περιοχή, ισχύει ο νόµος της διαγραφής στον πολλαπλασιασµό
και παίρνουµε

vps22 · · · p
sk
k = upr1−s11 · · · prkk γ (2)

και r1 − s1 > 0. Το p1 εµφανίζεται στο δεξιό µέλος της (2), άρα διαιρεί κάποιο από τα µη συ-
ντροφικά του ανάγωγα στοιχεία p2, . . . , pk που εµφανίζονται στο αριστερό µέλος.

(
Σηµειώνουµε

ότι το v είναι αντιστρέψιµο άρα δεν διαιρείται από το ανάγωγο-πρώτο p1

)
. Αυτό είναι άτοπο

σύµφωνα µε την πρόταση 2.7.
Το αντίστροφο είναι προφανές. ΄Εστω ότι ri ≤ si, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Τότε β = αγ, όπου
γ = vu−1ps1−r11 · · · psk−rkk . �

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.18. Με τις παραπάνω συµβάσεις, έστω α = upr11 · · · p
rk
k και β = vps11 · · · p

sk
k µη

µηδενικά στοιχεία της R. Τότε α ∼ β ⇔ ri = si, για κάθε i = 1, . . . , k.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Αµεση από την προηγούµενη πρόταση, αφού α ∼ β ⇔

(
α | β και β | α

)
⇔

⇔
(
ri ≤ si, για κάθε i = 1, . . . , k και si ≤ ri, για κάθε i = 1, . . . , k

)
⇔ ri = si, για κάθε i =

= 1, . . . , k. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.19. ΄Εστω α = upr11 · · · p
rk
k και β = vps11 · · · p

sk
k µη µηδενικά στοιχεία της R, όπως

παραπάνω. Τότε υπάρχει µοναδικό ως προς τη συντροφικότητα στοιχείο δ ∈ R \ {0} µε τις
ακόλουθες ιδιότητες :
(i) δ | α και δ | β.
(ii) Αν δ′ | α και δ′ | β, τότε δ′ | δ.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Θέτουµε δ = p

min{r1,s1}
1 · · · pmin{rk,sk}

k . Επειδή min{ri, si} ≤ ri και min{ri, si} ≤ si,
για κάθε i = 1, . . . , k, έχουµε δ | α και δ | β.
Αν δ′ = wpt11 · · · p

tk
k κοινός διαιρέτης των α και β

(
w αντιστρέψιµο και ti ≥ 0, για κάθε i =

= 1, . . . , k
)
, τότε από την προηγούµενη πρόταση προκύπτει ότι ti ≤ ri και ti ≤ si, για κάθε

i = = 1, . . . , k. ΄Αρα ti ≤ min{ri, si}, για κάθε i = 1, . . . , k, οπότε και πάλι µε ϐάση την
προηγούµενη πρόταση

(
ή είναι προφανές

)
έπεται ότι δ′ | δ. ΄Αρα το δ είναι ένας µέγιστος κοινός

διαιρέτης των α και β.
Τέλος, το δ είναι µοναδικό ως προς τη συντροφικότητα. Πράγµατι, αν δ1 κοινός διαιρέτης των α
και β, ο οποίος διαιρείται από οποιονδήποτε άλλον κοινό διαιρέτη αυτών, τότε δ | δ1, αλλά

(
από

τον ορισµό του δ
)
και δ1 | δ, δηλαδή δ1 ∼ δ. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.20. ΄Ενα στοιχείο δ, το οποίο πληροί τις προϋποθέσεις που αναφέρονται στην προη-
γούµενη πρόταση ϑα λέγεται ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των α και β.

Τονίζουµε εδώ ότι, σε αντίθεση µε ό,τι συνηθίζεται στη Θεωρία Αριθµών, ο µέγιστος κοινός
διαιρέτης δεν είναι µοναδικός. ΄Ολοι οι µέγιστοι κοινοί διαιρέτες συγκροτούν µια κλάση ως
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προς τη συντροφικότητα.
Είναι επίσης προφανές ότι η έννοια του µέγιστου κοινού διαιρέτη γενικεύεται για περισσότερα
από δύο στοιχεία της R, εκ των οποίων ένα τουλάχιστον είναι µη µηδενικό. Το 0 διαιρεί-
ται από οποιοδήποτε στοιχείο της R και εποµένως δεν λαµβάνεται υπόψη στον υπολογισµό
του µέγιστου κοινού διαιρέτη. ΄Ετσι, λέµε ότι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των 22 · 3 · (−5),
−2 · 32 · 53 · 7, 24 · 52 · (−7) και του 0 στο Z είναι το 2 · 5 = 10 ή το −2 · 5 = −10.
΄Η, αν α = upr11 · · · p

rk
k , β = vps11 · · · p

sk
k και γ = wpt11 · · · p

tk
k , τότε ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης

των α, β και γ ϑα έχει τη µορφή u′pmin{r1,s1,t1}
1 · · · pmin{rk,sk,tk}

k , όπου u′ οποιοδήποτε αντιστρέψι-
µο στοιχείο.
Κατ᾿ αναλογίαν προς το µέγιστο κοινό διαιρέτη ορίζεται το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.21. ΄Εστω α = upr11 · · · p
rk
k και β = vps11 · · · p

sk
k µη µηδενικά στοιχεία της R, όπως

παραπάνω. Τότε υπάρχει µοναδικό ως προς τη συντροφικότητα στοιχείο ε ∈ R \ {0} µε τις
ακόλουθες ιδιότητες :
(i) α | ε και β | ε.
(ii) Αν α | ε′ και β | ε′, τότε ε | ε′.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Η απόδειξη είναι ανάλογη µε αυτήν της προηγούµενης πρότασης. Θέτουµε ε =

= p
max{r1,s1}
1 · · · pmax{rk,sk}

k και προχωράµε κατά τρόπο συµµετρικό. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.22. ΄Ενα στοιχείο ε, το οποίο πληροί τις προϋποθέσεις που αναφέρονται στην προη-
γούµενη πρόταση ϑα λέγεται ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των α και β.

΄Οπως µε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη, έτσι και η έννοια του ελαχίστου κοινού πολλαπλασίου
γενικεύεται για περισσότερα από δύο µη µηδενικά στοιχεία της R.

(
Πρέπει όλα τα στοιχεί-

α να είναι µη µηδενικά γιατί το µόνο πολλαπλάσιο του µηδενός είναι το µηδέν
)
. Αν λοιπόν

α = upr11 · · · p
rk
k , β = vps11 · · · p

sk
k και γ = wpt11 · · · p

tk
k , τότε ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των

α, β και γ ϑα έχει τη µορφή u′pmax{r1,s1,t1}
1 · · · pmax{rk,sk,tk}

k , όπου u′ οποιοδήποτε αντιστρέψιµο
στοιχείο.

2.3 Περιοχές Κυρίων Ιδεωδών

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.23. Μια ακέραια περιοχή R λέγεται περιοχή κυρίων ιδεωδών
(
Principal Ideal

Domain
)
αν κάθε ιδεώδες της είναι κύριο.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.24. Κάθε περιοχή κυρίων ιδεωδών είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Θα αποδείξουµε τα κριτήρια 1 και 2.
Κριτήριο 1: ΄Εστω p ανάγωγο στοιχείο και p | αβ. Υποθέτουµε ότι p - α. Θεωρούµε το
ιδεώδες (p, α) που παράγεται από το p και το α. Αυτό είναι κύριο ιδεώδες της µορφής (u), όπου
u ∈ R \ {0}. Εποµένως u | p, δηλαδή p = uq, όπου q ∈ R \ {0}. Εφόσον το p είναι ανάγωγο,
το u είναι αντιστρέψιµο ή συντροφικό του p. Αν u ∼ p, τότε επειδή u | α, ϑα είχαµε p | α,
άτοπο. Εποµένως το u είναι αντιστρέψιµο. Συνεπώς (p, α) = (u) = (1) = R. ΄Αρα υπάρχουν
x, y ∈ R τέτοια, ώστε px + αy = 1 ⇒ pβx + αβy = β. Εφόσον p | pβx και p | αβy, έπεται ότι
p | pβx+ αβy = β. Συνεπώς το p είναι πρώτο.
Κριτήριο 2: ΄Εστω (α1) ⊆ (α2) ⊆ (α3) ⊆ · · · µια αύξουσα ακολουθία κυρίων ιδεωδών. Η ένωση

I =
∞⋃
i=1

(αi) είναι ένα ιδεώδες της R.
(
Γενικότερα, η ένωση µιας αύξουσας ακολουθίας ιδεωδών

είναι επίσης ιδεώδες
)
. Αν x, y ∈ I, τότε υπάρχουν ϑετικοί ακέραιοι i, j τέτοιοι, ώστε x ∈ (αi) και

Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων 27



Κεφάλαιο 2. Παραγοντοποίηση σε Ακέραιες Περιοχές

y ∈ (αj). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι i ≤ j. ΄Αρα (αi) ⊆ (αj) και εποµένως
x, y ∈ (αj). Συνεπώς x+y ∈ (αj) ⊆ I. Αν τώρα x ∈ I και r ∈ R, τότε υπάρχει ϑετικός ακέραιος
i τέτοιος, ώστε x ∈ (αi). Εποµένως rx ∈ (αi) ⊆ I.

Τώρα, το ιδεώδες I είναι κύριο της µορφής (β), για κάποιο β ∈ R. Εποµένως β ∈
∞⋃
i=1

(αi) ⇒

β ∈ (αk), για κάποιον ϑετικό ακέραιο k. Συνεπώς I = (β) ⊆ (αk) ⊆ (αk+1) ⊆ (αk+2) ⊆ · · · ⊆ I.
Εποµένως (αk) = (αk+1) = (αk+2) = · · · = I. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.25. ΄Εστω α1, α2, . . . , αn ∈ R, όχι όλα µηδέν, όπου R περιοχή κυρίων ιδεωδών.
Τότε ένα στοιχείο δ ∈ R είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των α1, α2, . . . , αn αν και µόνον αν

(δ) = (α1, α2, . . . , αn).
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Υποθέτουµε ότι (δ) = (α1, α2, . . . , αn). Εφόσον κάποιο αi δεν είναι µηδέν, τότε
και το δ δεν είναι το µηδενικό στοιχείο. Επειδή τώρα αi ∈ (α1, α2, . . . , αn) = (δ), έχουµε
(αi) ⊆ (δ) ⇔ δ | αi, για κάθε i = 1, . . . , n. Επίσης, επειδή δ ∈ (α1, α2, . . . , αn), υπάρχουν
x1, x2, . . . , xn ∈ R τέτοια, ώστε δ = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn. Αν τώρα δ′ είναι ένα µη µηδενικό
στοιχείο της R µε δ′ | αi, για κάθε i = 1, 2, . . . , n, τότε δ′ | x1α1 + x2α2 + · · · + xnαn = δ.
Εποµένως το δ είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των α1, α2, . . . , αn.
Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι το δ είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των α1, α2, . . . , αn. Θεω-
ϱούµε το ιδεώδες (α1, α2, . . . , αn). Επειδή ϐρισκόµαστε σε περιοχή κυρίων ιδεωδών, το ιδεώδες
(α1, α2, . . . , αn) είναι κύριο. ΄Εστω (α1, α2, . . . , αn) = (δ′), για κάποιο δ′ ∈ R \ {0}. Σύµ-
ϕωνα µε την προηγούµενη επιχειρηµατολογία και ο δ′ είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης
των α1, α2, . . . , αn. Από τον ορισµό του µέγιστου κοινού διαιρέτη σε µια περιοχή µοναδικής
παραγοντοποίησης προκύπτει ότι δ | δ′ και δ′ | δ. Εποµένως (δ) = (δ′) = (α1, α2, . . . , αn). �

ΛΗΜΜΑ 2.26. ΄Εστω R περιοχή κυρίων ιδεωδών. Αν α | βγ και (α, β) = (1R), τότε α | γ.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Εφόσον (α, β) = (1R), υπάρχουν x, y ∈ R τέτοια, ώστε αx + βy = 1R. Συνεπώς
αγx+ βγy = γ µε α | αγx και α | (βγ)y. Εποµένως α | αγx+ βγy = γ. �

Το επόµενο πόρισµα είναι πολύ σηµαντικό και ϑα χρησιµοποιηθεί στην απόδειξη του ϑεω-
ϱήµατος, το οποίο αφορά τη δοµή των πεπερασµένα παραγόµενων προτύπων επί µιας περιοχής
κυρίων ιδεωδών.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.27. Αν R περιοχή κυρίων ιδεωδών και p ∈ R ανάγωγο, τότε το ιδεώδες (p) είναι
µέγιστο και άρα ο δακτύλιος R

/
(p) είναι σώµα.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Εφόσον R περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης, οι έννοιες του «πρώτου» και
«αναγώγου» στοιχείου συµπίπτουν. Εποµένως το ιδεώδες (p) είναι πρώτο και άρα ο R

/
(p)

είναι ακέραια περιοχή. Τώρα η διαδικασία της απόδειξης έχει ήδη αναφερθεί στην απόδειξη
του Κριτηρίου 1, στην πρόταση 2.24. ΄Εστω ότι το (p) δεν είναι µέγιστο και υπάρχει γνήσιο
ιδεώδες I του R µε (p) ( I. Τότε υπάρχει α ∈ I \ (p). Θεωρούµε το ιδεώδες (α, p) = (u), για
κάποιο u ∈ R. Τότε u = xα + yp, για κάποια x, y ∈ R. Επίσης, u | p και άρα p = up′, για
κάποιο p′ ∈ R. Αν u όχι αντιστρέψιµο, τότε το p′ ϑα ήταν αντιστρέψιµο, αφού p ανάγωγο. ΄Αρα
u ∼ p και προφανώς u | α. Εποµένως p | α⇔ α ∈ (p), άτοπο. �

28 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων



2.4. Ευκλείδειες Περιοχές

2.4 Ευκλείδειες Περιοχές

2.4.1 Ορισµοί-Βασικές Ιδιότητες

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.28. ΄Εστω R ακέραια περιοχή και N : R \ {0} → {0, 1, 2, . . .} µια απεικόνιση µε
τις ακόλουθες ιδιότητες :
(i) Αν α, β ∈ R \ {0} και α | β, τότε N(α) ≤ N(β).
(ii) Αν α, β ∈ R και β 6= 0, τότε υπάρχουν π, υ ∈ R τέτοια, ώστε α = βπ + υ, όπου υ = 0 ή
N(υ) < N(β).
Η απεικόνιση N : R \ {0} → {0, 1, 2, . . .} λέγεται ευκλείδεια απεικόνιση. Η ακέραια περιοχή
R λέγεται ευκλείδειος περιοχή

(
Euclidean Domain

)
.

Είναι προφανές ότι η σχέση α = βπ + υ γενικεύει τη σχέση της ευκλείδειας διαίρεσης στους
ακεραίους.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 2.29. (i) R = Z και N(x) = |x|, για κάθε x ∈ Z \ {0}. Από την περίπτωση
αυτή καθίσταται ϕανερό ότι το «πηλίκο» π και το «υπόλοιπο» υ στη σχέση α = βπ+υ δεν
είναι κατ᾿ ανάγκην µοναδικά.
Για παράδειγµα, οι σχέσεις 11 = 3 · 3 + 2 και 11 = 3 · 4 + (−1) µε δυνατά πηλίκα τα 3 και 4
και αντίστοιχα υπόλοιπα τα 2 και −1 πληρούν τη συνθήκη (ii) για τη «διαίρεση» 11 : 3.

(
Εδώ

απαιτούµε 0 ≤ |υ| < |β| και όχι 0 ≤ υ < |β|, όπως στην κλασική Θεωρία Αριθµών
)
. Η µη

µοναδικότητα των π και υ δεν αλλάζει και πολύ τα πράγµατα.
(ii) R = K[x] ο πολυωνυµικός δακτύλιος µιας µεταβλητής επί ενός σώµατος K και ευκλείδεια
απεικόνιση το ϐαθµό deg : K[x] \ {0} → {0, 1, 2, . . .} των µη µηδενικών πολυωνύµων πληροί τις
ιδιότητες (i) και (ii) της ευκλείδειας απεικόνισης. Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση R = K[x] το
πηλίκο π(x) και το υπόλοιπο υ(x) της διαίρεσης f(x) : g(x), όπου g(x) 6= 0 είναι µοναδικά.
(iii) Κάθε σώµα K είναι ευκλείδειος περιοχή µε ευκλείδεια απεικόνιση N : K \ {0} → {0}.

Το ϐασικό αποτέλεσµα αυτής της υποπαραγράφου είναι το ακόλουθο:

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.30. Κάθε ευκλείδειος περιοχή R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών και άρα περιοχή
µοναδικής παραγοντοποίησης.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω I ιδεώδες της R. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι I 6= (0). Από όλα τα µη
µηδενικά στοιχεία του I επιλέγουµε ένα στοιχείο α, στο οποίο η N παίρνει την ελάχιστη τιµή
N(α). ΄Εστω τώρα β ∈ I. Τότε υπάρχουν π, υ ∈ R τέτοια, ώστε β = απ + υ, όπου υ = 0 ή
N(υ) < N(α). Αν υ 6= 0, τότε υ = β−πα ∈ I \ {0} και N(υ) < N(α), άτοπο λόγω της επιλογής
του α. Εποµένως υ = 0⇒ α | β. Συνεπώς I = (α). �

2.4.2 Ο ∆ακτύλιος Z[i] των Ακεραίων του Gauss

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.31. Ο ∆ακτύλιος Z[i] των ακεραίων του Gauss είναι το σύνολο
Z[i] = {α + βi | α, β ∈ Z}.

Ο Z[i] είναι υποδακτύλιος του σώµατος C των µιγαδικών αριθµών, αφού 0 = 0 + 0i ∈ Z[i],
1 = 1 + 0i ∈ Z[i] και (α + βi) + (γ + δi) = (α + γ) + (β + δ)i ∈ Z[i] και (α + βi) · (γ + δi) =
= (αγ − βδ) + (αδ + γβ)i ∈ Z[i], για κάθε α, β, γ, δ ∈ Z.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.32. Ορίζουµε την απεικόνιση N : Z[i]\{0} → {1, 2, . . .} µε N(α+βi) = α2 +β2 =
= |α+ βi|2, για κάθε α, β ∈ Z, όπου α2 + β2 6= 0.

(
Η περίπτωση N(x) = 0 σηµαίνει ότι x = 0

)
.
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Είναι σαφές ότι N(x) = xx̄, για κάθε x ∈ Z[i] \ {0}. Εποµένως N(xy) = (xy)(xy) = xx̄ · yȳ =
= N(x)N(y), για κάθε x, y ∈ Z[i].

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.33. Ο δακτύλιος Z[i] µε την απεικόνιση N : Z[i] \ {0} → {1, 2, . . .} είναι ευκλεί-
δειος περιοχή.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) ΄Εστω x, y ∈ Z[i] \ {0} µε x | y. Εποµένως υπάρχει z ∈ Z[i] \ {0} τέτοιο, ώστε
y = xz. Εποµένως N(y) = N(x)N(z) ≥

N(z)≥1
N(x).

΄Εστω τώρα x, y ∈ Z[i] µε y 6= 0. Θεωρούµε τον µιγαδικό αριθµό z =
x

y
= t+ is, όπου t, s ∈ R. Η

ιδέα είναι ότι ο z κείται σε κάποιο τετράγωνο πλευράς 1 µε κορυφές στοιχεία του Z[i]. Εποµένως

ϑα απέχει από µια τουλάχιστον κορυφή απόσταση µικρότερη ή ίση του
√

2

2
< 1. ΄Εστω κ = btc

και λ = bsc. Προφανώς κ, λ ∈ Z, άρα κ + λi ∈ Z[i]. ΄Εχουµε t ∈ [κ, κ + 1) διάστηµα µήκους

1, και εποµένως t − κ ≤ 1

2
ή κ + 1 − t ≤ 1

2
. Συνεπώς |t − κ′| ≤ 1

2
, όπου κ′ κάποιος από τους

κ, κ+ 1. Οµοίως |s− λ′| ≤ 1

2
, όπου λ′ κάποιος από τους λ, λ+ 1.

 

s

t

z

O

κ+1+λi

κ+1+(λ+1)iκ+(λ+1)i

κ+λi

λ+1

κ+1

λ

κ

Σχήµα 1

Εποµένως |z − (κ′ + λ′i)|2 = |(t− κ′) + (s− λ′)i|2 = (t− κ′)2 + (s− λ′)2 ≤ 1

4
+

1

4
=

1

2
< 1.

΄Αρα |x− y(κ′ + λ′i)|2 < |y|2. Θέτουµε π = κ′ + λ′i και υ = x− yπ ∈ Z[i] ⇔ x = yπ + υ. Τότε
|υ|2 < |y|2, οπότε υ = 0 ή N(υ) = |υ|2 < |y|2 = N(y). �

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 2.34. (i) Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να προσδιορίσουµε τους µέγιστους κοι-
νούς διαιρέτες των 3 + 5i και 5− 4i. Παρατηρούµε ότι N(3 + 5i) = 32 + 52 = 34 και N(5− 4i) =

= 25 + 16 = 41 > N(3 + 5i). ΄Εχουµε
5− 4i
3 + 5i

=
(5− 4i)(3− 5i)

34
=

15− 20− (12 + 25)i
34

=
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= − 5

34
− 37

34
i. ΄Εστω −i ο πλησιέστερος ακέραιος του Gauss. Θέτουµε π = −i και υ = 5− 4i+

+i(3 + 5i) = −i, το οποίο είναι αντιστρέψιµο. Εποµένως (5 − 4i, 3 + 5i) = (−i) = (1) = Z[i].
΄Αρα οι 3 + 5i και 5− 4i είναι πρώτοι µεταξύ τους. Μέγιστοι κοινοί διαιρέτες οι ±1,±i.
(ii) ΄Εστω ότι ϑέλουµε να ϐρούµε τους µέγιστους κοινούς διαιρέτες των 86 − 4i και −33 + 81i.
Παρατηρούµε ότιN(86−4i) = 862+42 = 7412 καιN(−33+81i) = 7650 > N(86−4i). ΄Εχουµε:
−33 + 81i

86− 4i
=

(86 + 4i)(−33 + 81i)
862 + 42

= −1581

3706
+

3417

3706
i = −0, 426 . . . + i · 0, 922 . . .. ΄Ενα «καλό»

πηλίκο είναι λοιπόν το 0 + 1 · i = i. Θέτουµε υ = −33 + 81i− i · (86− 4i) = −37− 5i. Εποµένως
(−33 + 81i, 86− 4i) = (86− 4i,−37− 5i) = (86− 4i, 37 + 5i).

Συνεχίζουµε :
86− 4i
37 + 5i

=
(86− 4i)(37− 5i)

372 + 52
=

3162

1394
− 578

1394
i = 2, 268 . . .−i·0, 414 . . . ΄Ενα «καλό»

πηλίκο είναι το 2. Θέτουµε υ1 = 86− 4i− 2(37 + 5i) = 12− 14i. Εποµένως (86− 4i, 37 + 5i) =

= (37 + 5i, 12 − 14i). Ακόµη,
37 + 5i
12− 14i

=
(37 + 5i)(12 + 14i)

122 + 142
=

374

340
+

578

340
i = 1, 1 + 1, 7 · i.

΄Ενα «καλό» πηλίκο είναι ο 1 + 2i. Θέτουµε υ2 = 37 + 5i − (1 + 2i)(12 − 14i) = −3 − 5i.

Συνεπώς (37 + 5i, 12 − 14i) = (12 − 14i,−3 − 5i) = (12 − 14i, 3 + 5i). Ακόµη,
12− 14i
3 + 5i

=

(12− 14i)(3− 5i)
34

= −1− 3i. Εποµένως 12− 14i = −(1 + 3i)(3 + 5i). ΄Αρα (12− 14i, 3 + 5i) =

= (−(1 + 3i)(3 + 5i), 3 + 5i) = (3 + 5i).
Εποµένως οι µέγιστοι κοινοί διαιρέτες των 86−4i και −33+81i είναι οι 3+5i, i(3+5i) = −5+3i,
−3− 5i και 5− 3i. Αν ϑελήσουµε να γράψουµε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη 3 + 5i ως γραµµικό
συνδυασµό των 86−4i και −33+81i, παρατηρούµε ότι 3+5i = −(37+5i)+(1+2i)(12−14i) =
= −(37 + 5i) + (1 + 2i)(86 − 4i − 2(37 + 5i)) = (3 + 4i)(−37 − 5i) + (1 + 2i)(86 − 4i) =
= (3 + 4i)(−33 + 81i− i · (86−4i)) + (1 + 2i)(86−4i) = (3 + 4i)(−33 + 81i) + (5− i)(86−4i). �

Στη συνέχεια ϑα εντοπίσουµε τα ανάγωγα στοιχεία της ευκλείδειας περιοχής Z[i]. Ξεκινάµε
µε κάποιες παρατηρήσεις.
Παρατήρηση 1η: Τα αντιστρέψιµα στοιχεία του Z[i] είναι τα {−1, 1, i,−i} και είναι ακριβώς
αυτά τα x ∈ Z[i] µε N(x) = 1.
Πράγµατι, αν x = α + βi αντιστρέψιµο µε αντίστροφο το y ∈ Z[i], τότε 1 = xy ⇒ 1 = N(1) =
= N(xy) = N(x)N(y), γιατί N(x) = |x|2 = xx̄. ΄Αρα N(x) = 1 ⇔ α2 + β2 = 1 ⇒

((
α =

= ±1 και β = 0
)
ή
(
α = 0 και β = ±1

))
.

Παρατήρηση 2η: Αν N(y) = p, όπου p ακέραιος πρώτος, τότε το y είναι ανάγωγο στο Z[i].
Πράγµατι, αν y = zw, τότε p = N(y) = N(z)N(w). Εποµένως, εφόσον ο p είναι πρώτος,
κάποιος από τους ϑετικούς ακεραίους N(z), N(w) είναι µονάδα και ϐάσει της προηγούµενης
παρατήρησης το αντίστοιχο στοιχείο αντιστρέφεται.
Παρατήρηση 3η: Αν το y είναι ανάγωγο στοιχείο στο Z[i], τότε και το συζυγές του ȳ είναι επίσης
ανάγωγο στο Z[i].
Πράγµατι, αν ȳ = zw, τότε y = z̄w̄ και επειδή το y είναι ανάγωγο στοιχείο, κάποιος από τους
z̄, w̄ αντιστρέφεται και εποµένως και ο συζυγής αυτού

(
το z ή το w

)
αντιστρέφεται.

(i) Ας προσπαθήσουµε πρώτα να εντοπίσουµε τα ανάγωγα στοιχεία του Z[i], τα οποία είναι συ-
ντροφικά προς κάποιον ακέραιο. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε
ότι ένα τέτοιο ανάγωγο στοιχείο ϑα είναι ένας ϑετικός ακέραιος p. Ο p αναγκαστικά ϑα είναι
πρώτος, γιατί αλλιώς ϑα γραφόταν ως γινόµενο δύο ϑετικών ακεραίων µεγαλύτερων της µονάδας,
άρα κανένα απ΄ αυτά δεν ϑα ήταν αντιστρέψιµο.

(
Βλέπε 1η παρατήρηση

)
.

Αν ο p γραφόταν ως άθροισµα δύο τετραγώνων p = α2 + β2, τότε κανείς από τους α, β ∈ Z δεν
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ϑα ήταν µηδέν. Αλλιώς ο p ϑα ήταν τέλειο τετράγωνο ακεραίου. Αλλά τότε p = (α+ βi)(α− βi)
και N(α± βi) = α2 + β2 = p πρώτος. Με ϐάση την 2η παρατήρηση, τα στοιχεία α± βi ϑα ήταν
ανάγωγα στο Z[i]. Εποµένως ο p ως γινόµενο δύο αναγώγων στοιχείων δεν ϑα ήταν ανάγωγο
στοιχείο του Z[i]. ΄Αρα ο p δεν γράφεται ως άθροισµα δύο τετραγώνων.
Αντιστρόφως, έστω ότι ο p δεν γράφεται ως άθροισµα δύο τετραγώνων. Υποθέτουµε ότι p =
= (α+βi)(γ+δi), όπου α+βi, γ+δi µη αντιστρέψιµα στοιχεία στο Z[i]. Συνεπώς N(α+βi) > 1
και N(γ + δi) > 1. Αλλά τότε p2 = N(p) = N((α+ βi)(γ + δi)) = N(α+ βi)N(γ + δi). Εφόσον
οι ακέραιοι N(α+βi), N(γ+ δi) είναι µεγαλύτεροι της µονάδας, αναγκαστικά p = N(α+βi) =
= N(γ + δi), δηλαδή p = α2 + β2 = γ2 + δ2, άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι ο p δεν γράφεται ως
άθροισµα τετραγώνων.
Συµπέρασµα: Οι πρώτοι p που δεν γράφονται ως άθροισµα τετραγώνων, αλλά και τα συντρο-
ϕικά τους −p, ip,−ip είναι ανάγωγα στοιχεία του Z[i].
(ii) Τώρα, ας προσπαθήσουµε να εντοπίσουµε τα ανάγωγα στοιχεία του Z[i], τα οποία δεν είναι
συντροφικά προς κάποιον ακέραιο. ΄Ενα τέτοιο στοιχείο q ϑα είναι της µορφής q = α + βi,
όπου αβ 6= 0. Πράγµατι, αν κάποιος από τους α, β ∈ Z ήταν µηδέν, τότε το q ϑα ήταν συντρο-
ϕικό είτε προς τον α ∈ Z (για β = 0) είτε προς τον β ∈ Z (για α = 0).
Από την 3η παρατήρηση προκύπτει ότι και το στοιχείο q̄ = α−βi είναι επίσης ανάγωγο στο Z[i].
Τότε όµως qq̄ = (α + βi)(α− βi) = α2 + β2, ένας ϑετικός ακέραιος.
Αν ο α2 + β2 δεν ήταν πρώτος, τότε α2 + β2 = κλ, όπου κ, λ ϑετικοί ακέραιοι µεγαλύτεροι της
µονάδας.
΄Εχουµε λοιπόν τη σχέση (α + βi)(α − βi) = κλ. Στο αριστερό µέλος έχουµε το γινόµενο δύο
αναγώγων στοιχείων. Στο δεξιό µέλος έχουµε το γινόµενο δύο µη αντιστρεψίµων στοιχείων.(
Βλέπε παρατήρηση 1η

)
. Αν κάποιος από τους κ, λ δεν ήταν ανάγωγο στοιχείο στο Z[i], τότε αυ-

τός ϑα αναλυόταν σε γινόµενο δύο τουλάχιστον αναγώγων στοιχείων. Εποµένως στο δεξιό µέλος
ϑα είχαµε ένα γινόµενο τουλάχιστον τριών αναγώγων στοιχείων. ΄Ατοπο, γιατί ϐρισκόµαστε
σε περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι τα κ, λ είναι ανάγωγα στο
Z[i], δηλαδή ανήκουν στην περίπτωση (i). Επειδή ϐρισκόµαστε σε περιοχή µοναδικής παραγο-
ντοποίησης, ϑα πρέπει κ ∼ α+ βi = q ή λ ∼ α+ βi = q. Αυτό είναι άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι
το q = α + βi δεν είναι συντροφικό µε κάποιον ακέραιο.
Συµπέρασµα: Ο αριθµός N(q) = N(α + βi) = α2 + β2 είναι πρώτος. Το αντίστροφο είναι
προφανές.

(
Βλέπε παρατήρηση 2η

)
. Αν ο p = α2 + β2 είναι πρώτος, τότε ο α + βi

(
αλλά και ο

α− βi
)
είναι ανάγωγα στοιχεία στο Z[i]. Γιατί N(α± βi) = α2 + β2 = p.

Τελικό συµπέρασµα: Τα ανάγωγα στοιχεία του Z[i] είναι :
(i) Τα στοιχεία της µορφής ±p, ±ip, όπου p πρώτος ακέραιος που δεν γράφεται σαν άθροισµα
τετραγώνων.
(ii) Τα στοιχεία της µορφής α + βi, όπου α2 + β2 πρώτος ακέραιος.

Τώρα, αν ϑέλουµε να προχωρήσουµε το πράγµα λίγο περισσότερο ϑα µπορούσαµε να ϐρού-
µε τους πρώτους των περιπτώσεων (i) και (ii).
Θα ακολουθήσουµε στοιχειώδη µέθοδο, η οποία στηρίζεται σε ϐασικές γνώσεις Θεωρίας Αριθ-
µών. ΄Εστω p πρώτος που γράφεται ως άθροισµα τετραγώνων, εκτός από το 2 = 12 + 12, άρα p
περιττός.

1) Ξεκινάµε µε το ϑεώρηµα του Wilson: ΄Εστω p > 1. Τότε ο p είναι πρώτος αν και µόνον αν
(p− 1)! ≡ −1 mod p.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αρχικώς ϑα αποδείξουµε ότι αν (p − 1)! ≡ −1 mod p, τότε ο p είναι πρώτος. Ας
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υποθέσουµε λοιπόν ότι ο p είναι σύνθετος και (p − 1)! ≡ −1 mod p. Ο p ως σύνθετος ϑα έχει
έναν γνήσιο διαιρέτη n, δηλαδή 1 < n < p. Τότε n ≤ p − 1 και εποµένως n | (p − 1)!. Εφόσον
όµως p | (p − 1)! + 1 και n | p, έπεται n | (p − 1)! + 1. Εποµένως ϑα ίσχυαν ταυτόχρονα οι
σχέσεις n | (p− 1)! και n | (p− 1)! + 1. Από αυτές προκύπτει ότι n | (p− 1)! + 1− (p− 1)! = 1,
δηλαδή n = 1, άτοπο.
Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι ο p είναι πρώτος. Θα δείξουµε ότι p | (p − 1)! + 1. Για p = 2 η
σχέση αυτή ισχύει. Εποµένως µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο p είναι περιττός.
΄Εστω α ∈ {1, 2, . . . , p− 1}. Προφανώς (α, p) = 1 και άρα η ισοτιµία αx ≡ 1 mod p έχει µονα-
δική λύση modulo p.

(
Τον αντίστροφο του α στο Zp

)
. ΄Εστω α′ ∈ {1, 2, . . . , p− 1} η µοναδική

λύση της ισοτιµίας αυτής.
Ποιος είναι τώρα ο αντίστροφος του α′ modulo p; Επειδή αα′ ≡ 1 mod p ⇔ α′α ≡ 1 mod p,
ο αντίστροφος α′′ := (α′)′ του α′ modulo p αναγκαστικά είναι ο α.

(
Ο αντίστροφος modulo p εξ

ορισµού είναι µοναδικός
)
.

Οι αριθµοί λοιπόν 1, 2, 3, . . . , p − 1 χωρίζονται εν γένει σε ξένα Ϲευγάρια-δισύνολα {α, α′} α-
ντιστρόφων modulo p. Είναι δυνατόν κάποιος από τους 1, 2, . . . , p − 1 να είναι αντίστροφος
του εαυτού του ; ∆ηλαδή α2 ≡ 1 mod p; Αυτό είναι ισοδύναµο µε τη σχέση p | α2 − 1 =
(α− 1)(α+ 1)⇔

(
p | α− 1 ή p | α+ 1

)
⇔
(
α ≡ 1 mod p ή α ≡ −1 ≡ p− 1 mod p

)
. Επειδή

δε οι αριθµοί 1, 2, . . . , p− 1 είναι ανισοϋπόλοιποι modulo p, οι δυνατές περιπτώσεις είναι δύο:
α = 1 και α = p− 1.
Συµπερασµατικά, οι αριθµοί 2, 3, . . . , p − 2 χωρίζονται σε ξένα Ϲευγάρια αντιστρόφων και κατά
συνέπεια το γινόµενό τους είναι ισοϋπόλοιπο 1 modulo p. Ο αριθµός 1 δεν αλλάζει το γινόµενο,
άρα το (p − 2)! είναι ισοϋπόλοιπο modulo p µε το 1. Εποµένως (p − 1)! = (p − 2)!(p − 1) ≡
1 · (p− 1) = p− 1 ≡ −1 mod p. �

΄Ενα δεύτερο αποτέλεσµα που ϑα χρειαστούµε είναι το ακόλουθο:

2) ΄Εστω p περιττός πρώτος. Αν q =
p− 1

2
, τότε δείξτε (q!)2 + (−1)q ≡ 0 mod p. Συµπε-

ϱάνατε ότι αν p ≡ 1 mod 4, τότε (q!)2 ≡ −1 mod p.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Από το ϑεώρηµα του Wilson έχουµε (p − 1)! + 1 ≡ 0 mod p. Παρατηρούµε ότι

−k ≡ p− k mod p, για κάθε k = 1, 2, . . . ,
p− 1

2
. Εποµένως

−1 ≡ p− 1 mod p

−2 ≡ p− 2 mod p

−3 ≡ p− 3 mod p

...

−p− 1

2
≡ p− p− 1

2
=
p+ 1

2
mod p

΄Αρα

(p− 1)! =
(

1 · 2 · 3 · · · p− 1

2

)
·
(p+ 1

2
· p+ 3

2
· · · (p− 1)

)
≡

≡
(

1 · 2 · 3 · · · p− 1

2

)
·
((

(−p− 1

2

)
·
(
− p− 3

2

)
· · · (−3) · (−2) · (−1)

)
=

=
(

1 · 2 · 3 · · · p− 1

2

)2

(−1)
p−1

2 = (q!)2(−1)q mod p .

Εποµένως (q!)2(−1)q + 1 ≡ 0 mod p⇔ (q!)2 ≡ (−1)q+1 mod p.
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Τώρα, αν p ≡ 1 mod 4⇔ 2
∣∣∣ p− 1

2
= q ⇔ 2 - q + 1⇔ (−1)q+1 = −1.

Εποµένως (q!)2 ≡ −1 mod p. �

Το τελευταίο αποτέλεσµα είναι µια «πονηρή» άσκηση, η τελευταία στο κεφάλαιο για τις ισο-
τιµίες στο ϐιβλίο του (ελληνικής καταγωγής) Tom M. Apostol, Introduction to Analytic Number
Theory.

(
Tom M. Apostol-Θωµάς Αποστολόπουλος

)
.

3) ΄Εστω p περιττός πρώτος και (α, p) = 1. Τότε υπάρχουν ακέραιοι x, y τέτοιοι, ώστε αx ≡ y
mod p, µε 0 < x <

√
p και 0 < |y| < √p.

Τη λέω «πονηρή» γιατί κάποτε την έλυσα (το πιθανότερο είναι ότι πίστευα ότι την έλυσα) χρησι-
µοποιώντας την αρχή του περιστερώνα. ΄Οταν την ξαναείδα έδωσα την ακόλουθη λύση:
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αρχικώς υποθέτουµε ότι α > 0. Επειδή ο p δεν είναι τέλειο τετράγωνο, b√pc <
<
√
p. ΄Εστω k = b√pc. Για κάθε λ ∈ {1, 2, . . . , k} υπάρχει µοναδικό zλ ∈ {1, 2, 3, . . . , p − 1}

τέτοιο ώστε αλ ≡ zλ mod p. Για το σκοπό αυτό αρκεί να δείξουµε ότι οι ακέραιοι zλ, ισοδύναµα
οι ακέραιοι αλ, όπου λ ∈ {1, 2, . . . , k} είναι ανά δύο ανισοϋπόλοιποι modulo p. Πράγµατι,
έστω αλ ≡ αλ′ mod p. Τότε επειδή (α, p) = 1, παίρνουµε λ ≡ λ′ mod p και εφόσον λ, λ′ < p,
έπεται ότι λ = λ′. ΄Εστω 0 < zλ1 < zλ2 < · · · < zλk < p η διάταξη των zλ κατ΄ αύξον µέγεθος,
όπου λ1, λ2, . . . , λk µια µετάθεση των 1, 2, . . . , k. ∆ιακρίνουµε τρεις περιπτώσεις :
1η περίπτωση: Για κάποιο λ ∈ {1, 2, . . . , k} έχουµε zλ <

√
p. Τότε ϑέτουµε x = λ και y = zλ.

Εποµένως στις επόµενες δύο περιπτώσεις υποθέτουµε ότι zλ ≥
√
p και επειδή ο

√
p είναι άρρη-

τος, αυτό είναι ισοδύναµο µε zλ >
√
p⇔ zλ ≥ b

√
pc+ 1 = k + 1, για κάθε λ ∈ {1, 2, . . . , k}.

2η περίπτωση: zλi+1
< zλi +

√
p, για κάποιο i ∈ {1, 2, . . . , k − 1}. Τότε 0 < zλi+1

− zλi <
√
p.

Εποµένως α(λi+1−λi) ≡ zλi+1
−zλi mod p. Αν λi+1 > λi, τότε ϑέτουµε 0 < x = λi+1−λi <

√
p

και 0 < y = zλi+1
− zλi <

√
p ενώ, αν λi+1 < λi, τότε ϑέτουµε 0 < x = λi − λi+1 <

√
p και

y = zλi − zλi+1
µε 0 < |y| = |zλi − zλi+1

| = zλi+1
− zλi <

√
p.

3η περίπτωση: zλi+1
≥ zλi +

√
p⇔ zλi+1

≥ zλi + k+ 1, για κάθε i ∈ {1, 2, . . . , k− 1}.
(
Επειδή

ο
√
p είναι άρρητος και οι zλi, zλi+1

ακέραιοι
)
. Από τις σχέσεις

zλ2 ≥ zλ1 + k + 1

zλ3 ≥ zλ2 + k + 1

...

zλk ≥ zλk−1
+ k + 1

προκύπτει ότι p > zλk ≥ zλ1 + (k − 1)(k + 1) ≥ k + 1 + k2 − 1 = k2 + k.
(
΄Εχουµε υποθέσει ότι

zλ ≥ b
√
pc+ 1 = k+ 1, για κάθε λ ∈ {1, 2, . . . , k}

)
. Τότε 0 < p− zλk ≤ p− k2− k. Θα δείξουµε

ότι p− k2 − k < √p⇔ p < k2 + k +
√
p. ΄Εχουµε:

k2 = (b√pc)2 > (
√
p − 1)2 = p + 1 − 2

√
p, k = b√pc > √p − 1 και εποµένως k2 + k +

√
p >

p+ 1− 2
√
p+
√
p− 1 +

√
p = p, δηλαδή αυτό που ϑέλαµε. ΄Αρα 0 < p− zλk ≤ p− k2− k < √p.

Τώρα, αλk ≡ zλk ≡ zλk − p mod p. Θέτουµε x = λk και y = zλk − p. Τότε 0 < x <
√
p και

0 < |y| = |zλk − p| = p− zλk <
√
p.

Αποµένει η περίπτωση α < 0. Αλλά τότε υπάρχουν ακέραιοι x και y µε −αx ≡ y mod p,
όπου 0 < x <

√
p και 0 < |y| < √p. Συνεπώς αx ≡ −y mod p, µε 0 < x <

√
p και

0 < | − y| = |y| < √p. �

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ : ΄Εστω p περιττός πρώτος. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:
(i) Υπάρχει ακέραιος α τέτοιος, ώστε α2 ≡ −1 mod p.
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(ii) Ο p γράφεται σαν άθροισµα δύο τετραγώνων.
(iii) p ≡ 1 mod 4.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i)⇒(ii) ΄Εστω α ∈ Z µε α2 ≡ −1 mod p. Από το προηγούµενο λήµµα προ-
κύπτει ότι υπάρχουν ακέραιοι x και y τέτοιοι, ώστε 0 < x <

√
p, 0 < |y| < √p και αx ≡ y

mod p. Εποµένως α2x2 ≡ y2 mod p ⇔ −x2 ≡ y2 mod p ⇔ p | x2 + y2. ΄Αρα p ≤ x2 + y2 <
< (
√
p)2 + (

√
p)2 = 2p. Εποµένως p = x2 + y2.

(ii)⇒(iii) ΄Εστω p = x2 + y2, όπου x, y ακέραιοι. Αν οι x, y ήσαν και οι δύο άρτιοι ή και οι
δύο περιττοί, τότε ο p ϑα ήταν άρτιος. ΄Αρα ο ένας π.χ. ο x είναι περιττός και ο y άρτιος. ΄Εστω
x = 2m+ 1 και y = 2n. Τότε p = x2 + y2 = 4(m2 +m+ n2) + 1 ≡ 1 mod 4.
(iii)⇒(i) ΄Εστω p ≡ 1 mod 4. Από το πρώτο αποτέλεσµα που δείξαµε, για α = q!, όπου

q =
p− 1

2
, έχουµε α2 = (q!)2 ≡ −1 mod p. �

Σύµφωνα µε το προηγούµενο συµπέρασµα η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να γράφεται
ένας περιττός πρώτος p ως άθροισµα δύο τετραγώνων είναι η p ≡ 1 mod 4.
Εποµένως τα ανάγωγα στοιχεία στον δακτύλιο Z[i] της περίπτωσης (ii) είναι τα (1± i), (−1± i)
που αντιστοιχούν στο 2 = 12 + 12 και τα α+βi µε α2 +β2 = p πρώτος, µε p ≡ 1 mod 4. ΄Αρα τα
ανάγωγα στοιχεία της περιπτώσεως (i) είναι της µορφής ±p,±ip, όπου p ∈ Z περιττός πρώτος,
µε p ≡ 3 mod 4.

Σύµφωνα µε το προηγούµενο συµπέρασµα η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να γράφεται
ένας περιττός πρώτος p ως άθροισµα δύο τετραγώνων είναι η p ≡ 1 mod 4. Στην επόµενη
πρόταση ϑα αποδείξουµε ότι η µορφή αυτή είναι µοναδική.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.35. ΄Εστω p περιττός πρώτος µε p ≡ 1 mod 4. ΄Εστω α, β, γ, δ ϑετικοί ακέραιοι
µε α2 + β2 = γ2 + δ2 = p. Τότε α = γ και β = δ ή α = δ και β = γ.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Προφανώς (α, β) = 1, γιατί 0 < (α, β) < p και (α, β) | p. Ανάλογα έχουµε
(γ, δ) = 1.
Παρατηρούµε ότι (αγ + βδ)(αδ + βγ) = (α2 + β2)γδ + (γ2 + δ2)αβ = p(αβ + γδ).
Κατά συνέπεια p | αγ + βδ ή p | αδ + βγ.
΄Εστω ότι p | αγ + βδ, δηλαδή αγ + βδ = kp, όπου k ϑετικός ακέραιος.

(
΄Ολοι οι εµφανιζόµενοι

αριθµοί είναι ϑετικοί
)
. ΄Εχουµε:

p2 = (α2 + β2)(γ2 + δ2) = (αγ + βδ)2 + (αδ − βγ)2 = k2p2 + (αδ − βγ)2

και επειδή k > 0, ϑα πρέπει αναγκαστικά k = 1 και αδ − βγ = 0⇔ αδ = βγ. Συνεπώς α | βγ
και επειδή (α, β) = 1, α | γ, δηλαδή γ = λα, για κάποιον ϑετικό ακέραιο λ. Αλλά τότε και
δ = λβ. Εποµένως p = γ2 + δ2 = λ2(α2 + β2) = λ2p. Συµπεραίνουµε ότι λ = 1 και κατά
συνέπεια γ = α και δ = β.
΄Εστω τώρα ότι p | αδ + βγ, δηλαδή αδ + βγ = rp, όπου r ϑετικός ακέραιος. ΄Εχουµε:

p2 = (α2 + β2)(γ2 + δ2) = (αγ − βδ)2 + (αδ + βγ)2 = (αγ − βδ)2 + r2p2.
Προχωρώντας όπως προηγουµένως συνάγουµε ότι γ = β και δ = α. �

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2.36. Να αναλύσετε στο Z[i] τους παρακάτω αριθµούς σε γινόµενο πρώτων πα-
ϱαγόντων :
(i) −7− 28i, (ii) −45− 163i και (iii) 11− 231i.
ΛΥΣΗ: (i) Παρατηρούµε ότι 7 ≡ 3 mod 4 και συνεπώς το 7 είναι πρώτος στον Z[i]. Επίσης,
−7−28i = (−7) ·(1+4i) και 12 +42 = 17 ≡ 1 mod 4. Εποµένως ο 1+4i είναι πρώτος στον Z[i].
Κατά συνέπεια η σχέση −7− 28i = (−7) · (1 + 4i) είναι µια ανάλυση του −7− 28i σε γινόµενο
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πρώτων παραγόντων.
(ii) Παρατηρούµε ότι N(−45 − 163i) = 452 + 1632 = 28594 = 2 · 17 · 292. ΄Εχουµε 2 =

= (1+ i)(1− i) και 17 ≡ 29 ≡ 1 mod 4 και 17 = 12 +42 και 29 = 22 +52. Επίσης,
−45− 163i

2 + 5i
=

=
(−45− 163i)(2− 5i)

(2 + 5i)(2− 5i)
=
−905− 101i

29
/∈ Z[i], ενώ

−45− 163i
(2− 5i)2

=
(−45− 163i)(2 + 5i)2

(2− 5i)2(2 + 5i)2
=

=
4205 + 2523i

292
= 5 + 3i. Ακόµη

5 + 3i
4 + i

=
(5 + 3i)(4− i)
(4 + i)(4− i)

=
23 + 7i

17
/∈ Z[i], ενώ

5 + 3i
4− i

=

=
(5 + 3i)(4 + i)
(4− i)(4 + i)

=
17 + 17i

17
= 1 + i. ΄Αρα µια ανάλυση του −45− 163i σε γινόµενο ανάγωγων

παραγόντων είναι −45− 163i = (1 + i)(4− i)(2− 5i)2.
(iii) Παρατηρούµε ότι N(11− 231i) = 112 + 2312 = 53482 = 2 · 112 · 13 · 17. Προφανώς 11 ≡ 3

mod 4. Εποµένως 11 | 11 − 231i. Πράγµατι,
11− 231i

11
= 1 − 21i. Επειδή 17 ≡ 1 mod 4,

ϑα έχουµε 17 = 12 + 42 = (1 + 4i)(1 − 4i) και άρα 1 + 4i | 1 − 21i ή 1 − 4i | 1 − 21i. Πα-

ϱατηρούµε ότι
1− 21i
1 + 4i

=
(1− 21i)(1− 4i)

17
=
−83− 25i

17
/∈ Z[i], γιατί 17 - 25, αλλά

1− 21i
1− 4i

=

=
(1− 21i)(1 + 4i)

17
=

85− 17i
17

= 5 − i. Επίσης, 13 = (2 + 3i)(2 − 3i), άρα 2 + 3i | 5 − i

ή 2 − 3i | 5 − i. Παρατηρούµε ότι
5− i
2 + 3i

=
(5− i)(2− 3i)

13
=

7− 17i
13

/∈ Z[i], ενώ
5− i
2− 3i

=

=
(5− i)(2 + 3i)

13
=

13 + 13i
13

= 1 + i. Κατά συνέπεια 11− 231i = (1 + i)(2− 3i)(1− 4i) · 11. �

Στη συνέχεια ϑα δώσουµε µια απόδειξη για το πλήθος των στοιχείων του δακτυλίου-πηλίκο
Z[i]
/

(α + βi), όπου (α+βi) το
(
κύριο

)
ιδεώδες που παράγεται από το στοιχείο α+βi ∈ Z[i]\{0}.

ΛΗΜΜΑ 2.37. Αν α+ βi ∈ Z[i] \ {0}, τότε ο δακτύλιος Z[i]
/

(α + βi) περιέχει πεπερασµένο το
πλήθος στοιχεία.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω x + yi + (α + βi) ∈ Z[i]

/
(α + βi). Αν υ = κ + λi είναι ένα υπόλοιπο της

διαίρεσης (x + yi) : (α + βi), τότε
(
υ = 0 ⇔ κ = λ = 0

)
ή N(υ) = κ2 + λ2 < N(α + βi) =

= α2 +β2. Επίσης x+yi+(α+βi) = κ+λi+(α+βi). Αλλά λόγω της σχέσης κ2 +λ2 < α2 +β2,
οι δυνατές επιλογές για τα κ και λ είναι πεπερασµένες. �

Ας συµβολίσουµε µε n(r) το πλήθος των κλάσεων ισοδυναµίας modulo r, όπου r ∈ Z[i] \ {0},
δηλαδή n(r) =

∣∣∣Z[i]
/

(r)

∣∣∣.
ΛΗΜΜΑ 2.38. ΄Εστω r ∈ Z[i]\{0}. Τότε το πλήθος των κλάσεων ισοδυναµίας modulo r ισούται
µε το πλήθος των κλάσεων ισοδυναµίας modulo r, δηλαδή n(r) = n(r).
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω s, t ∈ Z[i]. Τότε s ≡ t mod r ⇔ s = t+ λr, για κάποιο λ ∈ Z[i], ισοδύναµα
s = t+ λ r, ισοδύναµα s ≡ t mod r. �

ΛΗΜΜΑ 2.39. ΄Εστω r1, r2 ∈ Z[i] \ {0}. Τότε το πλήθος των κλάσεων ισοδυναµίας modulo r1r2

ισούται µε το γινόµενο του πλήθους των κλάσεων ισοδυναµίας modulo r1 επί το πλήθος των
κλάσεων ισοδυναµίας modulo r2. Με άλλα λόγια n(r1r2) = n(r1)n(r2).
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω t1, t2, . . . , tn(r1) και s1, s2, . . . , sn(r2) αντιπρόσωποι των κλάσεων ισοδυναµίας
modulo r1 και modulo r2 αντίστοιχα. Θεωρούµε τα n(r1)n(r2) στοιχεία tκ + sλr1, όπου κ =
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= 1, . . . , n(r1) και λ = 1 . . . , n(r2). ΄Εστω tκ + sλr1 ≡ tκ0 + sλ0r1 mod (r1r2). Τότε r1 | tκ − tκ0
και εποµένως κ = κ0. Κατά συνέπεια sλr1 ≡ sλ0r1 mod (r1r2) ⇔

r1 6=0
sλ ≡ sλ0 mod r2 και άρα

λ = λ0. Τώρα, έστω x ∈ Z[i]. Τότε x ≡ tκ mod r1, για κάποιο κ = 1, . . . , n(r1), δηλαδή
x = tκ + yr1, όπου y ∈ Z[i]. Τώρα y ≡ sλ mod r2 και συνεπώς y = sλ + µr2, όπου µ ∈ Z[i].
Εποµένως x = tκ + (sλ + µr2)r1 = tκ + sλr1 + µr1r2 ≡ tκ + sλr1 mod (r1r2). �

ΛΗΜΜΑ 2.40. ΄Εστω r ϑετικός ακέραιος. Τότε n(r) = r2.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Θεωρούµε τους r2 µιγαδικούς κ + iλ, όπου κ, λ ∈ {0, 1, . . . , r − 1}. Αν κ + iλ ≡
≡ κ0 + iλ0 mod r, τότε κ + iλ = κ0 + iλ0 + (µ + iν)r, για κάποιους µ, ν ∈ Z και εποµένως
κ−κ0 +(λ−λ0)i = µr+ iνr. Συνεπώς κ−κ0 = µr και λ−λ0 = νr, άρα r | κ−κ0 και r | λ−λ0,
ήτοι κ ≡ κ0 mod r και λ ≡ λ0 mod r. Συνεπώς κ = κ0 και λ = λ0.
΄Εστω τώρα x = s + it ∈ Z[i]. Αν κ είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης s : r και λ το υπόλοιπο της
διαίρεσης t : r, τότε x = π1r + κ+ (π2r + λ)i = κ+ λi + (π1 + π2)r, όπου π1, π2 τα πηλίκα των
αντίστοιχων διαιρέσεων. Προφανώς x ≡ κ+ λi mod r. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.41. n(α + βi) = N(α + βi) = α2 + β2.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Από το λήµµα 2.38 έχουµε n(α + βi) = n(α − βi). Επίσης από το λήµµα 2.39
έχουµε n(α2 + β2) = n((α + βi)(α − βi)) = n(α + βi)n(α − βi) = n(α + βi)2. Τέλος, από το
λήµµα 2.40 έχουµε n(α2 + β2) = (α2 + β2)2. ΄Αρα n(α + βi)2 = (α2 + β2)2 και κατά συνέπεια
n(α + βi) = α2 + β2 = N(α + βi), δηλαδή

∣∣∣Z[i]
/

(α + βi)
∣∣∣ = α2 + β2. �

2.5 Ο Πολυωνυµικός ∆ακτύλιος R[x], όπου R Περιοχή Μοναδικής Πα-
ϱαγοντοποίησης

Στόχος µας είναι να αποδείξουµε το επόµενο ϑεώρηµα:

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.42. ΄Εστω R περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης. Τότε και ο δακτύλιος R[x]
των πολυωνύµων µε συντελεστές από το R είναι επίσης περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης.

Κατ᾿ αρχάς σηµειώνουµε ότι R ⊆ R[x] ⊆ K[x], όπου K το σώµα πηλίκων της R. Για να
αποδείξουµε το ϑεώρηµα αυτό ϑα ακολουθήσουµε µια σειρά από ϐήµατα-λήµµατα.

ΛΗΜΜΑ 2.43. Τα ανάγωγα στοιχεία της R παραµένουν ανάγωγα στην περιοχή R[x]. Συνεπώς
τα µη αντιστρέψιµα στοιχεία της R παραµένουν µη αντιστρέψιµα και στην R[x].
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω p ∈ R ανάγωγο. Υποθέτουµε ότι p = f(x)g(x), όπου f(x), g(x) ∈ R[x].
Προφανώς 0 = deg p = deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x) και deg f(x), deg g(x) ≥ 0. Επο-
µένως deg f(x) = deg g(x) = 0, δηλαδή f(x), g(x) ∈ R σταθερά πολυώνυµα. ΄Εστω f(x) = α
και g(x) = β. Η σχέση p = αβ στοR συνεπάγεται ότι κάποιο από τα α, β ∈ R είναι αντιστρέψιµο(
και το άλλο συντροφικό µε το p

)
. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.44. ΄Ενα πολυώνυµο f(x) = α0 +α1x+α2x
2 + · · ·+αnx

n ∈ R[x]
(
αi ∈ R

)
λέγεται

πρωταρχικό αν το 1 είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των συντελεστών του αi, i = 0, 1, . . . , n.

Παρατήρηση:
(
΄Ισως χαζή, αλλά χρήσιµη

)
. Αν δ είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των

συντελεστών αi ∈ R του πολυωνύµου f(x) = α0 + α1x + α2x
2 + · · · + αnx

n, τότε προφανώς
αi = δβi, για κάθε i = 0, 1, . . . , n και το πολυώνυµο g(x) = β0 + β1x + β2x

2 + · · · + βnx
n

µε f(x) = δg(x) είναι πρωταρχικό. Πράγµατι, αν u είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των
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β0, β1, β2, . . . , βn, τότε βi = uγi, για κάθε i
(
γi ∈ R

)
και άρα αi = δβi = δuγi, για κάθε i. ΄Αρα

δu | αi, για κάθε i και άρα το δu είναι κοινός διαιρέτης των α0, α1, . . . , αn και από τον ορισµό
του µέγιστου κοινού διαιρέτη, δu | δ ⇔ δ = δur, r ∈ R. Συνεπώς δ(1 − ur) = 0 ⇔

δ 6=0R
ur = 1,

δηλαδή το u είναι αντιστρέψιµο και άρα το g(x) είναι πρωταρχικό.

ΛΗΜΜΑ 2.45. ΄Εστω f(x), g(x) ∈ R[x] πρωταρχικά και α, β ∈ R \ {0}. Αν αf(x) = βg(x), τότε
α ∼ β.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Εφαρµόζουµε επαγωγή επί του λ(α) + λ(β), όπου λ(x) το µήκος του x ∈ R \ {0}.
Αν λ(α)+λ(β) = 0⇔ λ(α) = λ(β) = 0, τα στοιχεία α και β είναι αντιστρέψιµα, άρα συντροφικά.
΄Εστω p ανάγωγος διαιρέτης του α. Τότε p | βg(x) ⇔ p · h(x) = βg(x), µε h(x) ∈ R[x]. Είναι
σαφές ότι deg h(x) = deg(p·h(x)) = deg(βg(x)) = deg g(x). Αν g(x) = b0+b1x+· · ·+bmxm, τότε
h(x) = γ0+γ1x+· · ·+γmxm και βg(x) = βb0+βb1x+· · ·+βbmxm, όπου γi, bi ∈ R, για κάθε i =
0, 1, . . . ,m. ΄Αρα pγi = βbi ⇒ p | βbi, για κάθε i = 0, 1, . . . ,m. Επειδή το g(x) είναι πρωταρχικό,
υπάρχει κάποιος συντελεστής bk µε p - bk. Εφόσον R περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης,
το p είναι πρώτο. Επειδή δε p | βbk και p - bk, έπεται ότι p | β. Εποµένως α = pα′ και β = pβ′

µε λ(α′) = λ(α)−1 και λ(β′) = λ(β)−1. Επίσης pα′f(x) = pβ′g(x) ⇔
R[x] ακέραια

περιοχή

α′f(x) = β′g(x).

Με ϐάση το επαγωγικό ϐήµα, α′ ∼ β′ ⇒ pα′ ∼ pβ′ ⇔ α ∼ β. �

ΛΗΜΜΑ 2.46.
(
ΛΗΜΜΑ του GAUSS

)
: Το γινόµενο δύο ή περισσοτέρων πρωταρχικών πολυω-

νύµων είναι πρωταρχικό.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω f(x), g(x) ∈ R[x] πρωταρχικά µε f(x) = α0 + α1x+ α2x

2 + · · ·+ αmx
m και

g(x) = β0 + β1x + β2x
2 + · · · + βnx

n. Υποθέτουµε ότι το f(x)g(x) δεν είναι πρωταρχικό. Τότε,
αν f(x)g(x) = c0 + c1x + c2x

2 + · · · + cm+nx
m+n, ϑα υπάρχει ανάγωγο στοιχείο p µε p | ci, για

κάθε i = 0, 1, . . . ,m+ n. ΄Εστω κ και λ οι ελάχιστοι δείκτες µε p - ακ και p - βλ. Τότε p | αi για
κάθε i < κ και p | βj για κάθε j < λ.

(
Αν ϕυσικά υπάρχουν τέτοια i και j, δηλαδή όταν κ > 0

ή λ > 0
)
. Τότε κ ≤ m και λ ≤ n. Θεωρούµε τον συντελεστή cκ+λ του f(x)g(x). Παρατηρούµε

ότι cκ+λ =
∑

i<κ αiβκ+λ−i +
∑

j<λ ακ+λ−jβj + ακβλ. Επειδή p | αi και p | βj, για κάθε i < κ και
j < λ, έπεται ότι p |

∑
i<κ αiβκ+λ−i και p |

∑
j<λ ακ+λ−jβj. ΄Οµως p | cκ+λ. Εποµένως p | ακβλ.

Αλλά το p είναι πρώτο στην R και p - ακ και p - βλ, άτοπο. Συµπέρασµα: τέτοιο p δεν υπάρχει
και συνεπώς το f(x)g(x) είναι πρωταρχικό.
Η απόδειξη ολοκληρώνεται µε επαγωγή επί του πλήθους των πρωταρχικών πολυωνύµων. �

ΛΗΜΜΑ 2.47. Αν f(x) ∈ R[x] µη σταθερό πολυώνυµο και f(x) ανάγωγο στην R[x], τότε το
f(x) είναι πρωταρχικό

(
στην R[x]

)
και ανάγωγο στην K[x].

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω u ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των συντελεστών του f(x) στην R[x]. Τότε
f(x) = u · g(x), όπου g(x) πρωταρχικό. Αν το u δεν ήταν αντιστρέψιµο στην R ⊆ R[x], επειδή
το g(x)

(
ως µη σταθερό πολυώνυµο

)
δεν είναι αντιστρέψιµο στην R[x], τότε το f(x) = u · g(x)

ϑα ήταν γινόµενο δύο µη αντιστρεψίµων στοιχείων της R[x], άρα όχι ανάγωγο. Συνεπώς το u
είναι αντιστρέψιµο στην R. ΄Αρα το f(x) είναι πρωταρχικό στην R[x].
Τώρα, τα µη αντιστρέψιµα στοιχεία στην ευκλείδεια περιοχή K[x] είναι το 0 και τα µη σταθε-
ϱά πολυώνυµα. Αν λοιπόν το f(x) δεν ήταν ανάγωγο στο K[x], τότε ϑα υπήρχαν µη σταθερά
πολυώνυµα f1(x), f2(x) ∈ K[x] τέτοια, ώστε f(x) = f1(x)f2(x). ΄Εστω εi το ελάχιστο κοινό
πολλαπλάσιο των παρονοµαστών των συντελεστών του fi(x)

(
i = 1, 2

)
και di ο µέγιστος κοι-

νός διαιρέτης των συντελεστών του εifi(x) ∈ R[x]
(
i = 1, 2

)
. Τότε εifi(x) = digi(x), όπου

gi(x) ∈ R[x] πρωταρχικό, για κάθε i = 1, 2. Εποµένως ε1ε2f(x) = d1d2g1(x)g2(x). Το πολυ-
ώνυµο f(x) είναι πρωταρχικό, καθώς και το γινόµενο g1(x)g2(x).

(
Βλέπε λήµµα του Gauss

)
.
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2.5. Ο Πολυωνυµικός ∆ακτύλιος R[x], όπου R Περιοχή Μοναδικής Παραγοντοποίησης

Από το λήµµα 2.45 συνάγουµε ότι ε1ε2 ∼ d1d2. Εποµένως f(x) = ug1(x)g2(x), όπου u αντι-
στρέψιµο στο R, δηλαδή το f(x) ϑα ήταν ίσο µε ένα γινόµενο δύο µη σταθερών και άρα µη
αντιστρεψίµων στην R[x] πολυωνύµων. Των ug1(x) και g2(x). Αυτό είναι άτοπο γιατί το f(x)
είναι ανάγωγο στο R[x]. �

Ισχύει και το αντίστροφο:

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.48. ΄Εστω f(x) ∈ R[x] µη σταθερό πολυώνυµο. Αν το f(x) είναι πρωταρχικό στην
R[x] και ανάγωγο στην K[x], τότε είναι ανάγωγο στην R[x].
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω f(x) = f1(x)f2(x) µε f1(x), f2(x) ∈ R[x]. Αν και τα δύο πολυώνυµα
f1(x), f2(x) ήταν µη σταθερά στην R[x], άρα και στην K[x], τότε ϑα ήσαν µη αντιστρέψιµα
στην K[x], άρα το f(x) = f1(x)f2(x) δεν ϑα ήταν ανάγωγο στην K[x], άτοπο. ΄Αρα κάποιο από τα
δύο, έστω το f1(x) είναι σταθερό, δηλαδή f1(x) = r ∈ R. Αν το r δεν ήταν αντιστρέψιµο στην R,
τότε ϑα είχε έναν ανάγωγο διαιρέτη p ∈ R. Επειδή f(x) = f1(x)f2(x) = rf2(x) και p | r, το p ϑα
διαιρούσε όλους τους συντελεστές του f(x). Αυτό είναι άτοπο, γιατί το f(x) είναι πρωταρχικό
στην R[x]. Συνεπώς το r = f1(x) είναι αντιστρέψιµο στην R[x]. �

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ : Τα ανάγωγα στοιχεία της R[x] είναι :
1) Τα ανάγωγα στοιχεία της R και
2) τα µη σταθερά πολυώνυµα της R[x], τα οποία είναι πρωταρχικά στην R[x] και ανάγωγα στην
K[x].

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.49. Κάθε µη µηδενικό και µη αντιστρέψιµο στοιχείο της R[x] αναλύεται σε γι-
νόµενο αναγώγων στοιχείων της R[x].
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αν f(x) = r ∈ R, τότε αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι η R είναι περιοχή
µοναδικής παραγοντοποίησης.
΄Εστω λοιπόν ότι το f(x) ∈ R[x] είναι µη σταθερό πολυώνυµο. Αν δ είναι ένας µέγιστος
κοινός διαιρέτης των συντελεστών του f(x), τότε f(x) = δg(x), όπου g(x) ∈ R[x] πρωταρ-
χικό. Το g(x) αναλύεται στο K[x] σε γινόµενο αναγώγων

(
άρα µη σταθερών

)
πολυωνύµων

g1(x), g2(x), . . . , gk(x) ∈ K[x]. ΄Οπως προηγουµένως, ϑέτουµε εi για το ελάχιστο κοινό πολ-
λαπλάσιο των παρονοµαστών των συντελεστών του gi(x) και έστω di ένας µέγιστος κοινός διαι-
ϱέτης των συντελεστών του εigi(x) ∈ R[x], για κάθε i = 1, . . . , k. ΄Αρα εigi(x) = dihi(x),
όπου hi(x) πρωταρχικό, για κάθε i = 1, . . . , k. Επειδή δε hi(x) ∼ gi(x)

(
στην K[x]

)
, το

hi(x) είναι και ανάγωγο στην K[x], άρα είναι ανάγωγο στην R[x]. Εποµένως ε1 · · · εkδ · g(x) =
= d1 · · · dkh1(x) · · ·hk(x). Το g(x) και το h1(x) · · ·hk(x)

(
λήµµα του Gauss

)
είναι πρωταρχικά.

Εποµένως d1 · · · dk ∼ ε1 · · · εkδ ⇔ d1 · · · dk = ε1 · · · εkδ · u, όπου u αντιστρέψιµο στο R. ΄Αρα
g(x) = u · h1(x) · · ·hk(x) ⇒ f(x) = δg(x) = δ′h1(x) · · ·hk(x), όπου δ′ = δu ∼ δ. Τέλος, αν
αναλύσουµε το δ′

(
στην περίπτωση που δεν είναι αντιστρέψιµο

)
σε γινόµενο αναγώγων στοιχείων

του R
(
που όπως είπαµε είναι ανάγωγα και στο R[x]

)
, πετυχαίνουµε µιαν ανάλυση του f(x) σε

γινόµενο αναγώγων στοιχείων του R[x]. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.50. Η ανάλυση ενός f(x) ∈ R[x] σε γινόµενο αναγώγων στοιχείων είναι µοναδική,(
αν αγνοήσουµε τη διάταξη των ανάγωγων παραγόντων

)
.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Η περίπτωση που f(x) = r ∈ R προκύπτει άµεσα από το γεγονός ότι η R είναι
περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης. Γι᾿ αυτό υποθέτουµε ότι f(x) ∈ R[x] είναι µη σταθερό
πολυώνυµο.
΄Εστω f(x) = p1 · · · pκh1(x) · · ·hµ(x) = q1 · · · qλh̄1(x) · · · h̄ν(x), όπου pi, qj ανάγωγα στο R και
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hi(x), h̄j(x) ανάγωγα στο R[x], δηλαδή πρωταρχικά στο R[x] και ανάγωγα στο K[x]. Σύµφω-
να µε το λήµµα του Gauss τα γινόµενα h1(x) · · ·hµ(x) και h̄1(x) · · · h̄ν(x) είναι πρωταρχικά.
Εποµένως, µε ϐάση το λήµµα 2.45, έχουµε p1 · · · pκ ∼ q1 · · · qλ και επειδή η R είναι περιοχή
µοναδικής παραγοντοποίησης, κ = λ και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υπο-
ϑέσουµε ότι pi ∼ qi, για κάθε i = 1, . . . , κ. ΄Αρα qi = uipi, όπου ui αντιστρέψιµο στην R, για
κάθε i = 1, . . . , κ. Θέτουµε u = u1 · · ·uκ και παίρνουµε h1(x) · · ·hµ(x) = uh̄1(x) · · · h̄ν(x) =
= (uh̄1(x))h̄2(x) · · · h̄ν(x), µε u αντιστρέψιµο στο R.
Τώρα, τα h1(x), . . . , hµ(x) και uh̄1(x), h̄2(x), . . . , h̄ν(x) είναι ανάγωγα στο K[x], άρα µ = ν και
χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι τα h1(x), h2(x), . . ., hµ(x) είναι
συντροφικά

(
στην K[x] όµως που είναι ευκλείδειος περιοχή !

)
, µε τα uh̄1(x), h̄2(x), . . ., h̄µ(x),

αντίστοιχα. Εποµένως υπάρχουν αντιστρέψιµα
(
µη µηδενικά

)
στοιχεία

αi
βi
∈ K (αi, βi ∈ R\{0})

τέτοια, ώστε h1(x) =
α1

β1

· uh̄1(x), h2(x) =
α2

β2

· h̄2(x), . . . , hµ(x) =
αµ
βµ
· h̄µ(x). ΄Αρα β1h1(x) =

= uα1h̄1(x), β2h2(x) = α2h̄2(x), . . ., βµhµ(x) = αµh̄µ(x). Επειδή τα h1(x), h2(x), . . . , hµ(x)
και h̄1(x), h̄2(x), . . . , h̄µ(x) είναι πρωταρχικά στο R[x], από το λήµµα 2.45 παίρνουµε ότι β1 ∼
∼ uα1 ∼ α1, β2 ∼ α2, . . . , βµ ∼ αµ. Εποµένως uα1 = v1β1, α2 = v2β2, . . . , αµ = vµβµ,
όπου vi αντιστρέψιµο στην R, για κάθε i = 1, 2, . . . , µ. Συνεπώς h1(x) = v1h̄1(x), h2(x) =
= v2h̄2(x), . . . , hµ(x) = vµh̄µ(x), δηλαδή hi(x) ∼ h̄i(x), για κάθε i = 1, 2, . . . , µ. �

Από τα παραπάνω έπεται ότι η απόδειξη του ϑεωρήµατος 2.42 είναι πλήρης.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.51. Αν R περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης, τότε και ο πολυωνυµικός δα-
κτύλιος R[x1, x2, . . . , xn] στις n µεταβλητές είναι περιοχή µοναδικής παραγοντοποίησης.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Το αποτέλεσµα προκύπτει µε επαγωγή επί του n, αφού R[x1, x2] = R[x1][x2],
R[x1, x2, x3] = R[x1, x2][x3] κ.ο.κ. �

Ακόµα και αν η R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, η R[x] δεν είναι απαραίτητα περιοχή κυ-
ϱίων ιδεωδών. ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα είναι R = Z. Το Z είναι κάτι περισσότερο. Είναι
ευκλείδειος περιοχή. Αλλά το Z[x] δεν είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, όπως δείχνει το επόµενο
παράδειγµα:

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2.52. Θεωρούµε το ιδεώδες (2, x) της Z[x] που παράγεται από το 2 και το x.
Τότε το (2, x) δεν είναι κύριο.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αν το ιδεώδες (2, x) ήταν κύριο, ϑα παραγόταν από ένα πολυώνυµο f(x) ∈ Z[x].
Εποµένως 2 = f(x)g(x), όπου g(x) ∈ Z[x] και, συγκρίνοντας τους ϐαθµούς των πολυωνύµων,
παίρνουµε deg f(x) = deg g(x) = 0, άρα f(x) = κ ∈ Z. Αλλά τότε x = h(x)κ, για κάποιο
h(x) ∈ Z[x]. Συγκρίνοντας ϐαθµούς παίρνουµε ότι deg h(x) = 1, άρα h(x) = αx + β, µε
α, β ∈ Z. Εποµένως x = καx + κβ ⇒

κ6=0
β = 0 και κα = 1, δηλαδή το κ είναι αντιστρέψιµο

και συνεπώς (2, x) = (κ) = Z = (1). Αλλά τότε ϑα υπήρχαν πολυώνυµα ϕ(x), τ(x) ∈ Z[x] µε
1 = ϕ(x) · 2 + τ(x) · x = 2ϕ(0) ⇒

ϕ(0)∈Z
2 | 1, άτοπο. �

Τέλος, υπάρχει περιοχή κυρίων ιδεωδών, η οποία δεν είναι ευκλείδειος περιοχή. Μια τέτοια

είναι η Z
[1 + i

√
19

2

]
.
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*2.6. Παράδειγµα Περιοχής Κυρίων Ιδεωδών, η οποία δεν είναι Ευκλείδειος Περιοχή

*2.6 Παράδειγµα Περιοχής Κυρίων Ιδεωδών, η οποία δεν είναι Ευκλεί-
δειος Περιοχή

Στην παράγραφο αυτή αντιγράφουµε (µε κάποιες επιπλέον επεξηγήσεις) το άρθρο του R. J.
Wilson

(
http://www.maths.qmul.ac.uk/~raw/MTH5100/PIDnotED.pdf

)
, το οποίο αποτελεί

απλούστευση του άρθρου του Oscar A. Cámpoli: A principal ideal domain that is not a Eucli-
dean domain, Amer. Math. Monthly, vol. 95 no. 9 (Nov. 1988), 868-871.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.53. Η R = Z
[1 + i

√
19

2

]
είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, αλλά όχι ευκλείδειος

περιοχή.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Ισχυρισµός 1ος: ΄Εστω ϑ = 1

2
(1 + i

√
19). Τότε R = {x + yϑ | x, y ∈ Z}. Επίσης,

x+ yϑ = x′ + y′ϑ⇔ (x = x′ και y = y′).
Απόδειξη ισχυρισµού: Παρατηρούµε ότι ϑ2 = 1

4
(1−19+2i

√
19) = 1

4
(−18+2i

√
19) = 1

4
(−20+

+2 + 2i
√

19) = −5 + 1
2
(1 + i

√
19) = ϑ − 5. Εποµένως (α + βϑ)(γ + δϑ) = αγ + βδϑ2+

+(αδ + βγ)ϑ = (αγ − 5βδ) + (αδ + βγ + βδ)ϑ ∈ {x + yϑ | x, y ∈ Z}, για κάθε α, β, γ, δ ∈ Z.
Εποµένως το σύνολο {x + yϑ | x, y ∈ Z} είναι κλειστό ως προς τον πολλαπλασιασµό και
προφανώς κλειστό ως προς την πρόσθεση. Περιέχει προφανώς τα στοιχεία 0 = 0 + 0 · ϑ και
1 = 1 + 0 · ϑ καθώς και το αντίθετο −x − yϑ οποιουδήποτε στοιχείου x + yϑ αυτού. ΄Αρα είναι
υποδακτύλιος του C και µάλιστα ο ελάχιστος υποδακτύλιος που περιέχει

(
το Z

)
και το ϑ. ΄Αρα

{x+ yϑ | x, y ∈ Z} = Z[ϑ] = R.

΄Εστω τώρα x+ yϑ = x′ + y′ϑ, όπου x, x′, y, y′ ∈ Z. Αν y 6= y′, τότε ϑ =
x− x′

y′ − y
∈ Q ⊆ R, άτοπο.

Εποµένως y = y′, οπότε και x = x′.
Ισχυρισµός 2ος: Τα µόνα αντιστρέψιµα στοιχεία του R είναι τα −1 και 1 και είναι ακριβώς αυτά
που έχουν µιγαδικό µέτρο ίσο µε 1. Επίσης τα στοιχεία 2 και 3 είναι ανάγωγα στο R.
Απόδειξη ισχυρισµού: Παρατηρούµε ότι ϑ = 1

2
(1− i

√
19) = 1− 1

2
(1 + i

√
19) = 1− ϑ.

Με N(x) = |x|2 = xx ϑα συµβολίζουµε ως συνήθως το τετράγωνο του µέτρου ενός µιγαδικού x.
Αν x = α+βϑ ∈ R, τότεN(x) = (α+βϑ)(α + βϑ) = (α+βϑ)(α+βϑ) = (α+βϑ)((α+β)−βϑ) =
= α(α+ β) + 5β2 = 1

2
((α+ β)2 +α2 + 9β2). Αν λοιπόν x = α+ βϑ

(
α, β ∈ Z

)
αντιστρέψιµο στο

R και xy = 1, τότε 1 = N(1) = N(x)N(y). Εποµένως N(x) = 1
2
((α + β)2 + α2 + 9β2) = 1 ⇔

⇔ (α + β)2 + α2 + 9β2 = 2. Αν β 6= 0, τότε (α + β)2 + α2 + 9β2 ≥ 9β2 ≥ 9 > 2, άτοπο. ΄Αρα
β = 0 και x = α ∈ Z. Αλλά τότε N(x) = 1

2
(2α2) = α2 ⇒ α = ±1. Προφανώς τα στοιχεία ±1

είναι αντιστρέψιµα στο R.
Τώρα, τα στοιχεία 2 και 3 είναι ανάγωγα στο R. Πράγµατι, έστω 2 = xy, όπου x, y ∈ R. Τότε
4 = N(2) = N(x)N(y). Αν κανένα από τα x, y δεν ήταν αντιστρέψιµο, τότε N(x), N(y) > 1,
άρα N(x) = N(y) = 2. ΄Εστω x = α+ βϑ. ΄Οπως προηγουµένως, 1

2
((α+ β)2 +α2 + 9β2) = 2⇔

⇔ (α+β)2 +α2 +9β2 = 4. Αν β 6= 0, τότε (α+β)2 +α2 +9β2 ≥ 9β2 ≥ 9 > 4, άτοπο. Εποµένως
β = 0 και x = α ∈ Z. Αλλά τότε 2 = N(x) = 1

2
(2α2) = α2, άτοπο γιατί το 2 δεν είναι τέλειο

τετράγωνο στο Z.
΄Εστω 3 = xy, όπου κανένα από τα x, y δεν είναι αντιστρέψιµο. Τότε 9 = N(3) = N(x)N(y) και
άρα N(x) = N(y) = 3. ΄Εστω x = α+ βϑ. ΄Οπως προηγουµένως, 1

2
((α+ β)2 +α2 + 9β2) = 3⇔

⇔ (α+β)2 +α2 +9β2 = 6. Αν β 6= 0, τότε (α+β)2 +α2 +9β2 ≥ 9β2 ≥ 9 > 6, άτοπο. Εποµένως
β = 0 και x = α ∈ Z. Αλλά τότε 3 = N(x) = 1

2
(2α2) = α2, άτοπο γιατί το 3 δεν είναι τέλειο

τετράγωνο στο Z.
Ισχυρισµός 3ος: Η R δεν είναι ευκλείδειος περιοχή.
Απόδειξη ισχυρισµού: ΄Εστω Ñ : R \ {0} → {0, 1, 2, . . .} ευκλείδεια απεικόνιση. Επιλέγουµε
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ένα x ∈ R \ ({0} ∪ U(R)) µε Ñ(x) το ελάχιστο δυνατό. ∆ιαιρούµε το 2 µε το x και παίρνουµε
2 = xπ + υ,

όπου π, υ ∈ R και υ = 0 ή Ñ(υ) < Ñ(x). Επειδή το x ∈ R \ ({0} ∪ U(R)) έχει την ελάχιστη
τιµή Ñ(x), αυτό σηµαίνει ότι είτε υ αντιστρέψιµο είτε υ = 0, δηλαδή υ = 0, 1 ή − 1. Αν υ = 0,
τότε x | 2 και εφόσον το x δεν είναι αντιστρέψιµο και το 2 ανάγωγο, έπεται ότι x ∼ 2, δηλαδή
x = ±2. Αν υ = −1, τότε xπ = 3 ⇒ x | 3 και εφόσον το x δεν είναι αντιστρέψιµο και το 3
ανάγωγο, έπεται ότι x ∼ 3, δηλαδή x = ±3. Η περίπτωση υ = 1 αποκλείεται γιατί τότε, xπ = 1,
ήτοι x αντιστρέψιµο.
Συµπέρασµα: x = ±2,±3. Μετά διαιρούµε το ϑ = 1

2
(1 + i

√
19) µε το x = ±2,±3 και παίρ-

νουµε
ϑ = xπ′ + υ′,

όπου υ′ = 0 ή Ñ(υ′) < Ñ(x). Λόγω της επιλογής του x ϑα έχουµε, όπως προηγουµένως
υ′ = 0, 1 ή − 1. Εποµένως το x = ±2,±3 ϑα διαιρεί είτε το ϑ είτε το ϑ− 1 είτε το ϑ + 1. Αλλά
τότε ϑα υπήρχε σε κάθε περίπτωση α+βϑ ∈ R τέτοιο, ώστε ±2α±2βϑ = ϑ ή ±2α+1±2βϑ = ϑ
ή ±2α− 1± 2βϑ = ϑ ή ±3α± 3βϑ = ϑ ή ±3α + 1± 3βϑ = ϑ ή ±3α− 1± 3βϑ = ϑ. ΄Ολες οι
περιπτώσεις αποκλείονται λόγω του δεύτερου σκέλους του 1ου ισχυρισµού. Ο R δεν είναι λοιπόν
ευκλείδειος περιοχή.
Ισχυρισµός 4ος: Η R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.
Απόδειξη ισχυρισµού: ΄Εστω I 6= {0} ένα ιδεώδες του R. Επιλέγουµε ένα s ∈ I \ {0} µε το
µικρότερο µιγαδικό µέτρο. ΄Ενα τέτοιο s = α+βϑ

(
α, β ∈ Z

)
υπάρχει, αφού ϑα αντιστοιχεί στη

µικρότερη τιµή του N(s) = 1
2
((α + β)2 + α2 + 9β2) που είναι ϑετικό ακέραιο πολλαπλάσιο του

1
2
. Θα αποδείξουµε ότι I = Rs. Υποθέτουµε λοιπόν ότι I ) Rb και έστω t ∈ I \Rs.

Η στρατηγική είναι η ακόλουθη: Θα αποδείξουµε ότι υπάρχουν r, r′ ∈ R τέτοια, ώστε 0 <
< |rt − r′s| < |s|. Αυτό οδηγεί σε άτοπο γιατί το rt − r′s ϑα ανήκει στο ∈ I \ {0} και ϑα έχει
µιγαδικό µέτρο µικρότερο από το ελάχιστο δυνατό.
Κατ᾿ αρχάς παρατηρούµε ότι το ϕανταστικό µέρος ενός α + βϑ = 1

2
(2α + β) + 1

2
βi
√

19 ∈ R(
α, β ∈ Z

)
είναι 1

2
β
√

19. Αν x + yi
(
x, y ∈ R

)
είναι τυχόν µιγαδικός, τότε µπορούµε να

αφαιρέσουµε κατάλληλο r0 = α + βϑ ∈ R από τον x + yi έτσι, ώστε το ϕανταστικό µέρος
y − 1

2
β
√

19 της διαφοράς x + yi − r0 να ϐρίσκεται στο διάστηµα
[
−1

4

√
19, 1

4

√
19
]
, δηλαδή να

έχει απόλυτη τιµή µικρότερη ή ίση του 1
4

√
19. Θα πρέπει το β ∈ Z να επιλεγεί κατάλληλα, ώστε∣∣y − 1

2
β
√

19
∣∣ =

∣∣1
2
β
√

19− y
∣∣ ≤ 1

4

√
19 ⇔

∣∣∣β − 2y√
19

∣∣∣ ≤ 1
2
. ΄Ενας τέτοιος ακέραιος β υπάρχει για

κάθε πραγµατικό y. Είναι είτε ο
⌊

2y√
19

⌋
είτε ο

⌊
2y√
19

⌋
+ 1.

(
bxc το ακέραιο µέρος του x ∈ R

)
.

Θεωρούµε τώρα τον µιγαδικό t/s = x+ yi
(
x, y ∈ R

)
. Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, µπορούµε

να αφαιρέσουµε από τον t/s κατάλληλο r0 ∈ R έτσι, ώστε το ϕανταστικό µέρος του t/s− r0 να
ϐρίσκεται στο διάστηµα

[
−1

4

√
19, 1

4

√
19
]
. Λόγω της σχέσης 1

2

√
3 < 1

4

√
19⇔ 12 < 19 εξετάζουµε

πρώτα την περίπτωση κατά την οποία το ϕανταστικό µέρος του t/s− r0 ϐρίσκεται στο διάστηµα(
− 1

2

√
3, 1

2

√
3
)
. Τώρα, το πραγµατικό µέρος του t/s− r0 απέχει από έναν ακέραιο κ ∈ Z ⊆ Z[ϑ]

απόσταση µικρότερη ή ίση του 1
2
. Εποµένως το πραγµατικό µέρος του t/s−r0−κ έχει απόλυτη

τιµή µικρότερη ή ίση του 1
2
, ενώ το ϕανταστικό του εξακολουθεί να ϐρίσκεται στο διάστηµα(

− 1
2

√
3, 1

2

√
3
)
. ΄Εστω r′ = r0 + κ ∈ Z[ϑ]. Τότε |t/s− r′|2 < 1

4
+ 3

4
= 1 ⇔ |t − r′s| < |s|. Αλλά

r′s ∈ Rs ⊆ I και t ∈ I \ Rs. Εποµένως t − r′s ∈ I \ Rs ⊆ I \ {0}, άρα 0 < |t − r′s|. Τελικώς
0 < |t− r′s| < |s|, άτοπο.
Η επόµενη περίπτωση είναι αυτή κατά την οποία το ϕανταστικό µέρος του t/s − r0 ϐρίσκεται
στο διάστηµα

[
1
2

√
3, 1

4

√
19
]
. Τότε Im(2t/s − 2r0 − ϑ) = 2Im(t/s − r0) −

√
19
2
∈
(

2
√

3−
√

19
2

, 0
]
.
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*2.6. Παράδειγµα Περιοχής Κυρίων Ιδεωδών, η οποία δεν είναι Ευκλείδειος Περιοχή

Αλλά
√

19 <
√

27 = 3
√

3 και εποµένως −
√

3 < 2
√

3 −
√

19 ⇔ −1
2

√
3 < 2

√
3−
√

19
2

. Εποµένως
|Im(2t/s− 2r0 − ϑ)| < 1

2

√
3. Σύµφωνα µε την προηγούµενη περίπτωση, υπάρχει κ ∈ Z τέτοιο,

ώστε |Re(2t/s−2r0−ϑ)−κ| = |Re(2t/s−2r0−ϑ−κ)| ≤ 1
2
. Θέτουµε r = 2 και r′ = 2r0−ϑ−κ.

Τότε |rt/s− r′| < 1 ⇔ |rt− r′s| < |s|. ΄Ολα καλά για να οδηγηθούµε σε άτοπο, εκτός από ένα
σηµείο : Ξέρουµε σίγουρα ότι rt − r′s 6= 0; Αν έχουµε αποτύχει και εφόσον r = 2, ϑα πρέπει
0 = 2t/s = r′ = 2r0 − ϑ− κ⇔ t/s = r0 − 1

2
ϑ− 1

2
κ.

Αν κ = 2κ′ άρτιος, τότε t/s = r0−κ′− 1
2
ϑ = r0−ϑ−κ′+ 1

2
ϑ = r1 + 1

2
ϑ, όπου r1 = r0−ϑ−κ′ ∈ R.

Τότε ϑt/s = r1ϑ+ 1
2
|ϑ|2 = r1ϑ+ 5

2
= r1ϑ+ 2 + 1

2
και ϑ = 1−ϑ ∈ R. Θέτουµε r′′ = r1ϑ+ 2 ∈ R.

Τότε |ϑt/s− r′′| = 1
2
⇔ |ϑt− r′′s| = 1

2
|s|, ϑετικό και µικρότερο του |s|, άτοπο.

Αν κ = 2κ′+1 περιττός, τότε t/s = r0−κ′− 1
2
− 1

2
ϑ = r0−κ′−1+ 1

2
− 1

2
ϑ = r0−κ′−1+ 1

2
ϑ = r1+ 1

2
ϑ,

όπου τώρα r1 = r0 − κ′ − 1 ∈ R. Εποµένως ϑt/s = r1ϑ + 5
2

= r1ϑ + 2 + 1
2
. Τώρα ϑέτουµε

r′′ = r1ϑ+ 2. Και πάλι ϑt/s− r′′ = 1
2
⇒ |ϑt− r′′s| = 1

2
|s|, άτοπο.

Αποµένει η περίπτωση κατά την οποία το ϕανταστικό µέρος του t/s− r0 ϐρίσκεται στο διάστηµα[
−1

4

√
19,−1

2

√
3
]
, η οποία είναι συµµετρική της

[
1
2

√
3, 1

4

√
19
]
. Πράγµατι, µπορούµε να επανα-

λάβουµε τους προηγούµενους συλλογισµούς
(
µε κάποια, όχι ϐέβαια αναγκαία, τροποποίηση

στο συµβολισµό
)
για τον µιγαδικό r0 − t/s και τελειώσαµε. �

΄Ασκηση 2.1. Να αποδείξετε ότι ο δακτύλιος Z[
√

10] = {α+ β
√

10 | α, β ∈ Z} δεν είναι περιοχή
µοναδικής παραγοντοποίησης.
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Κεφάλαιο 3

Πρότυπα

3.1 Ορισµοί-Παραδείγµατα

Η έννοια του προτύπου επί ενός δακτυλίου αποτελεί ϕυσική γενίκευση της έννοιας του διανυ-
σµατικού χώρου επί ενός σώµατος. Πολλές από τις ιδιότητες των διανυσµατικών χώρων επεκτεί-
νονται στα πρότυπα, ενώ άλλες όχι.
Επαναλαµβάνουµε ότι εργαζόµαστε µε µοναδιαίους µεταθετικούς δακτυλίους.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1. ΄Εστω R µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος και M ένα µη κενό σύνολο. Το M
λέγεται R-πρότυπο

(
R-module

)
αν και µόνον αν ισχύουν τα παρακάτω:

Το M είναι εφοδιασµένο µε µια πράξη, την πρόσθεση + : M ×M → M/(x, y) 7→ x + y και
έναν εξωτερικό (ϐαθµωτό) πολλαπλασιασµό · : R × M → M/(r, x) 7→ rx,

(
το σύµβολο ·

συνήθως παραλείπεται
)
µε τις εξής ιδιότητες :

(i) Το Ϲεύγος (M,+) είναι αβελιανή οµάδα. Το µηδενικό στοιχείο του συµβολίζεται µε 0M ή, αν
δεν υπάρχει ϕόβος συγχύσεως, απλά µε 0.
(ii) Ο εξωτερικός πολλαπλασιασµός πληροί τις ακόλουθες ιδιότητες :

α) r(x+ y) = rx+ ry, για κάθε r ∈ R και για κάθε x, y ∈M .
ϐ) (r + s)x = rx+ sy, για κάθε r, s ∈ R και για κάθε x ∈M .
γ) (rs)x = r(sx), για κάθε r, s ∈ R και για κάθε x ∈M .
δ) 1R · x = x, για κάθε x ∈M .

Τα παραδείγµατα 3.2.(iii) και 3.2.(iv) αποτελούν την «καρδιά» του µαθήµατος.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 3.2. (i) Κάθε διανυσµατικός χώρος V επί ενός σώµατος K είναι προφανώς
ένα K-πρότυπο.
(ii) Αν R είναι ένας µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος, τότε ο R είναι ένα R-πρότυπο. Ο ϐαθµω-
τός πολλαπλασιασµός είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός του δακτυλίου R. Γενικότερα, κάθε
ιδεώδες I του R είναι ένα R-πρότυπο. Αυτό προκύπτει από τον ορισµό του ιδεώδους.
(iii) Κάθε αβελιανή οµάδα (M,+) µπορεί να ϑεωρηθεί ως Z-πρότυπο και αντίστροφα. Ορίζουµε
τον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό · : Z×M →M/(k, x) 7→ kx ως εξής :

kx =



x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
k ϕορές

, αν k > 0,

0M , αν k = 0,

−x− x− · · · − x︸ ︷︷ ︸
|k|=−k ϕορές

, αν k < 0.
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Κεφάλαιο 3. Πρότυπα

Είναι µια εύκολη, αλλά ανιαρή και γεµάτη υποπεριπτώσεις άσκηση
(
αλλά συστήνω να την

κάνετε
)
για να επαληθεύσει κανείς ότι ισχύουν οι ιδιότητες α)-δ) του προηγούµενου ορισµού.

Οι έννοιες λοιπόν της αβελιανής οµάδας και του Z-προτύπου ταυτίζονται. Στα επόµενα
η ταύτιση αυτή ϑα ϑεωρείται δεδοµένη, χωρίς κάποια ιδιαίτερη αναφορά.
(iv) ΄Εστω V διανυσµατικός χώρος επί ενός σώµατος K και α : V → V µια K-γραµµική απει-
κόνιση. Ως γνωστόν, µια τέτοια απεικόνιση λέγεται ενδοµορφισµός του V . Θέτουµε α0 = 1V ,
ο ταυτοτικός ενδοµορφισµός του V και αn = α ◦ α ◦ · · · ◦ α︸ ︷︷ ︸

n ϕορές

, όπου n ϑετικός ακέραιος. Αν

f(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0 ∈ K[x], τότε ϑέτουµε
f(α) = bnα

n + bn−1α
n−1 + · · ·+ b1α + b01V : V → V .

Θεωρούµε τον V ως ένα K[x]-πρότυπο µε ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό
(f(x), v) 7→ f(x)v := f(α)(v), για κάθε f(x) ∈ K[x] και v ∈ V .

Επαληθεύουµε εν τάχει τις ιδιότητες α)-δ) του ορισµού.
α) f(x)(v1 + v2) = f(α)(v1 + v2) =

f(α) γραµµική
f(α)(v1) + f(α)(v2) = f(x)v1 + f(x)v2, για κάθε

f(x) ∈ K[x] και v1, v2 ∈ V .
ϐ) (f(x)+g(x))v = (f(α)+g(α))(v) = f(α)(v)+g(α)(v) = f(x)v+g(x)v, για κάθε f(x), g(x) ∈
∈ K[x] και v ∈ V .
γ) (f(x)g(x))v = (f(α) ◦ g(α))(v) = f(α)(g(α)(v)) = f(α)(g(x)v) = f(x)(g(x)v), για κάθε
f(x), g(x) ∈ K[x] και v ∈ V .
δ) 1K[x] · v = 1V (v) = v, για κάθε v ∈ V .
(v) ΄Εστω ϕ : R → S οµοµορφισµός µοναδιαίων µεταθετικών δακτυλίων. ΄Εστω M ένα S-
πρότυπο. Τότε το M καθίσταται R-πρότυπο µε ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό r · x = ϕ(r)x, για
κάθε r ∈ R και x ∈M .

(
Συµπληρώστε τις λεπτοµέρειες

)
.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.3.
(
ΤΡΕΙΣ ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆ΕΙΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΕΝΟΣ ΠΡΟΤΥΠΟΥ

)
΄Εστω M ένα R-

πρότυπο. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) 0R · x = 0M , για κάθε x ∈M .
(ii) r · 0M = 0M , για κάθε r ∈ R.
(iii) (−r)x = r(−x) = −rx, για κάθε r ∈ R και x ∈M .
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) 0R · x = (0R + 0R)x = 0R · x + 0R · x. Εποµένως 0M = 0R · x + (−0R · x) =
= (0R · x+ 0R · x) + (−0R · x) = 0R · x+ (0R · x+ (−0R · x)) = 0R · x+ 0M = 0R · x.
(ii) r · 0M = r(0M + 0M) = r · 0M + r · 0M .
Εποµένως 0M = r ·0M +(−r ·0M) = (r ·0M +r ·0M)+(−r ·0M) = r ·0M +(r ·0M +(−r ·0M)) =
= r · 0M + 0M = r · 0M .
(iii) rx + (−r)x = (r + (−r))x = 0R · x = 0M . ΄Αρα (−r)x = −rx. Παρόµοια, rx + r(−x) =
= r(x+ (−x)) = r · 0M = 0M . Εποµένως r(−x) = −rx. �

3.2 Υποπρότυπα-Πηλίκο Προτύπων

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.4. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο και N µη κενό υποσύνολο του M . Το N λέγεται υ-
ποπρότυπο τουM αν είναι ένα R-πρότυπο µε πράξεις τους περιορισµούς της πρόσθεσης και
του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού στο N ×N και R×N αντίστοιχα. Γράφουµε N 6M .
Πιο αναλυτικά, το N είναι υποπρότυπο του M αν και µόνον αν :
(i) x+ y ∈ N , για κάθε x, y ∈ N .
(ii) −y ∈ N , για κάθε y ∈ N .
(iii) 0M ∈ N .
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3.2. Υποπρότυπα-Πηλίκο Προτύπων

(iv) rx ∈ N , για κάθε r ∈ R και x ∈ N .

Παρατήρηση: Οι ιδιότητες (i), (ii) και (iii) λένε ότι το Ϲεύγος (N,+) είναι υποοµάδα της
αβελιανής οµάδας (M,+). Η ιδιότητα (iii) είναι περιττή γιατί προκύπτει από τις (i) και (ii).
Πράγµατι, αν x ∈ N , τότε από την (ii) προκύπτει ότι και −x ∈ N . Τέλος, από την (i) προκύπτει
ότι 0M = x+ (−x) ∈ N .
Μάλιστα, επειδή εργαζόµαστε σε µοναδιαίο µεταθετικό δακτύλιο, οι συνθήκες (ii) και (iii) είναι
περιττές, όπως µας λέει η επόµενη πρόταση.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.5. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο και N ένα µη κενό υποσύνολο αυτού. Τότε N 6 M
αν και µόνον αν ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) x+ y ∈ N , για κάθε x, y ∈ N .
(ii) rx ∈ N , για κάθε r ∈ R και x ∈ N .
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αν x ∈ N , τότε από την ιδιότητα (ii) προκύπτει ότι −x = (−1R)x ∈ N . Εφόσον
τώρα −x ∈ N για κάθε x ∈ N , από την ιδιότητα (i) προκύπτει ότι 0M = x+ (−x) ∈ N . �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.6. (i) ΄ΕστωX ⊆M . Τότε υπάρχει ελάχιστο ως προς τη σχέση ⊆ του «περιέχεσθαι»
υποπρότυπο του M , το οποίο περιέχει το X. Το υποπρότυπο αυτό συµβολίζεται µε (X).
(ii) Το (X) είναι η τοµή όλων των υποπροτύπων που περιέχουν το X.
(iii) Αν X = ∅, τότε (X) = {0M}, το τετριµµένο υποπρότυπο. Αν X 6= ∅, τότε το (X)
αποτελείται από όλους τους πεπερασµένους R-γραµµικούς συνδυασµούς

∑n
i=1 rixi, για όλους

τους ϑετικούς ακεραίους n, µε ri ∈ R και xi ∈ X, για κάθε i = 1, . . . , n.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄ΕστωA η συλλογή όλων των υποπροτύπων τουM που περιέχουν τοX. Προφανώς
M ∈ A και συνεπώς A 6= ∅. Επειδή 0M ∈ N , για κάθε υποπρότυπο N ∈ A, η τοµή

⋂
N∈A

N

δεν είναι κενή
(
περιέχει το 0M

)
. Αν x, y ∈

⋂
N∈A

N , τότε x, y ∈ N , για κάθε υποπρότυπο N ∈ A

και κατά συνέπεια x + y ∈ N , για κάθε υποπρότυπο N ∈ A. ΄Αρα x + y ∈
⋂
N∈A

N . Οµοίως,

αν r ∈ R και x ∈
⋂
N∈A

N , τότε x ∈ N , για κάθε υποπρότυπο N ∈ A και κατά συνέπεια και

rx ∈ N , για κάθε υποπρότυπο N ∈ A. Εποµένως rx ∈
⋂
N∈A

N . Εποµένως η τοµή
⋂
N∈A

N είναι

ένα υποπρότυπο που περιέχει το X και ϕυσικά είναι το ελάχιστο.
Τώρα, αν X = ∅, τότε το X = ∅ περιέχεται οπουδήποτε, άρα περιέχεται και στο ελάχιστο
υποπρότυπο του M , το τετριµµένο {0M}. Συνεπώς (∅) = {0M}.
Τέλος, το (X)

(
ως πρότυπο

)
περιέχει όλους τους R-γραµµικούς συνδυασµούς των στοιχείων

του. Ιδιαιτέρως των στοιχείων του που ανήκουν στο X. Είναι το σύνολο A των γραµµικών αυτών
συνδυασµών υποπρότυπο του M ; Αν η απάντηση είναι καταφατική, τότε αυτό ϑα είναι το (X),
αφού X ⊆ A ⊆ (X).

(
Η σχέση X ⊆ A προκύπτει απ᾿ το γεγονός ότι x = 1R ·x, για κάθε x ∈ X-

γραµµικός συνδυασµός µε έναν όρο
)
. Παρατηρούµε ότι το άθροισµα

∑m
i=1 rixi +

∑n
j=1 sjyj,

όπου ri, sj ∈ R και xi, yj ∈ X είναι ένας R-γραµµικός συνδυασµός στοιχείων του X. Πράγµατι,
αν ϑέσουµε x′i = xi, r′i = ri, για κάθε i = 1, . . . ,m και x′j+m = yj και r′j+m = sj, για κάθε
j = 1, . . . , n, τότε το άθροισµα

∑m
i=1 rixi +

∑n
j=1 sjyj γράφεται ως

∑m+n
i=1 r′ix

′
i. Κανείς δεν µας

απαγορεύει τα στοιχεία του X να επαναλαµβάνονται σ᾿ έναν γραµµικό συνδυασµό περισσότερες
από µία ϕορές. Αν δεν το ϑέλουµε αυτό, αρκεί να ϐγάλουµε κοινό παράγοντα π.χ. το στοιχείο
xi = yj µε συντελεστή τον ri+sj. ΄Εστω τώρα

∑m
i=1 rixi έναςR-γραµµικός συνδυασµός στοιχείων

του X και r ∈ R. Τότε r ·
∑m

i=1 rixi =
∑m

i=1(rri)xi, ένας R-γραµµικός συνδυασµός στοιχείων
του X. �
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ΟΡΙΣΜΟΣ 3.7. Το υποπρότυπο (X) του M που ορίστηκε στην προηγούµενη πρόταση λέγε-
ται το υποπρότυπο που παράγεται από το X. Τα στοιχεία του X λέγονται γεννήτορες
του υποπροτύπου (X). Αν το X είναι πεπερασµένο, π.χ. X = {x1, . . . , xn}, τότε γράφουµε
(x1, . . . , xn) αντί ({x1, . . . , xn}) και τοN = (X) λέγεται πεπερασµένα παραγόµενο. Ιδιαιτέρως
αν το X = {x} είναι µονοσύνολο, τότε το υποπρότυπο (x) λέγεται κυκλικό. Αυτό αποτελείται
από όλα τα πολλαπλάσια του x, δηλαδή (x) = {rx | r ∈ R}. Γι᾿ αυτό και το συµβολίζουµε και
µε Rx. Επίσης, αν X = ∅, τότε ϑεωρούµε ότι (∅∅∅) = {0M}, όπως προαναφέραµε.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.8. Ο ίδιος ο δακτύλιος R είναι R-πρότυπο µε ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό τον
συνήθη πολλαπλασιασµό του R. Τα υποπρότυπα του R είναι ακριβώς τα ιδεώδη του.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.9. ΄Εστω M1,M2, . . . ,Mk υποπρότυπα ενός R-προτύπου M . Τότε το άθροισµα
M1 +M2 + · · ·+Mk = {x1 + x2 + · · ·+ xk | xi ∈Mi, για κάθε i = 1, 2, . . . , k}

είναι υποπρότυπο του M και µάλιστα είναι το ελάχιστο υποπρότυπο που περιέχει το σύνολο
M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mk.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Θα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό
∑k

i=1 Mi = M1 + M2 + · · · + Mk. ΄Εστω
λοιπόν

∑k
i=1 xi,

∑k
i=1 x

′
i ∈
∑k

i=1Mi, όπου xi, x′i ∈Mi, για κάθε i = 1, 2, . . . , k και r ∈ R.
Τότε

∑k
i=1 xi+

∑k
i=1 x

′
i =

∑k
i=1(xi+x′i) ∈

∑k
i=1 Mi, αφού xi+x′i ∈Mi, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.

Επίσης r
∑k

i=1 xi =
∑k

i=1 rxi ∈
∑k

i=1 Mi, αφού rxi ∈Mi, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
Τέλος, το υποπρότυπο (M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mk) που παράγεται από την ένωση των Mi ϑα περιέχει
κάθε στοιχείο xi του Mi, άρα ϑα περιέχει και όλα τα αθροίσµατα x1 + x2 + · · · + xk, όπου
xi ∈ Mi, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Εφόσον τα αθροίσµατα αυτά συγκροτούν υποπρότυπο, ϑα
έχουµε (M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mk) ⊇M1 +M2 + · · ·+Mk.
Απ΄ την άλλη µεριά για κάθε i, αν xi ∈Mi, τότε

xi = 0M + 0M + · · ·+ xix
i ϑέση

+ · · ·+ 0M ∈M1 +M2 + · · ·+Mk

και άραM1∪M2∪· · ·∪Mk ⊆M1+M2+· · ·+Mk ⇒ (M1∪M2∪· · ·∪Mk) ⊆M1+M2+· · ·+Mk. �

Κατ᾿ αναλογίαν προς την έννοια του δακτυλίου-πηλίκο ορίζεται και η έννοια του προτύπου-
πηλίκο.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.10. ΄ΕστωM ένα R-πρότυπο καιN υποπρότυπο τουM . ΣτοM ορίζουµε τη σχέση
x ≡ y mod N ⇔ x− y ∈ N .

Τότε η σχέση
(
≡ mod N

)
είναι σχέση ισοδυναµίας στοM . Το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας

συµβολίζεται µε M
/
N ή µε

M

N
, ή ελλείψει χώρου, µε M/N .

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) x− x = 0M ∈ N ⇔ x ≡ x mod N
(
Ανακλαστική

)
.

(ii) x ≡ y mod N ⇔ x− y ∈ N ⇔ y − x = −(x− y) ∈ N ⇔ y ≡ x mod N
(
Συµµετρική

)
.

(iii) ΄Εστω x ≡ y mod N και y ≡ z mod N . Αυτό σηµαίνει ότι x − y ∈ N και y − z ∈ N .
Εποµένως x− z = (x− y) + (y − z) ∈ N ⇒ x ≡ z mod N

(
Μεταβατική

)
. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.11. ΄Εστω x ∈ M . Η κλάση ισοδυναµίας modulo N στην οποία ανήκει το x είναι
το σύνολο x+N = {x+ y | y ∈ N}.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω x′ ≡ x mod N ⇔ x′ − x ∈ N . Θέτουµε y = x′ − x ∈ N . Τότε x′ = x+ y ∈
∈ x + N . Αντιστρόφως, έστω x + y ∈ x + N ⇔ y ∈ N . Τότε x + y − x = y ∈ N ⇔ x + y ≡ x
mod N . �
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ΠΡΟΤΑΣΗ 3.12. Στο σύνολοM/N = {x+N | x ∈M} των κλάσεων ισοδυναµίας ορίζουµε δύο
πράξεις :

(
Πρόσθεση

)
+ : M/N ×M/N → M/N µε (x + N) + (y + N) = (x + y) + N , για

κάθε x, y ∈M και(
Βαθµωτό πολλαπλασιασµό

)
· : R×M/N →M/N µε r(x+N) = (rx) +N , για κάθε r ∈ R

και x ∈M .
Τότε το σύνολο M/N καθίσταται R-πρότυπο µε µηδενικό στοιχείο 0M/N = N .
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αρχικώς ϑα αποδείξουµε ότι οι πράξεις της πρόσθεσης και του ϐαθµωτού πολλα-
πλασιασµού είναι καλά ορισµένες. ΄Εστω λοιπόν x + N = x′ + N και y + N = y′ + N . Αυτό
σηµαίνει ότι x− x′, y − y′ ∈ N . Εποµένως (x + y)− (x′ + y′) = (x− x′) + (y − y′) ∈ N . Κατά
συνέπεια (x+ y) +N = (x′ + y′) +N και η πρόσθεση είναι καλά ορισµένη.
΄Εστω τώρα x+N = x′+N και r ∈ R. Εποµένως x− x′ ∈ N ⇒ rx− rx′ = r(x− x′) ∈ N . ΄Αρα
rx+N = rx′ +N και ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός είναι καλά ορισµένος. Τα υπόλοιπα είναι
ϑέµα ϱουτίνας.
1) (x+N)+((y+N)+(z+N)) = (x+N)+((y+z)+N) = x+(y+z)+N = (x+y)+z+N =
= ((x+y)+N)+(z+N) = ((x+N)+(y+N))+(z+N)

(
Προσεταιριστικότητα της πρόσθεσης

)
.

2) (x+N) + (y +N) = (x+ y) +N = (y + x) +N = (y +N) + (x+N)
(
Μεταθετικότητα της

πρόσθεσης
)
.

3) (x+N) +N = (x+N) + (0M +N) = (x+ 0M) +N = x+N
(
΄Υπαρξη µηδενικού στοιχείου

0M/N = N
)
.

4) (x+N)+(−x+N) = (x+(−x))+N = 0M +N = N = 0M/N

(
΄Υπαρξη αντιθέτου στοιχείου

)
.

5) r((x+N)+(y+N)) = r((x+y)+N) = r(x+y)+N = (rx+ry)+N = (rx+N)+(ry+N) =
= r(x+N) + r(y +N)

(
Επιµεριστικότητα 1

)
.

6) (r+ s)(x+N) = (r+ s)x+N = (rx+ sx) +N = (rx+N) + (sx+N) = r(x+N) + s(x+N)(
Επιµεριστικότητα 2

)
.

7) (rs)(x + N) = (rs)x + N = r(sx) + N = r(sx + N) = r(s(x + N))
(
Προσεταιριστικότητα

ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού
)
.

8) 1R(x+N) = (1R · x) +N = x+N
(
∆ράση µοναδιαίου στοιχείου

)
. �

ΜΙΑ ΣΗΜΑΝΤΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: ΄Εστω N 6 M και K 6 M µε N ⊆ K.
(
΄Αρα N 6 K

)
.

Τότε κάθε κλάση ισοδυναµίας στο M modulo N , η οποία τέµνει το K, περιέχεται εξ ολοκλήρου
στο K. Πράγµατι, έστω (x + N) ∩ K 6= ∅ και y ∈ (x + N) ∩ K. Τότε y + N = x + N ⊆ M .
΄Αρα x− y ∈ N ⊆ K και y ∈ K. Τότε x = (x− y) + y ∈ K. Εποµένως οι κλάσεις ισοδυναµίας
modulo N που περιέχουν στοιχεία του K ορίζουν µια διαµέριση του K. Οι κλάσεις αυτές είναι
οι κλάσεις του περιορισµού της ισοδυναµίας

(
≡ mod N

)
στοK. Το σύνολό τους είναι τοK/N ,

το οποίο είναι λοιπόν υποσύνολο του M/N . Στο K/N µπορούµε να ορίσουµε τις πράξεις της
πρόσθεσης και του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού και να καταστήσουµε το K/N ένα R-πρότυπο.
Επειδή δε K/N ⊆ M/N , µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι το K/N είναι υποπρότυπο του
M/N .
∆ύο ακραίες περιπτώσεις: 1) Αν N = M , τότε η σχέση x ≡ y mod M ⇔ x − y ∈ M
µας λέει ότι όλα τα στοιχεία του M είναι ισοδύναµα modulo M . Εποµένως το πρότυπο M/M
περιέχει µία µόνο κλάση ισοδυναµίας και κατά συνέπεια το πρότυπο M/M είναι το τετριµµένο
{0M/M} = {M}.
2) Αν N = {0M}, τότε η σχέση x ≡ y mod {0M} ⇔ x − y = 0M ⇔ x = y ταυτίζεται µε
την ισότητα στο M . Κάθε στοιχείο του M αποτελεί µια κλάση ισοδυναµίας. ΄Αρα το M/{0M}
αποτελείται από τα µονοσύνολα {x}, όπου x ∈ M . Σ᾿ αυτή την περίπτωση, όπως ϑα δούµε στη
συνέχεια, τα πρότυπα M/{0M} και M είναι ισόµορφα.
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3.3 Οµοµορφισµοί Προτύπων-Θεωρήµατα Ισοµορφισµών

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.13. ΄Εστω A και B δύο R-πρότυπα και ϕ : A → B µια απεικόνιση. Η ϕ λέγεται
οµοµορφισµός R-προτύπων ή R-οµοµορφισµός αν και µόνον αν ισχύουν τα εξής :
(i) ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y), για κάθε x, y ∈ A.
(ii) ϕ(rx) = rϕ(x), για κάθε r ∈ R και x ∈ A.
Η εικόνα ϕ(A) ⊆ B συµβολίζεται µε Imϕ.
Ο πυρήνας Kerϕ είναι το σύνολο {x ∈ A | ϕ(x) = 0B}.
Αν η ϕ είναι επί

(
Imϕ = B

)
, τότε η ϕ λέγεται επιµορφισµός.

Αν η ϕ είναι 1-1, τότε η ϕ λέγεται µονοµορφισµός.
Τέλος αν η ϕ είναι 1-1 και επί

(
µονοµορφισµός και επιµορφισµός

)
, τότε η ϕ λέγεται ισοµορ-

ϕισµός.
Σε αυτήν την περίπτωση τα A και B λέγονται ισόµορφα R-πρότυπα. Τότε γράφουµε A ∼=

R
B

ή απλά A ∼= B.
Είναι σαφές ότι η αντίστροφη απεικόνιση ϕ−1 : B → A ενός ισοµορφισµού είναι επίσης ισοµορ-
ϕισµός.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.14. (i) Η εικόνα Imϕ είναι υποπρότυπο του B. Γενικότερα, αν C 6 A, τότε
ϕ(C) 6 B.
(ii) Ο πυρήνας Kerϕ = ϕ−1({0B}) είναι υποπρότυπο του A. Γενικότερα, αν D 6 B, τότε
ϕ−1(D) 6 A.
(iii) Η ϕ είναι µονοµορφισµός αν και µόνον αν Kerϕ = {0A}.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) ΄Εστω β1, β2 ∈ ϕ(C). Τότε υπάρχουν c1, c2 ∈ C τέτοια, ώστε β1 = ϕ(c1) και
β2 = ϕ(c2). Εποµένως β1 + β2 = ϕ(c1) + ϕ(c2) = ϕ(c1 + c2) ∈ ϕ(C), αφού c1 + c2 ∈ C 6 A.
΄Εστω τώρα β ∈ ϕ(C) και r ∈ R. Τότε β = ϕ(c), για κάποιο c ∈ C. ΄Αρα rβ = rϕ(c) = ϕ(rc) ∈
∈ ϕ(C), αφού rc ∈ C 6 A.
(ii) ΄Εστω α1, α2 ∈ ϕ−1(D), δηλαδή ϕ(α1), ϕ(α2) ∈ D. Τότε ϕ(α1 + α2) = ϕ(α1) + ϕ(α2) ∈ D,
δηλαδή α1+α2 ∈ ϕ−1(D). ΄Εστω α ∈ ϕ−1(D)⇔ ϕ(α) ∈ D και r ∈ R. Τότε ϕ(rα) = rϕ(α) ∈ D.
΄Αρα rα ∈ ϕ−1(D).
(iii) ΄Εστω Kerϕ = {0A}. Υποθέτουµε ότι ϕ(α1) = ϕ(α2), για κάποια α1, α2 ∈ A.
Τότε ϕ(α1 − α2) = ϕ(α1)− ϕ(α2) = 0B ⇒ α1 − α2 ∈ Kerϕ = {0A}, δηλαδή α1 = α2. ΄Αρα η ϕ
είναι µονοµορφισµός.
Αντιστρόφως, έστω ότι η ϕ είναι µονοµορφισµός. Τότε επειδή ϕ(0A) = 0B, ϑα είχαµε ϕ(α) =
= ϕ(0A), για κάθε στοιχείο α του Kerϕ και επειδή η ϕ είναι µονοµορφισµός, αναγκαστικά
α = 0A. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.15. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο και N 6M . Θεωρούµε την απεικόνιση
p : M →M/N , όπου p(x) = x+N , για κάθε x ∈M .

(i) Η p είναι ένας επιµορφισµός R-προτύπων, ο οποίος καλείται ϕυσικός επιµορφισµός ή
ϕυσική προβολή. Πυρήνας της p είναι το N .
(ii) ΄Εστω A το σύνολο των υποπροτύπων του M , τα οποία περιέχουν το N και B το σύνολο
των υποπροτύπων του M/N . Η απεικόνιση T : A → B µε T (L) = p(L) = L/N είναι µια
αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία

(
1-1 και επί

)
.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) p(x+ y) = (x+ y) +N = (x+N) + (y +N) = p(x) + p(y) και αν r ∈ R, τότε
p(rx) = rx+N = r(x+N) = rp(x). ΄Αρα η p είναι R-οµοµορφισµός. Η p είναι προφανώς επί.
Επίσης, x ∈ Kerp⇔ p(x) = x+N = N = 0M/N ⇔ x ∈ N .
(ii) Αν N 6 L 6 M , τότε σύµφωνα και µε την παρατήρηση στο τέλος της προηγούµενης
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παραγράφου, T (L) = p(L) = {x+N | x ∈ L} = L/N .
Αντιστρόφως, έστω L̄ υποπρότυπο του M/N . Εφόσον p επιµορφισµός και 0M/N ∈ L̄, έπεται ότι
το υποπρότυπο L := p−1(L̄) = {x ∈ M | x+N ∈ L̄}

(
ϐλέπε και (ii) προηγούµενης πρότασης

)
περιέχει το p−1({0M/N}) = Kerp = N . Επειδή η p είναι επί, T (L) = p(L) = p(p−1(L̄)) = L̄. Αν
N 6 L′ 6 M µε T (L) = T (L′), δηλαδή p(L) = {x + N | x ∈ L} = {x + N | x ∈ L′} = p(L′),
τότε ϑα έχουµε: x ∈ L ⇒ x + N ∈ p(L) = p(L′) ⇒ x + N = x′ + N , για κάποιο x′ ∈ L′.
Εποµένως x − x′ ∈ N 6 L′ ⇒ x = (x − x′) + x′ ∈ L′. ΄Αρα L 6 L′. Οµοίως L′ 6 L. ΄Αρα
L = L′. �

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.16. 1ο ΘΕΩΡΗΜΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ : ΄Εστω M και N δύο R-πρότυπα και
ϕ : M → N ένας R-οµοµορφισµός. Τότε ισχύει

M/Kerϕ ∼= Imϕ.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Ορίζουµε την απεικόνιση ϕ̄ : M/Kerϕ→ Imϕ ϐάσει του τύπου

ϕ̄(x+ Kerϕ) = ϕ(x), για κάθε x ∈M .
1) Η ϕ̄ είναι καλά ορισµένη. ΄Εστω x + Kerϕ = y + Kerϕ ⇔ x − y ∈ Kerϕ ⇔ ϕ(x) − ϕ(y) =
= ϕ(x− y) = 0N ⇔ ϕ(x) = ϕ(y).
2) Η ϕ̄ είναι R-γραµµική. Πράγµατι, ϕ̄((x+Kerϕ)+(y+Kerϕ)) = ϕ̄(x+y+Kerϕ) = ϕ(x+y) =
= ϕ(x) + ϕ(y) = ϕ̄(x+ Kerϕ) + ϕ̄(y + Kerϕ) και
ϕ̄(r(x+ Kerϕ)) = ϕ̄(rx+ Kerϕ) = ϕ(rx) = rϕ(x) = rϕ̄(x+ Kerϕ).
3) Η ϕ̄ είναι προφανώς επί γιατί Imϕ 3 ϕ(x) = ϕ̄(x+ Kerϕ), για κάθε x ∈M .
4) Kerϕ̄ = {0M/Kerϕ}. Πράγµατι, έστω x + Kerϕ ∈ Kerϕ̄. Τότε ϕ(x) = ϕ̄(x + Kerϕ) = 0N .
Συνεπώς x ∈ Kerϕ⇔ x+ Kerϕ = Kerϕ = 0M/Kerϕ.
Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι η ϕ είναι R-ισοµορφισµός. �

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.17. 2ο ΘΕΩΡΗΜΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ : ΄Εστω K και L δύο υποπρότυπα ενός R-
προτύπου M . Τότε

K + L
/
K
∼= L

/
K ∩ L και K + L

/
L
∼= K

/
K ∩ L

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Θα αποδείξουµε την πρώτη σχέση. Επειδή L 6 K + L, ϑεωρούµε την εµφύτευση(
µονοµορφισµό

)
i : L ↪→ K + L µε i(y) = y, για κάθε y ∈ L. Στη συνέχεια ϑεωρούµε την

ϕυσική προβολή p : K + L→ K + L
/
K. ΄Εστω ϕ = p ◦ i : L→ K + L

/
K.

1) ΄Ενα στοιχείο του K + L
/
K είναι της µορφής x+ y +K, όπου x ∈ K και y ∈ L. Αλλά τότε

x + y + K = (x + K) + (y + K) =
x∈K

K + (y + K) = y + K = (p ◦ i)(y) = ϕ(y). Εποµένως η
ϕ = p ◦ i είναι επί.
2) ΄Εστω y ∈ Kerϕ. Τότε K = 0K+L/K = ϕ(y) = y+K. ΄Αρα y ∈ K και επειδή y ∈ L, έπεται ότι
y ∈ K ∩ L. Αντιστρόφως, έστω y ∈ K ∩ L ⊆ K. Τότε ϕ(y) = y + K =

y∈K
K = 0K+L/K , δηλαδή

y ∈ Kerϕ. Εποµένως Kerϕ = K ∩ L.
Από το 1ο ϑεώρηµα ισοµορφισµών παίρνουµε ότι

K + L
/
K = Imϕ ∼= L

/
Kerϕ = L

/
K ∩ L �

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.18. 3ο ΘΕΩΡΗΜΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ : ΄Εστω K, L, M τρία R-πρότυπα µε
K 6 L 6M . Τότε ισχύει :

M
/
L
∼=

M
/
K
/

L
/
K

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Θεωρούµε την απεικόνιση ϕ : M
/
K → M

/
L µε ϕ(x + K) = x + L, για κάθε
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x ∈ M . Η ϕ είναι καλά ορισµένη γιατί αν x + K = x′ + K, τότε x − x′ ∈ K 6 L. Εποµένως
x+ L = x′ + L. Η γραµµικότητα είναι προφανής.

(
ϕ
(
(x+K) + (x′ +K)

)
= ϕ(x+ x′ +K) =

= x + x′ + L = (x + L) + (x′ + L) = ϕ(x + K) + ϕ(x′ + K) και ϕ(r(x + K)) = ϕ(rx + K) =
= rx+ L = r(x+ L) = rϕ(x+K)

)
. Η ϕ είναι επί γιατί x+ L = ϕ(x+K), για κάθε x ∈M .

Τώρα, όσον αφορά τον πυρήνα: x + K ∈ Kerϕ⇔ ϕ(x + K) = 0M/L = L⇔ x + L = L⇔ x ∈
∈ L⇔ x+K ∈ L/K. Εποµένως Kerϕ = L/K και το αποτέλεσµα προκύπτει από το 1ο ϑεώρηµα
ισοµορφισµών. �

3.4 Ευθέα Αθροίσµατα Προτύπων και ∆ακτυλίων

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.19. ΄Εστω M1,M2, . . . ,Mk υποπρότυπα ενός προτύπου M . Λέµε ότι το M είναι
το εσωτερικό ευθύ άθροισµα των M1,M2, . . . ,Mk και γράφουµε

M = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk

αν και µόνον αν ισχύουν τα επόµενα:
(i) Το M παράγεται

(
είναι το άθροισµα

)
των υποπροτύπων M1,M2, . . . ,Mk, δηλαδή
M =

∑k
i=1 Mi .

(ii) Για κάθε i = 1, 2, . . . , k η τοµή Mi ∩ (M1 + · · ·+Mi−1 +Mi+1 + · · ·+Mk) = Mi ∩
∑

j 6=iMj

είναι το τετριµµένο
(
µηδενικό

)
υποπρότυπο.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.20.
(
Εναλλακτικός ορισµός του εσωτερικού ευθέος αθροίσµατος

)
΄Εστω M1, M2, . . . ,Mk υποπρότυπα ενός προτύπου M . Τότε το M είναι το εσωτερικό ευθύ
άθροισµα των Mi αν και µόνον αν ισχύει το εξής :
Κάθε στοιχείο x τουM γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή x = x1 +x2 + · · ·+xk, όπου xi ∈Mi,
για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις της πρότασης. Από το γεγονός ότι κάθε στοιχείο
του M γράφεται σαν άθροισµα στοιχείων των Mi προκύπτει ότι M =

∑k
i=1Mi. ΄Εστω τώρα

y ∈Mi ∩
∑

j 6=iMj. Τότε y = x1 + · · ·+ xi−1 + xi+1 + · · ·+ xk ⇔ 0M = x1 + · · ·+ xi−1 + (−y)+
+xi+1 + · · ·+ xk. Αλλά 0M = 0M + 0M + · · ·+ 0M . Από τη µοναδικότητα της γραφής προκύπτει
ότι −y = 0M ⇔ y = 0M . ΄Αρα Mi ∩

∑
j 6=iMj = {0M}.

Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις του προηγούµενου ορισµού. ΕφόσονM =
∑k

i=1Mi,
κάθε στοιχείο x ∈ M γράφεται στη µορφή x = x1 + x2 + · · · + xk, όπου xi ∈ Mi, για κάθε
i = 1, 2, . . . , k. Αν το x γραφόταν και στη µορφή x = x′1 + x′2 + · · · + x′k, όπου x′i ∈ Mi, για
κάθε i = 1, 2, . . . , k, τότε ϑα είχαµε x1 + x2 + · · · + xk = x′1 + x′2 + · · · + x′k. Τότε για κάθε
i = 1, 2, . . . , k παίρνουµε τη σχέση
xi−x′i = (x′1−x1) + · · ·+ (x′i−1−xi−1) + (x′i+1−xi+1) + · · ·+ (x′k−xk) ∈Mi∩

∑
j 6=iMj = {0}.

΄Αρα xi = x′i, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. �

Από τον ορισµό του ευθέος αθροίσµατος υποπροτύπων ενός προτύπουM προκύπτει ότι η διάτα-
ξη {M1,M2, . . . ,Mk} δεν παίζει κανέναν ϱόλο. ∆ηλαδή, αν σ ∈ Sk

(
µετάθεση των k συµβόλων

)
,

τότε
M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk = Mσ(1) ⊕Mσ(2) ⊕ · · · ⊕Mσ(k).

Πολλές ϕορές χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό
k⊕
i=1

Mi αντί του M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk.

Αν τώρα έχουµε k R-πρότυπα,M1,M2,. . .,Mk, τα οποία δεν είναι κατ᾿ ανάγκην υποπρότυπα
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ενός προτύπου M , µπορούµε να ορίσουµε µεταξύ τους κάποιο είδος ευθέος αθροίσµατος ;

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.21. ΄Εστω M1, M2,. . .,Mk R-πρότυπα. Θέτουµε M = M1 ×M2 × · · · ×Mk για το
καρτεσιανό γινόµενό τους. Εφοδιάζουµε το M µε τις κατά σηµείον πράξεις :

(x1, x2, . . . , xk) + (y1, y2, . . . , yk) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xk + yk)
και

r · (x1, x2, . . . , xk) = (rx1, rx2, . . . , rxk).
Τότε εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι το M = M1 ×M2 × · · · ×Mk καθίσταται R-πρότυπο. Το
µηδενικό του στοιχείο είναι το (0M1 , 0M2 , . . . , 0Mk

). Το πρότυπο αυτό λέγεται εξωτερικό ευθύ
άθροισµα (ή γινόµενο) των M1,M2, . . . ,Mk.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.22. ΄Εστω M1, M2, . . . ,Mk υποπρότυπα ενός προτύπου M µε
M = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk.

Τότε υπάρχει ισοµορφισµός
M1 ×M2 × · · · ×Mk

∼= M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk = M .
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω ϕ : M1 ×M2 × · · · ×Mk →M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk µε

ϕ(x1, x2, . . . , xk) = x1 + x2 + · · ·+ xk.
Επειδή κάθε στοιχείο του M παριστάνεται µοναδικά ως άθροισµα x1 + x2 + · · ·+ xk, η ϕ είναι
επί. Προφανώς είναι R-γραµµική. ΄Εστω (x1, x2, . . . , xk) ∈ Kerϕ. Τότε x1 +x2 + · · ·+xk = 0M =
= 0M + 0M + · · · + 0M . Επειδή κάθε στοιχείο του M παριστάνεται µοναδικά ως άθροισµα
στοιχείων των Mi, έπεται ότι x1 = x2 = · · · = xk = 0M , άρα (x1, x2, . . . , xk) = (0M , 0M , . . . , 0M),
το οποίο είναι το µηδενικό στοιχείο του M1 ×M2 × · · · ×Mk. �

Το εξωτερικό ευθύ άθροισµα των R-προτύπων M1, M2, . . . ,Mk µπορεί να παρασταθεί ως ε-
σωτερικό ευθύ άθροισµα ισοµόρφων αντιγράφων των Mi.
΄Εστω M1, M2, . . . ,Mk R-πρότυπα. Για κάθε i = 1, 2, . . . , k ορίζουµε στο εξωτερικό ευθύ άθροι-
σµα M1 ×M2 × · · · ×Mk

M i = {(0M1 , 0M2 , . . . , 0Mi−1
, x
↑

i ϑέση

, 0Mi+1
, . . . , 0Mk

) | x ∈Mi}.

Το M i είναι προφανώς υποπρότυπο του M1 ×M2 × · · · ×Mk.
Τώρα, η απεικόνιση ϕi : Mi → M i µε ϕi(x) = (0M1 , 0M2 , . . . , 0Mi−1

, x
↑

i ϑέση

, 0Mi+1
, . . . , 0Mk

), για

κάθε x ∈Mi είναι προφανώς ισοµορφισµός R-προτύπων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.23. Σύµφωνα µε τους παραπάνω συµβολισµούς
M1 ×M2 × · · · ×Mk = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Η απόδειξη είναι άµεση, αφού το τυχόν στοιχείο (x1, x2, . . . , xk) του M1 ×M2×
× · · · ×Mk γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή
(x1, x2, . . . , xk) = (x1, 0M2 , . . . , 0Mk

) + (0M1 , x2, . . . , 0Mk
) + · · ·+ (0M1 , 0M2 , . . . , xk). �

Από τα παραπάνω καθίσταται ϕανερό ότι οι συµβολισµοίM1⊕M2⊕· · ·⊕Mk καιM1×M2×· · ·×
×Mk είναι

(
ως προς ισοµορφισµό

)
ισοδύναµοι και ϑα χρησιµοποιούνται αµφότεροι στα επόµε-

να, ανάλογα µε το ποιος είναι ο προσφορότερος στο εκάστοτε πρόβληµα. Ακόµα και στην
περίπτωση που τα πρότυπα M1,M2, . . . ,Mk δεν είναι υποπρότυπα ενός προτύπου M , µπορού-
µε να χρησιµοποιούµε τον συµβολισµόM1⊕M2⊕· · ·⊕Mk υπονοόντας σαφώς το ευθύ άθροισµα
M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk των ισοµόρφων αντιγράφων των M1,M2, . . . ,Mk.

Στην ειδική περίπτωση που το R-πρότυπο είναι ο ίδιος ο δακτύλιος R, τότε τα υποπρότυπά
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του είναι τα ιδεώδη του. ΄Εστω R µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος και S1, S2, . . . , Sk µη µηδε-
νικά ιδεώδη του R. Θα γράφουµε R = S1⊕ S2⊕ · · · ⊕ Sk αν ο R

(
ως R-πρότυπο

)
είναι το ευθύ

άθροισµα των S1, S2, . . . , Sk
(
ως R-υποπρότυπα

)
.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.24. ΄Εστω R = S1⊕S2⊕ · · ·⊕Sk, όπου S1, S2, . . . , Sk µη µηδενικά ιδεώδη του R.
Τότε ισχύουν τα εξής :
(i) SiSj = Si ∩ Sj = {0}, για i 6= j.
(ii) 1R = e1 + e2 + · · ·+ ek, e2

i = ei ∈ Si, για κάθε i και eiej = 0, για i 6= j.
(iii) Κάθε ιδεώδες Si είναι µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος. Το µοναδιαίο στοιχείο του είναι
το ei.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) SiSj ⊆ RSj ⊆ Sj. Οµοίως SiSj ⊆ SiR ⊆ Si. Εποµένως SiSj ⊆ Si ∩ Sj = {0},
γιατί το άθροισµα S1 ⊕ S2 ⊕ · · · ⊕ Sk είναι ευθύ.
(ii) ΄Εστω 1R = e1 + e2 + · · · + ek, όπου ei ∈ Si, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Τότε ei = 1R · ei =
= (e1 +e2 +· · ·+ek)ei = e1ei+e2ei+· · ·+ei−1ei+e

2
i +ei+1ei+· · ·+ekei. Αλλά ejei ∈ SjSi = {0},

για κάθε j 6= i. Εποµένως και e2
i = ei, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.

(iii) Το ότι κάθε ιδεώδες Si είναι µεταθετικός δακτύλιος το ξέρουµε. Τώρα, αν x ∈ Si, τότε
x = 1R · x = (e1 + e2 + · · ·+ ek)x = e1x+ e2x+ · · ·+ ekx. Για j 6= i έχουµε ejx ∈ SjSi = {0}.
΄Αρα ejx = 0, για κάθε j 6= i. Συνεπώς x = eix. ΄Αρα, εφόσον Si 6= {0}, ei 6= 0 και το ei είναι το
µοναδιαίο στοιχείο του δακτυλίου Si. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.25. Αν ισχύουν οι συνθήκες της προηγούµενης πρότασης, τότε λέµε ότι ο R είναι
το εσωτερικό ευθύ άθροισµα των δακτυλίων S1, S2, . . . , Sk.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.26. ΄Εστω R1, R2, . . . , Rk είναι µοναδιαίοι µεταθετικοί δακτύλιοι, τότε ϑέτουµε
R = R1 ×R2 × · · · ×Rk.

Ο R γίνεται µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος µε πράξεις
(r1, r2, . . . , rk) + (s1, s2, . . . , sk) = (r1 + s1, r2 + s2, . . . , rk + sk)

(
πρόσθεση

)
και (r1, r2, . . . , rk) · (s1, s2, . . . , sk) = (r1s1, r2s2, . . . , rksk)

(
πολλαπλασιασµός

)
.

Το µηδενικό στοιχείο του R είναι το 0R = (0R1 , 0R2 , . . . , 0Rk) και το µοναδιαίο το 1R =
= (1R1 , 1R2 , . . . , 1Rk).
Ο δακτύλιος R = R1 × R2 × · · · × Rk λέγεται εξωτερικό ευθύ άθροισµα των δακτυλίων
R1,R2, . . . ,Rk.

΄Οπως συµβαίνει µε τα πρότυπα, έτσι και µε τους δακτυλίους, το εξωτερικό ευθύ άθροισµα
των δακτυλίων R1, R2, . . . , Rk µπορεί να παρασταθεί ως εσωτερικό ευθύ άθροισµα ισόµορφων
αντιγράφων

(
ως προς ισοµορφισµό δακτυλίων

)
των Ri.

Θέτουµε Ri = {(0R1 , 0R2 , . . . , 0Ri−1
, r
↑

i ϑέση

, 0Ri+1
, . . . , 0Rk) | r ∈ Ri}. Το Ri είναι ιδεώδες του R,

αφού (0R1 , 0R2 , . . . , 0Ri−1
, r1, 0Ri+1

, . . . , 0Rk) + (0R1 , 0R2 , . . . , 0Ri−1
, r2, 0Ri+1

, . . . , 0Rk) =
= (0R1 , 0R2 , . . . , 0Ri−1

, r1 + r2, 0Ri+1
, . . . , 0Rk)

και (s1, s2, . . . , si−1, si, si+1, . . . , sk) · (0R1 , 0R2 , . . . , 0Ri−1
, r, 0Ri+1

, . . . , 0Rk) =
= (0R1 , 0R2 , . . . , 0Ri−1

, sir, 0Ri+1
, . . . , 0Rk) ∈ Ri.

Θεωρούµε την απεικόνιση ϕi : Ri → Ri µε ϕi(r) = (0R1 , 0R2 , . . . , 0Ri−1
, r
↑

i ϑέση

, 0Ri+1
, . . . , 0Rk), για

κάθε i = 1, 2, . . . , k. Εύκολα επαληθεύει κανείς ότι η ϕi είναι ισοµορφισµός δακτυλίων. Είναι
σαφές ότι R = R1 ⊕ R2 ⊕ · · · ⊕ Rk, δηλαδή ο R είναι ευθύ άθροισµα ισοµόρφων αντιγράφων
των δακτυλίων Ri, τα οποία

(
ισόµορφα αντίγραφα

)
είναι ιδεώδη του.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 3.27. ΄Εστω M = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk, όπου k ≥ 3 και 1 ≤ λ < k. Τότε
M =

(
M1 ⊕ · · · ⊕Mλ

)⊕(
Mλ+1 ⊕ · · · ⊕Mk

)
.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Κατ᾿ αρχάς τα αθροίσµατα M1 + · · ·+Mλ και Mλ+1 + · · ·+Mk είναι ευθέα. Αυτό

προκύπτει απ᾿ το γεγονός ότι Mi

⋂( ∑
1≤j≤λ
j 6=i

Mj

)
⊆ Mi

⋂( ∑
1≤j≤k
j 6=i

Mj

)
= {0} και παρόµοια

για το δεύτερο άθροισµα. ΄Εστω x ∈ M = M1 ⊕ M2 ⊕ · · · ⊕ Mk. Τότε υπάρχουν µοναδικά
xi ∈ Mi τέτοια, ώστε x = x1 + · · · + xλ + xλ+1 + · · · + xk. ΄Εστω x′ = x1 + · · · + xλ και
x′′ = xλ+1 + · · · + xk. Τότε x = x′ + x′′, όπου x′ ∈ M1 ⊕ · · · ⊕Mλ και x′′ ∈ Mλ+1 ⊕ · · · ⊕Mk.
Εποµένως M =

(
M1 ⊕ · · · ⊕Mλ

)
+
(
Mλ+1 ⊕ · · · ⊕Mk

)
.

Αρκεί να αποδείξουµε ότι
(
M1 ⊕ · · · ⊕ Mλ

)⋂ (
Mλ+1 ⊕ · · · ⊕ Mk

)
= {0}. ΄Εστω λοιπόν x ∈

∈
(
M1 ⊕ · · · ⊕Mλ

)⋂ (
Mλ+1 ⊕ · · · ⊕Mk

)
. Εφόσον x ∈ M1 ⊕ · · · ⊕Mλ, υπάρχουν µοναδικά

x1 ∈ M1, x2 ∈ M2,. . .,xλ ∈ Mλ τέτοια, ώστε x = x1 + · · · + xλ. Οµοίως, υπάρχουν µοναδικά
xλ+1 ∈ Mλ+1, . . . , xk ∈ Mk τέτοια, ώστε x = xλ+1 + · · · + xk. Εποµένως 0 = 0 + 0 + · · ·+ 0︸ ︷︷ ︸

k ϕορές

=

= x1 + · · · + xλ + (−xλ+1) + · · · + (−xk) µε x1 ∈ M1, . . . , xλ ∈ Mλ,−xλ+1 ∈ Mλ+1, . . . ,−xk ∈
∈ Mk. Επειδή το άθροισµα M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk είναι ευθύ, έπεται ότι x1 = x2 = · · · = xλ =
= 0
(
= −xλ+1 = · · · = −xk

)
. ΄Αρα x = x1 + · · ·+ xλ = 0. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.28. ΄Εστω M = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk και κάποιο από τα M1, . . . ,Mk, έστω το Mi

είναι το µηδενικό πρότυπο. Τότε M = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mi−1 ⊕Mi+1 ⊕ · · · ⊕Mk.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Αµεση, αφού κάθε στοιχείο x ∈ M γράφεται κατά τρόπο µοναδικό στη µορφή
x = x1 + · · · + xi−1 + 0M + xi+1 + · · · + xk = x1 + · · · + xi−1 + xi+1 + · · · + xk, όπου xj ∈ Mj,
για j 6= i και 0M ∈Mi = {0M}. �

Το υποπρότυπο N ενός ευθέος αθροίσµατος υποπροτύπων M = M1 ⊕ M2 ⊕ · · · ⊕ Mk δεν
είναι αναγκαστικά ευθύ άθροισµα υποπροτύπων N = N1 ⊕ · · · ⊕Nk, όπου Ni 6 Mi, για κάθε
i = 1, . . . , k. Πάρτε για παράδειγµα R = R και M = R2. Προφανώς R2 = V1 ⊕ V2, όπου
V1 = {(x, 0) | x ∈ R} και V2 = {(0, x) | x ∈ R}. Θεωρείστε το υποπρότυπο

(
διανυσµατικό

υπόχωρο
)
N = {(x, x) | x ∈ R}. Επειδή N ∩ V1 = N ∩ V2 = {(0, 0)}, το N δεν διασπάται σε

ευθύ άθροισµα υποχώρων των V1 και V2.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.29. ΄Εστω M = M1⊕ · · ·⊕Mk και N 6M µε N = N1⊕ · · ·⊕Nk, όπου Ni 6Mi,
για κάθε i = 1, . . . , k. Τότε

M
/
N
∼= M1

/
N1
× · · · × Mk

/
Nk

ή αλλιώς
M1 ×M2 × · · · ×Mk

/
N1 ×N2 × · · · ×Nk

∼= M1

/
N1
×M2

/
N2
× · · ·×Mk

/
Nk

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Ορίζουµε την απεικόνιση ϕ : M → M1

/
N1
× · · · × Mk

/
Nk

ως εξής : Κάθε
στοιχείο x του M γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή x = x1 + · · ·+ xk, όπου xi ∈Mi, για κάθε
i = 1, . . . , k. Θέτουµε ϕ(x) = ϕ(x1 + · · · + xk) = (x1 + N1, . . . , xk + Nk) ∈ M1

/
N1
× · · · ×

× Mk

/
Nk

. Επειδή το x γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή x1 + · · · + xk, η ϕ είναι καλά ορι-
σµένη. Είναι R-γραµµική, όπως εύκολα κανείς µπορεί να διαπιστώσει. Αν τώρα xi ∈ Mi, για
κάθε i = 1, . . . , k, τότε (x1 +N1, . . . , xk +Nk) = ϕ(x1 + · · ·+xk). Εποµένως η ϕ είναι επί. Απο-
µένει ο πυρήνας της. ΄Εστω x = x1 + · · ·+xk ∈ Kerϕ, όπου xi ∈Mi, για κάθε i = 1, . . . , k. Τότε
ϕ(x1 + · · · + xk) = (x1 + N1, . . . , xk + Nk) = (0M1/N1 , . . . , 0Mk/Nk) = (N1, . . . , Nk), ισοδύναµα
xi ∈ Ni, για κάθε i = 1, . . . , k. ∆ηλαδή x = x1 + · · · + xk ∈ N1 ⊕ · · · ⊕ Nk = N . Εποµένως
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Kerϕ = N και το αποτέλεσµα προκύπτει από το 1ο ϑεώρηµα ισοµορφισµών. Εποµένως η ϕ ε-
πάγεται έναν ισοµοφισµό ϕ : M

/
N → M1

/
N1
×· · ·× Mk

/
Nk

µε ϕ(x1+x2+· · ·+xk+N) =

= (x1 +N1, x2 +N2, . . . , xk +Nk).
Στην περίπτωση που έχουµε M1 ×M2 × · · · ×Mk

/
N1 ×N2 × · · · ×Nk

η παραπάνω απόδει-

ξη είναι παρόµοια : Ορίζουµε την ϕ : M1 ×M2 × · · · ×Mk → M1

/
N1
× · · · × Mk

/
Nk

µε

ϕ(x1, x2, . . . , xk) =
(
x1 + N1, x2 + N2, . . . , xk + Nk

)
και προχωράµε παρόµοια όπως προηγου-

µένως. �

Μέσω της ταύτισης x+Ni = (0M1/N1 , . . . , 0Mi−1/Ni−1
, x+Ni, 0Mi+1/Ni+1

, . . . , 0Mk/Nk), όπου x ∈Mi,
για κάθε i = 1, 2, . . . , k, µπορούµε να γράψουµε

M1 ⊕+ · · ·+⊕Mk

/
N1 ⊕+ · · ·+⊕Nk

∼= M1
/
N1
⊕ · · ·⊕Mk

/
Nk

,

όπου το τυχόν στοιχείο στο δεύτερο µέλος της παραπάνω σχέσης γράφεται
(x1 +N1) + (x2 +N2) + · · ·+ (xk +Nk)

µε πρόσθεση
(
(x1 +N1)+(x2 +N2)+ · · ·+(xk+Nk)

)
+
(
(y1 +N1)+(y2 +N2)+ · · ·+(yk+Nk)

)
=

= (x1 + y1 +N1) + (x2 + y2 +N2) + · · ·+ (xk + yk +Nk) και ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό
r ·
(
(x1 +N1) + (x2 +N2) + · · ·+ (xk +Nk)

)
= (rx1 +N1) + (rx2 +N2) + · · ·+ (rxk +Nk),

όπου xi, yi ∈Mi, για κάθε i = 1, 2, . . . , k και r ∈ R.

ΠΟΡΙΣΜΑ 3.30. ΄Εστω M = M1 ⊕ · · · ⊕Mk. Τότε, αν i ∈ {1, . . . , k} ισχύει ότι
M
/
Mi

= M1 ⊕ · · · ⊕Mk

/
Mi

∼= M1 ⊕ · · · ⊕Mi−1 ⊕Mi+1 ⊕ · · · ⊕Mk

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Βάσει του ϕυσικού ισοµορφισµού M1 ⊕ · · · ⊕Mk
∼= M1 × · · · ×Mk, όπου το Mi

ταυτίζεται µε το M i = {0M}× · · · ×Mi× · · · × {0M} και της προηγούµενης πρότασης, έχουµε:
M
/
Mi

= M1 × · · · ×Mk

/
M i

= M1 × · · · ×Mi × · · · ×Mk

/
{0M} × · · · ×Mi × · · · × {0M}

∼= M1

/
{0M} × · · · ×

Mi−1

/
{0M} ×

Mi

/
Mi
× Mi+1

/
{0M} × · · · ×

Mk

/
{0M}

∼=
∼= M1 × · · · ×Mi−1 × {0M} ×Mi+1 × · · · ×Mk

∼= M1 × · · · ×Mi−1 ×Mi+1 × · · · ×Mk.
Μια πιο ϕυσιολογική απόδειξη ϐέβαια, χωρίς να στηρίζεται στην προηγούµενη πρόταση είναι η
ακόλουθη: Ορίζουµε την απεικόνιση
ϕ : M = M1⊕ · · · ⊕Mi−1⊕Mi⊕Mi+1⊕ · · · ⊕Mk →M1⊕ · · · ⊕Mi−1⊕Mi+1⊕ · · · ⊕Mk κατά
τον προφανή τρόπο: x1 + · · ·+ xi−1 + xi + xi+1 + · · ·+ xk

ϕ7→ x1 + · · ·+ xi−1 + xi+1 + · · ·+ xk,
όπου xi ∈ Mi, για κάθε i = 1, . . . , k. Η ϕ είναι προφανώς R-γραµµική και επί. Πυρήνας της
είναι προφανώς το Mi. �

Χρησιµοποιώντας την πρόταση 3.27 και το γεγονός ότι το ευθύ άθροισµα δεν εξαρτάται από
τη σειρά αναγραφής των υποπροτύπων συνάγουµε το ακόλουθο πόρισµα:

ΠΟΡΙΣΜΑ 3.31. Αν 1 ≤ λ1 < λ2 < · · · < λt ≤ k, όπου 1 ≤ t ≤ k, τότε
M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk

/
Mλ1 ⊕ · · · ⊕Mλt

∼=
⊕
j 6=λi

για κάθε i=1,...,t

Mj

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Επειδή M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk = Mσ(1) ⊕Mσ(2) ⊕ · · · ⊕Mσ(k) για κάθε µετάθεση
σ των δεικτών 1, 2, . . . , k µπορούµε να υποθέσουµε ότι λi = i, για κάθε i = 1, 2, . . . , t. Αρκεί
λοιπόν να δείξουµε ότι

M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mt ⊕Mt+1 ⊕ · · · ⊕Mk

/
M1 ⊕ · · · ⊕Mt

∼= Mt+1 ⊕Mt+2 ⊕ · · · ⊕Mk
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Αλλά µε ϐάση την πρόταση 3.27 έχουµε
M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk =

(
M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mt

)⊕(
Mt+1 ⊕ · · · ⊕Mk

)
.

Εφαρµόζουµε τώρα το προηγούµενο πόρισµα και παίρνουµε
M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mt ⊕Mt+1 ⊕ · · · ⊕Mk

/
M1 ⊕ · · · ⊕Mt

=

=

(
M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mt

)⊕(
Mt+1 ⊕ · · · ⊕Mk

)/
M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mt

∼=
∼= Mt+1 ⊕ · · · ⊕Mk. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.32.
(
ΚΙΝΕΖΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΥΠΟΛΟΙΠΩΝ

)
: ΄Εστω R ένας µοναδιαίος µεταθετι-

κός δακτύλιος και I, J ιδεώδη του. Υποθέτουµε ότι R = I + J . Τότε
(i) I ∩ J = IJ .
(ii) Υπάρχει ισοµορφισµός δακτυλίων R

/
I ∩ J ∼= R

/
I × R

/
J .

(iii) Τα παραπάνω αποτελέσµατα γενικεύονται επαγωγικά ως εξής :
΄Εστω I1, I2, . . . , Ik ιδεώδη του R µε k ≥ 2. Υποθέτουµε ότι Ii + Ij = R, για κάθε i 6= j. Τότε
α) I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ik = I1I2 · · · Ik και
ϐ) R

/
I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ik

∼= R
/
I1
× R

/
I2
× · · · × R

/
Ik

.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) Προφανώς IJ ⊆ I ∩ J . ΄Εστω τώρα α ∈ I ∩ J . Επειδή I + J = R, υπάρχουν
x ∈ I και y ∈ J τέτοια, ώστε 1R = x + y. Εποµένως α = 1R · α = (x + y)α = xα + yα. Αλλά
x ∈ I και α ∈ I ∩ J ⊆ J . Εποµένως xα ∈ IJ . Οµοίως, y ∈ J και α ∈ I ∩ J ⊆ I. Εποµένως
yα ∈ JI = IJ . Συµπεραίνουµε ότι α = xα + yα ∈ IJ .
(ii) Ορίζουµε την απεικόνιση ϕ : R

/
I ∩ J → R

/
I × R

/
J µε

ϕ(r + I ∩ J) = (r + I, r + J), για κάθε r ∈ R.
1) Η ϕ είναι καλά ορισµένη. Πράγµατι, έστω r+I∩J = r′+I∩J ⇔ r−r′ ∈ I∩J . Τότε r−r′ ∈ I
και r − r′ ∈ J . ΄Αρα r + I = r′ + I και r + J = r′ + J , δηλαδή (r + I, r + J) = (r′ + I, r′ + J).
2) Είναι σαφές ότι η ϕ είναι οµοµορφισµός µοναδιαίων µεταθετικών δακτυλίων.

(
Ο δακτύλιος

R
/
I × R

/
J είναι το εξωτερικό ευθύ άθροισµα των δακτυλίων R

/
I και R

/
J
)
.

3) ΄Εστω (r + I, s + J) ∈ R
/
I × R

/
J . Θέτουµε r′ = yr + xs, όπου x + y = 1R, όπως προη-

γουµένως. Τότε r′+ I = yr+xs+ I =
x∈I

yr+ I =
x∈I

xr+yr+ I = (x+y)r+ I = 1R · r+ I = r+ I

και r′ + J = yr + xs + J =
y∈J

xs + J =
y∈J

xs + ys + J = (x + y)s + J = 1R · s + J = s + J .

Εποµένως (r + I, s+ J) = (r′ + I, r′ + J) = ϕ(r′ + I ∩ J). Εποµένως η ϕ είναι επιµορφισµός.
4) ΄Εστω r + I ∩ J ∈ Kerϕ. Ισοδύναµα (r + I, r + I) = (0R/I , 0R/J) = (I, J). Ισοδύναµα
r + I = I ⇔ r ∈ I και r + J = J ⇔ r ∈ J , δηλαδή r ∈ I ∩ J ⇔ r + I ∩ J = 0R/I∩J . ΄Αρα η ϕ
είναι µονοµορφισµός.
(iii) Υποθέτουµε ότι τα αποτελέσµατα ισχύουν για k ≥ 2 ιδεώδη. ΄Εστω λοιπόν I1, I2, . . . , Ik, Ik+1

ιδεώδη µε Ii + Ij = R, για κάθε i 6= j. Αποδεικνύουµε πρώτα επαγωγικά ότι αν α1, α2, . . . , αn ∈
∈ I, όπου I ιδεώδες του R, τότε (1 − α1)(1 − α2) · · · (1 − αn) = 1 − β, όπου β ∈ I. Για n = 1
είναι προφανές. ΄Εστω ότι (1 − α1)(1 − α2) · · · (1 − αn) = 1 − β, για κάποιο β ∈ I. Τότε
(1 − α1)(1 − α2) · · · (1 − αn)(1 − αn+1) = (1 − β)(1 − αn+1) = 1 − (β + αn+1 − βαn+1), όπου
προφανώς β′ = β + αn+1 − βαn+1 ∈ I.
Τώρα, από κάθε σχέση της µορφής Ii + Ik+1 = R, για i = 1, 2, . . . , k παίρνουµε xi + αi = 1,
όπου xi ∈ Ii και αi ∈ Ik+1. Ισοδύναµα, έχουµε τις σχέσεις :
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x1 = 1− α1

x2 = 1− α2

...

xk = 1− αk
Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη και µε ϐάση την προηγούµενη επαγωγική απόδειξη συνάγουµε
ότι x1x2 · · ·xk = 1 − β, όπου β ∈ Ik+1. Αλλά x1x2 · · ·xk ∈ I1I2 · · · Ik = I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ik,
ϐάσει της επαγωγικής υπόθεσης. Επειδή x1x2 · · ·xk + β = 1, έπεται ότι I1 ∩ · · · ∩ Ik ∩ Ik+1 =
= (I1 ∩ · · · ∩ Ik) ∩ Ik+1 = (I1 · · · Ik) ∩ Ik+1 = (I1 · · · Ik)Ik+1 = I1 · · · IkIk+1 και υπάρχει ισοµορ-
ϕισµός δακτυλίων
R
/
I1 ∩ · · · ∩ Ik ∩ Ik+1

∼= R
/
I1 ∩ · · · ∩ Ik

× R
/
Ik+1

∼=
επαγωγική
υπόθεση

R
/
I1
×· · ·× R

/
Ik
× R

/
Ik+1

.

�

Η παραπάνω γενικευµένη µορφή του κινεζικού ϑεωρήµατος υπολοίπων είναι προφανώς ε-
µπνευσµένη από την κλασική µορφή του ϑεωρήµατος στη στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών. Εκεί
δουλεύουµε στο Z που είναι ευκλείδειος περιοχή, άρα περιοχή κυρίων ιδεωδών. ∆ύο ϑετικοί
ακέραιοι m,n ∈ Z είναι πρώτοι µεταξύ τους αν και µόνον αν υπάρχουν ακέραιοι x, y τέτοιοι,
ώστε mx+ ny = 1. Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να πούµε ότι το άθροισµα των ιδεωδών (m) και
(n) ισούται µε Z. Το ότι το σύστηµα

x ≡ α1 mod m1

x ≡ α2 mod m2

...

xk ≡ αk mod mk

έχει µοναδική λύση modulo m1m2 · · ·mk, όπου (mi,mj) = 1 ⇔ (mi) + (mj) = Z, για κάθε
i 6= j και για κάθε k-άδα ακεραίων α1, α2, . . . , αk σηµαίνει ότι υπάρχει ισοµορφισµός

Zm1×Zm2×· · ·×Zmk = Z
/
m1Z

× Z
/
m2Z

×· · ·× Z
/
mkZ

∼= Z
/
m1Z ∩m2Z ∩ · · · ∩mkZ

=

= Z
/

(m1)(m2) · · · (mk)
= Zm1m2···mk .

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.33. ΄Εστω I ιδεώδες ενός µοναδιαίου µεταθετικού δακτυλίου καιM έναR-πρότυπο.
Το IM είναι το υποπρότυπο του M που παράγεται από όλα τα στοιχεία sx, όπου s ∈ I και
x ∈M .

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.34. ΄Εστω I ιδεώδες ενός µοναδιαίου µεταθετικού δακτυλίου και M ένα R-
πρότυπο. Το IM αποτελείται από όλους τους πεπερασµένους γραµµικούς συνδυασµούς της
µορφής

∑n
i=1 sixi, όπου n ϑετικός ακέραιος και si ∈ I και xi ∈M , για κάθε i = 1, . . . , n.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αρκεί να επαληθεύσουµε ότι το άθροισµα
∑m

i=1 rixi +
∑n

j=1 sjyj =
∑m+n

i=1 r′ix
′
i,

όπου r′i = ri ∈ I, x′i = xi ∈ M , για κάθε i = 1, . . . ,m και r′i+1 = si ∈ I και x′i+1 = yi ∈ M , για
κάθε i = 1, . . . , n και το γινόµενο r ·

∑m
i=1 rixi =

∑m
i=1(rri)xi, όπου r ∈ R και ri ∈ I, για κάθε

i = 1, . . . ,m είναι τέτοιοι γραµµικοί συνδυασµοί, το οποίο όπως δείξαµε ισχύει. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.35. (i) ΄Εστω I γνήσιο ιδεώδες ενός µοναδιαίου µεταθετικού δακτυλίου και M
ένα R-πρότυπο. Το R-πρότυπο πηλίκο M

/
IM γίνεται κατά τον προφανή τρόπο ένα R

/
I -

πρότυπο. Ιδιαιτέρως, αν το I είναι µέγιστο ιδεώδες του R, τότε το M
/
IM είναι ένας
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R
/
I -διανυσµατικός χώρος.

(
Βλέπε πρόταση 1.26

)
.

(ii) ΑνM ,N είναιR-πρότυπα, I ένα γνήσιο ιδεώδες τουR και f : M → N έναςR-οµοµορφισµός,
τότε ο f επάγεται έναν R

/
I -οµοµορφισµό f̄ : M

/
IM → N

/
IN µε

f(x+ IM) = f(x) + IN , για κάθε x ∈M .
Ιδιαιτέρως, αν ο f είναι R-επιµορφισµός, τότε και ο f̄ είναι R

/
I -επιµορφισµός. Αν ο f είναι

R-ισοµορφισµός, τότε και ο f̄ είναι R
/
I -ισοµορφισµός.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) Η πρόσθεση στο M
/
IM είναι καλά ορισµένη. ΄Οσον αφορά τον ϐαθµωτό πολ-

λαπλασιασµό, ορίζουµε (r+ I)(x+ IM) = rx+ IM . Ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός είναι καλά
ορισµένος, αφού αν r + I = r′ + I ⇔ r − r′ ∈ I και x + IM = x′ + IM ⇔ x − x′ ∈ IM , τότε
rx− r′x′ = (r − r′)︸ ︷︷ ︸∈

I

x+ r′(x− x′) ∈ IM + (RI)M ⊆ IM + IM ⊆ IM .

1) (r + I)
(
(x+ IM) + (y + IM)

)
= (r + I)(x+ y + IM) = r(x+ y) + IM = rx+ ry + IM =

= (rx+ IM) + (ry + IM) = (r + I)(x+ IM) + (r + I)(y + IM),
2)
(
(r + I) + (r′ + I)

)
(x+ IM) = (r + r′ + I)(x+ IM) = (r + r′)x+ IM = rx+ r′x+ IM =

= (rx+ IM) + (r′x+ IM) = (r + I)(x+ IM) + (r′ + I)(x+ IM),
3) (r1 + I)

(
(r2 + I)(x + IM)

)
= (r1 + I)(r2x + IM) = r1(r2x) + IM = (r1r2)x + IM =

= (r1r2 + I)(x+ IM) =
(
(r1 + I)(r2 + I)

)
(x+ IM) και

4) (1R + I)(x+ IM) = 1R · x+ IM = x+ IM .
(ii) ΄Εστω x + IM = x′ + IM ⇔ x − x′ ∈ IM . Τότε f(x) − f(x′) = f(x − x′) ∈ f(IM) ⊆
⊆ If(M) ⊆ IN . Εποµένως f(x) + IN = f(x′) + IN . ΄Αρα η f̄ είναι καλά ορισµένη.
1) f̄

(
(x + IM) + (y + IM)

)
= f̄((x + y) + IM) = f(x + y) + IN = f(x) + f(y) + IN =

= (f(x) + IN) + (f(y) + IN) = f̄(x+ IM) + f̄(y + IM),
2) f̄

(
(r + I)(x + IM)

)
= f̄(rx + IM) = f(rx) + IN = rf(x) + IN = (r + I)

(
f(x) + IN

)
=

= (r + I)f̄(x+ IM). Εποµένως η f̄ είναι R
/
I -οµοµορφισµός.

΄Εστω ότι η f : M → N είναι επιµορφισµός. Αν y + IN ∈ N
/
IN , τότε y = f(x), για κάποιο

x ∈M . Εποµένως y + IN = f(x) + IN = f̄(x+ IM) και η f̄ είναι επί.
΄Εστω ότι η f είναι R-ισοµορφισµός. Τότε η f είναι επί. Υποθέτουµε ότι x + IM ∈ Kerf̄ . Τότε
f(x) ∈ IN και συνεπώς f(x) =

∑k
i=1 siyi, όπου si ∈ I και yi ∈ N , για κάθε i = 1, . . . , k.

Εφόσον η f είναι επί, υπάρχουν x1, . . . , xk ∈ M τέτοια, ώστε yi = f(xi), για κάθε i = 1, . . . , k.
Προφανώς

∑k
i=1 sixi ∈ IM . Εποµένως f(x −

∑k
i=1 sixi) = f(x) −

∑k
i=1 sif(xi) =

∑k
i=1 siyi−

−
∑k

i=1 siyi = 0N . Επειδή η f είναι R-ισοµορφισµός, έπεται ότι x =
∑k

i=1 sixi ∈ IM ⇔
⇔ x+ IM = IM = 0M/IM . �

3.5 Ελεύθερα Πρότυπα

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.36. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο και x ∈ M . Ο µηδενιστής AnnR(x) του x είναι
το υποσύνολο του R που µηδενίζει το x, δηλαδή

AnnR(x) = {r ∈ R | rx = 0M}.
Γενικότερα, ο µηδενιστής

(
annihilator

)
AnnR(X) ενός µη κενού υποσυνόλου X του

M είναι το σύνολο
AnnR(X) = {r ∈ R | rx = 0M , για κάθε x ∈ X}.

Αν X = M , τότε µιλάµε για τον µηδενιστή AnnR(M) όλου του προτύπου M .

Είναι σαφές ότι AnnR(X) =
⋂
x∈X

AnnR(x). ΄Οταν ο δακτύλιος R είναι δεδοµένος, µπορούµε
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να γράφουµε απλά Ann(X) αντί AnnR(X).

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.37. Ο µηδενιστής Ann(X) ενός µη κενού υποσυνόλου X τουM είναι ιδεώδες του
R.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω r1, r2 ∈ Ann(X), δηλαδή r1x = r2x = 0M , για κάθε x ∈ X. Τότε (r1+r2)x =
= r1x+ r2x = 0M + 0M = 0M , για κάθε x ∈ X, ήτοι r1 + r2 ∈ Ann(X).
Τώρα, αν r ∈ Ann(X) και r′ ∈ R, τότε (r′r)x = r′(rx) = r′0M = 0M , για κάθε x ∈ X, δηλαδή
r′r ∈ Ann(X). �

Υπενθυµίζουµε ότι ένα R-πρότυπο λέγεται κυκλικό αν παράγεται από ένα στοιχείο του x και
συµβολίζεται µε Rx ή (x).

(
Βλέπε ορισµό 3.7

)
. Αν (x) ένα κυκλικό R-πρότυπο, τότε είναι

σαφές ότι η απεικόνιση g : R → (x) = Rx µε g(r) = rx είναι R-επιµορφισµός µε πυρήνα τον
µηδενιστή Ann(x) του x. Από το 1ο ϑεώρηµα ισοµορφισµών προκύπτει ότι (x) ∼= R

/
Ann(x).

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.38. ∆ύο κυκλικά πρότυπα (x) και (y) είναι ισόµορφα αν και µόνον αν
Ann(x) = Ann(y).

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Σύµφωνα µε τα παραπάνω, αρκεί να δείξουµε ότι R
/
I
∼= R

/
J
(
ως R-πρότυπα

)
,

για δύο ιδεώδη I και J του R, αν και µόνον αν I = J .
΄Εστω λοιπόν ότι R

/
I
∼= R

/
J .
(
Το αντίστροφο είναι προφανές

)
. ΄Εστω επίσης

ϕ : R
/
I → R

/
J

ο αντίστοιχος R-ισοµορφισµός. Υποθέτουµε ότι r /∈ I ⇔ r + I 6= 0R/I . Τότε και ϕ(r + I) 6=
6= 0R/J = J . Αν ϕ(1R + I) = s + J , τότε ϕ(r + I) = ϕ(r(1R + I)) = rϕ(1R + I) = rs + J . Αν
r ∈ J , τότε rs ∈ J ⇔ rs+ J = 0R/J = J , δηλαδή ϕ(r + I) = 0R/J , αντίφαση. Εποµένως r /∈ J .
Παρόµοια, µέσω της ϕ−1 : R

/
J → R

/
I προκύπτει ότι αν r /∈ J , τότε και r /∈ I. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.39. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο και X ⊆ M . Το X λέγεται R-γραµµικώς εξαρ-
τηµένο

(
απλά γραµµικά εξαρτηµένο

)
αν υπάρχουν πεπερασµένα το πλήθος στοιχεία του

x1, x2, . . . , xk, διαφορετικά ανά δύο, όπου k ϑετικός ακέραιος και r1, r2, . . . , rk ∈ R, όχι όλα
µηδέν, τέτοια ώστε

r1x1 + r2x2 + · · ·+ rkxk = 0M .
Σε αντίθετη περίπτωση το X λέγεται γραµµικώς ανεξάρτητο.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ : 1) ΠΡΟΣΟΧΗ! Με ϐάση τον προηγούµενο ορισµό, το ∅∅∅ είναι γραµµι-
κώς ανεξάρτητο. Αν δεν ήταν, ϑα υπήρχαν (;) x1, . . . , xk ∈ ∅ και r1, r2, . . . , rk ∈ R τέτοια,
ώστε... Υπάρχουν x1, . . . , xk ∈ ∅∅∅; Προφανώς όχι. Το ∅ είναι λοιπόν γραµµικώς ανεξάρτητο,
ενώ το {0M}, επίσης προφανώς, δεν είναι.
2) Από τον ορισµό προκύπτει ότι αν X = {x1, x2, . . . , xk} 6= ∅ είναι ένα µη κενό πεπερασµένο
γραµµικώς ανεξάρτητο σύνολο

(
µε xi 6= xj, για i 6= j

)
, τότε από κάθε σχέση της µορφής

r1x1 + r2x2 + · · ·+ rkxk = 0M
συνάγουµε ότι r1 = r2 = · · · = rk = 0R. Τότε τα στοιχεία του x1, x2, . . . , xk λέγονται R-
γραµµικώς ανεξάρτητα ή απλά γραµµικώς ανεξάρτητα.

Εµείς ϑα ασχοληθούµε µε πεπερασµένα παραγόµενα R-πρότυπα.
(
Βλέπε ορισµό 3.7

)
.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.40. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο και {e1, e2, . . . , ek} ένα µη κενό υποσύνολο του M
µε k ακριβώς στοιχεία, όπου k ϑετικός ακέραιος.

(
∆ηλαδή ei 6= ej, για i 6= j

)
. Τα επόµενα είναι
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ισοδύναµα:
(i) Τα e1, e2, . . . , ek είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και παράγουν το M .
(ii) M = (e1)⊕ (e2)⊕ · · · (ek) και Ann(ei) = {0R}, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
(iii) Για κάθε x ∈M υπάρχουν µοναδικά r1, r2, . . . , rk ∈ R τέτοια, ώστε

x = r1e1 + r2e2 + · · ·+ rkek.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i)⇒ (ii) Προφανώς M =
k∑
i=1

(ei) =
k∑
i=1

Rei, από την υπόθεση.

΄Εστω y ∈ (ei)
⋂∑

j 6=i
(ej). Τότε y ∈ (ei) ⇔ y = rei, για κάποιο r ∈ R. Από την άλλη µεριά,

y ∈
⋂∑

j 6=i
(ej) ⇒ y =

∑
j 6=i

rjej, για κάποια r1, . . . , ri−1, ri+1, . . . , rk ∈ R. Εποµένως έχουµε τη

σχέση
rei = r1e1 + · · ·+ ri−1ei−1 + ri+1ei+1 + · · ·+ rkek ⇔

r1e1 + · · ·+ ri−1ei−1 + (−r)ei + ri+1ei+1 + · · ·+ rkek = 0M .
Επειδή τα e1, e2, . . . , ek είναι γραµµικώς ανεξάρτητα ϑα έχουµε r1 = · · · = ri−1 = −r = ri+1 =
= · · · = rk = 0R. Αλλά −r = 0R ⇔ r = 0R ⇒ y = rei = 0Rei = 0M .
Τώρα, αν r ∈ Ann(ei)⇔ rei = 0M , τότε 0M = 0Re1 + · · · + 0Rei−1 + rei + 0Rei+1 + · · · + 0Rek
και από τη γραµµική ανεξαρτησία των e1, . . . , ek προκύπτει ότι r = 0R.
(ii)⇒ (iii) ΄Εστω x ∈M = Re1⊕Re2⊕ · · · ⊕Rek. Τότε x = r1e1 + r2e2 + · · ·+ rkek, για κάποια
r1, r2, . . . , rk ∈ R. ΄Εστω ότι x = s1e1 + s2e2 + · · · + skek, για κάποια s1, s2, . . . , sk ∈ R. Θα
δείξουµε ότι si = ri, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Προφανώς έχουµε
(r1 − s1)e1 + · · ·+ (ri−1 − si−1)ei−1 + (ri − si)ei + (ri+1 − si+1)ei+1 + · · ·+ (rk − sk)ek = 0M ⇔
⇔ (si − ri)ei = (r1 − s1)e1 + · · · + (ri−1 − si−1)ei−1 + (ri+1 − si+1)ei+1 + · · · + (rk − sk)ek ∈
∈ (ei)

⋂∑
j 6=i

(ej) = {0M}, γιατί το άθροισµα
∑k

t=1(et) είναι ευθύ. Συνεπώς si − ri ∈ Ann(ei) =

= {0R} ⇔ si = ri.
(iii) ⇒ (i) Εφόσον κάθε στοιχείο του M γράφεται στη µορφή r1e1 + r2e2 + · · · + rkek, όπου
ri ∈ R, για κάθε i = 1, 2, . . . , k, τα e1, e2, . . . , ek παράγουν το M .
Αν r1e1 + r2e2 + · · · + rkek = 0M = 0R · e1 + 0R · e2 + · · · + 0R · ek, τότε από τη µοναδικότητα
των συντελεστών ri προκύπτει ότι ri = 0R, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.41. ΄ΕστωM ένα R-πρότυπο και e1, e2, . . . , ek
(
k ϑετικός ακέραιος

)
στοιχεία τουM

που πληρούν τις ισοδύναµες συνθήκες της προηγούµενης πρότασης. Τότε το M λέγεται ελεύ-
ϑερο R-πρότυπο µε ϐάση το σύνολο {e1, e2, . . . , ek}. Το τετριµµένο-µηδενικό πρότυπο
ϑεωρείται ελεύθερο µε ϐάση το κενό σύνολο. Συνήθως ένα ελεύθερο R-πρότυπο συµβο-
λίζεται µε το γράµµα F , ίσως από τη λέξη «free».

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.42. ΄Ενα ελεύθερο R-πρότυπο F µε ϐάση {e′1, e′2, . . . , e′k} είναι ισόµορφο µε το
Rk = {(r1, r2, . . . , rk) | ri ∈ R, για κάθε i = 1, 2, . . . , k}.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω ϕ : Rk → F µε ϕ(r1, r2, . . . , rk) = r1e

′
1 + r2e

′
2 + · · · + rke

′
k. Η ϕ είναι προ-

ϕανώς R-γραµµική και επί, αφού κάθε στοιχείο του F γράφεται
(
κατά µοναδικό τρόπο

)
ως

R-γραµµικός συνδυασµός των e′1, e′2, . . . , e′k.
΄Εστω (r1, r2, . . . , rk) ∈ Kerϕ. Τότε r1e

′
1 + r2e

′
2 + · · · + rke

′
k = 0F . Επειδή τα e′1, e

′
2, . . . , e

′
k εί-

ναι γραµµικά ανεξάρτητα, συµπεραίνουµε ότι r1 = r2 = · · · = rk = 0R ⇔ (r1, r2, . . . , rk) =
= (0R, 0R, . . . , 0R) = 0Rk . �

Σηµειώνουµε ότι ϕ(ei) = e′i, για κάθε i = 1, 2, . . . , k, όπου e1 = (1R, 0R, 0R, . . . , 0R), e2 =
= (0R, 1R, 0R, . . . , 0R),. . .,ek = (0R, 0R, 0R, . . . , 1R) η συνήθης ϐάση του Rk.
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ΠΟΡΙΣΜΑ 3.43. ΄Εστω F , F ′ δύο ελεύθερα R-πρότυπα µε ϐάσεις {v1, v2, . . . , vm} και {u1, u2,
, . . . , un} αντίστοιχα. Τότε F ∼= F ′ αν και µόνον αν Rm ∼= Rn. �

ΛΗΜΜΑ 3.44. ΄Εστω m ϑετικός ακέραιος. Αν I είναι ιδεώδες του R, τότε IRm = I(m), όπου
I(m) = I × I × · · · × I︸ ︷︷ ︸

m ϕορές

= {(s1, s2, . . . , sm) | si ∈ I, για κάθε i = 1, 2, . . . ,m}.

Αν I είναι µέγιστο ιδεώδες του R,
(
αποδείξαµε ότι υπάρχει τέτοιο µέγιστο ιδεώδες-πρόταση

1.30
)
, τότε το R

m
/
IRm = Rm

/
I(m) καθίσταται K-διανυσµατικός χώρος διάστασης m, όπου

K = R
/
I.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω I ένα ιδεώδες του δακτυλίου R. Θεωρούµε το R-υποπρότυπο IRm. Το υπο-
πρότυπο αυτό είναι το I(m) = {(s1, s2, . . . , sm) | si ∈ I, για κάθε i = 1, 2, . . . ,m}. Πράγµατι, τα
στοιχεία του IRm παράγονται από στοιχεία της µορφής sx, όπου s ∈ I και x = (r1, r2, . . . , rm) ∈
∈ Rm. Αλλά sx = s(r1, r2, . . . , rm) = (sr1, sr2, . . . , srm) = (s1, s2, . . . , sm), όπου si = sri ∈ I,
για κάθε i = 1, 2, . . . ,m. Εποµένως sx ∈ I(m), για κάθε s ∈ I και x ∈ Rm και συνεπώς
IRm ⊆ I(m).
Αντιστρόφως, κάθε στοιχείο (s1, s2, . . . , sm) = s1(1R, 0R, 0R, . . . , 0R) + s2(0R, 1R, 0R, . . . , 0R)+
+ · · ·+ sm(0R, 0R, 0R, . . . , 1R) του I(m) είναι στοιχείο του IRm.
΄Εστω I µέγιστο ιδεώδες του R. Σύµφωνα µε την πρόταση 3.35 το πρότυπο-πηλίκο Rm/

IRm =

= Rm/
I(m) καθίσταται K = R

/
I -διανυσµατικός χώρος. Σύµφωνα τώρα µε την πρόταση 3.29

υπάρχει R-ισοµορφισµός ϕ

Rm/
IRm = Rm/

I(m) =

m ϕορές︷ ︸︸ ︷
R×R× · · · ×R

/
I × I × · · · × I︸ ︷︷ ︸

m ϕορές

ϕ−→ R
/
I ×R

/
I × · · · ×R

/
I︸ ︷︷ ︸

m ϕορές

=

= K×K× · · · ×K︸ ︷︷ ︸
m ϕορές

= Km. Ο ϕ είναι στην πραγµατικότητα ισοµορφισµόςK = R
/
I -διανυσµατι-

κών χώρων. Πράγµατι, ϕ
(
(r + I)

(
(r1, r2, . . . , rm) + I(m))

)
= ϕ

(
r(r1, r2, . . . , rm) + I(m)

)
=

= ϕ
(
(rr1, rr2, . . . , rrm)+I(m)

)
= (rr1+I, rr2+I, . . . , rrm+I) = (r+I)(r1+I, r2+I, . . . , rm+I) =

= (r + I)ϕ
(
(r1, r2, . . . , rm) + I(m)

)
. �

Σηµείωση: Χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό I(m) αντί του Im για το ιδεώδες I × I · · · × I︸ ︷︷ ︸
m ϕορές

του Rm για να µην υπάρξει σύγχυση µε το ιδεώδες I · I · · · I︸ ︷︷ ︸
m ϕορές

.

ΠΟΡΙΣΜΑ 3.45. ΄Εστω m,n ϑετικοί ακέραιοι. Τότε Rm ∼= Rn αν και µόνον αν m = n.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αν m = n δεν έχουµε τίποτα να αποδείξουµε. ΄Εστω Rm ∼= Rn. Από το (ii) της
πρότασης 3.35 ο ισοµορφισµός αυτός επάγεται έναν ισοµορφισµό των K = R

/
I-διανυσµατικών

χώρων Rm/
IRm και Rn/

IRn , διαστάσεων m και n αντίστοιχα. Εποµένως m = n. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 3.46. ΄Εστω F ένα ελεύθερο R-πρότυπο µε ϐάση {e1, e2, . . . , em}. Τότε το πλήθος m
των στοιχείων της ϐάσης του είναι σταθερό, δηλαδή ανεξάρτητο από τη συγκεκριµένη ϐάση.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Σύµφωνα µε την πρόταση 3.42 το F είναι ισόµορφο µε το Rm. Αν το F είχε και µια
άλλη ϐάση {u1, u2, . . . , un} µε πλήθος στοιχείων n, τότε ϑα είχαµε επίσης F ∼= Rn. Εποµένως
Rm ∼= F ∼= Rn ⇒ m = n. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.47. Το πλήθος των στοιχείων της ϐάσης ενός ελεύθερου R-προτύπου F
(
η ϐάση
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είναι πεπερασµένο σύνολο
)
ονοµάζεται ϐαθµός του F και συµβολίζεται µε rankRF ή απλά µε

rankF . Ως ϐαθµό του µηδενικού προτύπου ορίζουµε το µηδέν.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.48. ΄Εστω F και F ′ ελεύθερα R-πρότυπα µε rankF = m και rankF ′ = n. Τότε
το F ⊕ F ′ είναι ελεύθερο µε rank(F ⊕ F ′) = m+ n.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αν κάποιο από τα F , F ′ είναι µηδενικό, η περίπτωση είναι τετριµµένη. ΄Εστω
{u1, u2, . . . , um} µια ϐάση του F και {v1, v2, . . . , vn} µια ϐάση του F ′. Θα δείξουµε ότι το
σύνολο {u1, u2, . . . , um, v1, v2, . . . , vn} είναι µια ϐάση του F ⊕ F ′. Το ότι τα u1, u2, . . . , um, v1,
v2, . . . , vn παράγουν το F ⊕ F ′ είναι προφανές. Αρκεί να δείξουµε ότι είναι γραµµικά α-
νεξάρτητα. ΄Εστω λοιπόν r1u1 + r2u2 + · · · + rmum + s1v1 + s2v2 + · · · + snvn = 0F⊕F ′.
Τότε r1u1 + r2u2 + · · · + rmum = −(s1v1 + s2v2 + · · · + snvn) ∈ F ∩ F ′ = {0}. Εποµένως
r1u1 + r2u2 + · · ·+ rmum = 0 και s1v1 + s2v2 + · · ·+ snvn = 0. Το αποτέλεσµα προκύπτει από
τη γραµµική ανεξαρτησία των u1, u2, . . . , um και των v1, v2, . . . , vn. �

Το καίριας σηµασίας πόρισµα 3.45 αποδεικνύεται στοιχειωδώς µε χρήση πινάκων ! Ας δο-
ύµε την απόδειξη :

2η ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ ΠΟΡΙΣΜΑΤΟΣ 3.45: Υποθέτουµε ότι Rm ∼= Rn, όπου R µοναδιαίος
µεταθετικός δακτύλιος και m,n ϑετικοί ακέραιοι. Θα αποδείξουµε ότι m = n. Υποθέτουµε
ότι m 6= n. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι m > n. ΄Εστω {e1 =
= (1R, 0R, . . . , 0R), e2 = (0R, 1R, . . . , 0R), . . . , em = (0R, 0R, . . . , 1R)} και {e′1 = (1R, 0R, . . . , 0R),
e′2 = (0R, 1R, . . . , 0R), . . . , e′n = (0R, 0R, . . . , 1R)} οι συνήθεις ϐάσεις των Rm και Rn αντίστοιχα.
Αν f : Rm → Rn ο ισοµορφισµός µεταξύ των Rm και Rn και f−1 : Rn → Rm ο αντίστροφός του,
τότε ϑα έχουµε:

f(ej) =
n∑
i=1

αije
′
i

και

f−1(e′j) =
m∑
i=1

βijei,

όπου αij ∈ R, για κάθε j = 1, . . . ,m και i = 1, . . . , n και βij ∈ R, για κάθε j = 1, . . . , n και

i = 1, . . . ,m. Εποµένως f−1 ◦ f = 1Rm. ∆ηλαδή
n∑
s=1

βisαsj = δij, για κάθε i, j ∈ {1, 2, . . . ,m},

όπου δij τα δέλτα του Kronecker. Σε πινακική µορφή αυτό γράφεται BA = Im, όπου

B =



β11 β12 · · · β1n

β21 β22 · · · β2n

...
...

...
βn1 βn2 · · · βnn
...

...
...

βm1 βm2 · · · βmn


και A =


α11 α12 · · · α1n · · · α1m

α21 α22 · · · α2n · · · α2m

...
...

...
...

αn1 αn2 · · · αnn · · · αnm

.

Αυτή η σχέση είναι ισοδύναµη µε τη σχέση B′A′ = Im, όπου οι m × m πίνακες B′ και A′

είναι οι ακόλουθοι :
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m−n στήλες︷ ︸︸ ︷

B′ =



β11 β12 · · · β1n 0 0 · · · 0
β21 β22 · · · β2n 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
βn1 βn2 · · · βnn 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
βm1 βm2 · · · βmn 0 0 · · · 0


και A′ =



α11 α12 · · · α1n · · · α1m

α21 α22 · · · α2n · · · α2m

...
...

...
...

αn1 αn2 · · · αnn · · · αnm
0 0 · · · 0 · · · 0
0 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0


 m−n

γραµµές

Επειδή B′A′ = Im, έπεται ότι οι ορίζουσες det(B′) και det(A′) είναι αντιστρέψιµα στοιχεί-
α του R και εποµένως οι πίνακες B′ και A′ αντιστρέφονται στο R και B′ = A′−1. Αλλά
det(A′) = det(B′) = 0, γιατί οι m − n τελευταίες γραµµές του A′ και οι m − n τελευταίες
στήλες του B′ είναι µηδενικές. ΄Ατοπο.

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε ορισµένα ϐασικά αποτελέσµατα, απαραίτητα για το κεφάλαιο
που ϑα ακολουθήσει.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.49. Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο είναι επιµορφική εικόνα ενός
ελεύθερου προτύπου.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω M =

∑k
i=1Rmi, όπου mi ∈ M , για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Θεωρούµε το

ελεύθερο R-πρότυπο Rk = R⊕R⊕ · · · ⊕R︸ ︷︷ ︸
k ϕορές

µε τη συνήθη ϐάση {e1, e2, . . . , ek}. Ορίζουµε

τον οµοµορφισµό f : Rk → M µε f(ei) = mi, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Πιο συγκεκριµένα,
f(r1, r2, . . . , rk) = r1m1 + r2m2 + · · · + rkmk. Εύκολα µπορεί να δείξει κανείς ότι η f είναι
R-οµοµορφισµός. Είναι επί γιατί κάθε στοιχείο τουM γράφεται στη µορφή r1m1 +r2m2 + · · ·+
+rkmk = f(r1, r2, . . . , rk), όπου ri ∈ R, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.50. ΄Εστω f : M → F επιµορφισµός R-προτύπων, όπου F ελεύθερο ϐαθµού k.
Τότε M = Kerf ⊕ F ′, όπου F ′ υποπρότυπο του M , ισόµορφο προς το F .
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω {u1, u2, . . . , uk} µια ϐάση του F . Επειδή η f είναι επιµορφισµός, υπάρχουν
m1,m2, . . . ,mk ∈M µε f(mi) = ui, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. ΄Εστω F ′ 6M το υποπρότυπο του
M που παράγεται από ταm1,m2, . . . ,mk, δηλαδή F ′ =

∑k
i=1Rmi. Με ϐάση την πρόταση 3.40,

για να δείξουµε ότι το F ′ είναι ελεύθερο, αρκεί να δείξουµε ότι τα m1,m2, . . . ,mk είναι γραµµι-
κώς ανεξάρτητα. Πράγµατι, αν r1m1+r2m2+· · ·+rkmk = 0M , τότε f(r1m1+r2m2+· · ·+rkmk) =
= f(0M) = 0F ⇔ r1f(m1) + r2f(m2) + · · · + rkf(mk) = 0F ⇔ r1u1 + r2u2 + · · · + rkuk = 0F
και επειδή τα u1, u2, . . . , uk αποτελούν ϐάση του ελεύθερου προτύπου F , έπεται ότι r1 = r2 =
· · · = rk = 0R.
΄Εστω x ∈ M . Τότε f(x) =

∑k
i=1 riui ∈ F , για κάποια r1, r2, . . . , rk ∈ R. Αλλά

∑k
i=1 riui =

=
∑k

i=1 rif(mi) = f(
∑k

i=1 rimi). Θέτουµε y =
∑k

i=1 rimi ∈ F ′. Τότε f(x) = f(y) ⇔ x − y ∈
∈ Kerf . Εποµένως x = (x− y) + y ∈ Kerf + F ′.
Αποµένει να δείξουµε ότι Kerf ∩ F ′ = {0M}. ΄Εστω λοιπόν y =

∑k
i=1 rimi ∈ Kerf ∩ F ′. Τότε

0F = f(y) =
∑k

i=1 rif(mi) =
∑k

i=1 riui και επειδή τα u1, u2, . . . , uk είναι γραµµικώς ανεξάρτη-
τα, παίρνουµε r1 = r2 = · · · = rk = 0R. Εποµένως y =

∑k
i=1 rimi = 0M . �

Το επόµενο αποτέλεσµα αφορά περιοχές κυρίων ιδεωδών µε τις οποίες ϑα ασχοληθούµε στο
επόµενο κεφάλαιο.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.51. ΄ΕστωR περιοχή κυρίων ιδεωδών και F ένα ελεύθεροR-πρότυπο, µε rankRF =
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= k. Τότε κάθε υποπρότυπο F ′ του F είναι ελεύθερο µε rankF ′ ≤ rankF .
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Η περίπτωση F = {0} είναι τετριµµένη. ΄Εστω rankF = 1. Τότε F = Ru µε
Ann(u) = {0R}. ΄Εστω I = {r ∈ R | ru ∈ F ′}. Εύκολα µπορεί να δείξει κανείς ότι το Ι είναι
ιδεώδες του R. Επειδή η R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, I = (δ), για κάποιο δ ∈ R. Αν
δ = 0, τότε F ′ = Iu = (0R)u = {0F} και rank{0F} = 0 < 1 = rankF . Αν δ 6= 0R, τότε
F ′ = (δ)u = R(δu). Επίσης δu 6= 0F , γιατί το {u} είναι γραµµικά ανεξάρτητο. ΄Εστω w = δu.
Ορίζουµε την απεικόνιση f : F = Ru → F ′ = Rw = R(δu) µε f(ru) = rw. Η f είναι
R-γραµµική και µάλιστα επιµορφισµός, από τον ορισµό του δ. Αν τώρα r ∈ Kerf , τότε
rw = r(δu) = (rδ)u = 0F και επειδή το {u} είναι γραµµικώς ανεξάρτητο, rδ = 0R. Αλλά
η R είναι ακέραια περιοχή και δ 6= 0R, οπότε r = 0R ⇒ ru = 0F . Εποµένως Kerf = {0F} και
κατά συνέπεια F ∼= F ′. Συνεπώς το F ′ είναι ελεύθερο ϐαθµού 1.
Υποθέτουµε ότι κάθε υποπρότυπο F ′ ενός ελεύθερου προτύπου F ϐαθµού < k, όπου k ϑε-
τικός ακέραιος, είναι ελεύθερο µε rankF ′ ≤ rankF . Υποθέτουµε τώρα ότι F ′ 6 F , όπου F
ελεύθερο µε rankF = k. Επίσης, µπορούµε να υποθέσουµε ότι k ≥ 2, γιατί για την πε-
ϱίπτωση k = 1 δείχθηκε προηγουµένως. ΄Εστω λοιπόν {u1, u2, . . . , uk} µια ϐάση του F . ΄Εστω
F1 = Ru2 ⊕ Ru3 ⊕ · · · ⊕ Ruk. Το F1 είναι ελεύθερο ϐαθµού k − 1. Με ϐάση την επαγωγική
υπόθεση, το F ′ ∩ F1 είναι ελεύθερο ϐαθµού ≤ k − 1.
Ορίζουµε τώρα την απεικόνιση ϕ : F ′ → Ru1 ως εξής : Κάθε στοιχείο του F ′, ως στοιχείο του F ,
γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή r1u1+r2u2+· · ·+rkuk. Θέτουµε ϕ(r1u1+r2u2+· · ·+rkuk) =
= r1u1 ∈ Ru1. Εύκολα δείχνει κανείς ότι η ϕ είναι R-γραµµική. Αν Imϕ = {0F}, τότε λόγω του
ότι Ann(u1) = {0R}, έπεται ότι F ′ 6 F1, ήτοι F ′ = F ′ ∩ F1 ελεύθερο ϐαθµού ≤ k − 1.
Αν Imϕ 6= {0F}, τότε επειδή το Ru1 είναι ελεύθερο ϐαθµού 1, και το Imϕ ϑα είναι ελεύθε-
ϱο ϐαθµού 1, όπως δείξαµε στην περίπτωση k = 1. ΄Αρα η ϕ επάγεται έναν R-επιµορφισµό
ϕ : F ′ → Imϕ. Επειδή το Imϕ είναι ελεύθερο, σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση υ-
πάρχει υποπρότυπο F ∼= Imϕ

(
άρα rankF = 1

)
του F ′ τέτοιο, ώστε F ′ = F ⊕ Kerϕ. Τώρα

Kerϕ = F ′ ∩ F1. Εποµένως το F ′ είναι ελεύθερο, ως ευθύ άθροισµα ελεύθερων υποπροτύπων
και rankF ′ = rank(Imϕ) + rank(F ′ ∩ F1) ≤ 1 + k − 1 = k = rankF . �

ΠΟΡΙΣΜΑ 3.52. ΄Εστω R περιοχή κυρίων ιδεωδών. Αν M είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο
πρότυπο, τότε και κάθε υποπρότυπό του είναι πεπερασµένα παραγόµενο.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω f : F → M ένας R-επιµορφισµός, όπου F ελεύθερο µε rankF = k ϑετικός
ακέραιος.

(
Πρόταση 3.49

)
. Αν N 6 M , τότε το f−1(N) είναι υποπρότυπο του ελεύθερου

προτύπου F , άρα ϐάσει της προηγούµενης πρότασης είναι ελεύθερο µε rankf−1(N) ≤ k. Ε-
πειδή η f είναι επιµορφισµός, N = f(f−1(N)), δηλαδή επιµορφική εικόνα ενός πεπερασµένα
παραγόµενου προτύπου. ΄Αρα πεπερασµένα παραγόµενο. �

Ως πόρισµα παίρνουµε επίσης το ακόλουθο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα:

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.53. Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο πρότυπο επί µιας περιοχής κυρίων ιδεωδών
είναι ισόµορφο µε το πηλίκο δύο

(
πεπερασµένα παραγόµενων

)
ελεύθερων προτύπων.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄ΕστωM πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο, όπου R περιοχή κυρίων ιδεωδών.
Ξέρουµε

(
πρόταση 3.49

)
ότι το M είναι επιµορφική εικόνα ενός ελεύθερου προτύπου F . ΄Εστω

ϕ : F → M ο επιµορφισµός αυτός. Τότε M ∼= F
/

Kerϕ. Από την πρόταση 3.51 το Kerϕ =
= F ′ είναι ελεύθερο µε rankF ′ ≤ rankF . Εποµένως το M είναι ισόµορφο µε το πηλίκο δύο
ελεύθερων R-προτύπων. �
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3.6 Γραµµικές Απεικονίσεις Ελεύθερων Προτύπων και Πίνακες

Ας ϑυµηθούµε κάποια πράγµατα από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα. Υπενθυµίζουµε ότι για συντοµία

πολλές ϕορές ϑα γράφουµε
n⊕
i=1

Mi αντί M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.54. ΄Εστω R µοναδιαίος µεταθετικός δακτύλιος.
(i) ΄Εστω F = Ru1⊕Ru2⊕· · ·⊕Rum και F ′ = Rv1⊕Rv2⊕· · ·⊕Rvn δύο ελεύθερα R-πρότυπα
µε διατεταγµένες ϐάσεις û = (u1, u2, . . . , um) και v̂ = (v1, v2, . . . , vn) αντίστοιχα. Τότε υπάρχει
µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία

(
1-1 και επί

)
HomR(F, F ′)←→ Rn×m,

ανάµεσα στο σύνολο HomR(F, F ′) των R-γραµµικών απεικονίσεων f : F → F ′ και των πινάκων
A = (αij) ∈ Rn×m,

(
n γραµµές και m στήλες

)
ϐάσει του τύπου

f(uj) =
n∑
i=1

αijvi,

για κάθε j = 1, 2, . . . ,m. Ο πίνακας A που αντιστοιχεί στην απεικόνιση f , ϐάσει της παραπάνω
αντιστοιχίας, ϑα συµβολίζεται µε (f | û, v̂).

(ii) ΄Εστω F =
m⊕
i=1

Rui, F ′ =
n⊕
i=1

Rvi και F ′′ =
k⊕
i=1

Rwi τρία ελεύθερα πρότυπα µε διατεταγ-

µένες ϐάσεις û = (u1, u2, . . . , um), v̂ = (v1, v2, . . . , vn) και ŵ = (w1, w2, . . . , wk).
Αν A = (αij) = (f | û, v̂) ∈ Rn×m και B = (βij) = (g | v̂, ŵ) ∈ Rk×n, τότε (g ◦ f | û, ŵ) = BA ∈
∈ Rk×m.
(iii) ΄Εστω F ένα ελεύθερο R-πρότυπο µε διατεταγµένη ϐάση û = (u1, u2, . . . , un), την οποία
ϑεωρούµε σταθερή. Τότε υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία ανάµεσα στο σύνολο των
διατεταγµένων ϐάσεων û′ = (u′1, u

′
2, . . . , u

′
n) και των αντιστρεψίµων n× n πινάκων από το Rn×n,

η οποία δίνεται από τη σχέση:
A = (αij) = (1F | û, û′).

Ιδιαιτέρως (1F | û, û) = In, ο ταυτοτικός πίνακας.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) ΄Εστω f : F → F ′ µια R-γραµµική απεικόνιση. Τότε f(uj) =

∑n
i=1 αijvi, όπου

αij ∈ R, για κάθε i = 1, 2, . . . , n και j = 1, 2, . . . ,m. Προφανώς ο πίνακας A = (αij) ανήκει στο
Rn×m.
Αντιστρόφως, έστω A = (αij) ∈ Rn×m. Ορίζουµε την απεικόνιση f : F → F ′ µε
f(r1u1 + r2u2 + · · ·+ rmum) =

(∑m
j=1 rjα1j

)
v1 +

(∑m
j=1 rjα2j

)
v2 + · · ·+

(∑m
j=1 rjαnj

)
vn,

για κάθε r1, r2, . . . , rm ∈ R. Εύκολα επαληθεύεται ότι η f είναι R-γραµµική. Παρατηρούµε ότι
f(uj) =

rj=1
και rj′=0

για j′ 6=j

α1jv1 + α2jv2 + · · ·+ αnjvn =
∑n

i=1 αijvi.

(ii) Εξ ορισµού f(uj) =
∑n

s=1 αsjvs και g(vs) =
k∑
i=1

βiswi. ΄Εστω γij =
n∑
s=1

βisαsj το (i, j)-στοιχείο

του πίνακα BA, όπου i = 1, 2, . . . , k και j = 1, 2, . . . , n.
Τότε (g ◦ f)(uj) = g(f(uj)) = g

(∑n
s=1 αsjvs

)
=

∑n
s=1 αsjg(vs) =

∑n
s=1 αsj

∑k
i=1 βiswi =

=
∑k

i=1

(∑n
s=1 βisαsj

)
wi =

∑k
i=1 γijwi.

(iii) Αν û′ = (u′1, u
′
2, . . . , u

′
n) είναι µια διατεταγµένη ϐάση του F και A = (αij) = (1F | û, û′),

τότε ο A είναι αντιστρέψιµος µε αντίστροφο τον πίνακα B = (βij) = (1F | û′, û).
Αντιστρόφως, ας υποθέσουµε ότι A = (αij) είναι ένας αντιστρέψιµος n × n πίνακας και B =

66 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων



3.6. Γραµµικές Απεικονίσεις Ελεύθερων Προτύπων και Πίνακες

= (βij) = A−1. Θέτουµε
u′j =

∑n
i=1 βijui, (1)

για κάθε j = 1, 2, . . . , n. Τότε η n-άδα (u′1, u
′
2, . . . , u

′
n) είναι µια διατεταγµένη ϐάση του F .

Πράγµατι :
α) Τα u′1, u

′
2, . . . , u

′
n παράγουν το F .

Επιλέγουµε k ∈ {1, 2, . . . , n} και αφού πολλαπλασιάσουµε την (1) µε αjk, αθροίζουµε ως προς
j.

Παίρνουµε
∑n

j=1 αjku
′
j =

n∑
j=1

αjk
∑n

i=1 βijui =
n∑
i=1

(∑n
j=1 βijαjk

)
ui.

Αλλά BA = In, οπότε
∑n

j=1 βijαjk = δik, το δέλτα του Kronecker. Εποµένως∑n
j=1 αjku

′
j =

∑n
i=1 δikui = uk,

δηλαδή τα u′1, u′2, . . . , u′n παράγουν τους γεννήτορες u1, u2, . . . , un του F , άρα και το F .
ϐ) Τα u′1, u

′
2, . . . , u

′
n είναι R-γραµµικώς ανεξάρτητα.

΄Εστω
∑n

j=1 rju
′
j = 0F , όπου r1, r2, . . . , rn ∈ R, δηλαδή∑n

j=1 rj
∑n

i=1 βijui = 0F ⇔
∑n

i=1

(∑n
j=1 rjβij

)
ui = 0F .

Επειδή τα u1, u2, . . . , un είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, παίρνουµε
∑n

j=1 rjβij = 0R, για κάθε
i = 1, 2, . . . , n.
Πολλαπλασιάζουµε την τελευταία σχέση µε αki και αθροίζουµε ως προς i. Παίρνουµε∑n

i=1 αki
∑n

j=1 rjβij = 0R ⇔
n∑
j=1

rj
(∑n

i=1 αkiβij
)

= 0R ⇔
∑n

j=1 rjδkj = 0R ⇔ rk = 0R, για κάθε

k = 1, 2, . . . , n. �

Υπενθυµίζουµε ότι δύο πίνακες A,B ∈ Rn×m λέγονται ισοδύναµοι αν υπάρχουν αντιστρέψιµοι(
στον R

)
πίνακες X ∈ Rn×n και Y ∈ Rm×m τέτοιοι, ώστε A = XBY . Η σχέση της ισοδυναµίας

πινάκων είναι όντως σχέση ισοδυναµίας
(
υπό την κλασική έννοια

)
. Πράγµατι :

A = InAIm (ανακλαστική), B = XAY ⇔ A = X−1BY −1 (συµµετρική) και αν B = XAY και
Γ = X ′BY ′, τότε Γ = (X ′X)A(Y Y ′) (µεταβατική).

ΠΟΡΙΣΜΑ 3.55. ΄Εστω F =
m⊕
i=1

Rui και F ′ =
m⊕
i=1

Rvi δύο ελεύθερα πρότυπα µε ϐάσεις û =

= (u1, . . . , um) και v̂ = (v1, . . . , vn) αντίστοιχα. ΄Εστω επίσης f : F → F ′ µια γραµµική απει-
κόνιση και A = (f | û, v̂) ∈ Rn×m.
Τότε υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µεταξύ των Ϲευγών (û′, v̂′) των ϐάσεων û′ και v̂′

των F και F ′ αντίστοιχα και των ισοδυνάµων προς τον A πινάκων στο Rn×m.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω B = XAY , όπου X ∈ Rn×n και Y ∈ Rm×m αντιστρέψιµοι στο R. Με ϐάση
το (iii) της προηγούµενης πρότασης X = (1F ′ | v̂, v̂′) και Y −1 = (1F | û, û′) = (1F | û′, û)−1 ⇔
⇔ Y = (1F | û′, û), όπου û′ = (u′1, . . . , u

′
m) και v̂′ = (v′1, . . . , v

′
n) δύο νέες ϐάσεις των F και

F ′ αντίστοιχα. Τότε B = XAY = (1F ′ | v̂, v̂′)(f | û, v̂)(1F | û′, û) = (1F ′ ◦ f ◦ 1F | û′, v̂′) =
= (f | û′, v̂′).
Αντιστρόφως, (f | û′, v̂′) = (1F ′ | v̂, v̂′)(f | û, v̂)(1F | v̂′, v̂) = XAY , όπου X = (1F ′ | v̂, v̂′) και
Y = (1F | v̂′, v̂). �

Τίθεται λοιπόν το ερώτηµα: Υπάρχουν κατάλληλες ϐάσεις û′ και v̂′ των F και F ′ αντίστοιχα
έτσι, ώστε ο πίνακας B = (f | û′, v̂′) να έχει όσο το δυνατόν απλούστερη µορφή ; Η απάντηση
είναι καταφατική και συγκεκριµένα ο πίνακας αυτός µπορεί να τεθεί σε διαγώνια µορφή, ακόµα
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Κεφάλαιο 3. Πρότυπα

και αν m 6= n. Με αυτό το ϑέµα ϑα ασχοληθούµε στο επόµενο κεφάλαιο.
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Κεφάλαιο 4

Ανάλυση Πεπερασµένα Παραγόµενων Προτύπων επί µιας
Περιοχής Κυρίων Ιδεωδών σε Ευθέα Αθροίσµατα Κυκλικών
Υποπροτύπων

4.1 Ο Αλγόριθµος του Smith

Ας υποθέσουµε ότι µας δίνεται ο πίνακας
(

42 16 20
10 10 6

)
. Τίθεται το ερώτηµα: Μπορούµε µε

στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών και στηλών να ϕέρουµε τον πίνακα αυτόν στην µορφή(
α 0 0
0 β 0

)
, όπου α, β ∈ Z µε α | β;

Γενικότερα, ϑα µπορούσαµε µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς να ϕέρουµε έναν οποιονδήποτε
n×m πίνακα στη διαγώνια µορφή 

δ1

δ2

. . .

δκ

,

όπου κ = min{m,n} και δi | δi+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , κ− 1;
Κατ᾿ αρχάς ας ξεκαθαρίσουµε τι εννοούµε µε τον όρο «στοιχειώδης µετασχηµατισµός». Οι στοι-
χειώδεις µετασχηµατισµοί που ϑα αναφέρουµε ισχύουν σε οποιονδήποτε µεταθετικό δακτύλιο.

(i) ΄Εστω ο πίνακας Fij =

O



1
. . .

1
0 · · · 1
1

...
. . .

...
1

1 · · · 0
1
. . .

1



O
i στήλη j στήλη

i γραµµή

j γραµµή

Αν πολλαπλασιάσουµε έναν πίνακα A από δεξιά µε κατάλληλο Fij, ϑα εναλλάξουµε τις στήλες
i και j του A. Ενώ ο FijA προκύπτει µε εναλλαγή των γραµµών i και j του A.
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(ii) ΄Εστω ο πίνακας Hij(λ) =

O



1
. . .

1
1 · · · λ
1
. . .

...
1
1

1
. . .

1



O
i στήλη j στήλη

i γραµµή

j γραµµή

, αν i < j

και Hij(λ) = Hji(λ)T =

j γραµµή

i γραµµή

O



1
. . .

1
1
1

...
. . .

1
λ · · · 1

1
. . .

1



O
j στήλη i στήλη

, αν j < i.

Τότε ο πίνακας AHij(λ) προκύπτει αν προσθέσουµε στην j στήλη του A την i στήλη αυτού πολ-
λαπλασιασµένη επί λ, ενώ ο Hij(λ)A προκύπτει αν προσθέσουµε στην i γραµµή την j γραµµή
πολλαπλασιασµένη επί λ.

(iii) ΄Εστω ο πίνακας Gi(u) = i γραµµή

O


1
. . .

1
u

1
. . .

1


O

i στήλη

, όπου u αντιστρέψιµο στοι-

χείο. Τότε ο Gi(u)A προκύπτει από τον A αν πολλαπλασιάσουµε την i γραµµή επί u, ενώ ο
AGi(u) προκύπτει αν πολλαπλασιάσουµε την i στήλη επί u.
Προφανώς det(Fij) = −1, det(Hij(λ)) = 1 και det(Gi(u)) = u. ΄Αρα όλοι οι παραπάνω πίνακες
είναι αντιστρέψιµοι στο R. Σε µια ευκλείδεια περιοχή οι µετασχηµατισµοί αυτοί είναι αρκετοί

για να ϕέρουν έναν πίνακα m × n στη µορφή


δ1

δ2

. . .

δκ

, όπου κ = min{m,n} και

δi | δi+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , κ− 1.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 4.1. (i) Ας δούµε πώς δουλεύει η µέθοδος αυτή στον πίνακα
(

42 16 20
10 10 6

)
.

΄Εχουµε:(
42 16 20
10 10 6

)
Γ1↔Γ2−→

(
10 10 6
42 16 20

)
Σ1↔Σ3−→

(
6 10 10
20 16 42

)
Σ2→Σ2−2Σ1−→

(
6 −2 10
20 −24 42

)
Σ1↔Σ2−→
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Σ1↔Σ2−→
(
−2 6 10
−24 20 42

)
Σ2→Σ2+3Σ1−→

(
−2 0 10
−24 −52 42

)
Σ3→Σ3+5Σ1−→

(
−2 0 0
−24 −52 −78

)
Γ1→−Γ1−→

Γ1→−Γ1−→
(

2 0 0
−24 −52 −78

)
Γ2→Γ2+12Γ1−→

(
2 0 0
0 −52 −78

)
Γ2→−Γ2−→

(
2 0 0
0 52 78

)
Σ2→Σ2−Σ3−→

Σ2→Σ2−Σ3−→
(

2 0 0
0 −26 78

)
Σ3→Σ3+3Σ2−→

(
2 0 0
0 −26 0

)
Γ2→−Γ2−→

(
2 0 0
0 26 0

)
.

Ας ϐρούµε τώρα τους πίνακες X και Y για τους οποίους X
(

42 16 20
10 10 6

)
Y =

(
2 0 0
0 26 0

)
.

Προφανώς X =

(
1 0
0 −1

)(
1 0
0 −1

)(
1 0
12 1

)(
−1 0
0 1

)(
0 1
1 0

)
=

(
1 0
12 1

)(
0 −1
1 0

)
=

=

(
0 −1
1 −12

)
και

Y =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

1 −2 0
0 1 0
0 0 1

0 1 0
1 0 0
0 0 1

1 3 0
0 1 0
0 0 1

1 0 5
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 −1 1

1 0 0
0 1 3
0 0 1

 =

=

 0 −1 −2
1 −2 −1
−2 5 5

.

(ii) Ας δούµε τώρα ένα άλλο παράδειγµα:

−4 −6 7
2 2 4
6 6 15

. Από τα στοιχεία του πίνακα µπορού-

µε να επιλέξουµε ένα µε τη µικρότερη δυνατή απόλυτη τιµή και να το ϐάλουµε στην (1, 1)-ϑέση.
Αντ᾿ αυτού, ϑα προσθέσουµε τη δεύτερη στήλη στην τρίτη για να ϐγει µονάδα.−4 −6 7

2 2 4
6 6 15

 Σ3→Σ3+Σ2−→

−4 −6 1
2 2 6
6 6 21

 Σ1↔Σ3−→

 1 −6 −4
6 2 2
21 6 6

 Σ2→Σ2+6Σ1−→

 1 0 −4
6 38 2
21 132 6


Σ3→Σ3+4Σ1−→

 1 0 0
6 38 26
21 132 90

 Γ2→Γ2−6Γ1−→

 1 0 0
0 38 26
21 132 90

 Γ3→Γ3−21Γ1−→

1 0 0
0 38 26
0 132 90

 Σ2→Σ2−Σ3−→

−→

1 0 0
0 12 26
0 42 90

 Σ3→Σ3−2Σ2−→

1 0 0
0 12 2
0 42 6

 Σ3↔Σ2−→

1 0 0
0 2 12
0 6 42

 Σ3→Σ3−6Σ2−→

1 0 0
0 2 0
0 6 6

 Σ2→Σ2−Σ3−→

−→

1 0 0
0 2 0
0 0 6

. Αν X και Y είναι 3 × 3 πίνακες µε X

−4 −6 7
2 2 4
6 6 15

Y =

1 0 0
0 2 0
0 0 6

, τότε

X =

 1 0 0
0 1 0
−21 0 1

 1 0 0
−6 1 0
0 0 1

 =

 1 0 0
−6 1 0
−21 0 1

 και

Y =

1 0 0
0 1 1
0 0 1

0 0 1
0 1 0
1 0 0

1 6 0
0 1 0
0 0 1

1 0 4
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 −1 1

1 0 0
0 1 −2
0 0 1

1 0 0
0 0 1
0 1 0


1 0 0

0 1 −6
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 −1 1

 =

0 22 −19
1 −17 15
1 −2 2

.

(iii) ΄Ενα άλλο παράδειγµα από τους ακεραίους του Gauss. Εδώ R = Z[i]. ΄Εχουµε τον πίνα-
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κα
(

2 1 + i 1− i
8 + 6i −4 0

)
. Τα στοιχεία 1 ± i έχουν τη µικρότερη ευκλείδεια νόρµα

(
και είναι

ανάγωγα στο Z[i]
)
. ΄Εχουµε:(

2 1 + i 1− i
8 + 6i −4 0

)
Σ2↔Σ1−→

(
1 + i 2 1− i
−4 8 + 6i 0

)
Σ2→Σ2−(1−i)Σ1−→

(
1 + i 0 1− i
−4 12 + 2i 0

)
Σ3→Σ3+iΣ1−→

(
1 + i 0 0
−4 12 + 2i −4i

)
Γ2→Γ2+2(1−i)Γ1−→

(
1 + i 0 0

0 12 + 2i −4i

)
Σ2→Σ2−3iΣ3−→(

1 + i 0 0
0 2i −4i

)
Σ3→Σ3+2Σ2−→

(
1 + i 0 0

0 2i 0

)
Γ2→−iΓ2−→

(
1 + i 0 0

0 2 0

)
=

(
1 + i 0 0

0 (1 + i)(1− i) 0

)
.

Τώρα οι πίνακες X και Y είναι : X =

(
1 0
0 −i

)(
1 0

2(1− i) 1

)
=

(
1 0

−2− 2i −i

)
και

Y =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

1 −1 + i 0
0 1 0
0 0 1

1 0 i
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 −3i 1

1 0 0
0 1 2
0 0 1

 =

0 1 2
1 2 + i 4 + 3i
0 −3i 1− 6i

.

(iv) Το R µπορεί να είναι ο πολυωνυµικός δακτύλιος πάνω από ένα σώµα. Ας εξετάσουµε την
περίπτωση που R = Q[x] και ο πίνακάς µας είναι ο1− x 1 + x x

x 1− x 1
1 + x 2x 1


Επειδή το 1 διαιρεί τα πάντα, ϕέρουµε το (2, 3)-στοιχείο στη ϑέση (1, 1). ΄Εχουµε λοιπόν :1− x 1 + x x

x 1− x 1
1 + x 2x 1

 Γ1↔Γ2−→

 x 1− x 1
1− x 1 + x x
1 + x 2x 1

 Σ1↔Σ3−→

1 1− x x
x 1 + x 1− x
1 2x 1 + x

 Σ2→Σ2−(1−x)Σ1−→

−→

1 0 x
x x2 + 1 1− x
1 3x− 1 1 + x

 Σ3→Σ3−xΣ1−→

1 0 0
x x2 + 1 −x2 − x+ 1
1 3x− 1 1

 Γ2→Γ2−xΓ1−→

−→

1 0 0
0 x2 + 1 −x2 − x+ 1
1 3x− 1 1

 Γ3→Γ3−Γ1−→

1 0 0
0 x2 + 1 −x2 − x+ 1
0 3x− 1 1

 Γ2↔Γ3−→

−→

1 0 0
0 3x− 1 1
0 x2 + 1 −x2 − x+ 1

 Σ2↔Σ3−→

1 0 0
0 1 3x− 1
0 −x2 − x+ 1 x2 + 1

 Σ3→Σ3−(3x−1)Σ2−→

−→

1 0 0
0 1 0
0 −x2 − x+ 1 3x3 + 3x2 − 4x+ 2

 Γ3→Γ3+(x2+x−1)Γ2−→

1 0 0
0 1 0
0 0 3x3 + 3x2 − 4x+ 2


Τώρα οι πίνακεςX και Y είναι : X =

1 0 0
0 1 0
0 x2 + x− 1 1

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 1 0 0
0 1 0
−1 0 1

 1 0 0
−x 1 0
0 0 1


0 1 0

1 0 0
0 0 1

 =

0 1 0
0 −1 1
1 −x2 − 2x+ 1 x2 + x− 1

 και

Y =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

1 x− 1 0
0 1 0
0 0 1

1 0 −x
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 0 1
0 1 0

1 0 0
0 1 1− 3x
0 0 1

 =

0 1 1− 3x
0 0 1
1 −x 3x2 − 1


Ας δούµε τη γενική µέθοδο. ΄Εστω R περιοχή κυρίων ιδεωδών. Υπενθυµίζουµε ότι
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4.1. Ο Αλγόριθµος του Smith

λ : R \ {0R} → {0, 1, 2, . . .}
είναι η συνάρτηση που δίνει το πλήθος των ανάγωγων παραγόντων ενός µη µηδενικού στοιχεί-
ου.

(
Το µήκος του

)
. ΄Ενα στοιχείο u ∈ R \ {0R} είναι αντιστρέψιµο αν και µόνον αν λ(u) = 0.

Επίσης, αν α, β 6= 0R µε α | β, τότε λ(α) ≤ λ(β). Ισότητα ϑα έχουµε στην τελευταία σχέση αν
και µόνον αν τα στοιχεία α και β είναι συντροφικά, δηλαδή α | β και β | α. Πράγµατι, έχουµε
αποδείξει ότι αν α = upr11 · · · p

rk
k και β = vps11 · · · p

sk
k , όπου u, v αντιστρέψιµα, p1, . . . , pk ανάγωγα

στοιχεία διαφορετικά ανά δύο και ri, si ≥ 0, για κάθε i = 1, . . . , k, τότε α | β αν και µόνον αν
ri ≤ si, για κάθε i = 1, . . . , k. Ενδέχεται κάποιοι εκθέτες ri να είναι µηδέν. Αν κάποιος si είναι
µηδέν, τότε αφού 0 ≤ ri ≤ si, αναγκαστικά και ri = 0. Οπότε η χρήση του ανάγωγου στοιχεί-
ου pi είναι περιττή, αλλά όχι εσφαλµένη, αφού δεν επηρεάζει το τελικό αποτέλεσµα. Σε κάθε
περίπτωση λ(α) =

∑k
i=1 ri και λ(β) =

∑k
i=1 si. Αν λοιπόν

∑k
i=1 ri = λ(α) = λ(β) =

∑k
i=1 si,

τότε αφού ri ≤ si, για κάθε i = 1, . . . , k, ϑα έχουµε ri = si, για κάθε i = 1, . . . , k. Εποµένως
α = upr11 · · · p

rk
k = ups11 · · · p

sk
k = uv−1vps11 · · · p

sk
k = uv−1β και άρα α ∼ β.

΄Εστω A = (αij) ένας n×m πίνακας µε στοιχεία από το R.
Ο πρώτος και κύριος στόχος µας είναι να µετατρέψουµε τον πίνακα A σε ισοδύναµο της
µορφής 

δ1 0 · · · 0
0... C
0

 , (1)

όπου το δ1 διαιρεί κάθε στοιχείο του πίνακα C. Αν ο A είναι ο µηδενικός πίνακας δεν έχουµε
να κάνουµε τίποτα. Υποθέτουµε λοιπόν ότι ο A είναι µη µηδενικός.

ΛΗΜΜΑ 4.2. ΄Εστω A = (αij) ένας n × m πίνακας µε στοιχεία από το R. Τότε υπάρχουν
αντιστρέψιµοι πίνακες X ∈ Rn×n και Y ∈ Rm×m τέτοιοι, ώστε ο πίνακας B = XAY ϑα έχει την
προηγούµενη µορφή (1).
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Εφαρµόζουµε επαγωγή επί του ελαχίστου µήκους λ(A) = min{λ(αij) | i =
= 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m και αij 6= 0} των µη µηδενικών στοιχείων του A. Αν λ(A) = 0,
δηλαδή υπάρχει στοιχείο αts µε λ(αts) = 0, τότε το αts ϑα είναι αντιστρέψιµο και άρα ϑα διαιρεί
όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του A. Γενικότερα, αν ο A έχει ένα στοιχείο αts που διαιρεί όλα τα
υπόλοιπα αij, τότε το ϕέρνουµε στην (1, 1)-ϑέση µε µεταθέσεις γραµµών και στηλών. Αυτό γίνε-
ται µε πολλαπλασιαµό από δεξιά ή αριστερά µε πίνακες του τύπου Fij που είναι αντιστρέψιµοι.
΄Αρα ο πίνακας που ϑα προκύψει είναι ισοδύναµος µε τον αρχικό πίνακα A. Μπορούµε λοιπόν
να υποθέσουµε ευθύς εξαρχής ότι το στοιχείο ελαχίστου µήκους είναι το α11. Στην περίπτω-
ση αυτή αφαιρούµε από όλες τις στήλες Σ2,Σ3, . . . ,Σm κατάλληλα πολλαπλάσια της πρώτης
στήλης Σ1, για παράδειγµα αν α12 = λα11, τότε αφαιρούµε από τη δεύτερη στήλη την πρώτη
πολλαπλασιασµένη επί λ. ΄Ετσι µηδενίζουµε όλα τα στοιχεία

(
πλην του α11

)
της πρώτης γραµ-

µής. Στη συνέχεια εφαρµόζουµε την ίδια µέθοδο και στις γραµµές, δηλαδή αφαιρούµε από όλες
τις γραµµές Γ2,Γ3, . . . ,Γn κατάλληλα πολλαπλάσια της πρώτης γραµµής Γ1 και µηδενίζουµε
έτσι όλα τα στοιχεία

(
πλην του α11

)
της πρώτης στήλης. Θα πάρουµε τη µορφή (1), όπου τα

στοιχεία του πίνακα C είναι γραµµικοί συνδυαµοί στοιχείων του A και άρα διαιρούνται όλα µε
το α11. Θέτουµε δ1 = α11 και τελειώσαµε.
Υποθέτουµε λοιπόν ότι λ(A) = k > 0 και λ(αts) = k. Επίσης υποθέτουµε ότι το αts δεν διαιρεί
όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του A, γιατί τότε η περίπτωση αυτή ανάγεται στην προηγούµενη.
΄Οπως προηγουµένως, µπορούµε να ϕέρουµε το στοιχείο αts στην (1, 1)-ϑέση και άρα υποθέτου-
µε ευθύς εξ αρχής ότι αts = α11.
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Περίπτωση 1η: Αν το α11 δεν διαιρεί κάποιο α1j, µε j > 1, τότε µε αντιµετάθεση της 2ης και της
j-στης στήλης ϕέρουµε το στοιχείο α1j στην (1, 2)-ϑέση. Εποµένως µπορούµε να υποθέσουµε
ότι το στοιχείο α1j είναι το α12. ΄Εστω β11 ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των α11 και α12, δηλαδή
(β11) = (α11, α12). Αν λ(β11) = λ(α11), τότε επειδή β11 | α11, ϑα είχαµε σύµφωνα µε την προη-
γηθέντα ότι α11 ∼ β11 | α12 και άρα α11 | α12, άτοπο. Εποµένως λ(β11) < λ(α11). Προφανώς
α11 = y1β11 και α12 = y2β11, για κατάλληλα y1, y2 ∈ R. Επίσης, επειδή (β11) = (α11, α12), ϑα
έχουµε α11x1 + α12x2 = β11, για κατάλληλα x1, x2 ∈ R και εποµένως y1β11x1 + y2β11x2 = β11.
Το β11 δεν είναι µηδέν γιατί αλλιώς ϑα είχαµε και α11 = y1β11 = 0. Εποµένως παίρνουµε
y1x1 + y2x2 = 1.
Πολλαπλασιάζουµε από δεξιά τον πίνακα A µε τον πίνακα

P =


x1 − y2
x2 y1 O

1
. . .O 1


Η ορίζουσα του P είναι det

(
x1 −y2

x2 y1

)
= x1y1 + x2y2 = 1, άρα ο P είναι αντιστρέψιµος στο

Rm×m.
Το (1, 1)-στοιχείο του νέου πίνακα AP είναι το α11x1 + α12x2 = β11

(
και το (1, 2)-στοιχείο του

νέου πίνακα είναι το α11(−y2) + α12y1 = −y1β11y2 + y2β11y1 = 0, αλλά αυτό είναι δευτερεύον
)
.

Το σηµαντικό είναι ότι λ(AP ) ≤ λ(β11) < λ(α11) = λ(A). Επαγωγή στο k = λ(A) και τελειώσα-
µε.

(
Ακριβέστερα επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία

)
.

Περίπτωση 2η: ΄Εστω ότι το α11 διαιρεί κάθε στοιχείο α1j της πρώτης γραµµής, δηλαδή
α1j = r1jα11, για κάθε j = 2, . . . , n. Αν το α11 δεν διαιρεί κάποιο στοιχείο της πρώτης στήλης,
τότε µε δυϊκούς συλλογισµούς, υποθέτουµε όπως µε την πρώτη γραµµή ότι το στοιχείο αυτό είναι
το α21, ϑέτουµε ως β11 τέτοιο, ώστε (β11) = (α11, α21). ΄Οπως προηγουµένως, λ(β11) < λ(α11),
α11 = y1β11, α21 = y2β11 και α11x1 +α21x2 = β11, όπου x1, x2, y1, y2 ∈ R. ΄Ετσι, y1x1 +y2x2 = 1.
Η διαφορά είναι ότι τώρα πολλαπλασιάζουµε από αριστερά µε τον πίνακα

Q =


x1 x2
−y2 y1 O

1
. . .O 1


του οποίου η ορίζουσα είναι det

(
x1 x2

−y2 y1

)
= x1y1 + x2y2 = 1, άρα ο Q είναι αντιστρέψιµος

στο Rn×n. Ξανά επαγωγή στο k = λ(A) και τελειώσαµε.
Περίπτωση 3η: ΄Εστω ότι το α11 διαιρεί όλα τα στοιχεία της πρώτης γραµµής, αλλά και όλα τα
στοιχεία της πρώτης στήλης. Προφανώς µπορούµε να αφαιρέσουµε από κάθε στήλη

(
πλην της

πρώτης
)
πολλαπλάσια της πρώτης στήλης

(
στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί

)
και να µηδενίσουµε

όλα
(
πλην του α11

)
τα στοιχεία της πρώτης γραµµής. Στη συνέχεια κάνουµε το ίδιο, αφαιρώντας

από κάθε γραµµή
(
πλην της πρώτης

)
κατάλληλα πολλαπλάσια της πρώτης γραµµής και µηδε-

νίσουµε έτσι και όλα τα υπόλοιπα στοιχεία της πρώτης στήλης.
Ο πίνακάς µας έχει τώρα µετασχηµατιστεί σε έναν πίνακα της µορφής

α11 0 · · · 0
0
...
0

C

.
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Τι γίνεται όµως αν το στοιχείο α11 δεν διαιρεί κάποιο στοιχείο του C; Τότε προσθέτουµε στην
πρώτη γραµµή

(
ή στην πρώτη στήλη αντίστοιχα

)
τη γραµµή

(
ή την στήλη αντίστοιχα

)
στην

οποία ανήκει το στοιχείο αυτό του C που δεν διαιρείται από το α11 και αναγόµαστε στην πρώτη
περίπτωση

(
ή στη δεύτερη περίπτωση αντίστοιχα

)
. Τελικώς, λόγω της επαγωγικής ως προς λ(A)

διαδικασίας, ϑα οδηγηθούµε στη µορφή (1). �

ΠΟΡΙΣΜΑ 4.3. ΄Εστω A ένας n×m πίνακας µε στοιχεία από το R. Τότε ο A είναι ισοδύναµος
µε έναν πίνακα της µορφής 

δ1

δ2

. . .

δκ

 (?),

όπου κ = min{m,n} και δi | δi+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , κ− 1.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Σύµφωνα µε το προηγούµενο λήµµα, ο A είναι ισοδύναµος µε έναν πίνακα της
µορφής 

δ1 0 · · · 0
0
...
0

C

 , (1)

όπου το δ1 διαιρεί κάθε στοιχείο του πίνακα C. Τώρα, όλα τα στοιχεία του C είναι πολλαπλάσια
του τελικού στοιχείου δ1 που ϐρίσκεται στην (1, 1)-ϑέση. Κατά συνέπεια ϑα διαιρεί και κάθε
στοιχείο που ϑα προκύψει από τον C, όταν εφαρµόσουµε σ᾿ αυτόν κάποιον από τους προη-
γούµενους µετασχηµατισµούς που εφαρµόσαµε στον A. ΄Ετσι, επαγωγικά όλη η προηγούµενη
δουλειά µπορεί να συνεχιστεί πλέον στον πίνακα C, πολλαπλασιάζοντας από δεξιά ή αριστερά

µε
(
αντιστρέψιµους

)
πίνακες της µορφής

(
1 O
O Y ′

)
ή
(

1 O
O X ′

)
κ.ο.κ. καταλήγοντας έτσι ϐαθ-

µιαία σε έναν πίνακα της επιθυµητής µορφής. �

Ο αλγόριθµος που εφαρµόσαµε ονοµάζεται αλγόριθµος του Smith. Η µορφή (?) ονοµάζεται
κανονική µορφή Smith του πίνακα A.

Τίθεται τώρα το ερώτηµα: Αν ο πίνακας A είναι ισοδύναµος µε έναν πίνακα της µορφής
δ′1

δ′2
. . .

δ′κ

 (??),

όπου κ = min{m,n} και δ′i | δ′i+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , κ− 1, τότε τι σχέση έχουν τα δi και δ′i;

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.4. Αν (?) και (??) είναι δύο κανονικές µορφές Smith, όπως προηγουµένως, τότε
δi ∼ δ′i, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.

Εποµένως, υπ᾿ αυτήν την έννοια η κανονική µορφή Smith είναι µοναδική. �

Για να αποδείξουµε την παραπάνω πρόταση ας δούµε κάποια προκαταρκτικά. Αν A = (αij) ∈
∈ Rn×m, όπου R περιοχή κυρίων ιδεωδών, τότε συµβολίζουµε µε Jt(A) το ιδεώδες τηςR που
παράγεται από όλες τις ελάσσονες t×t ορίζουσες τουA, για κάθε t = 1, 2, . . . ,min{m,n}.
Προφανώς Jt(A) = Jt(A

T ), αφού η ορίζουσα ενός t× t υποπίνακα του AT είναι η ορίζουσα του
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αντίστοιχου αναστρόφου υποπίνακα του A.

Τώρα, έστω Σj =


α1j

α2j

...
αnj

 η j-στήλη του πίνακα A = (Σ1,Σ2, . . . ,Σm). Αν Y = (yij) ∈ Rm×m,

τότε ποια είναι η j-στήλη του πίνακα AY ; Η j-στήλη του πίνακα AY = B είναι η


β1j

β2j

...
βnj

, όπου

βij =
m∑
s=1

αisysj.

Εποµένως


β1j

β2j

...
βnj

 =


∑m

s=1 α1sysj∑m
s=1 α2sysj

...∑m
s=1 αnsysj

 =
m∑
s=1

ysj


α1s

α2s

...
αns

 =
m∑
s=1

ysjΣs.

΄Ετσι, αν ϑέλουµε να διαγράψουµε από την j-στήλη του πίνακα B = AY το στοιχείο βij, αυτό
επιτυγχάνεται µε το να διαγράψουµε το στοιχείο αis από κάθε στήλη Σs του πίνακα A, για κάθε
s = 1, 2, . . . ,m, δηλαδή να διαγράψουµε όλη την i-γραµµή από τον πίνακα A. ΄Αρα για να
διαγράψουµε όλη την i-γραµµή από τον πίνακα AY αρκεί να διαγράψουµε όλη την i-γραµµή
του πίνακα A.

Για παράδειγµα, αν A =

−1 2 5
3 −2 7
2 3 −4

 και Y =

−2 1
3 5
7 −1

 και διαγράψουµε τη 2η γραµ-

µή από τον πίνακα AY , τότε έχουµε

AY =

−1 2 5
3 −2 7
2 3 −4

−2 1
3 5
7 −1

 =

 43 4
37 −14
−23 21

 (
43 4
−23 21

)
ενώ, αν διαγράψουµε από τον πίνακα A τη 2η γραµµή, ϑα πάρουµε τον πίνακα

(
−1 2 5
2 3 −4

)
και (

−1 2 5
2 3 −4

)−2 1
3 5
7 −1

 =

(
43 4
−23 21

)
,

δηλαδή το ίδιο αποτέλεσµα. Συνεπώς, αν επιλέξουµε να κρατήσουµε από τον πίνακα B = AY
µόνον τις γραµµές κ1, κ2, . . . , κt, όπου 1 ≤ κ1 < κ2 < · · · < κt ≤ n και να διαγράψουµε τις

υπόλοιπες, τότε η j-στήλη του t × m πίνακα που ϑα προκύψει είναι της µορφής
m∑
s=1

ysjΣ
′
s,

όπου Σ′s =


ακ1,s
ακ2,s
...

ακt,s

 είναι η «κολοβή» s-στήλη του πίνακα A, δηλαδή αυτή που προκύπτει

αν διαγράψουµε από αυτήν όλα τα στοιχεία που δεν ανήκουν στις κ1, κ2, . . . , κt γραµµές του
A. Αν τέλος ϑέλουµε να κρατήσουµε µόνον τις λ1, λ2, . . . , λt-στήλες του πίνακα AY , όπου
1 ≤ λ1 < λ2 < · · · < λt ≤ m, αφού προηγουµένως έχουµε κρατήσει µόνον τις κ1, κ2, . . . , κt-
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στήλες αυτού, τότε ϑα πάρουµε τον t× t πίνακα

S =

(
m∑
s=1

ys,λ1Σ
′
s,

m∑
s=1

ys,λ2Σ
′
s, . . . ,

m∑
s=1

ys,λtΣ
′
s

)
.

΄Ετσι παίρνουµε όλους τους t× t υποπίνακες του AY .
Ξέρουµε ότι η ορίζουσα ενός πίνακα είναι γραµµική ως προς τις στήλες. Εποµένως

det(S) = det

(
m∑
s=1

ys,λ1Σ
′
s,

m∑
s=1

ys,λ2Σ
′
s, . . . ,

m∑
s=1

ys,λtΣ
′
s

)
=

= det

(
m∑

s1=1

ys1,λ1Σ
′
s1
,

m∑
s2=1

ys2,λ2Σ
′
s2
, . . . ,

m∑
st=1

yst,λtΣ
′
st

)
=

=
m∑

s1=1

m∑
s2=1

· · ·
m∑
st=1

ys1,λ1ys2,λ2 · · · yst,λt det
(
Σ′s1 , Σ′s2 , . . . ,Σ′st

)
.

Στο τελευταίο άθροισµα οι ορίζουσες που εµφανίζονται είναι µηδέν αν sµ = sν, για διαφορετικά
µ, ν ∈ {1, 2, . . . , t}, αλλιώς είναι ± επί ελάσσονες ορίζουσες του A.

(
Το πρόσηµο ± εξαρτάται

από τη διάταξη των s1, s2, . . . , st και είναι το πρόσηµο της αντίστοιχης µετάθεσης
)
.

Εποµένως det
(
Σ′s1 , Σ′s2 , . . . ,Σ′st

)
∈ Jt(A) και κατά συνέπεια det(S) ∈ Jt(A). Με άλλα

λόγια, όλες οι ελάσσονες t×t ορίζουσες του AY περιέχονται στο Jt(A), δηλαδή Jt(AY ) ⊆ Jt(A).
Αν τώρα ο Y είναι αντιστρέψιµος στο R, µε την ίδια λογική, ϑέτοντας AY στη ϑέση του A και
Y −1 στη ϑέση του Y , παίρνουµε Jt(A) = Jt((AY )Y −1) ⊆ J(AY ). Στην περίπτωση λοιπόν που
ο Y είναι αντιστρέψιµος παίρνουµε Jt(AY ) = Jt(A).
Αν δουλέψουµε συµµετρικά από αριστερά µε τις γραµµές τουA ϑα συµπεράνουµε ότι Jt(XA) =
= Jt(A), για κάθε αντιστρέψιµο n × n πίνακα X. Εναλλακτικά, Jt(XA) = Jt((XA)T ) =
= Jt(A

TXT ) = Jt(A
T ) = Jt(A), σύµφωνα µε τα προηγούµενα.

Συµπέρασµα: Jt(XAY ) = Jt(A), για κάθε αντιστρέψιµους n× n και m×m πίνακες X και Y
αντίστοιχα.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΗΣ ΠΡΟΤΑΣΗΣ 4.4: ΄Εστω

S1 =


δ1

δ2

. . .

δκ

 και S2 =


δ′1

δ′2
. . .

δ′κ


δύο κανονικές µορφές Smith ενός n × m πίνακα A. Τότε S1 = X1AY1 και S2 = X2AY2,
όπου X1, X2 αντιστρέψιµοι n × n και Y1, Y2 αντιστρέψιµοι m × m πίνακες αντίστοιχα. Τότε
Jt(S1) = Jt(A) = Jt(S2), για κάθε t = 1, 2, . . . , κ = min{m,n}. Τότε για κάθε t = 1, 2, . . . , κ
έχουµε: (δ1δ2 · · · δt) = Jt(S1) = Jt(A) = Jt(S2) = (δ′1δ

′
2 · · · δ′t). ΄Εστω ότι υπάρχει µ µε

δµ = 0 και ο µ είναι ο ελάχιστος τέτοιος ακέραιος, δηλαδή δt 6= 0, για κάθε t < µ. Τότε
(0) = (δ1δ2 · · · δµ) = Jµ(A) = (δ′1δ

′
2 · · · δ′µ). ΄Αρα υπάρχει ν ≤ µ τέτοιο, ώστε δ′ν = 0, οπότε

(0) = (δ′1 · · · δ′ν) = Jν(A) = (δ1 · · · δν). Αν ν < µ καταλήγουµε σε άτοπο, γιατί δt 6= 0, για κάθε
t < µ. ΄Αρα ν = µ. Επίσης, επειδή δµ | δµ+1 | δµ+2 | · · · , ϑα είχαµε δt = 0, για κάθε t µε
µ ≤ t ≤ κ και οµοίως δ′t = 0, για κάθε t µε µ ≤ t ≤ κ. ΄Αρα δt = 0 ∼ 0 = δ′t, για κάθε t µε
µ ≤ t ≤ κ.
Τώρα έχουµε τις σχέσεις : (δ1) = J1(A) = (δ′1) ⇔ δ1 ∼ δ′1, (δ1δ2) = J2(A) = (δ′1δ

′
2) ⇔ δ1δ2 ∼

∼ δ′1δ
′
2 ⇔
δ1∼δ′1

δ2 ∼ δ′2, (δ1δ2δ3) = J3(A) = (δ′1δ
′
2δ
′
3) ⇔ δ1δ2δ3 ∼ δ′1δ

′
2δ
′
3 ⇔
δ1δ2∼δ′1δ′2

δ3 ∼ δ′3 και ούτω

καθεξής, µέχρι να ϕτάσουµε στη σχέση δµ−1 ∼ δ′µ−1. Είναι σαφές ότι αν δεν υπήρχε t ≤ κ µε
δt = 0, τότε οι σχέσεις δt ∼ δ′t ϑα προέκυπταν επαγωγικά µε την ίδια µέθοδο µέχρι t = κ. �
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ΟΡΙΣΜΟΣ 4.5. Τα στοιχεία δ1, δ2, . . . , δκ, τα οποία προκύπτουν από τον αλγόριθµο του Smith
και είναι µοναδικά ως προς την συντροφικότητα, ονοµάζονται αναλλοίωτοι παράγοντες του
πίνακα A.

4.2 Ανάλυση ενός Πεπερασµένα Παραγόµενου Προτύπου επί µιας Πε-
ϱιοχής Κυρίων Ιδεωδών σε Ευθύ ΄Αθροισµα Κυκλικών Υποπροτύπων

΄Εστω R περιοχή κυρίων ιδεωδών. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε έναν R-οµοµορφισµό f : F → F ′

µεταξύ δύο ελεύθερων προτύπων F και F ′, µε ϐάσεις û = (u1, u2, . . . , um) και v̂ = (v1, v2, . . . , vn)
αντίστοιχα.
΄Εστω A = (αij) ο πίνακας της f ως προς τις ϐάσεις û και v̂, δηλαδή A = (f | û, v̂). Αυτό
σηµαίνει ότι έχουµε τις σχέσεις

f(uj) =
n∑
i=1

αijvi,

για κάθε j = 1, 2, . . . ,m. Εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο Smith στον πίνακα A ϑα ϐρούµε δύο
αντιστρέψιµους πίνακες X ∈ Rn×n και Y ∈ Rm×m τέτοιους, ώστε

XAY =


δ1 Ο

δ2

. . .

Ο δκ

 ,

όπου κ = min{m,n} = n και δ1 | δ2 | δ3 | · · · οι αναλλοίωτοι παράγοντες του A.
Σύµφωνα µε το (iii) της πρότασης 3.54 ο πίνακας X είναι ο πίνακας αλλαγής ϐάσης (1F ′ | v̂, v̂′)
του F ′ και ο Y ο πίνακας αλλαγής ϐάσης (1F | û′, û) του F . Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι

δ1 Ο
δ2

. . .

δκ
Ο

 = XAY = (1F ′ | v̂, v̂′)(f | û, v̂)(1F | û′, û) = (f | û′, v̂′) (1)

Με άλλα λόγια,
f(u′j) = δjv

′
j (2),

για κάθε j = 1, 2, . . . , κ και f(u′j) = 0F ′, για κάθε j µε κ < j ≤ m,
(
αν m > n = κ

)
.

Με αυτόν τον τρόπο µπορούµε να διασπάσουµε το πρότυπο-πηλίκο F ′
/

Imf σε ευθύ άθροισµα
κυκλικών υποπροτύπων. ΄Εχουµε λοιπόν την επόµενη ϐασική πρόταση:

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.6. Αν f : F → F ′ είναι ένας οµοµορφισµός R-προτύπων, όπου R περιοχή κυρίων
ιδεωδών. Υποθέτουµε ότι F = Ru1 ⊕ Ru2 ⊕ · · · ⊕ Rum και F ′ = Rv1 ⊕ Rv2 ⊕ · · · ⊕ Rvn.(
û = (u1, u2, . . . , um) και v̂ = (v1, v2, . . . , vn) διατεταγµένες ϐάσεις των F και F ′ αντίστοιχα

)
.

Τότε
F ′
/

Imf ∼= M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn,

όπου Mi = (xi) κυκλικό R-πρότυπο και αν Ann(xi) = δi, για i = 1, 2, . . . , n, τότε δi | δi+1, για
κάθε i = 1, 2, . . . , n− 1.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι υπάρχουν διατεταγµένες ϐάσεις û′ = (u′1, u

′
2,

. . . , u′m) και v̂′ = (v′1, v
′
2, . . . , v

′
n) των F και F ′ αντίστοιχα έτσι, ώστε f(u′j) = δjv

′
j, για κάθε

j = 1, 2, . . . , κ, όπου κ = min{m,n} και f(u′j) = 0F ′, για κάθε j µε κ < j ≤ m,
(
αν
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m > n = κ
)
. Επίσης δi | δi+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , κ − 1. Αν n > κ, ϑέτουµε δi = 0R,

για κάθε i µε κ < i ≤ n. Επειδή το 0R διαιρείται από οποιοδήποτε στοιχείο της R, έχουµε
δi | δi+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , n− 1.
Εποµένως Imf = Rδ1v

′
1 ⊕Rδ2v

′
2 ⊕ · · · ⊕Rδnv′n = Rδ1v

′
1 ⊕Rδ2v

′
2 ⊕ · · · ⊕Rδκv′κ. Συνεπώς

F ′
/

Imf =
⊕n

i=1Rv
′
i

/⊕κ
i=1Rδiv

′
i

∼=
(⊕κ

i=1 Rv
′
i

/⊕κ
i=1Rδiv

′
i

)⊕(⊕
κ<i≤nRv

′
i

)
∼=

∼=
(⊕κ

i=1

Rv′i
/
Rδiv

′
i

)⊕(⊕
κ<i≤nRv

′
i

)
=
(⊕κ

i=1R(v′i + (δi)v
′
i)
)⊕(⊕

κ<i≤nRv
′
i

)
.

Θέτουµε xi = v′i + (δi)v
′
i, για κάθε i = 1, 2, . . . , κ και xi = v′i για κάθε i µε κ < i ≤ n. Εξυπα-

κούεται ότι το άθροισµα
⊕

κ<i≤nRv
′
i είναι µηδενικό αν κ = n.(

Το ότι Rv′i
/
Rδiv

′
i

∼= R
/

(δi)
, για κάθε i = 1, 2, . . . , κ προκύπτει αν ϑεωρήσουµε την απει-

κόνιση ϕi : R → Rv′i
/
Rδiv

′
i
µε ϕi(r) = rv′i + Rδiv

′
i = rv′i + (δi)v

′
i, για κάθε r ∈ R. Εύκολα

αποδεικνύεται ότι η ϕi είναι R-γραµµική και επειδή ϕi(1R) = v′i + (δi)v
′
i, το οποίο παράγει

το R-πρότυπο Rv
′
i
/
Rδiv

′
i
, η ϕi είναι επιµορφισµός. Τώρα, r ∈ Kerϕi ⇔ ϕ(r) = rv′i + (δi)v

′
i =

= 0Rv′i/(δi)v′i = (δi)v
′
i = Rδiv

′
i. Ισοδύναµα, υπάρχει s ∈ R τέτοιο, ώστε rv′i = sδiv

′
i ⇔ (r−sδi)v′i =

= 0F ′. Το v′i είναι R-γραµµικά ανεξάρτητο, ως στοιχείο της ϐάσης του F ′ και συνεπώς r = sδi ∈
∈ (δi). ΄Αρα Kerϕi = (δi)

)
. �

ΜΙΑ ΣΗΜΑΝΤΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Τα εµφανιζόµενα κυκλικά υποπρότυπα M1,M2, . . . ,Mn,
όπου n = rankF ′ στην πραγµατικότητα δεν είναι εν γένει n το πλήθος. Πράγµατι, αν δ1, δ2, . . . , δt
είναι αντιστρέψιµα στοιχεία της R, τότε Mi = Rv′i

/
Rδiv

′
i

= Rv′i
/
Rv′i

= {0}, το µηδενικό υ-
ποπρότυπο, για κάθε i = 1, 2, . . . , t. Εποµένως τα µη µηδενικά υποπρότυπα Mi είναι k = n− t
το πλήθος. ∆ιαγράφοντας λοιπόν τα t πρώτα µηδενικά υποπρότυπα Mi παίρνουµε

F ′
/

Imf ∼= M ′
1 ⊕M ′

2 ⊕ · · · ⊕M ′
k,

όπου M ′
i = Mt+i, για κάθε i = 1, 2, . . . , k και R ) Ann(M ′

1) ⊇ Ann(M ′
2) ⊇ · · · ⊇ Ann(M ′

k)
ή ισοδύναµα δ′i | δ′i+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , k − 1, όπου Ann(M ′

i) = (δ′i) = (δt+i) και δ′1 µη
αντιστρέψιµο.
Ας δούµε τέσσερα άλλα παραδείγµατα:

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 4.7. (i) Θεωρούµε την απεικόνιση f : Z4 → Z3 µε f(x, y, z, w) = (17x+39y+
+35z + 97w, 16x+ 36y + 32z + 92w, 13x+ 27y + 23z + 77w), για κάθε (x, y, z, w) ∈ Z4.
Αν û = (u1, u2, u3, u4) και v̂ = (v1, v2, v3) είναι οι συνήθεις ϐάσεις, δηλαδή u1 = (1, 0, 0, 0),
u2 = (0, 1, 0, 0), u3 = (0, 0, 1, 0) και u4 = (0, 0, 0, 1) και v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 1, 0) και
v3 = (0, 0, 1), τότε ο πίνακας της f ως προς τις ϐάσεις αυτές είναι ο

A = (f | û, v̂) =

17 39 35 97
16 36 32 92
13 27 23 77


Η κανονική µορφή Smith του A ϑα έχει τη µορφήδ1 0 0 0

0 δ2 0 0
0 0 δ3 0


και συνεπώς f(u′4) = 0Z3. Εφαρµόζουµε τον αργόριθµο του Smith και ϐρίσκουµε πίνακες
X ∈ Z3×3 και Y ∈ Z4×4 τέτοιους ώστε ο XAY να έχει τη Ϲητούµενη µορφή. Είναι
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X =

1 −1 0
0 1 0
3 −4 1

 , Y =


1 0 3 −5
−4 1 −4 −3
4 −1 3 3
0 0 0 1

 και XAY =

1 0 0 0
0 4 0 0
0 0 0 0

 .

Η νέα ϐάση v̂′ = (v′1, v
′
2, v
′
3) του Z3 δίνεται από τον πίνακα (1Z3 | v̂′, v̂) = (1Z3 | v̂, v̂′)−1 =

= X−1 =

1 −1 0
0 1 0
3 −4 1

−1

=

 1 1 0
0 1 0
−3 1 1

, δηλαδή v′1 = (1, 0,−3) = v1 − 3v3, v′2 = (1, 1, 1) =

= v1 + v2 + v3 και v′3 = (0, 0, 1) = v3. Το πρότυπο-πηλίκο Z3
/

Imf είναι ισόµορφο µε

Zv′1
/
Zv′1 ⊕

Zv′2
/

4Zv′2 ⊕
Zv′3
/

0Zv′3
∼= Z

/
Z⊕ Z

/
4Z⊕ Z

/
(0)
∼= Z4 ⊕ Z. �

(ii) Θεωρούµε την απεικόνιση g : Z3 → Z4 µε g(x, y, z) = (76x + 36y − 12z, 12x + 6y, 60x+
+30y − 12z, 38x+ 18y − 6z), για κάθε (x, y, z) ∈ Z3.
Αν û = (u1, u2, u3) και v̂ = (v1, v2, v3, v4) είναι οι συνήθεις ϐάσεις, δηλαδή u1 = (1, 0, 0),
u2 = (0, 1, 0) και u3 = (0, 0, 1) και v1 = (1, 0, 0, 0), v2 = (0, 1, 0, 0), v3 = (0, 0, 1, 0) και
v4 = (0, 0, 0, 1), τότε ο πίνακας της g ως προς τις ϐάσεις αυτές είναι ο

A = (g | û, v̂) =


76 36 −12
12 6 0
60 30 −12
38 18 −6


Η κανονική µορφή Smith του A ϑα έχει τη µορφή

δ1 0 0
0 δ2 0
0 0 δ3

0 0 0

 .

Εποµένως δ4 = 0. Συνεπώς το πρότυπο-πηλίκο Z4
/

Img ϑα έχει έναν τουλάχιστον ευθύ προ-
σθετέο ισόµορφο µε το Z.
Τώρα, κατά τα γνωστά υπολογίζουµε την κανονική µορφή Smith του A

XAY =


2 0 0
0 6 0
0 0 12
0 0 0

 , όπου X =


0 0 0 1
0 1 0 0
0 −1 −1 0
1 0 0 −2

 και Y =

 1 0 3
−2 1 −6
0 3 1

.

Η νέα ϐάση v̂′ = (v′1, v
′
2, v
′
3, v
′
4) του Z4 δίνεται από τον πίνακα (1Z4 | v̂′, v̂) = (1Z4 | v̂, v̂′)−1 =

= X−1 =


0 0 0 1
0 1 0 0
0 −1 −1 0
1 0 0 −2


−1

=


2 0 0 1
0 1 0 0
0 −1 −1 0
1 0 0 0

, δηλαδή v′1 = (2, 0, 0, 1) = 2v1 + v4,

v′2 = (0, 1,−1, 0) = v2 − v3, v′3 = (0, 0,−1, 0) = −v3 και v′4 = (1, 0, 0, 0) = v1. Το πρότυπο-
πηλίκο Z4

/
Img είναι ισόµορφο µε

Zv′1
/

2Zv′1 ⊕
Zv′2
/

6Zv′2 ⊕
Zv′3
/

12Zv′3 ⊕
Zv′4
/

0Zv′4
∼= Z

/
2Z⊕ Z

/
6Z⊕ Z

/
12Z⊕ Z

/
(0)
∼=

∼= Z2 ⊕ Z6 ⊕ Z12 ⊕ Z. �
(iii) ΄Εστω R = R[x]. Θεωρούµε τον R[x]-οµοµορφισµό h : R[x]3 → R[x]3 µε
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g(1, 0, 0) = (x2 + x− 2, x3 − 6x− 4, x3 − 3x+ 2)

g(0, 1, 0) = (x2 − 4, x3 − x2 − 8x− 4, x3 − x2 − 4x+ 4)

g(0, 0, 1) = (x2 + 5x+ 6, x3 + 5x2 + 6x, x3 + 4x2 + x− 6)

Αν û = (u1, u2, u3) είναι η συνήθης ϐάση, δηλαδή u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 1, 0) και u3 = (0, 0, 1)(
1 το σταθερό πολυώνυµο

)
, τότε ο πίνακας της h ως προς τη ϐάση αυτή είναι ο

A = (h | û, û) =

 x2 + x− 2 x2 − 4 x2 + 5x+ 6
x3 − 6x− 4 x3 − x2 − 8x− 4 x3 + 5x2 + 6x
x3 − 3x+ 2 x3 − x2 − 4x+ 4 x3 + 4x2 + x− 6


Η κανονική µορφή Smith του A είναι

XAY =

x+ 2 0 0
0 (x+ 2)2 0
0 0 0

 ,

όπου X =

 −1 0 0
x −1 0

x− 1 0 −1

 και Y =

−1 2− x −x− 3
1 x− 1 x+ 3
0 0 1

.
(
Οι πράξεις έγιναν µε το ελεύ-

ϑερο λογισµικό Maxima
)
.

Η νέα ϐάση û′ = (u′1, u
′
2, u
′
3) του R[x]3 δίνεται από τον πίνακα (1R[x]3 | û′, û) = (1R[x]3 | û, û′)−1 =

= X−1 =

 −1 0 0
x −1 0

x− 1 0 −1

−1

=

 −1 0 0
−x −1 0

1− x 0 −1

, δηλαδή u′1 = (−1,−x, 1 − x) =

= −u1 − xu2 + (1 − x)u3, u′2 = (0,−1, 0) = −u2 και u′3 = (0, 0,−1) = −u3. Το πρότυπο-
πηλίκο R[x]3

/
Imh είναι ισόµορφο µε

R[x]
/

(x+ 2)⊕ R[x]
/(

(x+ 2)2
)⊕ R[x]. �

(iv) ∆ίνεται ο πίνακας-στήλη A =


r1

r2

...
rk

, όπου ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των r1, r2, . . . , rk

είναι το 1R. Να αποδειχθεί ότι η στήλη αυτή είναι η πρώτη στήλη ενός αντιστρέψιµου στο R
k × k πίνακα.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αν εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο Smith στον πίνακα A, ϑα ϐρούµε αντιστρέψιµους

k×k και 1×1 πίνακες X και Y αντίστοιχα τέτοιους, ώστε XAY =


1R
0
...
0

. ΄Ενας αντιστρέψιµος

1 × 1 πίνακας Y είναι στην ουσία ένα αντιστρέψιµο στοιχείο u του R. Εποµένως ϑα έχουµε:

X


r1

r2

...
rk

 (u) = (uX)


r1

r2

...
rk

 = X ′


r1

r2

...
rk

 =


1R
0
...
0

, όπου ο X ′ = uX είναι προφανώς αντιστρέψι-

µος. Συνεπώς


r1

r2

...
rk

 = X ′−1


1R
0
...
0

, η οποία είναι η πρώτη στήλη του αντιστρέψιµου πίνακα
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X ′−1. �

Τώρα εξετάζουµε ένα κεντρικής σηµασίας ϑέµα. Γνωρίζουµε ότι αν M είναι ένα πεπερασµένα
R-παραγόµενο πρότυπο, όπου R περιοχή κυρίων ιδεωδών, τότε το M είναι ισόµορφο µε το
πηλίκο F

/
F ′ δύο ελεύθερων R-προτύπων.

(
Θεώρηµα 3.53

)
. Επίσης, από την πρόταση 3.51,

rankF ′ ≤ rankF . Για να είµαστε όµως σύµφωνοι µε τον συµβολισµό αυτής της παραγράφου,
ας συµβολίζουµε το «µεγάλο» πρότυπο µε F ′ και το «µικρό» µε F . ΄Ετσι, αναδιατυπώνουµε τα
αποτελέσµατα του ϑεωρήµατος 3.53 και της πρότασης 3.51 εναλλάσσοντας τους συµβολισµούς
F και F ′:
Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυποM , όπου R περιοχή κυρίων ιδεωδών, είναι ισόµορ-
ϕο µε το πηλίκο F ′

/
F δύο ελεύθερων R-προτύπων F και F ′, όπου F 6 F ′ και άρα rankF ≤

≤ rankF ′.
Αν λοιπόν στην πρόταση 4.5 αντικαταστήσουµε την f µε την εµφύτευση i : F ↪→ F ′

παίρνουµε αυτοµάτως τη δοµή του M ∼= F ′
/
F ως ευθύ άθροισµα κυκλικών υποπρο-

τύπων. Με ϐάση λοιπόν και την παρατήρηση µετά την πρόταση 4.5, παίρνουµε το ακόλουθο
συµπέρασµα:

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.8. ΄Εστω M ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο, όπου R περιοχή κυρίων
ιδεωδών. Τότε το M είναι ίσο µε το ευθύ άθροισµα

(
πεπερασµένου πλήθους

)
κυκλικών

υποπροτύπων του
(x1)⊕ (x2)⊕ · · · ⊕ (xk),

όπου R ) Ann(x1) ⊇ Ann(x2) ⊇ · · · ⊇ Ann(xk).

Το όλο πρόβληµα ανάγεται λοιπόν στον αλγόριθµο του Smith. Προσοχή όµως! Ο πίνα-
κας A της εµφύτευσης i : F ↪→ F ′ είναι γνωστός µόνον αν γνωρίζουµε µια ϐάση του
υποπροτύπου F . Αλλά το πρόβληµα αυτό ξεπερνιέται όπως στο παράδειγµα 4.1.(i). Εκεί

είχαµε τον πίνακα A =

(
42 16 20
10 10 6

)
. Με άλλα λόγια είχαµε ένα υποπρότυπο F του Z2, το

οποίο παράγεται από τα στοιχεία (42, 10), (16, 10) και (20, 6). Ξέρουµε ότι ο ϐαθµός αυτού του
υποπροτύπου F είναι µικρότερος ή ίσος του ϐαθµού του Z2, δηλαδή του 2. Αλλά δεν έχουµε
συγκεκριµένη ϐάση του F . Το όλο πρόβληµα ξεπερνιέται αν ϑεωρήσουµε ότι το F είναι η εικόνα
Imf µιας απεικόνισης f : Z3 → Z2 µε πίνακα τον A.

Είδαµε ότι
(

0 −1
1 −12

)(
42 16 20
10 10 6

) 0 −1 −2
1 −2 −1
−2 5 5

 =

(
2 0 0
0 26 0

)
. Αυτό σηµαίνει ότι το F

έχει ϐάση τα στοιχεία 2v′1 και 26v′2, όπου (v′1, v
′
2) η νέα ϐάση του Z2, η οποία δίνεται συναρτήσει

της παλιάς (v1 = (1, 0), v2 = (0, 1)) ϐάσει του X−1 =

(
0 −1
1 −12

)−1

=

(
−12 1
−1 0

)
.

∆ηλαδή v′1 = −12v1−v2 και v′2 = v1. Εποµένως το F έχει ϐάση τα στοιχεία 2v′1 = −24v1−2v2 =
= (−24,−2) και 26v′2 = 26v1 = (26, 0).
Το δε πρότυπο-πηλίκο Z2/

F είναι ισόµορφο µε το Z2 ⊕ Z26. «∆ηλαδή, µε ένα σµπάρο δυο
τρυγόνια».

Στα επόµενα παρουσιάζονται µερικά ακόµα αριθµητικά παραδείγµατα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 4.9. (i) ΄Εστω G µια αβελιανή οµάδα που παράγεται από τα στοιχεία α, β, τα
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4.2. Ανάλυση ενός Πεπερασµένα Παραγόµενου Προτύπου επί µιας Περιοχής Κυρίων Ιδεωδών σε Ευθύ ΄Αθροισµα
Κυκλικών Υποπροτύπων

οποία ικανοποιούν τις συνθήκες {
2α + 3β = 0

α− 7β = 0

Να ϐρεθεί η τάξη και η δοµή της οµάδας.
ΛΥΣΗ:ΗG είναι επιµορφική εικόνα του ευθέος αθροίσµατος Z⊕Z = Ze1⊕Ze2, όπου e1 = (1, 0)
και e2 = (0, 1). Αν f : Ze1⊕Ze2 → G ο επιµορφισµός, f(e1) = α και f(e2) = β. Από τις παρα-
πάνω σχέσεις προκύπτει ότι πυρήνας του επιµορφισµού είναι το υποπρότυπο του Ze1⊕Ze2 που
παράγεται από τα στοιχεία v1 = 2e1 + 3e2 = (2, 3) και v2 = e1 − 7e2 = (1,−7). Σχηµατίζουµε
τον πίνακα (

2 1
3 −7

)
και εφαρµόζουµε σε αυτόν τον αλγόριθµο του Smith. ΄Εχουµε(

2 1
3 −7

)
Σ1↔Σ2−→

(
1 2
−7 3

)
Γ2→Γ2+7Γ1−→

(
1 2
0 17

)
Σ2→Σ2−2Σ1−→

(
1 0
0 17

)
. Ο πίνακας αλλαγής ϐάσης

του πυρήνα είναι Y =

(
0 1
1 0

)(
1 −2
0 1

)
=

(
1 −2
0 1

)
=

(
0 1
1 −2

)
και όλου του Ze1⊕Ze2 είναι

X =

(
1 0
7 1

)
. Πράγµατι,

(
1 0
7 1

)(
2 1
3 −7

)(
0 1
1 −2

)
.

Κατά συνέπεια G ∼= Z
/
Z ⊕

Z
/

17Z
∼= 0 ⊕ Z17 = Z17, κυκλική µε 17 στοιχεία. Ο πίνακας

X−1 =

(
1 0
7 1

)−1

=

(
1 0
−7 1

)
είναι ο πίνακας (1Z⊕Z | ê′, ê), ο οποίος µας δίνει τη νέα ϐάση

(e′1, e
′
2) = (e1 − 7e2, e2) του Z⊕ Z συναρτήσει της παλαιάς (e1, e2).

Ο πίνακας Y =

(
0 1
1 −2

)
= (1Kerf | v̂′, v̂) µας δίνει την νέα ϐάση (v′1, v

′
2) του Kerf συναρτήσει

της παλαιάς ϐάσης (v1 = 2e1 + 3e2, v2 = e1 − 7e2). Εποµένως (v′1, v
′
2) = (v2, v1 − 2v2) =

= (e1 − 7e2, 2e1 + 3e2 − 2(e1 − 7e2)) = (e1 − 7e2, 17e2) = (e′1, 17e′2), όπως αναµενόταν. �

(ii) Να ϐρεθεί η δοµή του πηλίκου Z⊕ Z⊕ Z
/

Img , όπου g η απεικόνιση g : Z ⊕ Z ⊕ Z →
→ Z ⊕ Z ⊕ Z, µε g(x, y, z) = (−114x − 36y + 231z,−12x + 21z, 27x + 9y − 54z), για κάθε
(x, y, z) ∈ Z⊕ Z⊕ Z ∼= Z× Z× Z.
ΛΥΣΗ: Ο πίνακας της g ως προς τη συνήθη ϐάση ê = (e1, e2, e3) είναι ο−114 −12 27

−36 0 9
231 21 −54


Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο του Smith:

−114 −12 27
−36 0 9
231 21 −54

 Γ1→Γ1−3Γ2−→

 −6 −12 0
−36 0 9
231 21 −54


Γ1→−Γ1−→

 6 12 0
−36 0 9
231 21 −54

 Γ2→Γ2+6Γ1−→

 6 12 0
0 72 9

231 21 −54

 Σ1→Σ1+Σ3−→

 6 12 0
9 72 9

177 21 −54

 Γ2→Γ2−Γ1−→ 6 12 0
3 60 9

177 21 −54

 Γ1→Γ1−Γ2−→

 3 −48 −9
3 60 9

177 21 −54

 Γ2→Γ2−Γ1−→

 3 −48 −9
0 108 18

177 21 −54

 Γ3→Γ3−59Γ1−→3 −48 −9
0 108 18
0 2853 477

 Σ2→Σ2+16Σ1−→

3 0 −9
0 108 18
0 2853 477

 Σ3→Σ3+3Σ1−→

3 0 0
0 108 18
0 2853 477

 Σ2→Σ2−6Σ3−→
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Κεφάλαιο 4. Ανάλυση Πεπερασµένα Παραγόµενων Προτύπων επί µιας Περιοχής Κυρίων Ιδεωδών σε Ευθέα
Αθροίσµατα Κυκλικών Υποπροτύπων3 0 0

0 0 18
0 −9 477

 Γ2↔Γ3−→

3 0 0
0 −9 477
0 0 18

 Σ3→Σ3+53Σ2−→

3 0 0
0 −9 0
0 0 18

 Γ2→−Γ2−→

3 0 0
0 9 0
0 0 18

.

Εποµένως Z⊕ Z⊕ Z
/

Img
∼= Z3 ⊕ Z9 ⊕ Z18. �

(iii) ΄Εστω M ⊆ Z3 το σύνολο των ακεραίων λύσεων του συστήµατος
−3x+ 5y + 3z = 0

−6x+ 20y + 9z = 0

−3x+ 25y + 9z = 0

Να ϐρεθεί η δοµή της οµάδας πηλίκο Z3/
M .

ΛΥΣΗ: Παρατηρούµε ότι M = Kerf , όπου f : Z3 → Z3 µε f(x, y, z) = (−3x + 5y + 3z,−6x+
+20y + 9z, − 3x + 25y + 9z), για κάθε (x, y, z) ∈ Z3. Εποµένως f(e1) = f(1, 0, 0) =
= (−3,−6,−3) = −3e1 − 6e2 − 3e3 και αντίστοιχα f(e2) = 5e1 + 20e2 + 25e3 και f(e3) =
= 3e1 +9e2 +9e3, όπου ê = (e1, e2, e3) η συνήθης ϐάση του Z3. Ο πίνακας (f | ê, ê) είναι λοιπόν−3 5 3

−6 20 9
−3 25 9


Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο Smith:

−3 5 3
−6 20 9
−3 25 9

 Σ2→Σ2+Σ1−→

−3 2 3
−6 14 9
−3 22 9

 Σ1→Σ1+Σ2−→−1 2 3
8 14 9
19 22 9

 Γ2→Γ2+8Γ1−→

−1 2 3
0 30 33
19 22 9

 Γ3→Γ3+19Γ1−→

−1 2 3
0 30 33
0 60 66

 Σ2→Σ2+2Σ1−→−1 0 3
0 30 33
0 60 66

 Σ3→Σ3+3Σ1−→

−1 0 0
0 30 33
0 60 66

 Γ1→−Γ1−→

1 0 0
0 30 33
0 60 66

 Σ3→Σ3−Σ2−→

1 0 0
0 30 3
0 60 6

 Σ2→Σ2−10Σ3−→1 0 0
0 0 3
0 0 6

 Σ2↔Σ3−→

1 0 0
0 3 0
0 6 0

 Γ3→Γ3−2Γ2−→

1 0 0
0 3 0
0 0 0

. Εποµένως, ως προς κατάλληλες ϐάσεις

û = (u1, u2, u3) και v̂ = (v1, v2, v3) του Z3 ο πίνακας της f : Z3 → Z3 είναι ο πίνακας

1 0 0
0 3 0
0 0 0

.

Από τη µορφή του πίνακα αυτού προκύπτει ότι M = Kerf = Zu3, δηλαδή ελεύθερο πρότυπο
ϐαθµού 1. Αυτό το περιµέναµε ϐάσει της πρότασης 3.51.

(
Υποπρότυπο ελεύθερου προτύπου

είναι ελεύθερο
)
. Τώρα Z3/

M
∼= Imf = Zv1 ⊕ Z(3v2) ∼= Z⊕ Z.

Θα µπορούσαµε ϐέβαια να λύσουµε στο Z το παραπάνω σύστηµα:
−3x +5y +3z = 0

−6x +20y +9z = 0

−3x +25y +9z = 0

⇔


−3x +5y +3z = 0

10y +3z = 0

20y +6z = 0

⇔

{
−3x +5y +3z = 0

10y +3z = 0
⇔

⇔

{
−3x −5y = 0

10y +3z = 0
⇔

{
x = −5

3
y

z = −10
3
y

⇔
x,z∈Z

y=3t, t∈Z


x = −5t

y = 3t

z = −10t

, όπου t ∈ Z. Εποµένως
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4.3. Πρότυπα Στρέψεως και Πρότυπα Ελεύθερα Στρέψεως

M = Z(−5e1 + 3e2 − 10e3). Προφανώς ο πίνακας της εµφύτευσης M ↪→ Z3 είναι ο

 −5
3
−10

. Ο

αλγόριθµος Smith µας ϐγάζει :

 −5
3
−10

 Γ3→Γ3−2Γ1−→

−5
3
0

 Γ1→Γ1+2Γ2−→

1
3
0

 Γ2→Γ2−3Γ1−→

1
0
0

. Από

αριστερά έχουµε πολλαπλασιάσει µεX =

 1 0 0
−3 1 0
0 0 1

1 2 0
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

 =

 1 2 0
−3 −5 0
−2 0 1

.

Η νέα ϐάση û′ = (u′1, u
′
2, u
′
3) ως προς την οποία ο πίνακας της εµφύτευσης M ↪→ Z3 έχει

τη µορφή

1
0
0

 δίνεται συναρτήσει της παλαιάς από τον πίνακα X−1 =

 1 2 0
−3 −5 0
−2 0 1

−1

=

=

 −5 −2 0
3 1 0
−10 −4 1

. Στον προηγούµενο αλγόριθµο Smith η ϐάση û = (u1, u2, u3) του πεδίου ο-

ϱισµού Z3 της f προέκυψε µε πολλαπλασιασµό από δεξιά µε τον πίνακα

1 1 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
1 1 0
0 0 1


1 2 0

0 1 0
0 0 1

1 0 3
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 −1
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 −10 1

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 =

2 1 −5
1 0 3
0 1 −10

(προσέξτε την

τελευταία στήλη
)
και από δεξιά µε

1 0 0
0 1 0
0 −2 1

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
0 1 0
19 0 1

1 0 0
8 1 0
0 0 1

 =

=

−1 0 0
8 1 0
3 −2 1

 .Παρατηρούµε ότι

−1 0 0
8 1 0
3 −2 1

−3 5 3
−6 20 9
−3 25 9

2 1 −5
1 0 3
0 1 −10

 =

1 0 0
0 3 0
0 0 0

,

το οποίο και αναµενόταν. �

4.3 Πρότυπα Στρέψεως και Πρότυπα Ελεύθερα Στρέψεως

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.10. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο. Αν για κάθε µη µηδενικό στοιχείο x του M ισχύει
rx 6= 0M , για κάθε r ∈ R \ {0R}, το M λέγεται ελεύθερο στρέψεως.

(
Torsion-free

)
.

Σηµειώνουµε ότι το τετριµµένο πρότυπο {0} είναι ελεύθερο στρέψεως.
(
Σε αντίθετη

περίπτωση ϑα υπήρχε x ∈ {0} µε x 6= 0
(
;;;
)
και r ∈ R \ {0R}, τέτοια ώστε rx = 0. Αλλά, αν

x ∈ {0}, τότε x = 0 και κατά συνέπεια δεν υπάρχουν x 6= 0
)
.

΄Εστω M ένα µη µηδενικό R-πρότυπο. Αν για κάθε µη µηδενικό στοιχείο x του M υπάρχει
r ∈ R \ {0R} τέτοιο, ώστε rx = 0M , τότε το M λέγεται πρότυπο στρέψεως.

(
Torsion module

)
.

Αν M είναι ένα R-πρότυπο, το σύνολο T (M) = {x ∈ M | rx = 0M , για κάποιο r ∈ R \ {0R}}
λέγεται υποπρότυπο στρέψεως τουM . Σηµειώνουµε ότι το T (M) δεν είναι κατ᾿ ανάγκην
πρότυπο στρέψεως. Για να είναι πρότυπο στρέψεως ϑα πρέπει T (M) 6= {0}.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.11. ΄ΕστωM ένα R-πρότυπο, όπου R ακέραια περιοχή. Τότε το T (M) είναι όντως
υποπρότυπο του M . Επίσης, το M είναι ελεύθερο στρέψεως αν και µόνον αν T (M) = {0M}.
Ακόµη, T

(
M
/
T (M)

)
= {0M/T (M)}, δηλαδή το M

/
T (M) είναι ελεύθερο στρέψεως.
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Κεφάλαιο 4. Ανάλυση Πεπερασµένα Παραγόµενων Προτύπων επί µιας Περιοχής Κυρίων Ιδεωδών σε Ευθέα
Αθροίσµατα Κυκλικών Υποπροτύπων

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω x1, x2 ∈ T (M). Τότε υπάρχουν r1, r2 6= 0R τέτοια, ώστε r1x1 = r2x2 = 0M .
Οπότε r1r2(x1 +x2) = r2(r1x1) + r1(r2x2) = r2 ·0M + r1 ·0M = 0M και r1r2 6= 0R, γιατί η R είναι
ακέραια περιοχή. Συνεπώς x1 + x2 ∈ T (M). ΄Εστω τώρα x ∈ T (M) και s ∈ R. Τότε υπάρχει
r ∈ R \ {0R} τέτοιο, ώστε rx = 0M . Εποµένως r(sx) = s(rx) = s · 0M = 0M . ΄Αρα sx ∈ T (M)
και συνεπώς το T (M) είναι υποπρότυπο του M .
΄Εστω x+T (M) ∈ T

(
M
/
T (M)

)
. Τότε υπάρχει r1 6= 0R τέτοιο, ώστε r1(x+T (M)) = 0M/T (M) =

= T (M), δηλαδή r1x ∈ T (M). Αλλά τότε ϑα υπάρχει r2 6= 0R µε r2r1x = 0M και r2r1 6= 0R,
επειδή η R είναι ακέραια περιοχή. ΄Αρα x ∈ T (M)⇔ x+ T (M) = T (M). �

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.12. (i) Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο R-πρότυπο, όπου R ακέραια
περιοχή, είναι ελεύθερο στρέψεως.
(ii) Αν R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, τότε κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ελεύθερο στρέψεως
πρότυπο F είναι ελεύθερο.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) ΄Εστω F = Ru1⊕Ru2⊕· · ·⊕Ruk ελεύθερο R-πρότυπο µε ϐάση {u1, u2, . . . , uk}
και r1u1 + r2u2 + · · · + rkuk ∈ T (F ). ΄Εστω r ∈ R \ {0R} τέτοιο, ώστε r(r1u1 + r2u2+
+ · · · + rkuk) = rr1u1 + rr2u2 + · · · + rrkuk = 0F . Επειδή το F είναι ελεύθερο έπεται ότι
rri = 0R, για κάθε i = 1, 2 . . . , k και επειδή η R είναι ακέραια περιοχή και r 6= 0R, έπεται ότι
r1 = r2 = · · · = rk = 0R.
(ii) 1ος τρόπος: Σύµφωνα µε την πρόταση 4.8, F = (x1) ⊕ (x2) ⊕ · · · ⊕ (xk), όπου R )
) Ann(x1) ⊇ Ann(x2) ⊇ · · · ⊇ Ann(xk). Παρατηρούµε ότι xi 6= 0F γιατί 1R · 0F = 0F και άρα,
αν xi = 0F , ϑα είχαµε Ann(xi) = (1R) = R, άτοπο. Εποµένως Ann(xi) = {0R}, γιατί το F είναι
ελεύθερο στρέψεως. Το αποτέλεσµα προκύπτει από το (ii) της πρότασης 3.40.
2ος τρόπος: Εφαρµόζουµε επαγωγή στο πλήθος των (µη µηδενικών) γεννητόρων x1, x2, . . . , xn
του F . Αν F = Rx1, τότε το F είναι ελεύθερο µε ϐάση {x1}. ΄Εστω n > 1 και υποθέτουµε
ότι ο ισχυρισµός είναι σωστός αν το πλήθος των γεννητόρων είναι µικρότερο του n. Θέτουµε
H = {x ∈ F | rx ∈ Rxn για κάποιο r ∈ R \ {0R}}. Το H είναι υποπρότυπο του F . Πράγµατι,
αν x, y ∈ H, τότε rx, sy ∈ Rxn, για κάποια r, s ∈ R\{0R}. Εποµένως rs(x+y) = s(rx)+r(sy) ∈
∈ Rxn και rs 6= 0R, γιατί το R είναι ακέραια περιοχή. ΄Αρα x+ y ∈ H. Επίσης, αν x ∈ H, τότε
υπάρχει r 6= 0R µε rx ∈ Rxn. Αν s ∈ R, τότε r(sx) = s(rx) ∈ sRxn ⊆ Rxn. Συνεπώς sx ∈ H.
΄Εστω F ′ = F

/
H. Επειδή προφανώς το xn ανήκει στοH, το F ′ παράγεται από τα x1+H, x2+H,

. . . , xn−1 +H, δηλαδή από λιγότερους από n γεννήτορες. Επίσης το F ′ είναι ελεύθερο στρέψε-
ως. Πράγµατι, αν r 6= 0R και x + H ∈ F

/
H, µε rx ∈ H, τότε ϑα υπήρχε s 6= 0R τέτοιο, ώστε

(sr)x = s(rx) ∈ Rxn ⇒
sr 6=0R

x ∈ H ⇔ x + H = 0F/H = H. Από την επαγωγική υπόθεση το

F
/
H είναι ελεύθερο. Τότε, από την πρόταση 3.50 προκύπτει ότι F = H ⊕ F ′′, όπου F ′′ ∼= F ′.

Επειδή η R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, από το πόρισµα 3.52 προκύπτει ότι και το H είναι
πεπερασµένα παραγόµενο. Εποµένως H = Ry1 +Ry2 + · · ·+Ryt. Για κάθε yi υπάρχει λοιπόν
ri 6= 0R τέτοιο, ώστε riyi ∈ Rxn, για κάθε i = 1, 2, . . . , t. ΄Εστω r = r1r2 · · · rt 6= 0R. Τότε
ry ∈ Rxn, για κάθε y ∈ H. Εποµένως ry = sxn, για κάποιο s ∈ R. Το s ∈ R είναι µοναδικό,
δηλαδή αν ry = sxn = s′xn, τότε s = s′. Πράγµατι, αν sxn = s′xn, τότε (s − s′)xn = 0M και
επειδή το F είναι ελεύθερο στρέψεως έπεται ότι s = s′.
Ορίζουµε την απεικόνιση f : H → R µε f(y) = s, όπου ry = sxn. ΄Οπως είδαµε προηγουµένως,
η f είναι καλά ορισµένη. Παρατηρούµε ότι αν ry = sxn και ry′ = s′xn, τότε r(y+y′) = (s+s′)xn,
δηλαδή f(y + y′) = f(y) + f(y′). Επίσης, αν ry = sxn, τότε r(r′y) = r′ry = r′sxn, δηλα-
δή f(r′y) = r′s = r′f(y). Συνεπώς η f : H → R είναι R-γραµµική. Αν y ∈ Kerf , τότε
ry = 0R · xn = 0M και επειδή το F είναι ελεύθερο στρέψεως, y = 0M . ΄Αρα η f είναι R-
µονοµορφισµός. Η εικόνα της Imf ∼= H είναι ένα R-υποπρότυπο του R, δηλαδή ιδεώδες
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4.4. Μοναδικότητα της Ανάλυσης σε Ευθύ ΄Αθροισµα Κυκλικών Υποπροτύπων (Α΄ Μορφή) - Αναλλοίωτοι
Παράγοντες

αυτού. Η R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, άρα Imf = (δ) = Rδ, για κάποιο δ ∈ R. Επειδή
xn 6= 0M και xn ∈ H ∼= Rδ, έχουµε δ 6= 0R. ΄Αρα Rδ ελεύθερο µε ϐάση {δ}. Εποµένως
F ∼= Rδ ⊕ F ′′, ελεύθερο R-πρότυπο. �

Σχόλιο: Η εµµονή στον ϕαινοµενικά πιο δύσκολο 2ο τρόπο οφείλεται στο γεγονός ότι δεν
χρησιµοποιεί τον αλγόριθµο Smith.

ΠΟΡΙΣΜΑ 4.13. Αν R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, τότε κάθε πεπερασµένα παραγόµενο R-
πρότυπο M γράφεται στη µορφή

M = T (M)⊕ F,
όπου F ελεύθερο R-πρότυπο.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Θεωρούµε την απεικόνιση

(
ϕυσική προβολή

)
f : M → M

/
T (M). Το M

/
T (M)

είναι ελεύθερο στρέψεως, άρα σύµφωνα µε το (ii) της προηγούµενης πρότασης είναι ελεύθερο.
Σύµφωνα µε την πρόταση 3.50 το M γράφεται στη µορφή M = Kerf ⊕ F , όπου F ελεύθερο
υποπρότυπο του M ισόµορφο προς το M

/
T (M). Προφανώς Kerf = T (M). �

4.4 Μοναδικότητα της Ανάλυσης σε Ευθύ ΄Αθροισµα Κυκλικών Υποπρο-
τύπων (Α΄ Μορφή) - Αναλλοίωτοι Παράγοντες

Υπενθυµίζουµε ότι µε ϐάση την πρόταση 4.8 ένα
(
µη µηδενικό

)
πεπερασµένα παραγόµενο R-

πρότυπο M γράφεται στη µορφή
M = (x1)⊕ (x2)⊕ · · · ⊕ (xk),

µε δi | δi+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , k − 1, όπου ϑέσαµε (δi) = Ann(xi), για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
Επίσης το δ1, άρα και κάθε δi είναι µη αντιστρέψιµο στοιχείο της R.

Τίθεται το ερώτηµα: Είναι η γραφή αυτή µοναδική ; Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό εί-
ναι καταφατική υπό την εξής έννοια : Αν

M = (y1)⊕ (y2)⊕ · · · ⊕ (yµ),
µε δ′i | δ′i+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , µ − 1, όπου ϑέσαµε (δ′i) = Ann(yi), για κάθε i = 1, 2, . . . , µ
και το δ′1, είναι µη αντιστρέψιµο στοιχείο, τότε k = µ και δi ∼ δ′i, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
Εποµένως (xi) ∼= (yi), για κάθε i = 1, 2, . . . , k.

ΛΗΜΜΑ 4.14. ΄Εστω M = (x1)⊕ (x2)⊕ · · · ⊕ (xk) και (δi) = Ann(xi), όπως παραπάνω. Τότε
το υποπρότυπο στρέψης T (M) του M ισούται µε το ευθύ άθροισµα όλων εκείνων των (xi) για
τα οποία δi 6= 0R.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αν δi = 0R, για κάθε i = 1, 2, . . . , k, τότε µε ϐάση το (ii) της πρότασης 3.40 το M
είναι ελεύθερο και συνεπώς ϐάσει του (i) της πρότασης 4.11, είναι ελεύθερο στρέψεως. ΄Εστω
ν ο µεγαλύτερος δείκτης για τον οποίο δi 6= 0R, για κάθε i = 1, . . . , ν, όπου 1 ≤ ν ≤ k.
΄Εστω x = r1x1 + r2x2 + · · · + rνxν +

∑
ν<i≤k rixi τυχόν στοιχείο του T (M).

(
Εννοείται ότι αν

ν = k, τότε το άθροισµα
∑

ν<i≤k rixi ϑεωρείται µηδενικό
)
. Τότε υπάρχει δ 6= 0R τέτοιο, ώστε

δr1x1+δr2x2+· · ·+δrνxν+
∑

ν<i≤k δrixi = 0M . Επειδή το άθροισµα (x1)+(x2)+· · ·+(xk) είναι
ευθύ, παίρνουµε δrixi = 0M , για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Ειδικότερα, επειδή Ann(xi) = {0R}, για
κάθε i µε ν < i ≤ k

(
αν υπάρχουν τέτοια i

)
, δri = 0 ⇔

δ 6=0R
ri = 0R, για κάθε i µε ν < i ≤ k.

Εποµένως το τυχόν στοιχείο x του T (M) είναι της µορφής x = r1x1 + r2x2 + · · · + rνxν ∈
(x1)⊕ (x2)⊕ · · · ⊕ (xν).
Αντιστρόφως, έστω x = r1x1 +r2x2 + · · ·+rνxν ∈ (x1)⊕ (x2)⊕· · ·⊕ (xν). Επειδή (δi) = Ann(xi)
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και δi | δν, για κάθε i = 1, 2, . . . , ν, έχουµε δνxi = 0M , για κάθε i = 1, 2 . . . , ν. Συνεπώς
δνx = r1δνx1 + r2δνx2 + · · ·+ rνδνxν = 0M . Επειδή δν 6= 0R, το x ανήκει στο T (M). �

ΠΟΡΙΣΜΑ 4.15. ΄Εστω M = (x1) ⊕ (x2) ⊕ · · · ⊕ (xk) και (δi) = Ann(xi), όπως παραπάνω.
Τότε το ελεύθερο R-πρότυπο M

/
T (M)

(
ϐλέπε πρόταση 4.10 και το (ii) της πρότασης 4.11

ή το πόρισµα 4.12
)

είναι ισόµορφο µε το ευθύ άθροισµα όλων εκείνων των (xi) για τα οποία
δi = 0R. �

Γνωρίζουµε
(
πρόταση 3.35.(i)

)
ότι αν I είναι ένα µέγιστο ιδεώδες ενός δακτυλίου R και M

είναι ένα R-πρότυπο, τότε το M
/
IM καθίσταται R

/
I -διανυσµατικός χώρος.

ΛΗΜΜΑ 4.16. (i) ΄Εστω R περιοχή κυρίων ιδεωδών και p ένα ανάγωγο στοιχείο αυτής. Τότε το
(p) είναι µέγιστο ιδεώδες της R και κατά συνέπεια ο δακτύλιος-πηλίκο R

/
(p) είναι σώµα.

(ii) ΄Εστω R περιοχή κυρίων ιδεωδών και p ένα ανάγωγο στοιχείο αυτής. Αν (x) είναι ένα κυκλικό
R-πρότυπο και (δ) = Ann(x), τότε

dimR
/
(p)

(x)
/
p · (x)

= dimR
/
(p)

Rx
/
pRx

= dimR
/
(p)

Rx
/

(p)x
=

{
1, αν p | δ,
0, αν p - δ

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) ΄Εστω r+ (p) ∈ R
/

(p) \ {0R/(p)} ⇔ r /∈ (p). Θεωρούµε το ιδεώδες (α) = (r, p).
Τότε α | p και επειδή το p είναι ανάγωγο, το α ϑα είναι είτε αντιστρέψιµο είτε συντροφικό του p.
Αν α ∼ p, τότε επειδή α | r, ϑα είχαµε και p | r ⇔ r ∈ (p), άτοπο. ΄Αρα το α δεν είναι συντρο-
ϕικό του p και συνεπώς είναι αντιστρέψιµο. ΄Αρα (r, p) = (α) = (1R) = R. Συνεπώς υπάρχουν
s, t ∈ R, τέτοια ώστε sr+ tp = 1R και κατά συνέπεια sr+(p) = sr+ tp+(p) = 1R+(p) = 1R/(p).
∆ηλαδή (s + (p))(r + (p)) = 1R/(p) και εποµένως το r + (p) είναι αντιστρέψιµο στον δακτύλιο
R
/

(p).

(ii) Το Rx
/

(Rp)x
=

Rx
/

(p)x
έχει έναν R-γεννήτορα και άρα R

/
(p)-γεννήτορα το x+ (p)x.

΄Εστω Rx
/

(p)x
= {0Rx/(p)x} = {(p)x}. Τότε x + (p)x = (p)x ⇔ x ∈ (p)x ⇔ x = rpx,

για κάποιο r ∈ R. Εποµένως (1R − rp)x = 0M ⇔ 1R − rp ∈ Ann(x) = (δ). Συνεπώς
1R − rp = sδ ⇔ sδ + rp = 1R, για κάποιο s ∈ R. Αν p | δ, τότε p | rp + sδ = 1R, άτοπο. ΄Αρα
p - δ.
Αντιστρόφως, έστω ότι p - δ. Αν r είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των p και δ, δηλαδή
(r) = (p, δ), τότε επειδή r | p και το p ανάγωγο, το r είναι είτε αντιστρέψιµο είτε συντροφικό του
p. Η τελευταία περίπτωση αποκλείεται γιατί αν p ∼ r, τότε επειδή r | δ, ϑα είχαµε και p | δ,
άτοπο. ΄Αρα το r είναι αντιστρέψιµο, δηλαδή (p, δ) = R. Εποµένως υπάρχουν y, z ∈ R τέτοια,
ώστε 1R = py + δz. Εποµένως x = 1R · x = (py + δz)x = (yp)x ∈ (p)x. Κατά συνέπεια ο
R
/

(p)-γεννήτορας x+ (p)x του (x)
/

(p)x
είναι µηδέν.

Αυτό που αποδείξαµε είναι dimR
/
(p)

(x)
/
p(x)

= 0⇔ p - δ.

Επειδή ο R
/

(p)-διανυσµατικός χώρος παράγεται από έναν µόνον γεννήτορα, τον x + (p)x, ϑα

έχουµε επίσης dimR
/
(p)

(x)
/
p(x)

= 1⇔ p | δ. �
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ΘΕΩΡΗΜΑ 4.17. Κάθε
(
µη µηδενικό

)
πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο M , όπου R

περιοχή κυρίων ιδεωδών αναλύεται σε ευθύ άθροισµα
M = (x1)⊕ (x2)⊕ · · · ⊕ (xk)

κυκλικών υποπροτύπων, µε δ1 µη αντιστρέψιµο και δi | δi+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , k − 1, όπου
ϑέσαµε (δi) = Ann(xi), για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
Αν

M = (y1)⊕ (y2)⊕ · · · ⊕ (yµ),
µε (δ′i) = Ann(yi), για κάθε i = 1, 2, . . . , µ, έτσι ώστε δ′1 µη αντιστρέψιµο και δ′i | δ′i+1, για κάθε
i = 1, 2, . . . , µ− 1, τότε k = µ και δi ∼ δ′i, για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
Εποµένως (xi) ∼= (yi), για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Επιπλέον, αν ν είναι ο µεγαλύτερος δείκτης µε
την ιδιότητα δν 6= 0R, τότε Ann(T (M)) = (δν).

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Σύµφωνα µε το πόρισµα 4.15, το ελεύθερο R-πρότυπο M
/
T (M) είναι ισόµορφο

µε το ευθύ άθροισµα F όλων εκείνων των (xi) για τα οποία δi = 0R. Το ίδιο πρότυπο M
/
T (M)

είναι ισόµορφο µε το ευθύ άθροισµα F ′ όλων εκείνων των (yj) για τα οποία δ′j = 0R. Εφόσον ο
ϐαθµός

(
rank

)
ενός ελεύθερου προτύπου είναι ανεξάρτητο της ϐάσης του, το πλήθος των (xi),

για τα οποία δi = 0R συµπίπτει µε το πλήθος των (yj), για τα οποία δ′j = 0R.
Τώρα, µε ϐάση το πόρισµα 4.12, ϑα έχουµε M = T (M)⊕F = T (M)⊕F ′. Για να αποδείξουµε
ότι k = µ αρκεί µε ϐάση το λήµµα 4.13 να αποδείξουµε ότι το πλήθος των (xi) για τα οποία
δi 6= 0R συµπίπτει µε το πλήθος των (yj) για τα οποία δ′j 6= 0R.
΄Εστω λοιπόν T (M) = (x1) ⊕ · · · ⊕ (xν) = (y1) ⊕ · · · ⊕ (yλ). Υποθέτουµε ότι ν > λ. Εφόσον

δ1 µη αντιστρέψιµο, ϑα έχει έναν ανάγωγο παράγοντα p. Τότε dimR
/
(p)

(
T (M)

/
pT (M)

)
=

= dimR
/
(p)

Rx1
/

(p)x1
+ · · ·+ dimR

/
(p)

Rxν
/

(p)xν
= 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

ν ϕορές

= ν,

γιατί p | δ1 | δ2 | · · · | δν. Κατά συνέπεια

dimR
/
(p)

(
T (M)

/
pT (M)

)
= ν ⇔ dimR

/
(p)

Ry1
/

(p)y1
+ · · · + dimR

/
(p)

Ryλ
/

(p)yλ
= ν.

Αλλά το τελευταίο άθροισµα στην καλύτερη περίπτωση ϑα µας δώσει λ < ν, αν p | δ′1. Στη
χειρότερη, αν p - δ′1 ϑα µηδενιστεί ο πρώτος τουλάχιστον όρος και ϑα µας δώσει τιµή µικρότερη
του λ, δηλαδή ακόµη µικρότερη του ν. Εποµένως η υπόθεση ν > λ οδηγεί σε άτοπο. Συµµε-
τρικά σκεπτόµενοι και η υπόθεση λ > ν ϑα µας οδηγήσει σε άτοπο. Εποµένως ν = λ και κατά
συνέπεια k = µ.
Καταλήξαµε λοιπόν στο αποτέλεσµα ότι T (M) = (x1)⊕(x2)⊕· · ·⊕(xν) = (y1)⊕(y2)⊕· · ·⊕(yν),
όπου (δi) = Ann(xi), (δ′i) = Ann(yi) µε δi, δ′i 6= 0R, για κάθε i = 1, 2, . . . , ν.
Επίσης δ1 | δ2 | · · · | δν και δ′1 | δ′2 | · · · | δ′ν, ισοδύναµα Ann(x1) ⊇ Ann(x2) ⊇ · · · ⊇ Ann(xν)
και Ann(y1) ⊇ Ann(y2) ⊇ · · · ⊇ Ann(yν).
Παρατήρηση 1η: Αυτό που αποδείξαµε προηγουµένως είναι ότι αν έχουµε ένα πρότυπο
στρέψης, το οποίο αναλύεται κατά δύο διαφορετικούς τρόπους σε ευθύ άθροισµα µη µηδενικών
κυκλικών υποπροτύπων

(x1)⊕ (x2)⊕ · · · ⊕ (xν) = (y1)⊕ (y2)⊕ · · · ⊕ (yλ)
µε δ1 | δ2 | · · · | δν και δ′1 | δ′2 | · · · | δ′λ, όπου (δi) = Ann(xi) και (δ′j) = Ann(yj), για
κάθε i = 1, 2, . . . , ν και j = 1, 2, . . . , λ, ισοδύναµα Ann(x1) ⊇ Ann(x2) ⊇ · · · ⊇ Ann(xν) και
Ann(y1) ⊇ Ann(y2) ⊇ · · · ⊇ Ann(yλ), τότε ν = λ.
Παρατήρηση 2η: Αν Ann(z1) ⊇ Ann(z2) ⊇ · · · ⊇ Ann(zρ) και r ∈ R, τότε Ann(rz1) ⊇
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⊇ Ann(rz2) ⊇ · · · ⊇ Ann(rzρ), ακόµα και αν κάποια από τα κυκλικά πρότυπα (rzi) είναι µη-
δενικά. Πράγµατι, αν s ∈ Ann(rzi), όπου i > 1, τότε srzi = 0⇔ sr ∈ Ann(zi) ⊆ Ann(zi−1)⇒
⇒ sr ∈ Ann(zi−1)⇔ srzi−1 = 0⇔ s ∈ Ann(rzi−1).
Τώρα, επιλέγουµε ένα i ∈ {1, 2, . . . , ν} και ϑεωρούµε το πρότυπο

δiT (M) = (δix1)⊕ (δix2)⊕ · · · ⊕ (δixν) = (δiy1)⊕ (δiy2)⊕ · · · ⊕ (δiyν). (1)
Το δi ϑα µηδενίσει τουλάχιστον τα x1, . . . , xi. Και λέµε «τουλάχιστον», γιατί µπορεί να µηδενίσει
και κάποια από τα xi+1, xi+2 κτλ αν το δi είναι συντροφικό µε τα δi+1, δi+2 κτλ, Πάντως ϑα µη-
δενίσει t ≥ i όρους από το ευθύ άθροισµα στα αριστερά της (1).

(
Υπάρχει πιθανότητα να τους

µηδενίσει όλους
)
. Εποµένως η (1) ξαναγράφεται ως εξής :⊕

t<j≤ν

(δixj) = (δiy1)⊕ (δiy2)⊕ · · · ⊕ (δiyν). (1′)

Σύµφωνα µε τη 2η παρατήρηση Ann(δixt+1) ⊇ Ann(δixt+2) ⊇ · · · ⊇ Ann(δixν), αν ϕυσικά
υπάρχουν τέτοιοι όροι, και Ann(δiy1) ⊇ Ann(δiy2) ⊇ · · · ⊇ Ann(δiyν). Σύµφωνα µε την 1η πα-
ϱατήρηση, όσοι όροι υπάρχουν στα αριστερά της (1′), υπάρχουν και στα δεξιά. Κατά συνέπεια
το δi ϑα µηδενίσει t ακριβώς όρους στο άθροισµα (δiy1) ⊕ (δiy2) ⊕ · · · ⊕ (δiyν). Ποιους όρους
ϑα µηδενίσει ; Λόγω της σχέσης Ann(yt) ⊇ Ann(yt+1) ⊇ · · · ⊇ Ann(yν), αν δεν µηδενίσει το yt,
δηλαδή δi 6∈ Ann(yt) , τότε δi 6∈ Ann(yj), για κάθε j µε t ≤ j ≤ ν. Εποµένως στο δεξιό µέλος της
(1′) ϑα υπάρχουν τουλάχιστον ν − t+ 1 > ν − t µη µηδενικοί όροι, οι (δiyt), (δiyt+1), . . . , (δiyν),
ενώ στο αριστερό ακριβώς ν − t. Αυτό είναι άτοπο λόγω της 1ης παρατήρησης. Εποµένως
δi ∈ Ann(yt) ⊆ Ann(yt−1) ⊆ · · · ⊆ Ann(y1). Ιδιαιτέρως δi ∈ Ann(yi) = (δ′i), δηλαδή δ′i | δi.
Με παρόµοιο συλλογισµό, ϑεωρώντας συµµετρικά το δ′iT (M) αποδεικνύουµε ότι δi | δ′i. ΄Αρα
δi ∼ δ′i, για κάθε i = 1, 2, . . . , ν. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.18. Τα στοιχεία δ1, δ2, . . . , δk µε δi | δi+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , k − 1 και (δi) =
= Ann(xi), για κάθε i = 1, 2, . . . , k, όπου M = (x1)⊕ (x2)⊕ · · · ⊕ (xk) και τα οποία είναι µο-
ναδικά ως προς τη σχέση της συντροφικότητας, ονοµάζονται αναλλοίωτοι παράγοντες τουM .

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Επειδή (xi) ∼= R
/

(δi)
,
(
ϐλέπε σχόλιο µετά την απόδειξη της πρότασης 3.37

)
οι αναλλοίωτοι παράγοντες του M καθορίζουν πλήρως τη δοµή του προτύπου M . Πιο συγκε-
κριµένα,

M ∼= R
/

(δ1)⊕R
/

(δ2)⊕ · · · ⊕R
/

(δk)
.

ΠΟΡΙΣΜΑ 4.19. ΄Εστω G µια πεπερασµένα παραγόµενη αβελιανή οµάδα
(
Z-πρότυπο

)
. ΄Εστω

δ1 | δ2 | · · · | δk οι αναλλοίωτοι παράγοντες της G. Οι δ1, δ2, . . . , δk είναι ακέραιοι και επειδή
δεν λαµβάνουµε υπ΄ όψιν τη συντροφικότητα, αυτοί µπορεί να ϑεωρηθούν ϑετικοί ακέραιοι
µεγαλύτεροι της µονάδος ή µηδέν. Τότε η G αναλύεται κατά µοναδικό τρόπο ως

G ∼= Zδ1 ⊕ Zδ2 ⊕ · · · ⊕ Zδν ⊕ Z⊕ Z · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
k−ν το πλήθος

.

Ιδιαιτέρως, αν η G είναι πεπερασµένη, τότε
G ∼= Zδ1 ⊕ Zδ2 ⊕ · · · ⊕ Zδν

και |G| = δ1δ2 · · · δν. �

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 4.20. (i) Να ταξινοµηθούν όλες οι ανά δύο µη ισόµορφες αβελιανές οµάδες
τάξεως 432.
ΛΥΣΗ: 432 = 24 · 33. Για το 2 έχουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις : 24, 2 | 23, 22 | 22, 2 | 2 | 22 και
2 | 2 | 2 | 2. Για το 3 έχουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις : 33, 3 | 32 και 3 | 3 | 3. Συνδυάζοντας
τα ανωτέρω παίρνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις για τους αναλλοίωτους παράγοντες :
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Παράγοντες

1) 24 · 33 = 432, 2) 3 | 24 · 32, 3) 3 | 3 | 24 · 3, 4) 2 | 23 · 33,
5) 2 · 3 | 23 · 32, 6) 3 | 2 · 3 | 23 · 3, 7) 22 | 22 · 33, 8) 22 · 3 | 22 · 32,
9) 3 | 22 · 3 | 22 · 3, 10) 2 | 2 | 22 · 33, 11) 2 | 2 · 3 | 22 · 32, 12) 2 · 3 | 2 · 3 | 22 · 3,
13) 2 | 2 | 2 | 2 · 33, 14) 2 | 2 | 2 · 3 | 2 · 32, 15) 2 | 2 · 3 | 2 · 3 | 2 · 3.
Μια αβελιανή οµάδα τάξεως 432 είναι λοιπόν ισόµορφη µε µια από τις παρακάτω οµάδες :
1) Z432, 2) Z3 ⊕ Z144, 3) Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z48,
4) Z2 ⊕ Z216, 5) Z6 ⊕ Z72, 6) Z3 ⊕ Z6 ⊕ Z24,
7) Z4 ⊕ Z108, 8) Z12 ⊕ Z36, 9) Z3 ⊕ Z12 ⊕ Z12,
10) Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z108, 11) Z2 ⊕ Z6 ⊕ Z36, 12) Z6 ⊕ Z6 ⊕ Z12,
13) Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z54, 14) Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z6 ⊕ Z18, 15) Z2 ⊕ Z6 ⊕ Z6 ⊕ Z6. �

(ii) Να ϐρεθεί η αβελιανή οµάδα τάξης 23 · 53 · 74 µε αναλλοίωτους παράγοντες δ1 = 7 και
δν = 22 · 5 · 7.
ΛΥΣΗ: Εφόσον η τάξη της οµάδας έχει το 74 ως µέγιστη δύναµη του 7 και υπάρχουν ήδη δύο
αναλλοίωτοι παράγοντες που διαιρούνται µε το 7

(
ο πρώτος και ο τελευταίος

)
, οι ενδιάµεσοι

αναλλοίωτοι παράγοντες ϑα διαιρούνται επίσης µε το 7. Εποµένως αυτοί είναι το πολύ δύο. Αν
ήταν ένας, αυτός ϑα διαιρείτο µε το 72, το οποίο όµως δεν διαιρεί το δν = 22 · 5 · 7. Εποµένως
έχουµε 4 αναλλοίωτους παράγοντες δ1 = 7 | δ2 | δ3 | δ4 = δν = 22 · 5 · 7 και το 7 διαιρεί και το
δ2 και το δ3. Οµοίως το 52 δεν µπορεί να διαιρεί τον δ2 ή τον δ3, γιατί τότε ϑα διαιρούσε και τον
δ4 = 22 · 5 · 7, πράγµα αδύνατον. ΄Αρα το 5 διαιρεί και το δ2 και το δ3. Αποµένει ένα 2, το οποίο
αναγκαστικά ϑα διαιρεί το δ3. Εποµένως οι αναλλοίωτοι παράγοτες της οµάδας είναι δ1 = 7,
δ2 = 5 · 7 = 35, δ3 = 2 · 5 · 7 = 70 και δ4 = 22 · 5 · 7 = 140.
Η Ϲητούµενη οµάδα είναι η Z7 ⊕ Z35 ⊕ Z70 ⊕ Z140. �

΄Ενα άλλο ενδιαφέρον αποτέλεσµα αφορά την πολλαπλασιαστική οµάδα των µη µηδενικών
στοιχείων ενός πεπερασµένου σώµατος F.

(
΄Οσοι είναι εξοικειωµένοι µε πεπερασµένα σώµα-

τα γνωρίζουν ότι κάθε πεπερασµένο σώµα έχει τάξη δύναµη pr, όπου p πρώτος και r ϑετικός
ακέραιος και είναι µια αλγεβρική επέκταση του Zp. Συγκεκριµένα είναι το σώµα ϱιζών του
πολυωνύµου xpr − 1 επί του πρώτου υποσώµατος Zp

)
.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 4.21. ΄Εστω F ένα πεπερασµένο σώµα και F∗ = F\{0} το σύνολο των µη µηδενικών
στοιχείων αυτού. Προφανώς το F∗ µε πράξη τον πολλαπλασιασµό του σώµατος είναι αβελιανή
οµάδα. Η οµάδα αυτή (F∗, ·) είναι κυκλική.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Εδώ ϑα χρησιµοποιήσουµε τον πολλαπλασιαστικό συµβολισµό. ΄Εστω 0 < δ1 | δ2 |
· · · | δν οι αναλλοίωτοι παράγοντες της F∗. Τότε F∗ = (g1) · (g2) · · · (gν), όπου (gi) ∼= Cδi, η
κυκλική οµάδα τάξεως δi, για κάθε i = 1, 2, . . . , ν. Επειδή δi | δν, έχουµε gδνi = 1, για κάθε
i = 1, 2, . . . , ν. Εποµένως τα στοιχεία του F∗ είναι ϱίζες του πολυωνύµου xδν − 1, το οποίο
έχει το πολύ δν διαφορετικές ϱίζες. Εποµένως |F∗| ≤ δν. Αν ν > 1, τότε από το πόρισµα 4.18
παίρνουµε |F∗| = δ1δ2 · · · δν > δν ≥ |F∗|, άτοπο. ΄Αρα ν = 1 και F∗ = (g1) ∼= Cδ1. �

*4.5 ∆ιαφορετική Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.17

Αν ϑέλουµε να αποφύγουµε την απόδειξη µέσω διαστάσεων, υπάρχει και µια άλλη µέθοδος :

ΛΗΜΜΑ 4.22. ΄Εστω R περιοχή κυρίων ιδεωδών.
(i) ΄Εστω M πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο και x ∈ M \ {0M} µε Ann(x) = (δ), όπου
δ 6= 0R. Αν Rx ⊆ Ry και δy = 0M , τότε Rx = Ry.
(ii) ΄ΕστωM πεπερασµένα παραγόµενοR-πρότυπο και x ∈M \{0M} τέτοιο, ώστε Ann(x) = (δ),
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όπου δ 6= 0R και (δ) ⊆ Ann(z), για κάθε z ∈ M . ΄Εστω f : F → M R-επιµορφισµός, όπου F
ελεύθερο µε rankF = m. Τότε υπάρχει ϐάση (u1, u2, . . . , um) του F και x′ ∈ M τέτοια, ώστε
Rx = Rx′ και f(u1) = x′.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) Επειδή x ∈ Rx ⊆ Ry, έχουµε x = ry, για κάποιο r ∈ R. ΄Εστω u ∈ R µε (u) =
(r, δ).

(
Το u είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των r και δ

)
. Τότε δ = δ′u 6= 0R ⇒ δ′ 6= 0R και

r = su, για κάποια δ′, s ∈ R. Εποµένως δ′x = δ′ry = δ′usy = sδy = 0M . ΄Αρα δ′ ∈ Ann(x) =
= (δ) ⇔ δ | δ′, δηλαδή δ′ = tδ = tuδ′, για κάποιο t ∈ R. Εφόσον δ′ 6= 0R και R ακέραια
περιοχή, tu = 1R, δηλαδή το u είναι αντιστρέψιµο και άρα (r, δ) = (1R). Εποµένως υπάρχουν
α, β ∈ R τέτοια, ώστε αr + βδ = 1R. Κατά συνέπεια y = 1R · y = αry + βδy =

δy=0M
αx ∈ Rx.

΄Αρα Ry ⊆ Rx και επειδή Rx ⊆ Ry, έπεται ότι Rx = Ry.
(ii) Εφόσον f επιµορφισµός, υπάρχει y ∈ F τέτοιο, ώστε f(y) = x. Επειδή x 6= 0M , έχουµε
και y 6= 0F . Θεωρούµε το υποπρότυπο F1 = Ry του F . Εφόσον το F είναι ελεύθερο, ϑα
είνει και ελεύθερο στρέψεως. ΄Αρα και F1 = Ry είναι ελεύθερο στρέψεως και άρα ελεύθερο
µε ϐάση το y. Αν A ∈ Rm×1 είναι ο πίνακας της εµφύτευσης F1 = Ry ↪→ F , ως προς τη
ϐάση (y) του F1 = Ry και κάποια ϐάση (v1, v2, . . . , vm) του F , από τον αλγόριθµο του Smith
προκύπτει ότι υπάρχουν αντιστρέψιµοι πίνακες X ∈ Rm×m και Y ∈ R1×1 ∼= R τέτοιοι, ώστε

XAY =


r
0
...
0

, για κάποιο r ∈ R. Ο πίνακας X είναι πίνακας αλλαγής ϐάσης του F και ο Y

πίνακας αλλαγής ϐάσης του F1 = Ry. Ο πίνακαςXAY =


r
0
...
0

 είναι ο πίνακας της εµφύτευσης

F1 = Ry ↪→ F ως προς τις νέες ϐάσεις (y′) του F1 = Ry και (u1, u2, . . . , um) του F . Εφόσον
Ry′ = Ry, y′ = uy, για κάποιο αντιστρέψιµο u ∈ R και y′ = ru1. Θέτουµε x′ = f(u1). Τότε
uy = ru1 ⇒ ux = uf(y) = rf(u1) = rx′ ⇒ x = u−1rx′ ∈ Rx′ ⇒ Rx ⊆ Rx′. Αλλά δx′ = 0M ,
γιατί (δ) ⊆ Ann(z), για κάθε z ∈M . Από το (i) προκύπτει ότι Rx = Rx′. �

ΛΗΜΜΑ 4.23. ΄Εστω M = (x1) ⊕ (x2) ⊕ · · · ⊕ (xν) ένα πρότυπο στρέψεως µε xi 6= 0M , για
κάθε i = 1, 2, . . . , ν. Υποθέτουµε επίσης ότι Ann(xi) = (δi), για κάθε i = 1, 2, . . . , ν µε
δ1 | δ2 | · · · | δν. ΄Εστω επίσης f : F → M ένας R-επιµορφισµός, όπου F ελεύθερο R-
πρότυπο. Τότε υπάρχει ϐάση (u1, u2, . . . , um) του F και στοιχεία x′1, x

′
2, . . . , x

′
ν τέτοια, ώστε

f(ui) = x′i ∈ (xi) και (x′i) = (xi), για κάθε i = 1, 2, . . . , ν και f(uj) = 0M , για κάθε j µε
ν < j ≤ m.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Εφαρµόζουµε επαγωγή επί του ν για να αποδείξουµε αρχικά ότι υπάρχει ϐάση
(u′1, u

′
2, . . . , u

′
ν , . . . , u

′
m) τέτοια, ώστε f(u′i) = x′i ∈ (xi) και (x′i) = (xi), για κάθε i = 1, 2, . . . , ν.

Για ν = 1 είναι το προηγούµενο λήµµα. ΄Εστω λοιπόν ν > 1. Σύµφωνα πάλι µε το προηγούµενο
λήµµα υπάρχει ϐάση (u′1, u

′
2, . . . , u

′
ν , . . . , u

′
m) τέτοια, ώστε x′ν = f(u′ν) ∈ (xν) και (x′ν) = (xν),

όπου αλλάζοντας την αρίθµηση στη ϐάση, ϑεωρούµε ότι το x′ν να είναι η εικόνα του ν-στού
στοιχείου u′ν της ϐάσης, αντί του πρώτου. Θέτουµε uν = u′ν.
΄Εστω τώρα M1 = (x1) ⊕ · · · ⊕ (xν−1). Τότε M = M1 ⊕ (x′ν). Αν π : M → M1 είναι η προβολή
π(y + rx′ν) = y ∈ M1, για κάθε y ∈ M1 και r ∈ R, τότε η π είναι προφανώς επιµορφισµός και
επειδή και η f : F → M είναι επιµορφισµός, η σύνθεση π ◦ f : F → M1 είναι επιµορφισµός.
΄Εστω F1 το υποπρότυπο του F µε ϐάση (u′1, u

′
2, . . . , u

′
ν−1, u

′
ν+1, . . . , u

′
m).

(
Αν rankF = 1, τότε

F = Ruν, το οποίο απεικονίζεται επιµορφικά στο (xν). Τότε αναγκαστικά M = (xν) και έχουµε
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Παράγοντες

τελειώσει
)
. Σαφώς F = F1 ⊕ (uν) και επειδή (π ◦ f)(uν) = 0M , ο περιορισµός f1 = (π ◦ f)|F1 :

F1 → M1 της π ◦ f στο F1 είναι επίσης επιµορφισµός. Με επαγωγή επί του ν συµπεραίνουµε
ότι υπάρχει ϐάση (u?1, u

?
2, . . . , u

?
ν−1, u

?
ν+1, . . . , u

?
m) του F1 τέτοια, ώστε f1(u?i ) = (π ◦ f)(u?i ) = x′i

και (x′i) = (xi), για κάθε i = 1, 2, . . . , ν − 1. Αυτό σηµαίνει ότι f(u?i ) = x′i + rix
′
ν, για κάθε

i = 1, 2, . . . , ν − 1. Επίσης f(u?j) =
∑ν

i=1 αijx
′
i, για κάθε j µε ν < j ≤ m. Είναι σαφές ότι τα

στοιχεία u?1, u?2, . . . , u?ν−1, uν , u
?
ν+1, . . . , u

?
m αποτελούν ϐάση του F = F1 ⊕ (uν).

Θέτουµε ui = u?i − riuν ⇔ u?i = ui + riuν, για κάθε i = 1, 2, . . . , ν − 1.
Εποµένως f(ui) = f(u?i ) − rif(uν) = x′i + rix

′
ν − rix

′
ν = x′i, για κάθε i = 1, 2, . . . , ν − 1 και

ϕυσικά f(uν) = x′ν.
Τέλος, ϑέτουµε uj = u?j −

∑ν
i=1 αijui = u?j −

∑ν−1
i=1 αiju

?
i +

(∑ν−1
i=1 αijri − ανj

)
uν, για κάθε j

µε ν < j ≤ m. Τότε f(uj) = f(u?j) −
ν∑
i=1

αijf(ui) =
ν∑
i=1

αijx
′
i −

ν∑
i=1

αijx
′
i = 0M , για κάθε j µε

ν < j ≤ m.
Αποµένει το ανιαρό µέρος να δείξουµε ότι τα u1, u2, . . . , um αποτελούν ϐάση του F .
α) Γραµµικώς ανεξάρτητα: ΄Εστω

∑m
i=1 siui = 0F . Τότε 0F =

∑ν−1
i=1 siu

?
i +
(
sν−

∑ν−1
i=1 siri

)
uν+

+
∑m

j=ν+1 sju
?
j + γραµµικός συνδυασµός των {u?1, u?2, . . . , u?ν−1, uν}, λόγω της µορφής των uν+1,

uν+2, . . . , um. Επειδή τα u?1, u?2, . . . , u?ν−1, uν , u
?
ν+1, . . . , u

?
m αποτελούν ϐάση του F , έχουµε sν+1 =

= sν+2 = · · · = sm = 0R. Εποµένως έχουµε 0F =
∑ν

i=1 siui =
∑ν−1

i=1 siu
?
i +
(
sν −

∑ν−1
i=1 siri

)
uν.

Λόγω της γραµµικής ανεξαρτησίας των u?1, u?2, . . . , u?ν−1 και uν παίρνουµε s1 = s2 = · · · = sν−1 =

= 0R και sν =
∑ν−1

i=1 siri = 0R.
ϐ) Παράγουν το F : ΄Εστω u ∈ F . Επειδή τα u?1, u

?
2, . . . , u

?
ν−1, uν , u

?
ν+1, . . . , u

?
m αποτελούν

ϐάση του F , ϑα έχουµε u =
∑ν−1

i=1 siu
?
i + sνuν +

∑m
j=ν+1 sju

?
j , για κάποια s1, s2, . . . , sm ∈ R.

Αλλά
∑ν−1

i=1 siu
?
i + sνuν =

∑ν−1
i=1 siui +

(
sν +

∑ν−1
i=1 siri

)
uν, δηλαδή γραµµικός συνδυασµός των

u1, u2, . . . , uν−1, uν. Επειδή δε u?j = uj+
∑ν

i=1 αijui, για κάθε j = ν+1, ν+2, . . . ,m, το άθροισµα∑m
j=ν+1 sju

?
j ϑα ισούται µε

∑m
j=ν+1 sjuj+ έναν γραµµικό συνδυασµό των {u1, u2, . . . , uν−1, uν}.

Τελικώς το u =
∑ν−1

i=1 siu
?
i + sνuν +

∑m
j=ν+1 sju

?
j ισούται µε έναν γραµµικό συνδυασµό των

u1, u2, . . . , um. �

ΛΗΜΜΑ 4.24. ΄Εστω M ένα µη µηδενικό πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο στρέψεως. ΄Ε-
στω f : F →M ένας R-επιµορφισµός, όπου F ελεύθερο R-πρότυπο. ΄Εστω επίσης

M = (x1)⊕ (x2)⊕ · · · ⊕ (xν)
µε Ann(xi) = (δi), για κάθε i = 1, 2, . . . , ν, δ1 | δ2 | · · · | δν και δ1 µη αντιστρέψιµο,

(
ισοδύναµα

x1 6= 0M
)
και άρα όλα τα δi µη αντιστρέψιµα.

Αν i : Kerf ↪→ F η εµφύτευση του πυρήνα της f , τότε υπάρχουν ϐάσεις των F και Kerf τέτοιες,
ώστε ο πίνακας της εµφύτευσης i να έχει τη µορφή

1 . . .
1
δ1

δ2 . . .
δν





m−ν µονάδες

(?)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Από το προηγούµενο λήµµα υπάρχει ϐάση του (u1, u2, . . . , uν , uν+1, . . . , um) του F
και στοιχεία x′1, x′2, . . . , x′ν τέτοια, ώστε f(ui) = x′i ∈ (xi) και (x′i) = (xi), για κάθε i = 1, 2, . . . , ν
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και f(uj) = 0M , για κάθε j µε ν < j ≤ m. Αλλάζουµε την αρίθµηση των στοιχείων της
ϐάσης και ϑεωρούµε, αντί της αρχικής, τη ϐάση (uν+1, . . . , um, u1, u2, . . . , uν). Είναι σαφές ότι
uν+1, . . . , um, δ1u1, δ2u2, . . . , δνuν ∈ Kerf γιατί f(ui) = 0M , για κάθε i µε ν < i ≤ m και επίσης
f(δiui) = δix

′
i = 0M , γιατί (δi) = Ann(xi) = Ann(x′i), για κάθε i = 1, 2, . . . , ν. Αντιστρόφως,

έστω u =
∑m

j=ν+1 sjuj +
∑ν

i=1 siui ∈ Kerf . Τότε 0M =
∑m

j=ν+1 sjf(uj)︸ ︷︷ ︸
0M

+
∑ν

i=1 sif(ui) =∑ν
i=1 six

′
i. Επειδή το M είναι το ευθύ άθροισµα των (x′i) = (xi), για i = 1, 2, . . . , ν, ϑα έχουµε

six
′
i = 0M ⇔ si ∈ ∈ Ann(x′i) = (δi), δηλαδή si = ζiδi, για κάθε i = 1, 2 . . . , ν. ΄Αρα το u γράφε-

ται σαν γραµµικός συνδυασµός των uν+1, . . . , um, δ1u1, δ2u2, . . . , δνuν. Τελικώς τα στοιχεία αυτά
αποτελούν ϐάση του Kerf .

(
Είναι µη µηδενικά πολλαπλάσια στοιχείων της ϐάσης του F

)
.

Είναι λοιπόν προφανές ότι ο πίνακας της εµφύτευσης i : Kerf ↪→ F έχει, ως προς τις δεδοµένες
ϐάσεις, τη µορφή (?). �

2η ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ του ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ 4.16: Σύµφωνα µε τα προλεγόµενα της 1ης απόδειξης, το
πρόβληµα ανάγεται στο να αποδείξουµε ότι η ανάλυση του T (M) σε ευθύ άθροισµα κυκλικών υ-
ποπροτύπων είναι µοναδική υπό την εξής έννοια : Αν T (M) = (x1)⊕· · ·⊕(xν) = (y1)⊕· · ·⊕(yλ),
όπου (δi) = Ann(xi) 6= R, (δ′j) = Ann(yj) 6= R, για κάθε i = 1, 2, . . . , ν και j = 1, 2, . . . , λ,
µε δ1 | δ2 | · · · | δν και δ′1 | δ′2 | · · · | δ′λ και δ1, δ

′
1 µη αντιστρέψιµα, τότε ν = λ και δi ∼ δ′i, για

κάθε i = 1, 2, . . . , ν. ΄Εστω f : F → T (M) ένας R-επιµορφισµός, όπου F ελεύθερο R-πρότυπο.
Σύµφωνα µε τα παραπάνω, ο πίνακας της εµφύτευσης i : Kerf ↪→ F ως προς διαφορετικές
ενδεχοµένως ϐάσεις του F έχει την µορφή (?), αλλά και τη µορφή

1 . . .
1
δ′1

δ′2 . . .
δ′λ





m−ν µονάδες

(??)

Οι πίνακες (?) και (??) είναι προφανώς ισοδύναµοι. Εποµένως m − ν = m − λ ⇔ ν = λ και
δi ∼ δ′i, για κάθε i = 1, 2, . . . , ν. �

4.6 p-Πρωταρχικές Συνιστώσες

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.25. ΄Εστω M ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο, όπου R περιοχή κυρίων
ιδεωδών. Αν p είναι ένα ανάγωγο στοιχείο της R, ϑέτουµε

Mp = {x ∈M | pαx = 0M , για κάποιον ϑετικό ακέραιο α}.
ΑνMp 6= {0M}, τότε τοMp λέγεται p-πρωταρχική συνιστώσα τουM η

(
αν το p είναι γνωστό

)
απλά πρωταρχική συνιστώσα του M .

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.26. Το Mp είναι υποπρότυπο του M . Επίσης, Mp 6= {0M} αν και µόνον αν
Ann(T (M)) ⊆ (p), δηλαδή p | δν, όπου δ1 | δ2 | · · · | δν η ακολουθία των µη µηδενικών
αναλλοίωτων παραγόντων του M .
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω x, y ∈ Mp και r ∈ R. Τότε υπάρχουν ϑετικοί ακέραιοι α, β τέτοιοι, ώστε
pαx = pβy = 0M . Εποµένως pα+β(x + y) = pβpαx + pαpβy = pβ · 0M + pα · 0M = 0M . ΄Αρα
x + y ∈ Mp. Ακόµη, pα(rx) = r(pαx) = r · 0M = 0M και συνεπώς rx ∈ Mp. Συµπεραίνουµε
λοιπόν ότι το Mp είναι υποπρότυπο του M .
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΄Εστω τώρα ότι Mp 6= {0M}. Προφανώς Mp ⊆ T (M) και κατά συνέπεια (δν) = Ann(T (M)) ⊆
⊆ Ann(Mp). ΄Εστω x ∈Mp \ {0M} και α ο ελάχιστος ϑετικός ακέραιος για τον οποίο pαx = 0M .
Τότε pα−1x 6= 0M , όπου ϑέτουµε p0 = 1R, αν α = 1. Προφανώς pα−1x ∈Mp και p(pα−1x) = 0M .
΄Αρα p ∈ Ann(Rpα−1x) = (p′), όπου p′ ∈ R \ {0M}, δηλαδή p′ | p. Επειδή p ανάγωγο, το p′ είναι
είτε αντιστρέψιµο είτε συντροφικό του p. Αν ήταν αντιστρέψιµο, τότε Ann(Rpα−1x) = R = (1R)
και συνεπώς pα−1x = 1R · pα−1x = 0M , άτοπο. Συνεπώς p′ ∼ p και άρα Ann(Rpα−1x) = (p).
Επειδή το Rpα−1x είναι υποπρότυπο τουMp, έχουµε Ann(Mp) ⊆ Ann(Rpα−1x) = (p). Τελικώς
(δν) = Ann(T (M)) ⊆ Ann(Mp) ⊆ (p)⇒ p | δν.
Αντιστρόφως, έστω p | δν. Τότε δν = pζ και ζxν 6= 0M , όπου xν, όπως στο ϑεώρηµα 4.16

(
και τα

επόµενα λήµµατα και προτάσεις
)
. Εποµένως p(ζxν) = (pζ)xν = δνxν = 0M και κατά συνέπεια

ζxν ∈Mp. �

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.27. ΄Εστω Ann(T (M)) = (δν), όπως παραπάνω. Αν δν = pα1
1 p

α2
2 · · · pαtt είναι

η ανάλυση του δν σε γινόµενο πρώτων ανά δύο ανάγωγων παραγόντων
(
αi > 0, για κάθε

i = 1, 2, . . . , t
)
, τότε T (M) = Mp1 ⊕Mp2 ⊕ · · · ⊕Mpt.

Σηµείωση: ΄Εχουµε γράψει δν = pα1
1 p

α2
2 · · · pαtt και όχι δν = upα1

1 p
α2
2 · · · pαtt , όπου u αντιστρέψι-

µο στοιχείο γιατί (δν) = (u−1δν).
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) Το άθροισµα Mp1 + Mp2 + · · · + Mpt είναι ευθύ. Πράγµατι, έστω x ∈ Mpi

⋂⋂ ∑
1≤j≤t
j 6=i

Mpj . Τότε x = y1 + y2 + · · · + yi−1 + yi+1 + · · · + yt, όπου yj ∈ Mpj , για κάθε

j 6= i. Επίσης prjj yj = 0M , για κάποιους ϑετικούς ακέραιους rj, όπου j 6= i. ΄Εστω γ =
= pr11 · · · p

ri−1

i−1 p
ri+1

i+1 · · · p
rt
t . Επίσης, εφόσον x ∈ Mpi, ϑα έχουµε prix = 0M , για κάποιον ϑετικό

ακέραιο r. Τώρα, τα στοιχεία pri και γ είναι πρώτα µεταξύ τους. ΄Αρα υπάρχουν z, w ∈ R τέτοια,
ώστε zpri +wγ = 1R. Εποµένως x = 1R ·x = (zpri +wγ)x = zprix+wγx = wγx, γιατί prix = 0M .
Αλλά, επειδή prjj | γ, ϑα έχουµε γyj = 0M , για κάθε j 6= i. Συνεπώς x = wγx = 0M .
Γενικά ϑέτουµε γ1 = pα2

2 p
α3
3 · · · pαtt , γ2 = pα1

1 p
α3
3 · · · pαtt , . . . , γt = pα1

1 p
α2
2 · · · p

αt−1

t−1 , δηλαδή γi =

=
∏

1≤j≤t
j 6=i

p
αj
j , για κάθε i = 1, 2, . . . , t. Τότε ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των γ1, γ2, . . . , γt είναι

το 1R. Πράγµατι, αν p ήταν ένας ανάγωγος διαιρέτης όλων των γ1, γ2, . . . , γt, τότε p | γ1 =
= pα2

2 p
α3
3 · · · pαtt και κατά συνέπεια ο p ϑα ήταν συντροφικό στοιχείο µε κάποιο από τα p2, . . . , pt.

΄Εστω p ∼ pi, για κάποιο i, µε 2 ≤ i ≤ t. Επειδή p | γi =
∏

1≤j≤t
j 6=i

p
αj
j , ο p ϑα ήταν συντροφικό

στοιχείο µε κάποιο από τα pj, όπου j 6= i. Εποµένως pi ∼ p ∼ pj, άτοπο γιατί pi 6∼ pj για i 6= j.
Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι (γ1, γ2, . . . , γt) = (1R) = R. Εποµένως υπάρχουν ζ1, ζ2, . . . , ζt ∈ R
τέτοια, ώστε ζ1γ1 + ζ2γ2 + · · ·+ ζtγt = 1R.
΄Εστω τώρα x ∈ T (M). Τότε x = 1R ·x = (ζ1γ1 + ζ2γ2 + · · ·+ ζtγt)x = ζ1γ1x+ ζ2γ2x+ · · ·+ ζtγtx.
Αλλά pαii ζiγix = ζiδνx = 0M , δηλαδή ζiγix ∈ Mpi, για κάθε i = 1, 2, . . . , t. Εποµένως
T (M) = Mp1 ⊕Mp2 ⊕ · · · ⊕Mpt. �

4.7 Πρωταρχική Ανάλυση Πεπερασµένα Παραγόµενου Προτύπου επί Πε-
ϱιοχής Κυρίων Ιδεωδών (Β΄ Μορφή)-Στοιχειώδεις ∆ιαιρέτες

Σύµφωνα µε τις προτάσεις 4.25 και 4.26 το υποπρότυπο στρέψης T (M) ενός πεπερασµένα
παραγόµενου προτύπου επί µιας περιοχής κυρίων ιδεωδών R αναλύεται µονοσήµαντα σε ευθύ
άθροισµα πρωταρχικών συνιστωσών. Οι πρωταρχικές συνιστώσες Mp είναι ακριβώς αυτές για
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τις οποίες το p είναι διαιρέτης του δν, δηλαδή του αναλλοίωτου παράγοντα µε το µέγιστο µήκος
λ(δν).
Τώρα, κάθε πρωταρχική συνιστώσα Mp είναι ένα πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο. Προ-
ϕανώς είναι ένα πρότυπο στρέψεως, δηλαδή T (Mp) = Mp. Εποµένως κάθεMp αναλύεται µονο-
σήµαντα σε ευθύ άθροισµα µη µηδενικών κυκλικών υποπροτύπων (xp,1)⊕ (xp,2)⊕ · · · ⊕ (xp,kp)
µε Ann(xp,i) ⊇ Ann(xp,i+1), για κάθε i = 1, 2, . . . , kp − 1, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 4.16.
Τώρα, Ann(xp,i) = (pλp,i), όπου λp,i ϑετικός ακέραιος, για κάθε i = 1, 2, . . . , kp. Πράγµατι,
αφού xp,i ∈Mp, ϑα πρέπει pλp,ixp,i = 0M , για κάποιον ελάχιστο ϑετικό ακέραιο λp,i. Εποµένως,
pλp,i ∈ Ann(xp,i) ⇔ (pλp,i) ⊆ Ann(xp,i). Αν (γp,i) = Ann(xp,i), τότε γp,i | pλp,i και επειδή
το p είναι ανάγωγο στοιχείο, το γp,i είναι συντροφικό µε κάποια δύναµη pα, όπου α ϑετικός
ακέραιος. Εφόσον η συντροφικότητα δεν αλλάζει τα κύρια ιδεώδη, µπορούµε να υποθέσουµε
ότι γp,i = pα, όπου α ≤ λp,i. Αν α < λp,i καταλήγουµε σε άτοπο, γιατί το pλp,i είναι η ελάχι-
στη δύναµη του p που µηδενίζει το xp,i. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι Ann(xp,i) = (pλp,i). Η
σχέση Ann(xp,i) ⊇ Ann(xp,i+1) γράφεται ισοδύναµα pλp,i | pλp,i+1 ⇔ λp,i ≤ λp,i+1, για κάθε
i = 1, 2, . . . , kp − 1.
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ : Αν Mp1 ,Mp2 , . . . ,Mpt είναι οι πρωταρχικές συνιστώσες του M , τότε το T (M)
γράφεται ως ευθύ άθροισµα µη µηδενικών κυκλικών υποπροτύπων ως εξής :
T (M) =

(
(xp1,1)⊕ (xp1,2)⊕ · · · ⊕ (xp1,kp1 )

)
⊕
(
(xp2,1)⊕ (xp2,2)⊕ · · · ⊕ (xp2,kp2 )

)
⊕ · · · ⊕

(
(xpt,1)⊕

⊕(xpt,2)⊕· · ·⊕(xpt,kpt )
)
, όπου Ann(xpi,j) = (p

λpi,j
i ), για κάθε j = 1, 2, . . . , kpi και i = 1, 2, . . . , t.

Επίσης λpi,j ≤ λpi,j+1, για κάθε j = 1, 2, . . . , kpi − 1 και j = 1, 2, . . . , t.
Αντιστρόφως, έστω q1, q2, . . . , qs ανάγωγα στοιχεία της R, πρώτα ανά δύο και T (M) =

(
(xq1,1)⊕

⊕(xq1,2)⊕· · ·⊕(xq1,nq1 )
)
⊕
(
(xq2,1)⊕(xq2,2)⊕· · ·⊕(xq2,np2 )

)
⊕· · ·⊕

(
(xqs,1)⊕(xqs,2)⊕· · ·⊕(xqs,nqs )

)
,

όπου Ann(xqi,j) = (q
µqi,j
i ), για κάθε j = 1, 2, . . . , nqi και i = 1, 2, . . . , s. Επίσης µqi,j ≤ µqi,j+1,

για κάθε j = 1, 2, . . . , nqi − 1 και j = 1, 2, . . . , s.
Τότε τα υποπρότυπα Mq1 ,Mq2 , . . . ,Mqs είναι οι πρωταρχικές συνιστώσες του T (M). Με ϐάση
την πρόταση 4.25 οι πρωταρχικές συνιστώσες του T (M) ορίζονται µονοσήµαντα. ΄Αρα τα υ-
ποπρότυπα Mq1 ,Mq2 , . . . ,Mqs είναι µια µετάθεση των Mp1 ,Mp2 , . . . ,Mpt. Εποµένως s = t και
κάθε Mqi ισούται µε µία µοναδική πρωταρχική συνιστώσα Mpi′

και το αντίστροφο. Τα στοιχεία
qi και pi′, ϐάσει των προτάσεων 4.25 και 4.26, είναι συντροφικά. Εποµένως οι αναλύσεις των
Mqi και Mpi′

σε ευθέα αθροίσµατα κυκλικών υποπροτύπων είναι ισόµορφες, δηλαδή nqi = kpi′

και ο µηδενιστής (q
µqi,j
i ) του xqi,j ισούται µε τον µηδενιστή (p

λpi′ ,j

i′ ) του xpi′ ,j, άρα µqi,j = λpi′ ,j,
για κάθε j = 1, 2, . . . , nqi = kpi′ .

Μπορούµε τώρα να διατυπώσουµε το ϑεώρηµα δοµής 4.16 των πεπερασµένα παραγόµενων
προτύπων επί µιας περιοχής κυρίων ιδεωδών R, ως ακολούθως. Κατ᾿ αρχάς ϑέτουµε pλiji αντί
p
λpi,j
i .
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ΘΕΩΡΗΜΑ 4.28. Κάθε
(
µη µηδενικό

)
πεπερασµένα παραγόµενο R-πρότυπο, όπου R περιοχή

κυρίων ιδεωδών αναλύεται µονοσήµαντα, σύµφωνα µε τα προηγούµενα, σε ευθύ άθροισµα
κυκλικών υποπροτύπων ως εξής :
M =

(
(xp1,1) ⊕ (xp1,2) ⊕ · · · ⊕ (xp1,kp1 )

)
⊕
(
(xp2,1) ⊕ (xp2,2) ⊕ · · · ⊕ (xp2,kp2 )

)
⊕ · · · ⊕

(
(xpt,1)⊕

⊕(xpt,2)⊕ · · · ⊕ (xpt,kpt )
)
⊕ F ,

όπου F ελεύθερο R-πρότυπο, ισόµορφο µε το M
/
T (M) και Ann(xpi,j) = (p

λij
i ), για κάθε

j = 1, 2, . . . , kpi και i = 1, 2, . . . , t. Επίσης λij ≤ λi,j+1, για κάθε j = 1, 2, . . . , kpi − 1 και
j = 1, 2, . . . , t. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.29. Τα στοιχεία p
λij
i καθορίζουν προφανώς τη δοµή του υποπροτύπου στρέψεως

T (M), άρα και του M , γιατί T (M) ∼=
⊕
i,j

R
/(
p
λij
i

) και ονοµάζονται στοιχειώδεις διαιρέτες

τουM .

Η επόµενη πρόταση µας δείχνει πώς ένα κυκλικό πρότυπο διασπάται σε ευθύ άθροισµα πρω-
ταρχικών κυκλικών υποπροτύπων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.30. ΄Εστω (x) κυκλικό υποπρότυπο ενός πεπερασµένα παραγοµένου προτύπου
M . Αν Ann(x) = (δ), όπου δ = pα1

1 p
α2
2 · · · p

αk
k µε p1, p2, . . . , pk ανάγωγα στοιχεία, ανά δύο πρώτα

και α1, α2, . . . , αk ϑετικοί ακέραιοι. Θέτουµε γi =
∏

1≤j≤k
j 6=i

p
αj
j , για κάθε i = 1, 2, . . . , k, δηλαδή

γ1 = pα2
2 p

α3
3 · · · p

αk
k , γ2 = pα1

1 p
α3
3 · · · p

αk
k , . . . , γk = pα1

1 p
α2
2 · · · p

αk−1

k−1 . Επίσης ϑέτουµε xi = γix, για
κάθε i = 1, 2, . . . , k. Τότε

(x) = (x1)⊕ (x2)⊕ · · · ⊕ (xk),
µε Ann(xi) = (pαii ), για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Προφανώς xi ∈ (x), για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Παρατηρούµε ότι r ∈ Ann(xi) ⇔
⇔ rxi = rγix = 0M ⇔ rγi ∈ Ann(x) = (δ) ⇔ δ = pα1

1 p
α2
2 · · · p

αk
k | rp

α1
1 · · · p

αi−1

i−1 p
αi+1

i+1 · · · p
αk
k ⇔

⇔ pαii | r ⇔ r ∈ (pαii ).
Επίσης, (γ1, γ2, . . . , γk) = (1R) = R. Πράγµατι, έστω ότι υπάρχει κοινός ανάγωγος διαιρέτης p
των γ1, γ2, . . . , γk. Επειδή p | γ1 = pα2

2 p
α3
3 · · · p

αk
k , το p ϑα ήταν συντροφικό µε κάποιο pi, όπου

i ≥ 2. Αλλά p | γi = pα1
1 · · · p

αi−1

i−1 p
αi+1

i+1 · · · p
αk
k και εποµένως το p ϑα ήταν συντροφικό µε κάποιο

pj, όπου j 6= i. ΄Αρα pj ∼ p ∼ pi, άτοπο. Εφόσον λοιπόν (γ1, γ2, . . . , γk) = (1R), ϑα υπάρχουν
r1, r2, . . . , rk ∈ R τέτοια, ώστε 1R = r1γ1 + r2γ2 + · · ·+ rkγk ⇒ x = r1γ1x+ r2γ2x+ · · ·+ rkγkx =
= r1x1 + r2x2 + · · · + rkxk ∈ (x1) + (x2) + · · · + (xk). Αποµένει να δείξουµε ότι το άθροισµα
(x1) + (x2) + · · ·+ (xk) είναι ευθύ.
΄Εστω λοιπόν r1x1 + r2x2 + · · · + rkxk = 0M . Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση αυτή µε γ1 και
παίρνουµε r1γ1x1 + r2γ1x2 + · · ·+ rkγ1xk = 0M . Επειδή pαii | γ1 και (pαii ) = Ann(xi), για κάθε
i = 2, 3, . . . , k, ϑα πάρουµε γ1x2 = · · · = γ1xk = 0M και εποµένως r1γ1x1 = r1γ

2
1x = 0M . Αυτό

σηµαίνει ότι r1γ
2
1 ∈ Ann(x) = (δ) = (pα1

1 p
α2
2 · · · p

αk
k ) ⇔ pα1

1 p
α2
2 · · · p

αk
k | r1γ

2
1 = r1p

2α2
2 · · · p2αk

k ⇔
⇔ pα1

1 | r1p
α2
2 · · · p

αk
k και επειδή τα pα1

1 και pα2
2 · · · p

αk
k είναι πρώτα µεταξύ τους, pα1

1 | r1.(
Βλέπε λήµµα 2.24

)
. Εποµένως r1x1 = 0M . Η ίδια απόδειξη ϑα µπορούσε να γίνει για

κάθε i = 1, 2, . . . , k ή, αφού δείξαµε ότι r1x1 = 0M , να προχωρούσαµε µε επαγωγή επί του
k. �
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Ξαναδιατυπώνουµε τώρα το πόρισµα 4.18 µε ϐάση τους στοιχειώδεις διαιρέτες µιας πεπερα-
σµένα παραγόµενης αβελιανής οµάδος

(
Z-προτύπου

)
και στη συνέχεια ξαναλύνουµε τα παρα-

δείγµατα 4.19.

ΠΟΡΙΣΜΑ 4.31. ΄Εστω G µια πεπερασµένα παραγόµενη αβελιανή οµάδα. ΄Εστω pλ111 ≤ pλ121 ≤
· · · ≤ p

λ1,kp1
1 , pλ212 ≤ pλ222 ≤ · · · ≤ p

λ2,kp2
2 , . . . , pλt1t ≤ pλt2t ≤ · · · ≤ p

λt,kpt
t οι στοιχειώδεις διαιρέτες

της G.
(
∆υνάµεις πρώτων ακεραίων

)
. Τότε η G αναλύεται κατά µοναδικό τρόπο ως

G ∼=
t⊕
i=1

kpi⊕
j=1

Z
p
λij
i

⊕ Z⊕ Z · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
r το πλήθος

.

Ιδιαιτέρως, αν η G είναι πεπερασµένη, τότε

G ∼=
t⊕
i=1

kpi⊕
j=1

Z
p
λij
i

και |G| =
t∏
i=1

kpi∏
j=1

p
λij
i =

t∏
i=1

p
∑kpi
j=1 λij

i . �

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4.32. (i) Να ταξινοµηθούν όλες οι ανά δύο µη ισόµορφες αβελιανές οµάδες
τάξεως 432.
ΛΥΣΗ: 432 = 24 · 33. Για το 2 έχουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις : 24, 2 | 23, 22 | 22, 2 | 2 | 22 και
2 | 2 | 2 | 2. Για το 3 έχουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις : 33, 3 | 32 και 3 | 3 | 3. Συνδυάζοντας
τα ανωτέρω παίρνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις για τους στοιχειώδεις διαιρέτες :
1) 24, 33, 2) 24, 3 | 32, 3) 24, 3 | 3 | 3, 4) 2 | 23, 33,
5) 2 | 23, 3 | 32, 6) 2 | 23, 3 | 3 | 3, 7) 22 | 22, 33, 8) 22 | 22, 3 | 32,
9) 22 | 22, 3 | 3 | 3, 10) 2 | 2 | 22, 33, 11) 2 | 2 | 22, 3 | 32, 12) 2 | 2 | 22, 3 | 3 | 3,
13) 2 | 2 | 2 | 2, 33, 14) 2 | 2 | 2 | 2, 3 | 32, 15) 2 | 2 | 2, 3 | 3 | 3.

Μια αβελιανή οµάδα τάξεως 432 είναι λοιπόν ισόµορφη µε µια από τις παρακάτω οµάδες :
1) Z16 ⊕ Z27, 2) Z16 ⊕ Z3 ⊕ Z9,
3) Z16 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z3, 4) Z2 ⊕ Z8 ⊕ Z27,
5) Z2 ⊕ Z8 ⊕ Z3 ⊕ Z9, 6) Z2 ⊕ Z8 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z3,
7) Z4 ⊕ Z4 ⊕ Z27, 8) Z4 ⊕ Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z9,
9) Z4 ⊕ Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z3, 10) Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z27,
11) Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z9, 12) Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z3,
13) Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z27, 14) Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z9,
15) Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z3 ⊕ Z3. �

(ii) Να ϐρεθούν οι στοιχειώδεις διαιρέτες και η πρωταρχικ ή ανάλυση της αβελιανής οµάδας τάξε-
ως 23 · 53 · 74, η οποία έχει πρώτο αναλλοίωτο παράγοντα δ1 = 7 και τελευταίο τον δν = 22 · 5 · 7.
ΛΥΣΗ: Στο παράδειγµα 4.19.(ii) έχουµε ϐρει ότι οι αναλλοίωτοι παράγοντες της οµάδας είναι οι
δ1 = 7, δ2 = 5 · 7, δ3 = 2 · 5 · 7 και δ4 = 22 · 5 · 7. Με ϐάση και την πρόταση 4.29 παίρνουµε τους
στοιχειώδεις διαιρέτες αυτής : 2, 22, 5, 5, 5, 7, 7, 7 και 7. Η πρωταρχική ανάλυση της οµάδας
είναι λοιπόν Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z5 ⊕ Z5 ⊕ Z5 ⊕ Z7 ⊕ Z7 ⊕ Z7 ⊕ Z7. �

Το πόρισµα 4.30 µας παρέχει ένα ενδιαφέρον αποτέλεσµα, το οποίο είναι το αντίστροφο του
ϑεωρήµατος Lagrange για τις αβελιανές οµάδες.

ΠΟΡΙΣΜΑ 4.33. ΄Εστω G µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα τάξεως m. Τότε, για κάθε διαιρέτη
n του m = |G|, η G έχει µια

(
τουλάχιστον

)
υποοµάδα τάξεως n.

98 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων



4.7. Πρωταρχική Ανάλυση Πεπερασµένα Παραγόµενου Προτύπου επί Περιοχής Κυρίων Ιδεωδών (Β΄
Μορφή)-Στοιχειώδεις ∆ιαιρέτες

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω G =
t⊕
i=1

kpi⊕
j=1

(xpi,j) η πρωταρχική ανάλυση της G σε άθροισµα κυκλικών

υποπροτύπων, όπου |(xpi,j)| = p
λij
i µε λij ≤ λi,j+1. Τότε m = |G| =

t∏
i=1

p
∑kpi
i=1 λij

i . ΄Εστω

n =
t∏
i=1

pαii µε αi ≤
kpi∑
j=1

λij, για κάθε i = 1, 2, . . . , t. Τότε για κάθε i και j υπάρχει µη

αρνητικός ακέραιος µij έτσι, ώστε αi =

kpi∑
j=1

µij. Θεωρούµε την υποοµάδα H 6 G, όπου H =

t⊕
i=1

kpi⊕
j=1

(p
λij−µij
i xpi,j). Τότε |(pλij−µiji xpi,j)| = p

µij
i , για κάθε j = 1, 2, . . . , ki και i = 1, 2, . . . , t.

Εποµένως |H| =
t∏
i=1

p
∑kpi
i=1 µij

i =
t∏
i=1

pαii = n. �
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Κεφάλαιο 5

Ρητή Κανονική Μορφή Τετραγωνικού Πίνακα-Μορφή
Jordan

5.1 ΄Ενας K-∆ιανυσµατικός Χώρος ως ένα K[x]-Πρότυπο

Σ᾿ αυτό το κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε µια γραµµική συνάρτηση f : V → V , όπου V ένας διανυ-
σµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K, δηλαδή ϑα µελετήσουµε
έναν K-ενδοµορφισµό f ∈ EndK(V ). Για το σκοπό αυτό ϑα χρησιµοποιήσουµε πολλές ϕορές
τη γλώσσα των προτύπων επί του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x], ο οποίος ξέρουµε ότι είναι
ευκλείδειος περιοχή, άρα περιοχή κυρίων ιδεωδών.
Γνωρίζουµε, από το παράδειγµα 3.2.(ii) ότι µέσω της f : V → V , ο διανυσµατικός χώρος V
καθίσταται ένα K[x]-πρότυπο, όπου h(x)v = h(f)(v). Πιο συγκεκριµένα, υπενθυµίζουµε ότι µε
fn συµβολίσουµε τη σύνθεση f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

n ϕορές

, αν n ϑετικός ακέραιος και f 0 = 1V , αν n = 0.

Αν h(x) = bnx
n+bn−1x

n−1+· · ·+b1x+b0 ∈ K[x], τότε h(f) = bnf
n+bn−1f

n−1+· · ·+b1f+b01V ∈
∈ EndK(V ), µε h(f)(v) = bnf

n(v) + bn−1f
n−1(v) + · · ·+ b1f(v) + b0v, για κάθε v ∈ V .

5.2 Χαρακτηριστικό Πολυώνυµο Πίνακα ή Απεικόνισης-
Θεώρηµα Cayley-Hamilton-Ελάχιστο Πολυώνυµο

Ας ϑυµηθούµε κάποια ϐασικά αποτελέσµατα από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα.
1) Αν v̂ = (v1, v2, . . . , vm) είναι µια ϐάση του V επί του K και f ∈ EndK(V ), τότε η f καθορίζεται(
και καθορίζει

)
µονοσήµαντα από τον πίνακα A = (αij) ∈ Km×m, ϐάσει των σχέσεων

f(vj) =
m∑
i=1

αijvi, (1)

για κάθε j = 1, 2, . . . ,m. Ο πίνακας A ονοµάζεται πίνακας της f ως προς τη ϐάση v̂ και συµ-
ϐολίζεται µε (f | v̂, v̂) ή πιο απλά µε (f | v̂). Αν û = (u1, u2, . . . , um) είναι µια άλλη ϐάση του
V , τότε ο πίνακας B = (βij) = (1V | û, v̂), ο οποίος καθορίζεται από τις σχέσεις

uj =
m∑
i=1

βijvi, (2)

είναι αντιστρέψιµος µε αντίστροφο τον πίνακα B−1 = (1V | v̂, û). Αν τώρα A′ = (f | û), τότε
ισχύει η σχέση

A′ = B−1AB.
2) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο chf(x) µιας απεικόνισης f ∈ EndK(V ) ορίζεται ως το
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πολυώνυµο
chf (x) = det(xIm − A), (3)

όπου A ο πίνακας της f ως προς κάποια ϐάση v̂ = (v1, v2, . . . , vm) του V . Το χαρακτηριστικό
πολυώνυµο της f είναι ανεξάρτητο της χρησιµοποιούµενης ϐάσης. Γιατί, αν A′ = (f | û),
όπου u = (u1, u2, . . . , um) είναι µια άλλη ϐάση του V και B = (1V | û, v̂) ο πίνακας αλ-
λαγής ϐάσης, τότε A′ = B−1AB και συνεπώς det(xIm − A′) = det(xB−1B − B−1AB) =
= det

(
B−1(xIm − A)B

)
= det(xIm − A). Ως χαρακτηριστικό πολυώνυµο chA(x) ενός m ×m

πίνακα ορίζεται επίσης το det(xIm − A).

Τώρα, ένας τετραγωνικός πίνακας λέγεται πολυωνυµικός αν τα στοιχεία του είναι πολυώνυ-

µα του x. Για παράδειγµα, ο πίνακας
(
−2x3 + x2 + 5x− 4 3x2 + 4x− 1

x3 − 2x+ 5 x+ 3

)
είναι ένας 2 × 2

πολυωνυµικός πίνακας. Ο παραπάνω πίνακας µπορεί να γραφεί στη µορφή

x3

(
−2 0
1 0

)
+ x2

(
1 3
0 0

)
+ x

(
5 4
−2 1

)
+

(
−4 −1
5 3

)
.

Γενικά κάθε m×m πολυωνυµικός πίνακας µπορεί να γραφεί στη µορφή
xkAk + xk−1Ak−1 + · · ·+ xA1 + A0,

όπου Ai σταθεροί m × m πίνακες και xk η µέγιστη δύναµη στην οποία εµφανίζεται το x στα
στοιχεία του πίνακα.
Ο προσαρτηµένος

(
adjoint

)
πίνακας ενός m × m πίνακα A είναι ο ανάστροφος του πίνακα(

(−1)i+jMij

)
, όπου Mij η ορίζουσα του πίνακα που προκύπτει από τον A αν διαγράψουµε την

i-γραµµή και την j-στήλη. Είναι δηλαδή adjA =
(
(−1)i+jMij

)T
=
(
(−1)i+jMji

)
. Γνωρίζουµε

από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα ότι ισχύει η σχέση
A · adjA = |A| · Im, (4)

όπου |A| = det(A), κατά τα γνωστά.
Αν εφαρµόσουµε τη σχέση (4) στον πίνακα xIm − A, ϑα πάρουµε τη σχέση

(xIm − A) · adj(xIm − A) = |xIm − A| · Im = chA(x)Im. (5)
Παρατηρούµε ότι ο πίνακας adj(xIm − A) είναι ένας πολυωνυµικός πίνακας. Πράγµατι, τα
στοιχεία του είναι (m− 1)× (m− 1) ορίζουσες και η µεγαλύτερη δύναµη του x που µπορεί να
προκύψει στον πίνακα αυτό είναι m− 1. Αυτό ϑα συµβεί όταν διαγράψουµε την i-γραµµή και
την i-στήλη, δηλαδή όταν «αποκόψουµε» µόνον το στοιχείο x − αii. Εποµένως ο adj(xIm − A)
γράφεται στη µορφή

adj(xIm − A) = xm−1Bm−1 + xm−2Bm−2 + · · ·+ xB1 +B0, (6)
όπου B0, B1, . . . , Bm−1 σταθεροί πίνακες. Αλ᾿ την άλλη µεριά, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο
chA(x) = |xIm − A| ενός m ×m πίνακα A είναι ϐαθµού ακριβώς m γιατί στη διαγώνιο υπάρ-
χουν τα στοιχεία x− α11, x− α22, . . . , x− αmm. Για τον ίδιο λόγο είναι µάλιστα µονικό, καθώς
ο συντελεστής του xm είναι 1. ΄Εστω chA(x) = xm + bm−1x

m−1 + bm−2x
m−2 + · · · b1x + b0. Αν

πολλαπλασιάσουµε τη σχέση (6) από δεξιά µε xIm, ϑα πάρουµε
xIm · adj(xIm − A) = xmBm−1 + xm−1Bm−2 + · · ·+ x2B1 + xB0 (7)

και µε −A
−xm−1ABm−1 − xm−2ABm−2 − · · · − xAB1 − AB0. (8)

Προσθέτοντας κατά µέλη τις σχέσεις (7) και (8) παίρνουµε
(xIm − A) · adj(xIm − A) = xmBm−1 + xm−1(Bm−2 − ABm−1) + xm−2(Bm−3 − ABm−2) + · · ·+

+x2(B1 − AB2) + x(B0 − AB1)− AB0 = chA(x)Im =
= xmIm + bm−1x

m−1Im + bm−2x
m−2Im + · · · b1xIm + b0Im.

Εξισώνοντας τους συντελεστές του x παίρνουµε τις σχέσεις :
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5.2. Χαρακτηριστικό Πολυώνυµο Πίνακα ή Απεικόνισης-
Θεώρηµα Cayley-Hamilton-Ελάχιστο Πολυώνυµο

Bm−1 = Im
Bm−2 − ABm−1 = bm−1Im
Bm−3 − ABm−2 = bm−2Im

...
B1 − AB2 = b2Im
B0 − AB1 = b1Im
−AB0 = b0Im

(9)

Αν πολλαπλασιάσουµε την πρώτη σχέση από αριστερά µε Am, τη 2η µε Am−1, την 3η µε Am−2

κτλ, έως την προτελευταία, την οποία ϑα πολλαπλασιάσουµε µε A, ϑα πάρουµε:

�����AmBm−1 = Am

������
Am−1Bm−2 −�����AmBm−1 = bm−1A

m−1

������
Am−2Bm−3 −������

Am−1Bm−2 = bm−2A
m−2

...

���
A2B1 −���

A3B2 = b2A
2

�
��AB0 −���

A2B1 = b1A

����−AB0 = b0Im

(10)

και µε πρόσθεση κατά µέλη Om = chA(A), δηλαδή ο A µηδενίζει το χαρακτηριστικό του πο-
λυώνυµο. Τώρα, αν A είναι ο πίνακας ενός K-ενδοµορφισµού f του V ως προς κάποια ϐάση
v̂ = (v1, v2, . . . , vm) του V και h(x) ∈ K[x], τότε ο πίνακας h(A) είναι ο πίνακας του ενδοµορ-
ϕισµού h(f) του V . Εποµένως και chf (f) = OV : V → V η µηδενική απεικόνιση. ΄Εχουµε
λοιπόν το γνωστό Θεώρηµα Cayley-Hamilton.

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1.
(
ΘΕΩΡΗΜΑ CAYLEY-HAMILTON

)
: Κάθε K-ενδοµορφισµός ενός διανυσµα-

τικού χώρου V , ισοδύναµα κάθε τετραγωνικός πίνακας µηδενίζει το χαρακτηριστικό του πολυ-
ώνυµο. �

Τώρα, από όλα τα µη µηδενικά πολυώνυµα που µηδενίζονται από την f
(
ή τον πίνακα A

)
ϑεωρούµε ένα ελαχίστου ϐαθµού. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι ο συντελεστής του µεγιστοβάθ-
µιου όρου του πολυωνύµου αυτού είναι 1, δηλαδή το πολυώνυµο αυτό είναι µονικό.

(
Αλλιώς

διαιρούµε µε τον συντελεστή αυτό
)
. ΄Εστω minf (x) ένα τέτοιο πολυώνυµο.

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.2. Το µη µηδενικό µονικό πολυώνυµο ελαχίστου ϐαθµού που µηδενίζεται από
την f

(
ή τον πίνακα A

)
διαιρεί κάθε άλλο πολυώνυµο που µηδενίζεται από την f

(
ή τον πίνακα

A
)
. Ιδιαιτέρως, διαιρεί το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της f . Επίσης είναι µοναδικό µε αυτές

τις ιδιότητες.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω h(f) = OV , όπου h(x) µη µηδενικό πολυώνυµο. ΄Εστω h(x) = minf (x)π(x)+
+υ(x) η ταυτότητα της διαιρέσεως h(x) : minf (x). Τότε υ(x) = 0 ή deg υ(x) < degminf (x).
Στη δεύτερη περίπτωση ϑα είχαµε υ(f) = h(f)−minf (f)π(f) = OV − OV π(f) = OV , πράγµα
αδύνατον, γιατί το minf (x) είναι πολυώνυµο ελαχίστου ϐαθµού που µηδενίζεται από την f και
deg υ(x) < degminf (x). ΄Αρα minf (x) | h(x). Επειδή αν ένα µονικό πολυώνυµο διαιρεί ένα
άλλο µονικό του ιδίου ϐαθµού τότε συµπίπτει µε αυτό, το minf (x) είναι µοναδικό. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.3. Το πολυώνυµο minf (x) που ορίσαµε προηγουµένως ονοµάζεται ελάχιστο πο-
λυώνυµο της f

(
ή του πίνακα A

)
.

Μπορούµε εύκολα να αποδείξουµε το ακόλουθο:
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ΠΡΟΤΑΣΗ 5.4. Κάθε ανάγωγος παράγοντας του χαρακτηριστικού πολυωνύµου chA(x) του
πίνακα A είναι και ανάγωγος παράγοντας κάθε µη µηδενικού πολυωνύµου που µηδενίζεται
από τον πίνακα A.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω h(x) = ckx

k + ck−1x
k−1 + · · · + c1x + c0 ένα µη µηδενικό πολυώνυµο που

µηδενίζεται από τον A. Τότε h(A) = ckA
k + ck−1A

k−1 + · · · + c1A + c0Im = Om. Εποµένως
h(x)Im = h(xIm) = h(xIm)−h(A) = ck((xIm)k−Ak)+ck−1((xIm)k−1−Ak−1)+· · ·+c1(xIm−A).
Αλλά (xIm)i−Ai = (xIm−A)(xi−1Im+xi−2A+xi−3A2 + · · ·+xAi−2 +Ai−1) = (xIm−A)Li(x),
όπου Li(x) = xi−1Im + xi−2A + xi−3A2 + · · · + xAi−2 + Ai−1 ένας πολυωνυµικός πίνακας, για

κάθε i = 1, 2, . . . , k. Εποµένως h(x)Im = (xIm−A)
k∑
i=1

ciLi(x) = (xIm−A)C(x), όπου C(x) =

=
k∑
i=1

ciLi(x). Συνεπώς h(x)m = det(h(x)Im) = det(xIm − A) det(C(x)) = chA(x) det(C(x)).

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι κάθε ανάγωγος παράγοντας του chA(x) διαιρεί το h(x)m,
άρα και το h(x). �

ΠΟΡΙΣΜΑ 5.5. Τα chA(x) και minA(x) έχουν τους ίδιους ανάγωγους παράγοντες.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Προκύπτει από την προηγούµενη πρόταση και το γεγονός ότι minA(x) | chA(x).

�

5.3 f -Αναλλοίωτοι Υπόχωροι-Κυκλικοί Υπόχωροι

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.6. ΄Εστω W 6 V
(
υπόχωρος του V

)
. Ο W λέγεται f -αναλλοίωτος ή αναλλοίω-

τος ως προς f αν και µόνον αν f(W ) ⊆ W . Για παράδειγµα, ο µηδενικός υπόχωρος {0V } και
ολόκληρος ο χώρος V είναι f-αναλλοίωτοι.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Είναι σαφές ότι αν ο υπόχωρος W είναι f-αναλλοίωτος
(
ή απλά αναλλοίωτος

)
,

τότε h(x)W ⊆ W ⇔ h(f)(W ) ⊆ W , για κάθε πολυώνυµο h(x) ∈ K[x]. Εποµένως ο W είναι
ένα K[x]-υποπρότυπο του K[x]-προτύπου V . Εποµένως οι έννοιες του f -αναλλοίωτου
υπόχωρου και του K[x]-υποπροτύπου ταυτίζονται.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.7. ΄Εστω v ∈ V . Ο κυκλικός υπόχωρος Zv = (v) που παράγεται από το v
είναι ο υπόχωρος που αποτελείται από τα διανύσµατα h(f)(v), ή στη γλώσσα των προτύπων,
από τα στοιχεία h(x)v, για κάθε h(x) ∈ K[x]. Προφανώς ο κυκλικός υπόχωρος

Zv = K[x]v = {h(x)v | h(x) ∈ K[x]} = {h(f)(v) | h(x) ∈ K[x]}
είναι f-αναλλοίωτος.

΄Εστω v µη µηδενικό διάνυσµα. Θεωρούµε την ακολουθία διανυσµάτων v = f 0(v), f(v), f 2(v), . . .
Επειδή dimK V = m < ∞, οι όροι της ακολουθίας αυτής δεν µπορούν να είναι γραµµι-
κώς ανεξάρτητα. Θεωρούµε τον ελάχιστο ϑετικό ακέραιο µ µε την ιδιότητα τα διανύσµατα
v, f(v), f 2(v), . . . , fµ−1(v), fµ(v) να είναι γραµµικώς εξαρτηµένα. Τότε τα διανύσµατα v, f(v),
f 2(v), . . . , fµ−1(v) είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και το fµ(v) είναι γραµµικός συνδυασµός των
προηγουµένων. Κατά συνέπεια ο κυκλικός υπόχωρος που παράγεται από το v έχει σαν ϐάση
τα διανύσµατα v1 = v, v2 = f(v), v3 = f 2(v), . . . , vµ = fµ−1(v). Επίσης f(vµ) = fµ(v) =
= −α0v − α1f(v) − α2f

2(v) − · · · − αµ−1f
µ−1(v) ⇔ h(f)(v) = 0V , όπου h(x) = α0 + α1x+

+α2x
2 + · · · + αµ−1x

µ−1 + xµ. Ισοδύναµα f(vi) = vi+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , µ − 1 και
f(vµ) = α0v1−α1v2−α2v3−· · ·−αµ−1vµ. Ο πίνακας του περιορισµού f |(v) της f στον κυκλικό
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υπόχωρο που παράγεται από το v
(
ως προς τη ϐάση (v1, v2, . . . , vµ)

)
είναι ο

Σ(h(x)) =



0 0 0 · · · 0 −α0

1 0 0 · · · 0 −α1

0 1 0 · · · 0 −α2

0 0 1 · · · 0 −α3

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1 −αµ−1


ΟΡΙΣΜΟΣ 5.8. Ο πίνακας Σ(h(x)) λέγεται συνοδός πίνακας

(
companion matrix

)
του πο-

λυωνύµου h(x) = α0 +α1x+α2x
2 + · · ·+αµ−1x

µ−1 + xµ.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.9. Το χαρακτηριστικό και το ελάχιστο πολυώνυµο του συνοδού πίνακα Σ(h(x))
ενός µονικού πολυωνύµου h(x) συµπίπτουν µε το h(x).
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Ο πίνακας Σ(h(x)) είναι ο πίνακας ενός K-ενδοµορφισµού f ενός διανυσµατι-
κού χώρου W = (v1) µε ϐάση (v1, v2, . . . , vµ). Η f δρα επί των στοιχείων της ϐάσης ως εξής :
f(vi) = vi+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , µ−1 και f(vµ) = −α0v1−α1v2−α2v3−· · ·−αµ−1vµ, δηλαδή
h(f)(v1) =

(
fµ+αµ−1f

µ−1 +αµ−2f
µ−2 + · · ·+α1f +α01V

)
(v1) = 0V . Επειδή vi = f i−1(v1), για

κάθε i = 2, 3, . . . , µ, ϑα έχουµε και h(f)(vi) = h(f)f i−1(v1) = f i−1h(f)(v1) = f i−1
(
h(f)(v1)

)
=

= f i−1(0V ) = 0V . Το h(x) µηδενίζει λοιπόν την f , άρα και τον αντίστοιχο πίνακα Σ(h(x)).
Επειδή είναι µονικό και deg h(x) = dimW , το h(x) είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του
Σ(h(x)).
΄Εστω σ(x) = β0 + β1x+ β2x

2 + · · ·+ βk−1x
k−1 + xk το ελάχιστο πολυώνυµο του Σ(h(x)). Υπο-

ϑέτουµε ότι k < µ. Τότε β0v1 +β1f(v1)+β2f
2(v1)+ · · ·+βk−1f

k−1(v1)+fk(v1) = 0V , ισοδύναµα
vk+1 = −βk−1vk − · · · − β2v3 − β1v2 − β0v1, άτοπο, γιατί τα διανύσµατα v1, v2, . . . , vk, vk+1 είναι
γραµµικώς ανεξάρτητα. ΄Αρα k = µ και επειδή σ(x) | h(x), έπεται ότι σ(x) = h(x). �

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: ΄Οτι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα Σ(h(x)) είναι το h(x) αποδεικνύε-
ται και στοιχειωδώς

(
µόνο µε πίνακες

)
ως εξής : ΄Εχουµε

chΣ(h(x))(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 · · · 0 α0

−1 x 0 · · · 0 α1

0 −1 x · · · 0 α2

0 0 −1 · · · 0 α3

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · x αµ−2

0 0 0 · · · −1 x+ αµ−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Αν προσθέσουµε την τελευταία γραµµή, πολλαπλασιασµένη επί x στην προτελευταία ϑα πάρου-
µε

chΣ(h(x))(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 · · · 0 α0

−1 x 0 · · · 0 α1

0 −1 x · · · 0 α2

0 0 −1 · · · 0 α3

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 x2 + αµ−1x+ αµ−2

0 0 0 · · · −1 x+ αµ−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Πάλι, προσθέτουµε την προτελευταία, πολλαπλασιασµένη επί x στην αµέσως προηγούµενη
κ.ο.κ. Τελικώς ϑα καταλήξουµε στην ορίζουσα
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chΣ(h(x))(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 · · · 0 h(x)
−1 0 0 · · · 0 ?
0 −1 0 · · · 0 ?
0 0 −1 · · · 0 ?
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 ?
0 0 0 · · · −1 ?

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Αναπτύσσουµε τώρα την ορίζουσα ως προς την πρώτη γραµµή και παίρνουµε

(−1)µ−1h(x) det(−Iµ−1) = (−1)µ−1(−1)µ−1h(x) det(Iµ−1) = h(x).

5.4 Ο ∆ιανυσµατικός χώρος V ως Πηλίκο Ελεύθερων K[x]-Προτύπων

Επανερχόµαστε τώρα στη ϑεώρηση του διανυσµατικού χώρου V µε ϐάση (v1, v2, . . . , vm) ως ένα
πεπερασµένα παραγόµενο K[x]-πρότυπο. ΄Οπως αναφέραµε στην αρχή του κεφαλαίου αυτού,
αν f ∈ EndK(V ), δηλαδή µια K-γραµµική απεικόνιση f : V → V , τότε µπορούµε να ϑεω-
ϱήσουµε τον V ως ένα K[x]-πρότυπο µε δράση h(x)v = h(f)(v), για κάθε h(x) ∈ K[x] και
v ∈ V .
Ο V ως ένα K[x]-πρότυπο, είναι πεπερασµένα παραγόµενο, αφού τα στοιχεία της ϐάσης του
είναι προφανώς K[x]-γεννήτορες αυτού.
΄Εστω F = K[x]e1 ⊕K[x]e2 ⊕ · · · ⊕K[x]em ένα ελεύθερο K[x]-πρότυπο µε ϐάση (e1, e2, . . . , em).
Ορίζουµε την απεικόνιση T : F → V µε

T
(
h1(x)e1 + h2(x)e2 + · · ·+ hm(x)em

)
= h1(f)(v1) + h2(f)(v2) + · · ·+ hm(f)(vm),

για κάθε h1(x), h2(x), . . . , hm(x) ∈ K[x]. Η T είναι K[x]-οµοµορφισµός, αφού αν h′1(x)e1+
+h′2(x)e2 + · · ·+ h′m(x)em ∈ F , τότε

T
(
(h1(x)e1 + h2(x)e2 + · · ·+ hm(x)em) + (h′1(x)e1 + h′2(x)e2 + · · ·+ h′m(x)em)

)
=

= T
(
(h1(x) + h′1(x))e1 + (h2(x) + h′2(x))e2 + · · ·+ (hm(x) + h′m(x))em

)
=

= (h1(f) + h′1(f))(v1) + (h2(f) + h′2(f))(v2) + · · ·+ (hm(f) + h′m(f))(vm) =
= h1(f)(v1) + h′1(f)(v1) + h2(f)(v2) + h′2(f)(v2) + · · ·+ hm(f)(vm) + h′m(f)(vm) =

=
(
h1(f)(v1) + h2(f)(v2) + · · ·+ hm(f)(vm)

)
+
(
h′1(f)(v1) + h′2(f)(v2) + · · ·+ h′m(f)(vm)

)
=

= T
(
h1(x)e1 + h2(x)e2 + · · ·+ hm(x)em

)
+ T

(
h′1(x)e1 + h′2(x)e2 + · · ·+ h′m(x)em

)
και

T
(
r(x)(h1(x)e1 + h2(x)e2 + · · ·+ hm(x)em)

)
=

= T
(
r(x)h1(x)e1 + r(x)h2(x)e2 + · · ·+ r(x)hm(x)em

)
=

= r(f)h1(f)(v1) + r(f)h2(f)(v2) + · · ·+ r(f)hm(f)(vm) =
= r(f)

(
h1(f)(v1) + h2(f)(v2) + · · ·+ hm(f)(vm)

)
=

= r(f)
(
T
(
h1(x)e1 + h2(x)e2 + · · ·+ hm(x)em

))
=

= r(x)T
(
h1(x)e1 + h2(x)e2 + · · ·+ hm(x)em

)
.

Η απεικόνιση T : F → V είναι K[x]-επιµορφισµός. Πράγµατι, αν v = s1v1 +s2v2 + · · ·+smvm ∈
V , µε si ∈ K, για κάθε i = 1, 2, . . . ,m, τότε ϑεωρούµε τα σταθερά πολυώνυµα hi(x) = si, για
κάθε i = 1, 2, . . . ,m. ΄Εχουµε: T (s1e1 + s2e2 + · · · + smem) = s11V (v1) + s21V (v2) + · · ·+
+sm1V (vm) = s1v1 + s2v2 + · · ·+ smvm = v.

Τίθεται τώρα το ερώτηµα: Ποιος είναι ο πυρήνας του T ; Εφόσον ο KerT είναι υποπρότυπο
του ελεύθερου προτύπου F , ο KerT είναι ένα ελεύθερο υποπρότυπο αυτού.

(
Πρόταση 3.51

)
.

Αν προσδιορίσουµε µια ϐάση του KerT , τότε από την πρόταση 4.7 και εφαρµόζοντας τον αλ-
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5.4. Ο ∆ιανυσµατικός χώρος V ως Πηλίκο Ελεύθερων K[x]-Προτύπων

γόριθµο Smith µπορούµε να προσδιορίσουµε τη δοµή του V ∼= F
/

KerT ως ευθύ άθροισµα
κυκλικών υποπροτύπων. Το µόνο που ξέρουµε είναι ότι οι σταθερές δρουν ως σταθερές επί του
V , αλλά το x δρα όπως ο K-ενδοµορφισµός f του V . Συγκεκριµένα, έχουµε τις σχέσεις :

T (xej) = f(vj) =
m∑
i=1

αijvi = T

( m∑
i=1

αijei

)
, για κάθε j = 1, 2, . . . ,m,

δηλαδή T

(
xej −

m∑
i=1

αijei

)
= 0V , για κάθε j = 1, 2, . . . ,m.

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.10. Τα στοιχεία wj = xej −
m∑
i=1

αijei, όπου j = 1, 2, . . . ,m, αποτελούν ϐάση του

K[x]-προτύπου KerT .
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Αρχικώς ϑα αποδείξουµε ότι τα w1, w2, . . . , wm είναι K[x]-γραµµικώς ανεξάρτητα.
΄Εστω λοιπόν h1(x)w1 +h2(x)w2 + · · ·+hm(x)wm = 0F , για κάποια πολυώνυµα h1(x), h2(x), . . . ,
hm(x) ∈ K[x], όχι όλα µηδέν. Από τα µη µηδενικά h1(x), h2(x), . . . , hm(x) επιλέγουµε ένα µε
το µεγαλύτερο δυνατό ϐαθµό.

(
Πιθανότατα µηδέν

)
. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ας εί-

ναι αυτό το h1(x). Παρατηρούµε ότι στο άθροισµα h1(x)w1 + h2(x)w2 + · · · + hm(x)wm =

= h1(x)xe1 −
m∑
i=1

h1(x)αi1ei + h2(x)xe2 −
m∑
i=1

h2(x)αi2ei + · · ·+ hm(x)xem −
m∑
i=1

hm(x)αimei το

e1 εµφανίζεται µε συντελεστή h′1(x) = h1(x)x− h1(x)α11 − h2(x)α12 − · · · − hm(x)α1m. Επειδή
από τα h2(x), . . . , hm(x) άλλα είτε είναι µηδενικά είτε έχουν ϐαθµό µικρότερο ή ίσο του h1(x),
έχουµε deg h′1(x) = deg(h1(x)x) = deg h1(x) + 1 > deg h1(x) και άρα το πολυώνυµο h′1(x), το
οποίο είναι ο συντελεστής του e1 στο ανάπτυγµα του h1(x)w1 +h2(x)w2 + · · ·+hm(x)wm = 0F ως
K[x]-γραµµικού συνδυασµού των στοιχείων της ϐάσης (e1, e2, . . . , em) είναι διάφορο του µηδε-
νικού. Αυτό είναι άτοπο, γιατί το F είναι ελεύθερο K[x]-πρότυπο επί του e1, e2, . . . , em. Συνεπώς
τα w1, w2, . . . , wm είναι K[x]-γραµµικώς ανεξάρτητα.
Τώρα ϑα αποδείξουµε ότι τα w1, w2, . . . , wm παράγουν τον KerT . ΄Εστω h1(x)e1 +h2(x)e2 + · · ·+
+hm(x)em ∈ KerT . Αν όλα τα hj(x) = λj ∈ K ήταν σταθερά, τότε ϑα είχαµε T (h1(x)e1+
+h2(x)e2 + · · · + hm(x)em) = T (λ1e1 + λ2e2 + · · · + λmem) = λ1v1 + λ2v2 + · · · + λmvm = 0V ,
οπότε λ1 = λ2 = · · · = λm = 0. ΄Αρα λ1e1 +λ2e2 + · · ·+λmem = 0F = λ1w1 +λ2w2 + · · ·+λmwm.
Υποθέτουµε ότι κάποια από τα h1(x), h2(x), . . . , hm(x) είναι µη σταθερά.
΄Εστω hj(x) = σj(x)x+ λj, όπου λj = hj(0) ∈ K, για κάθε j = 1, 2, . . . ,m, όπου κάποια από τα
σj(x) ∈ K[x] δεν είναι µηδέν.
Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι σ1(x) 6= 0 και ότι το σ1(x) είναι µεγίστου ϐαθµού
από όλα τα σj(x) 6= 0. ΄Αρα και το h1(x) έχει τον µέγιστο δυνατό ϐαθµό µεταξύ των hj(x), όπου
hj(x) 6= 0.

Τότε hj(x)ej = σj(x)xej + λjej = σj(x)

(
xej −

m∑
i=1

αijei

)
+

m∑
i=1

σj(x)αijei + λjej = σj(x)wj+

+
m∑
i=1

σj(x)αijei + λjej. Εποµένως
m∑
j=1

hj(x)ej =
m∑
j=1

σj(x)wj +
m∑
j=1

λjej +
m∑
j=1

m∑
i=1

σj(x)αijei =

=
m∑
j=1

σj(x)wj +
m∑
j=1

λjej +
m∑
i=1

m∑
j=1

σj(x)αijei. Στο άθροισµα
m∑
i=1

m∑
j=1

σj(x)αijei µπορούµε να

εναλλάξουµε τους ϱόλους των δεικτών i και j, χωρίς να µεταβληθεί το άθροισµα αυτό.
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Καταλήγουµε δηλαδή στη σχέση hj(x)ej =
m∑
j=1

σj(x)wj +
m∑
j=1

λjej +
m∑
j=1

( m∑
i=1

σi(x)αji

)
ej =

=
m∑
j=1

σj(x)wj +
m∑
j=1

(
λj +

m∑
i=1

σi(x)αji

)
ej =

m∑
j=1

σj(x)wj +
m∑
j=1

σ′j(x)ej, όπου σ′j(x) = λj+

+
m∑
i=1

σi(x)αji. Επειδή
m∑
j=1

σj(x)wj ∈ KerT , έπεται ότι
m∑
j=1

σ′j(x)ej ∈ KerT . Τώρα κάθε πολυ-

ώνυµο σ′j(x) = λj +
m∑
i=1

σi(x)αji είναι γραµµικός συνδυασµός των σ1(x), σ2(x), . . . , σm(x) συν

µία σταθερά, όπου τα σi(x) είναι είτε µηδέν είτε ο ϐαθµός τους είναι µικρότερος ή ίσος του
deg σ1(x) = deg h1(x)− 1 < deg h1(x). Εποµένως είτε είναι όλα µηδέν είτε όσα έχουν αποµείνει
έχουν ϐαθµό µικρότερο του ϐαθµού του h1(x). Αν είναι όλα µηδέν ή σταθερά έχουµε τελειώσει.
Αν όχι, τότε εφαρµόζουµε επαγωγή επί του µεγίστου ϐαθµού των πολυωνύµων-συντελεστών των

e1, e2, . . . , em, για να καταλήξουµε στο συµπέρασµα ότι
m∑
j=1

σ′j(x)ej ∈ K[x]w1 + K[x]w2 + · · ·+

+K[x]wm. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 5.11. Ο πίνακας της εµφύτευσης i : KerT = K[x]w1 ⊕K[x]w2 ⊕ · · · ⊕K[x]wm ↪→ F
είναι ο 

x− α11 −α12 −α13 · · · −α1m

−α21 x− α22 −α23 · · · −α2m

−α31 −α32 x− α33 · · · −α3m

...
...

...
...

−αm1 −αm2 −αm3 · · · x− αmm

 = xIm − A,

όπου A ο πίνακας του ενδοµορφισµού f ως προς τη ϐάση (v1, v2, . . . , vm) του V . �

ΠΟΡΙΣΜΑ 5.12. Ο διανυσµατικός χώρος V ως K[x]-πρότυπο είναι πρότυπο στρέψεως.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω T : F → V ο K[x]-επιµορφισµός, όπως προηγουµένως. Αν το υποπρότυπο
στρέψεως T (V ) δεν ήταν όλος ο V , τότε το K[x]-πρότυπο V

/
T (V ) δεν ϑα ήταν µηδενικό,

άρα ελεύθερο, εφόσον είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Η απεικόνιση p ◦ T : F → V
/
T (V ),

όπου p : V → V
/
T (V ) η ϕυσική προβολή είναι K[x]-επιµορφισµός. Με ϐάση την πρόταση

3.50, ϑα είχαµε F = Ker(p ◦ T ) ⊕ F ′, όπου F ′ ελεύθερο και ισόµορφο µε το V
/
T (V ), το

οποίο δεν είναι µηδενικό. ΄Αρα rankK[x]F
′ ≥ 1. Προφανώς KerT ⊆ Ker(p ◦ T ) και εποµένως

m = rankK[x]KerT ≤ rankK[x]Ker(p ◦ T ).
Συνεπώς m = rankK[x]F = rankK[x]Ker(p ◦ T ) + rankK[x]F

′ ≥ rankK[x]KerT + 1 = m + 1,
άτοπο. �

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ : 1) Με ϐάση τη ϑεώρηση του διανυσµατικού χώρου V ως πεπερασµένα πα-
ϱαγοµένου K[x]-προτύπου οι κυκλικοί υπόχωροι Zv του V ταυτίζονται µε τα µη µηδενικά
κυκλικά K[x]-υποπρότυπα του V .
2) Μπορούµε να εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο Smith στον πίνακα xIm − A για να ϐρούµε τους
αναλλοίωτους παράγοντες του V .
3) Οι αναλλοίωτοι παράγοντες είναι πολυώνυµα του x. Εφόσον στο K[x] κάθε µη µηδενικό
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πολυώνυµο είναι συντροφικό µε ένα µονικό πολυώνυµο, όλοι οι αναλλοίωτοι παράγοντες ϑα εί-
ναι µονικά πολυώνυµα. Σύµφωνα µε το πόρισµα 5.12 δεν υπάρχει µηδενικός αναλλοίωτος
παράγων.
4) Με ϐάση την παρατήρηση µετά την πρόταση 4.5

(
σελίδα 66

)
οι αντιστρέψιµοι αναλ-

λοίωτοι παράγοντες του πίνακα xIm−A δεν ϑεωρούνται αναλλοίωτοι παράγοντες του
V .

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.13. (i) Αν οι πίνακες xIm − A και xIm − B είναι ισοδύναµοι στο K[x]m×m, τότε
έχουν τους ίδιους αναλλοίωτους παράγοντες.
(ii) Αν οι πίνακες A και B είναι όµοιοι, τότε οι πίνακες xIm −A και xIm −B έχουν τους ίδιους
αναλλοίωτους παράγοντες.
(iii) Οι αναλλοίωτοι παράγοντες του K[x]-προτύπου V δεν εξαρτώνται από τη χρησιµοποιούµενη
ϐάση v̂ = (v1, v2, . . . , vn).
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) ΄Εστω ότι οι πίνακες οι πίνακες xIm − A και xIm − B είναι ισοδύναµοι στο
K[x]m×m. Τότε υπάρχουν αντιστρέψιµοι πίνακες X, Y ∈ K[x]m×m τέτοιοι, ώστε xIm − B =
= X(xIm − A)Y . Κατά συνέπεια τα γινόµενα όλων των t πρώτων αναλλοιώτων παραγόντων(
αντιστρεψίµων και µη αντιστρεψίµων

)
Jt(xIm−B) και Jt(xIm−B) των xIm−B και xIm−A

ταυτίζονται, για κάθε t = 1, 2, . . . ,m, σύµφωνα µε την απόδειξη της πρότασης 4.2. Εποµένως
οι πίνακες xIm −A και xIm −B έχουν τους ίδιους αναλλοίωτους παράγοντες, δηλαδή την ίδια
κανονική µορφή Smith.
(ii) Προκύπτει από το (i), αφού αν B = Q−1AQ, τότε οι xIm − B = xIm − Q−1AQ =
= Q−1(xIm − A)Q και οι πίνακες xIm − A και xIm −B είναι ισοδύναµοι.
(iii) Προκύπτει από το ϑεώρηµα 4.16, αφού κάθε K[x]-πρότυπο έχει την ίδια ακολουθία αναλ-
λοιώτων παραγόντων. Εναλλακτικά, αν B είναι ο πίνακας της f ως προς κάποια άλλη ϐάση
v̂′ = (v′1, v

′
2, . . . , v

′
m), τότε B = Q−1AQ, όπου Q = (1V | v̂′, v̂) ο πίνακας αλλαγής ϐάσης.

Από το (ii) προκύπτει ότι οι πίνακες xIm − A και xIm − B έχουν τους ίδιους αναλλοίωτους
παράγοντες. ∆ιαγράφοντας τους µοναδιαίους αναλλοίωτους παράγοντες, παίρνουµε τους ίδιους
µη αντιστρέψιµους αναλλοίωτους παράγοντες. �

Ας δούµε τα επόµενα παραδείγµατα:

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 5.14. (i) ΄Εστω V διανυσµατικός χώρος επί του R µε dimR V = 2 και
v̂ = (v1, v2) µια ϐάση αυτού. ΄Εστω f : V → V µε f(xv1 + yv2) = (8x− 9y)v1 + (4x− 4y)v2, για
κάθε x, y ∈ R. Να ϐρεθούν οι f-αναλλοίωτοι παράγοντες του V .

ΛΥΣΗ: Ο πίνακας της f ως προς τη ϐάση v̂ είναι ο A =

(
8 −9
4 −4

)
. Εποµένως xI2 − A =

=

(
x− 8 9
−4 x+ 4

)
Γ2→Γ2−Γ1−→

(
x− 8 9
−x+ 4 x− 5

)
Σ2→Σ2+Σ1−→

(
x− 8 x+ 1
−x+ 4 −1

)
Σ1↔Σ2−→(

x+ 1 x− 8
−1 −x+ 4

)
Γ1↔Γ2−→

(
−1 −x+ 4
x+ 1 x− 8

)
Γ1→−Γ1−→

(
1 x− 4

x+ 1 x− 8

)
Σ2→Σ2−(x−4)Σ1−→(

1 0
x+ 1 −x2 + 4x− 4

)
Γ2→Γ2−(x+1)Γ1−→

(
1 0
0 −x2 + 4x− 4

)
Γ2→−Γ2−→

(
1 0
0 x2 − 4x+ 4

)
=

=

(
1 0
0 (x− 2)2

)
. Ο µοναδικός f-αναλλοίωτος παράγων του R2 είναι λοιπόν το (x− 2)2. �

(ii) ΄Εστω f : R2 → R2, της οποίας ο πίνακας ως προς τη συνήθη ϐάση (v1 = (1, 0), v2 = (0, 1))(
χρησιµοποιούµε τα σύµβολα v1, v2 γιατί µε τα ei συµβολίζουµε τα στοιχεία της ϐάσης του ελεύ-

ϑερου προτύπου F
)
είναι ο
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A =

(
−6 2
−20 7

)
Να ϐρεθούν οι f-αναλλοίωτοι παράγοντες του R2.

ΛΥΣΗ: xI2−A =

(
x+ 6 −2

20 x− 7

)
Σ1↔Σ2−→

(
−2 x+ 6
x− 7 20

)
Γ1→− 1

2
Γ1−→
(

1 −1
2
x− 3

x− 7 20

)
Γ2→Γ2−(x−7)Γ1−→(

1 −1
2
x− 3

0 1
2
x2 − 1

2
x− 1

)
Γ2→2Γ2−→

(
1 −1

2
x− 3

0 x2 − x− 2

)
Σ2→Σ2+( 1

2
x+3)Σ1−→

(
1 0
0 x2 − x− 2

)
=

=

(
1 0
0 (x+ 1)(x− 2)

)
. Ο µοναδικός f-αναλλοίωτος παράγων του R2 είναι λοιπόν το πολυώνυ-

µο (x+ 1)(x− 2). �

(iii) ΄Εστω f : R3 → R3 µε πίνακα ως προς τη συνηθισµένη ϐάση (v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 1, 0),
v3 = (0, 0, 1))

A =

 6 9 −4
−2 −2 1
8 13 −6

 .

Να ϐρεθούν οι f-αναλλοίωτοι παράγοντες του R3.

ΛΥΣΗ: ΄Εχουµε: xI3 − A =

x− 6 −9 4
2 x+ 2 −1
−8 −13 x+ 6

 Σ1↔Σ3−→

 4 −9 x− 6
−1 x+ 2 2
x+ 6 −13 −8

 Γ1↔Γ2−→ −1 x+ 2 2
4 −9 x− 6

x+ 6 −13 −8

 Γ1→−Γ1−→

 1 −x− 2 −2
4 −9 x− 6

x+ 6 −13 −8

 Γ2→Γ2−4Γ1−→

 1 −x− 2 −2
0 4x− 1 x+ 2

x+ 6 −13 −8


Γ3→Γ3−(x+6)Γ1−→

1 −x− 2 −2
0 4x− 1 x+ 2
0 x2 + 8x− 1 2x+ 4

 Σ2→Σ2+(x+2)Σ1−→

1 0 −2
0 4x− 1 x+ 2
0 x2 + 8x− 1 2x+ 4

 Σ3→Σ3+2Σ1−→

1 0 0
0 4x− 1 x+ 2
0 x2 + 8x− 1 2x+ 4

 Σ2→Σ2−4Σ3−→

1 0 0
0 −9 x+ 2
0 x2 − 17 2x+ 4

 Γ2→− 1
9

Γ2−→

1 0 0

0 1 −x+ 2

9
0 x2 − 17 2x+ 4


Σ3→Σ3+x+2

9
Σ2−→

1 0 0
0 1 0

0 x2 − 17
x3 + 2x2 + x+ 2

9

 Γ3→Γ3−(x2−17)Γ2−→

1 0 0
0 1 0

0 0
x3 + 2x2 + x+ 2

9

 Γ3→9Γ3−→

1 0 0
0 1 0
0 0 x3 + 2x2 + x+ 2

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 (x+ 2)(x2 + 1)

. Ο µοναδικός f-αναλλοίωτος παράγων

του R3 είναι λοιπόν το πολυώνυµο (x+ 2)(x2 + 1). �

(iv) ΄Εστω V διανυσµατικός χώρος µε ϐάση v̂ = (v1, v2, v3). Θεωρούµε τη γραµµική απει-
κόνιση f : V → V µε f(v1) = −11v1 − 4v2 − 12v3, f(v2) = 130v1 + 62v2 + 195v3 και
f(v3) = −38v1 − 19v2 − 60v3. Να ϐρεθούν οι f-αναλλοίωτοι παράγοντες του V .
ΛΥΣΗ: Ο πίνακας της f ως προς τη ϐάση v̂ είναι ο

A =

−11 130 −38
−4 62 −19
−12 195 −60
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και xI3 − A =

x+ 11 −130 38
4 x− 62 19
12 −195 x+ 60

 Σ3→Σ3−5Σ1−→

x+ 11 −130 −5x− 17
4 x− 62 −1
12 −195 x

 Σ1↔Σ3−→−5x− 17 −130 x+ 11
−1 x− 62 4
x −195 12

 Γ1↔Γ2−→

 −1 x− 62 4
−5x− 17 −130 x+ 11

x −195 12

 Γ1→−Γ1−→ 1 −x+ 62 −4
−5x− 17 −130 x+ 11

x −195 12

 Γ2→Γ2+(5x+17)Γ1−→

1 −x+ 62 −4
0 −5x2 + 293x+ 924 −19x− 57
x −195 12

 Γ3→Γ3−xΓ1−→1 −x+ 62 −4
0 −5x2 + 293x+ 924 −19x− 57
0 x2 − 62x− 195 4x+ 12

 Σ2→Σ2+(x−62)Σ1−→

1 0 −4
0 −5x2 + 293x+ 924 −19x− 57
0 x2 − 62x− 195 4x+ 12


Σ3→Σ3+4Σ1−→

1 0 0
0 −5x2 + 293x+ 924 −19x− 57
0 x2 − 62x− 195 4x+ 12

 Γ2→Γ2+5Γ3−→

1 0 0
0 −17x− 51 x+ 3
0 x2 − 62x− 195 4x+ 12

 Σ2↔Σ3−→1 0 0
0 x+ 3 −17x− 51
0 4x+ 12 x2 − 62x− 195

 Γ3→Γ3−4Γ2−→

1 0 0
0 x+ 3 −17x− 51
0 0 x2 + 6x+ 9

 Σ3→Σ3+17Σ2−→

1 0 0
0 x+ 3 0
0 0 (x+ 3)2


Οι f-αναλλοίωτοι παράγοντες του V είναι λοιπόν οι x+ 3, (x+ 3)2. �

(v) ΄Εστω V διανυσµατικός χώρος επί του R διάστασης 4. Αν v̂ = (v1, v2, v3, v4) είναι µια
διατεταγµένη ϐάση του V και f : V → V µε

A = (f | v̂) =


18 5 5 −1
−92 −26 −26 5
39 11 11 −2
59 15 16 −3


να ϐρεθούν οι f-αναλλοίωτοι παράγοντες του V . Να απαντήσετε στο ίδιο ερώτηµα αν ο V ϑεω-
ϱηθεί διανυσµατικός χώρος επί του C.

ΛΥΣΗ: xI4 − A =


x− 18 −5 −5 1

92 x+ 26 26 −5
−39 −11 x− 11 2
−59 −15 −16 x+ 3

 Σ1↔Σ4−→


1 −5 −5 x− 18
−5 x+ 26 26 92
2 −11 x− 11 −39

x+ 3 −15 −16 −59


Σ2→Σ2+5Σ1−→


1 0 −5 x− 18
−5 x+ 1 26 92
2 −1 x− 11 −39

x+ 3 5x −16 −59

 Σ3→Σ3+5Σ1−→


1 0 0 x− 18
−5 x+ 1 1 92
2 −1 x− 1 −39

x+ 3 5x 5x− 1 −59

 Σ4→Σ4−(x−18)Σ1−→


1 0 0 0
−5 x+ 1 1 5x+ 2
2 −1 x− 1 −2x− 3

x+ 3 5x 5x− 1 −x2 + 15x− 5

 Γ2→Γ2+5Γ1−→


1 0 0 0
0 x+ 1 1 5x+ 2
2 −1 x− 1 −2x− 3

x+ 3 5x 5x− 1 −x2 + 15x− 5

 Γ3→Γ3−2Γ1−→


1 0 0 0
0 x+ 1 1 5x+ 2
0 −1 x− 1 −2x− 3

x+ 3 5x 5x− 1 −x2 + 15x− 5

 Γ4→Γ4−(x+3)Γ1−→


1 0 0 0
0 x+ 1 1 5x+ 2
0 −1 x− 1 −2x− 3
0 5x 5x− 1 −x2 + 15x− 5

 Σ2↔Σ3−→
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1 0 0 0
0 1 x+ 1 5x+ 2
0 x− 1 −1 −2x− 3
0 5x− 1 5x −x2 + 15x− 5

 Σ3→Σ3−(x+1)Σ2−→


1 0 0 0
0 1 0 5x+ 2
0 x− 1 −x2 −2x− 3
0 5x− 1 −5x2 + x+ 1 −x2 + 15x− 5


Σ4→Σ4−(5x+2)Σ2−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 x− 1 −x2 −5x2 + x− 1
0 5x− 1 −5x2 + x+ 1 −26x2 + 10x− 3

 Γ3→Γ3−(x−1)Γ2−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −x2 −5x2 + x− 1
0 5x− 1 −5x2 + x+ 1 −26x2 + 10x− 3

 Γ4→Γ4−(5x−1)Γ2−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −x2 −5x2 + x− 1
0 0 −5x2 + x+ 1 −26x2 + 10x− 3


Γ4→Γ4−5Γ3−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −x2 −5x2 + x− 1
0 0 x+ 1 −x2 + 5x+ 2

 Σ4→Σ4−5Σ3−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −x2 x− 1
0 0 x+ 1 −x2 − 3

 Γ4↔Γ3−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 x+ 1 −x2 − 3
0 0 −x2 x− 1

 Γ4→Γ4+xΓ3−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 x+ 1 −x2 − 3
0 0 x −x3 − 2x− 1

 Γ3→Γ3−Γ4−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 x3 − x2 + 2x− 2
0 0 x −x3 − 2x− 1

 Γ4→Γ4−xΓ3−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 x3 − x2 + 2x− 2
0 0 0 −x4 − 2x2 − 1

 Σ4→Σ4−(x3−x2+2x−2)Σ3−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −x4 − 2x2 − 1

 Γ4→−Γ4−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 x4 + 2x2 + 1

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 (x2 + 1)2

 .

Ο µοναδικός αναλλοίωτος παράγων είναι το πολυώνυµο (x2 + 1)2 = x4 + 2x2 + 1.
Αν ο V ϑεωρηθεί µιγαδικός διανυσµατικός χώρος, η απάντηση παραµένει η ίδια. Ο µοναδι-
κός αναλλοίωτος παράγων είναι το πολυώνυµο (x2 + 1)2, µόνο που εδώ µπορεί να γραφεί ως
(x2 + 1)2 = (x− i)2(x+ i)2. �

(vi) ΄Εστω V διανυσµατικός χώρος επί του R διάστασης 4. Αν v̂ = (v1, v2, v3, v4) είναι µια
διατεταγµένη ϐάση του V και f : V → V µε

A = (f | v̂) =


−14 4 7 −28

3 0 0 7
−6 0 2 −12
6 −2 −3 12


να ϐρεθούν οι f-αναλλοίωτοι παράγοντες του V . Να απαντήσετε στο ίδιο ερώτηµα αν ο V ϑεω-
ϱηθεί διανυσµατικός χώρος επί του C.

ΛΥΣΗ: xI4−A =


x+ 14 −4 −7 28
−3 x 0 −7
6 0 x− 2 12
−6 2 3 x− 12

 Σ4→Σ4−3Σ1−→


x+ 14 −4 −7 −2x
−3 x 0 −1
6 0 x− 2 0
−6 2 3 x

 Σ1↔Σ4−→
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−2x −4 −7 x+ 14
−1 x 0 −3
0 0 x− 2 6
x 2 3 −6

 Γ1↔Γ2−→


−1 x 0 −3
−2x −4 −7 x+ 14

0 0 x− 2 6
x 2 3 −6

 Γ1→−Γ1−→


1 −x 0 3
−2x −4 −7 x+ 14

0 0 x− 2 6
x 2 3 −6

 Γ2→Γ2+2xΓ1−→


1 −x 0 3
0 −2x2 − 4 −7 7x+ 14
0 0 x− 2 6
x 2 3 −6

 Γ4→Γ4−xΓ1−→


1 −x 0 3
0 −2x2 − 4 −7 7x+ 14
0 0 x− 2 6
0 x2 + 2 3 −3x− 6

 Σ2→Σ2+xΣ1−→


1 0 0 3
0 −2x2 − 4 −7 7x+ 14
0 0 x− 2 6
0 x2 + 2 3 −3x− 6

 Σ4→Σ4−3Σ1−→


1 0 0 0
0 −2x2 − 4 −7 7x+ 14
0 0 x− 2 6
0 x2 + 2 3 −3x− 6

 Γ2→Γ2+2Γ4−→


1 0 0 0
0 0 −1 x+ 2
0 0 x− 2 6
0 x2 + 2 3 −3x− 6

 Σ2↔Σ3−→


1 0 0 0
0 −1 0 x+ 2
0 x− 2 0 6
0 3 x2 + 2 −3x− 6

 Γ2→−Γ2−→


1 0 0 0
0 1 0 −x− 2
0 x− 2 0 6
0 3 x2 + 2 −3x− 6

 Σ4→Σ4+(x+2)Σ2−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 x− 2 0 x2 + 2
0 3 x2 + 2 0

 Γ3→Γ3−(x−2)Γ2−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 x2 + 2
0 3 x2 + 2 0

 Γ4→Γ4−3Γ2−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 x2 + 2
0 0 x2 + 2 0

 Σ3↔Σ4−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 x2 + 2 0
0 0 0 x2 + 2


Οι f-αναλλοίωτοι παράγοντες είναι οι x2 + 2, x2 + 2.
Αν ο V ϑεωρηθεί µιγαδικός διανυσµατικός χώρος, η απάντηση παραµένει η ίδια. Οι f-
αναλλοίωτοι παράγοντες είναι οι x2 + 2, x2 + 2, οι οποίοι όµως γράφονται (x + i

√
2)(x− i

√
2),

(x+ i
√

2)(x− i
√

2). �

5.5 Ρητή Κανονική Μορφή Πίνακα (Α΄ Μορφή)

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.15. ΄Εστω f ένας ενδοµορφισµός του διανυσµατικού χώρου V επί του σώµατος
K. ΄Εστω επίσης δ1(x), δ2(x), . . . , δm(x) µε δ1(x) | δ2(x) | · · · | δm(x) οι αναλλοίωτοι µονικοί
παράγοντες του ενδοµορφισµού f . Τότε :
(i) Ο V ως διανυσµατικός χώρος, γράφεται ως ευθύ άθροισµα κυκλικών διανυσµατικών υπο-
χώρων.

V = Zu1 ⊕ Zu2 ⊕ . . .⊕ Zuν = (u1)⊕ (u2)⊕ · · · ⊕ (uν) (?)
µε Ann(Zui) = (δi(x)), για κάθε i = 1, 2, . . . , ν. Κάθε διανυσµατικός υπόχωρος Zui συ-
µπίπτει µε το K[x]-κυκλικό υποπρότυπο (ui), το οποίο παράγεται από το διάνυσµα ui, για
κάθε i = 1, 2, . . . , ν. Το ν και τα δi(x) εξαρτώνται µόνον από τον διανυσµατικό χώρο V και τον
K-ενδοµορφισµό f .
(ii) Το χαρακτηριστικό και το ελάχιστο πολυώνυµο του περιορισµού f |Zui της f στον Zui συ-
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µπίπτουν µε το δi(x), για κάθε i = 1, 2, . . . , ν.
(iii) dimK Zui = deg δi(x), για κάθε i = 1, 2, . . . , ν.
(iv) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της f είναι το γινόµενο δ1(x)δ2(x) · · · δν(x) και το ελάχιστο
το δν(x). Επειδή δε δ1(x) | δ2(x) | · · · | δν(x), το ελάχιστο και το χαρακτηριστικό πολυώνυµο
της f έχουν τους ίδιους ανάγωγους παράγοντες.

(
΄Ηδη έχουµε δώσει µια στοιχειώδη απόδειξη

αυτού-ϐλέπε πρόταση 5.4 και πόρισµα 5.5
)
.

(v) Υπάρχει ϐάση v̂ = (v1, v2, . . . , vm) του V επί του K
(
m = dimK V

)
ως προς την οποία ο

πίνακας της f έχει τη µορφή

M =


Σ(δ1(x))

Σ(δ2(x)) O
. . .O Σ(δν(x))

 ,

όπου Σ(h(x)) ο συνοδός πίνακας του πολυωνύµου h(x).
(
Βλέπε ορισµό 5.8

)
.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) Το K[x]-πρότυπο V αναλύεται σε ευθύ άθροισµα κυκλικών K[x]-υποπροτύπων,
σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 4.16 (u1) ⊕ (u2) ⊕ · · · ⊕ (uν). ΄Οµως κάθε κυκλικό υποπρότυπο (ui)
είναι εξ ορισµού ο κυκλικός υπόχωρος Zui = {h(x)ui = h(f)(ui) | h(x) ∈ K[x]} που παράγεται
από το διάνυσµα ui.

(
Ορισµός 5.7

)
. Το άθροισµα στη σχέση (?) είναι ευθύ είτε το ϑεωρήσουµε

ως άθροισµα K[x]-υποπροτύπων του V είτε ως άθροισµα K-διανυσµατικών υποχώρων του V .
(ii) Ο µηδενιστής του ui, άρα και του Zui είναι το ιδεώδες (δi(x)). Συνεπώς το δi(x) είναι το
µονικό πολυώνυµο ελαχίστου ϐαθµού που µηδενίζει τον Zui, δηλαδή το ελάχιστο πολυώνυµο
του περιορισµού f |Zui στον Zui. Αυτό, όπως ξέρουµε

(
πρόταση 5.9

)
συµπίπτει µε το χαρακτη-

ϱιστικό πολυώνυµο της f |Zui .
(iii) Εφόσον το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της f |Zui συµπίπτει µε το δi(x), έπεται ότι deg δi(x) =
= dimK Zui.
(iv) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της f ισούται µε det(xIm − A), όπου A ο πίνακας της f
ως προς κάποια ϐάση του V . Γνωρίζουµε ότι η ορίζουσα det(xIm − A) ισούται µε το γινόµενο
των αναλλοίωτων παραγόντων του πίνακα xIm − A, αν αυτός ϑεωρηθεί στοιχείο του K[x]m×m.(
Βλέπε απόδειξη της πρότασης 4.2

)
. Αν από τους αναλλοίωτους παράγοντες του πίνακα xIm−A

παραλείψουµε τα αντιστρέψιµα πολυώνυµα, δηλαδή αυτά που είναι 1
(
µπορούµε να αντικα-

ταστήσουµε αναλλοίωτους παράγοντες µε συντροφικά τους στοιχεία στο K[x]
)
, τότε το γινόµενο

δεν αλλάζει και ισούται µε το γινόµενο δ1(x)δ2(x) · · · δν(x) των αναλλοίωτων παραγόντων της
f . Τώρα, εφόσον δ1(x) | δ2(x) | · · · | δν(x), το δν(x) µηδενίζει κάθε κυκλικό υπόχωρο Zui,
i = 1, 2, . . . , ν. Εποµένως µηδενίζει όλον τον χώρο V , δηλαδή δν(x)V = δν(f)(V ) = {0V }. Αν υ-
πήρχε µη µηδενικό πολυώνυµο σ(x) µε deg σ(x) < deg δν(x) τέτοιο, ώστε σ(f)(V ) = {0V }, τότε
το σ(x) ϑα µηδένιζε τον υπόχωρο Zuν και άρα ϑα ήταν πολλαπλάσιο του ελαχίστου πολυωνύµου
του περιορισµού f |Zuν της f στον Zuν , το οποίο είναι το δν(x). ΄Ατοπο γιατί deg σ(x) < deg δν(x).
(v) Για κάθε i = 1, 2, . . . , ν υπάρχει διατεταγµένη ϐάση ĝi του Zui, ως προς την οποία ο πίνακας
του περιορισµού της f στον Zui να είναι ο Σ(δi(x)). Αν ϑεωρήσουµε τη ϐάση v̂, η οποία προ-
κύπτει από την ένωση όλων αυτών των επιµέρους ϐάσεων, τότε είναι προφανές ότι ο πίνακας της
f ως προς της v̂ ϑα έχει τη Ϲητούµενη µορφή. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 5.16. (i) ∆ύο πίνακες A,B ∈ Km×m είναι όµοιοι αν και µόνον αν οι πίνακες xIm−A
και xIm −B έχουν τους ίδιους αναλλοίωτους παράγοντες.
(ii) Κάθε τετραγωνικός πίνακας A ∈ Km×m είναι όµοιος µε τον ανάστροφό του.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: (i) Αν οι πίνακες xIm−A και xIm−B έχουν τους ίδιους αναλλοίωτους παράγοντες,
ϑα έχουν και τους ίδιους µη µοναδιαίους αναλλοίωτους παράγοντες

δ1(x) | δ2(x) | · · · | δν(x).
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Αν ο A είναι ο πίνακας ενός K-ενδοµορφισµού f : V → V ως προς κάποια ϐάση v̂ = (v1, v2,
. . . , vm) του V , τότε υπάρχει ϐάση v̂′ = (v′1, v

′
2, . . . , v

′
m) του V , ως προς την οποία ο πίνακας της

f να έχει τη µορφή

M =


Σ(δ1(x))

Σ(δ2(x)) O
. . .O Σ(δν(x))

 ,

όπου Σi(δi(x)) ο συνοδός πίνακας του πολυωνύµου δi(x), για κάθε i = 1, 2, . . . , ν, σύµφωνα
µε το (v) του προηγούµενου ϑεωρήµατος. ∆ηλαδή ο A είναι όµοιος µε τον M . Οµοίως, αν ο B
είναι ο πίνακας ενός K-ενδοµορφισµού g : V → V ως προς κάποια ϐάση û = (u1, u2, . . . , um)
του V , τότε υπάρχει ϐάση û′ = (u′1, u

′
2, . . . , u

′
m) του V , ως προς την οποία ο πίνακας της g να

έχει επίσης τη µορφήM . Εποµένως και ο B είναι όµοιος προς τονM . Εφόσον οι A και B είναι
όµοιοι προς τον M , τότε είναι και µεταξύ τους όµοιοι. Το αντίστροφο είναι το (ii) της πρότασης
5.13.
(ii) Παρατηρούµε ότι xIm − AT = (xIm − A)T . Σύµφωνα µε την απόδειξη της πρότασης 4.2
έχουµε Jt(xIm − AT ) = Jt((xIm − A)T ) = Jt(xIm − A), δηλαδή τα γινόµενα των t πρώτων
αναλλοιώτων παραγόντων των xIm −A και Jt(xIm −AT ) συµπίπτουν, για κάθε t = 1, 2, . . . ,m.
΄Οπως στην απόδειξη της πρότασης 4.2, προκύπτει ότι οι πίνακες xIm −A και xIm −AT έχουν
τους ίδιους αναλλοίωτους παράγοντες. Το αποτέλεσµα προκύπτει από το (i). �

ΣΧΟΛΙΟ : Το ότι ένας τετραγωνικός πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K είναι όµοιος µε
τον ανάστροφό του αποδεικνύεται στοιχειωδώς ως εξής :
Πρώτα αποδεικνύουµε ότι ο συνοδός πίνακας ενός πολυωνύµου h(x) = xm +αm−1x

m−1 + · · ·+
+α1x+ α0 είναι όµοιος µε τον ανάστροφό του. ΄Εστω λοιπόν

Σ(h(x)) =



0 0 0 · · · 0 −α0

1 0 0 · · · 0 −α1

0 1 0 · · · 0 −α2

0 0 1 · · · 0 −α3

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1 −αm−1


ο συνοδός πίνακας του πολυωνύµου h(x). Θεωρούµε τον πίνακα

Q =



α1 α2 α3 · · · αm−2 αm−1 1
α2 α3 α4 · · · αm−1 1 0
α3 α4 α5 · · · 1 0 0
...

...
... . .

. ...
...

...
αm−2 αm−1 1 · · · 0 0 0
αm−1 1 0 · · · 0 0 0

1 0 0 · · · 0 0 0


Ο πίνακας Q είναι προφανώς αντιστρέψιµος. Με στοιχειώδεις πράξεις επαληθεύουµε ότι
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Q · Σ(h(x))T = Σ(h(x)) ·Q =



−α0 0 0 0 · · · 0 0
0 α2 α3 α4 · · · αm−1 1
0 α3 α4 α5 · · · 1 0
...

...
...

... . .
. ...

...
0 αm−2 αm−1 1 · · · 0 0
0 αm−1 1 0 · · · 0 0
0 1 0 0 · · · 0 0


και κατά συνέπεια Σ(h(x))T = Q−1Σ(h(x))Q.
Γνωρίζουµε ότι αν A είναι ένας τετραγωνικός πίνακας µε στοιχεία από το σώµα K, τότε υπάρχει
αντιστρέψιµος πίνακας P ∈ Km×m τέτοιος, ώστε

P−1AP =


Σ(δ1(x))

Σ(δ2(x)) O
O . . .

Σ(δν(x))

 = M,

όπου δ1(x) | δ2(x) | · · · | δν(x) οι µη αντιστρέψιµοι αναλλοίωτοι παράγοντες του xIm − A. Σύµ-
ϕωνα µε τα προηγούµενα, για κάθε i = 1, 2, . . . , ν υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακαςQi ∈ Kmi×mi,
όπου mi = deg δi(x) τέτοιος, ώστε Q−1

i Σ(δi(x))Q = Σ(δi(x))T . Αν Q είναι ο πίνακας
Q1

Q2
O

O . . .

Qν

 ,

τότε Q−1P−1APQ =


Q−1

1 Σ(δ1(x))Q1

Q−1
2 Σ(δ2(x))Q2

O
O . . .

Q−1
ν Σ(δν(x))Qν

 =

=


Σ(δ1(x))T

Σ(δ2(x))T O
O . . .

Σ(δν(x))T

 = MT = (P−1AP )T = P TAT (P T )−1. Επο-

µένως (P T )−1Q−1P−1APQP T = AT ⇔ (PQP T )−1A(PQP T ) = AT .

Τώρα επανερχόµαστε στο πρόβληµα καθορισµού ϐάσης του V ως προς την οποία ο πίνακας
A του ενδοµορφισµού f : V → V έχει την επιθυµητή µορφή M . Συγκεκριµένα, στα παραδείγ-
µατα 5.14 εφαρµόζουµε τη µέθοδο που εφαρµόσαµε και στα παραδείγµατα 4.6 (i)-(iii).

Στο παράδειγµα 4.6.(i) πολλαπλασιάσαµε από δεξιά τον πίνακα xI2 − A µε τον πίνακα X =

=

(
1 0
0 −1

)(
1 0

−x− 1 1

)(
−1 0
0 1

)(
0 1
1 0

)(
1 0
−1 1

)
=

(
1 −1
x −x− 1

)
. Ο πίνακας αυτός εί-

ναι ο πίνακας αλλαγής ϐάσης του R[x]-προτύπου F = Re1 ⊕ R[x]e2 από τη ϐάση ê στη
νέα ϐάση ê′. Ο πίνακας που µας δίνει τη ϐάση ê′ ως προς τη ϐάση ê είναι ο αντίστροφος(

1 −1
x −x− 1

)−1

=

(
x+ 1 −1
x −1

)
. Παρατηρούµε ότι e′2 = −e1 − e2. Η εικόνα του µέσω του

T είναι η T (e′2) = −v1 − v2. Από την κανονική µορφή Smith του πίνακα xI2 − A ο V ως
R[x]-πρότυπο είναι κυκλικό. ΄Αρα παράγεται από το −v1 − v2. ΄Εστω v′1 = −v1 − v2. Τότε
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v′2 = f(−v1 − v2) = = −8v1 − 4v2 + 9v1 + 4v2 = v1 και f(v′2) = f(v1) = 8v1 + 4v2 =
−4(−v1 − v2) + 4v1 = −4v′1 + 4v′2. Εποµένως ο πίνακας της f ως προς τη ϐάση v̂′ = (v′1, v

′
2)

είναι ο
(

0 −4
1 4

)
, δηλαδή ο συνοδός πίνακας του πολυωνύµου (x − 2)2 = x2 − 4x + 4, όπως

αναµενόταν.
Θα µπορούσε ϐέβαια κάποιος να υπολογίσει εύκολα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα

A =

(
8 −9
4 −4

)
, δηλαδή chA(x) =

∣∣∣∣x− 8 9
−4 x+ 4

∣∣∣∣ = (x− 8)(x + 4) + 36 = x2 − 4x− 32 + 36 =

= x2−4x+4 = (x−2)2 και στη συνέχεια να ϐρει ένα διάνυσµα, το οποίο δεν είναι ιδιοδιάνυσµα
της f . Επειδή f(v1) = 8v1 + 4v2 6= 2v1, ένα τέτοιο είναι το v1. Η νέα ϐάση του V είναι η v′1 = v1

και v′2 = f(v1) = 8v1 + 4v2. Ο πίνακας αλλαγής ϐάσης (f | v̂′, v̂) είναι προφανώς ο
(

1 8
0 4

)
µε

αντίστροφο τον
(

1 8
0 4

)−1

=

(
1 −2
0 1/4

)
. Προφανώς

(
1 −2
0 1/4

)(
8 −9
4 −4

)(
1 8
0 4

)
=

(
0 −4
1 4

)
, ο

συνοδός πίνακας του πολυωνύµου x2 − 4x+ 4 = (x− 2)2.

Στο παράδειγµα 4.6.(ii) ο πίνακας
(
−6 2
−20 7

)
έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο

∣∣∣∣x+ 6 −2
20 x− 7

∣∣∣∣ =

= x2−x−42+40 = x2−x−2 = (x+1)(x−2). Αµέσως προκύπτει το συµπέρασµα ότι ο πίνακας
αυτός διαγωνοποιείται. Για την ιδιοτιµή −1 παίρνουµε το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα από τη λύση

του «συστήµατος»

{
−6x+ 2y = −x
−20x+ 7y = −y

⇔ y = 5
2
x. ΄Ενα ιδιοδιάνυσµα είναι το v′1 =

(
2
5

)
. Για

την ιδιοτιµή 2 έχουµε

{
−6x+ 2y = 2x

−20x+ 7y = 2y
⇔ y = 4x. ΄Ενα ιδιοδιάνυσµα είναι το v′2 =

(
1
4

)
.

Είναι σαφές ότι
(

2 1
5 4

)−1( −6 2
−20 7

)(
2 1
5 4

)
=

(
−1 0
0 2

)
, σαφώς καλύτερη µορφή απ᾿ αυτήν

του συνοδού πίνακα
(

0 2
1 1

)
του πολυωνύµου x2 − x− 2 = (x+ 1)(x− 2).

Στο παράδειγµα 4.6.(iii) ο ίδιος ο αλγόριθµος Smith αρχίζει να έχει πρόβληµα.
(
Πολλές

πράξεις
)
. Από δεξιά, αν δεν έχουµε κάνει λάθος (!) έχουµε πολλαπλασιάσει τον xI3 − A µε τον

πίνακαX =

 0 −1 0
−1

9
−4

9
0

x2 − 17 4x2 + 9x− 14 9

. Ο πίνακαςX−1 =

 4 −9 0
−1 0 0
x+ 6 x2 − 17 1

9

, αν ϕυσι-

κά αντέχουµε να κάνουµε όλες τις επί µέρους πράξεις, µας παρέχει το διάνυσµα T (1
9
e3) = 1

9
v3,

ως τον γεννήτορα του κυκλικού R[x]-προτύπου R3, όπου ê = (e1, e2, e3) η ϐάση του αντίστοι-
χου ελεύθερου R[x]-προτύπου, ϐαθµού 3. Για ευκολία µπορούµε να πάρουµε ως γεννήτορα το
v3 = (0, 0, 1). ΄Εστω λοιπόν u1 = v3 = (0, 0, 1). Τότε u2 = f(u1) = (−4, 1,−6) και u3 = f(u2),

όπου uT3 =

 6 9 −4
−2 −2 1
8 13 −6

−4
1
−6

 =

 9
0
17

. ΄Εστω U =

0 −4 9
0 1 0
1 −6 17

 ο πίνακας που σχη-

µατίζεται από τα u1, u2, u3. Τότε U−1 =

−17
9
−14

9
1

0 1 0
1
9

4
9

0

 και

U−1AU =

−17
9
−14

9
1

0 1 0
1
9

4
9

0

 6 9 −4
−2 −2 1
8 13 −6

0 −4 9
0 1 0
1 −6 17

 =

0 0 −2
1 0 −1
0 1 −2

 ,
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ο συνοδός πίνακας του πολυωνύµου x3 + 2x2 + x + 2 = (x + 2)(x2 + 1). Θα µπορούσαµε να

κάνουµε κάτι άλλο ; ΄Ισως ναι. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

∣∣∣∣∣∣
x− 6 −9 4

2 x+ 2 −1
−8 −13 x+ 6

∣∣∣∣∣∣ του πίνα-

κα A υπολογίζεται µε σχετική προσοχή εύκολα.
(
Π.χ. µε τον κανόνα του Sarrus

)
. ΄Εχουµε:

chA(x) =

∣∣∣∣∣∣
x− 6 −9 4

2 x+ 2 −1
−8 −13 x+ 6

∣∣∣∣∣∣ = (x2−36)(x+2)−72−104+32(x+2)+18(x+6)−13(x−6) =

= x3 + 2x2 + x + 2 = (x + 2)(x2 + 1). Μπορούµε αρχικά να ϐρούµε ένα ιδιοδιάνυσµα που
αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή −2. ΄Εχουµε: 6 9 −4

−2 −2 1
8 13 −6

xy
z

 =

 6x+ 9y − 4z
−2x− 2y + z
8x+ 13y − 6z

 =

−2x
−2y
−2z

⇔


8x+ 9y − 4z = 0

−2x+ z = 0

8x+ 13y − 4z = 0

⇔

⇔

{
y = 0

z = 2x
΄Ενα τέτοιο ιδιοδιάνυσµα είναι το u1 =

1
0
2

. Στη συνέχεια υπολογίζουµε τον

πίνακα A2 + I3 =

 6 9 −4
−2 −2 1
8 13 −6

2

+ I3 =

−13 −16 9
0 0 0
−26 −32 18

, ο οποίος αντιστοιχεί στη γραµ-

µική απεικόνιση f 2 + 1R3 µε πυρήνα που ορίζεται από την εξίσωση −13x − 16y + 9z = 0 ⇔
z =

13

9
x +

16

9
y. Αν ϑέσουµε x = −9 και y = 9, παίρνουµε z = 3. Θεωρούµε τα διανύσµατα

u2 =

−9
9
3

 και u3 =

 6 9 −4
−2 −2 1
8 13 −6

−9
9
3

 =

15
3
27

. Ο πίνακας Q =

1 −9 15
0 9 3
2 3 27

 που

σχηµατίζεται από τα διανύσµατα u1, u2, u3 έχει αντίστροφο Q−1 =

−13/5 −16/5 9/5
−1/15 1/30 1/30

1/5 7/30 −1/10

.

Τότε έχουµε: Q−1AQ =

 −2 0 0
0
0

0 −1
1 0

, µια σαφώς καλύτερη µορφή απ᾿ την

0 0 −2
1 0 −1
0 1 −2

,

του συνοδού δηλαδή πίνακα του (x + 2)(x2 + 1). Σε τέτοιου είδους µορφές ϑα αναφερθούµε
στην επόµενη παράγραφο.

Στο παράδειγµα 4.6.(iv) ο αλγόριθµος Smith µας δίνειX(xI3−A)Y =

1 0 0
0 x+ 3 0
0 0 (x+ 3)2

.

Εξετάζοντας τις γραµµοπράξεις ϐρίσκουµε X =

 0 −1 0
1 −17 5
−4 x+ 68 −19

 µε αντίστροφο X−1 =

=

−5x− 17 −19 −5
−1 0 0
x 4 1

.

΄Εστω u1 =

−19
0
4

, u2 =

−5
0
1

 και u3 =

−11 130 −38
−4 62 −19
−12 195 −60

−5
0
1

 =

17
1
0

. Θεωρούµε
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τον πίνακα Q =

−19 −5 17
0 0 1
4 1 0

 µε αντίστροφο Q−1 =

 1 −17 5
−4 68 −19
0 1 0

.

Τότε Q−1AQ =

 −3 0 0
0
0

0 −9
1 −6

.

Στο παράδειγµα 4.6.(v) ο αλγόριθµος Smith µας δίνει X(xI3−A)Y =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 (x2 + 1)2

.

X =


1 0 0 0
5 1 0 0

x2 + 17x− 16 5x− 5 5x− 6 1− x
x3 + 18x2 + 2x− 3 5x2 − 1 5x2 − x− 1 −x2

 και

X−1 =


1 0 0 0
−5 1 0 0
2 x− 1 −x2 x− 1

x+ 3 5x− 1 −5x2 + x+ 1 5x− 6


Επίσης, A− I4 =


17 5 5 −1
−92 −27 −26 5
39 11 10 −2
59 15 16 −4

 και 5A− 6I4 =


84 25 25 −5
−460 −136 −130 25
195 55 49 −10
295 75 80 −21

.

Εποµένως (A− I4)


0
0
1
0

 =


17 5 5 −1
−92 −27 −26 5
39 11 10 −2
59 15 16 −4




0
0
1
0

 =


5
−26
10
16

 και

(5A− 6I4)


0
0
0
1

 =


84 25 25 −5
−460 −136 −130 25
195 55 49 −10
295 75 80 −21




0
0
0
1

 =


−5
25
−10
−21

.

΄Αρα (A− I4)


0
0
1
0

+ (5A− 6I4)


0
0
0
1

 =


5
−26
10
16

+


−5
25
−10
−21

 =


0
−1
0
−5

.

Τώρα,


18 5 5 −1
−92 −26 −26 5
39 11 11 −2
59 15 16 −3




0
−1
0
−5

 =


0
1
−1
0

,


18 5 5 −1
−92 −26 −26 5
39 11 11 −2
59 15 16 −3




0
1
−1
0

 =


0
0
0
−1


και


18 5 5 −1
−92 −26 −26 5
39 11 11 −2
59 15 16 −3




0
0
0
−1

 =


1
−5
2
3

. Ο πίνακας αλλαγής ϐάσης (1V | v̂′, v̂) είναι

λοιπόν ο


0 0 0 1
−1 1 0 −5
0 −1 0 2
−5 0 −1 3

 µε αντίστροφο τον (1V | v̂, v̂′) =


−3 −1 −1 0
2 0 −1 0
18 5 5 −1
1 0 0 0

. Πραγ-
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µατικά,
−3 −1 −1 0
2 0 −1 0
18 5 5 −1
1 0 0 0




18 5 5 −1
−92 −26 −26 5
39 11 11 −2
59 15 16 −3




0 0 0 1
−1 1 0 −5
0 −1 0 2
−5 0 −1 3

 =


0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 −2
0 0 1 0

 ,

ο συνοδός πίνακας του πολυωνύµου (x2 + 1)2 = x4 + 2x2 + 1.

5.6 Ρητή Κανονική Μορφή Πίνακα (Β΄ Μορφή)-Στοιχειώδεις ∆ιαιρέτες-
Μορφή Jordan

΄Εστω f ∈ EndKV . ΄Οπως στον ορισµό 4.24 ϑέτουµε

Vp(x) = {v ∈ V | p(x)α · v = p(f)α(v) = 0V , για κάποιον ϑετικό ακέραιο α},

για κάθε ανάγωγο
(
µονικό

)
πολυώνυµο p(x) ∈ K[x]. Το Vp(x) είναι ένα K[x]-υποπρότυπο του

V . Σύµφωνα µε την πρόταση 4.25 και το (iv) του ϑεωρήµατος 5.15, Vp(x) 6= {0V } αν και µόνον
αν p(x) | minf (x) = δν(x) ⇔ p(x) | chf (x). Τότε το K[x]-υποπρότυπο Vp(x) του V , το οποίο
είναι και διανυσµατικός υπόχωρος του V , λέγεται p(x)-πρωταρχική συνιστώσα.
Σύµφωνα και µε την πρόταση 4.26 ο V γράφεται ως ευθύ άθροισµα υποχώρων

(
και K[x]-

υποπροτύπων ταυτόχρονα
)

V = Vp1(x) ⊕ Vp2(x) ⊕ · · · ⊕ Vpt(x),
όπου chf (x) = p1(x)α1p2(x)α2 · · · pt(x)αt είναι η ανάλυση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου
της f σε γινόµενο ανάγωγων

(
επί του K

)
πολυωνύµων. Στην περίπτωσή µας το ϑεώρηµα 4.27

διατυπώνεται ως εξής :

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.17. Αν f : V → V είναι ένας K-ενδοµορφισµός του διανυσµατικού χώρου V ,
τότε ο V αναλύεται µονοσήµαντα, σύµφωνα µε τα προηγούµενα, σε ευθύ άθροισµα κυκλικών
υποχώρων ως εξής :
V =

(
Zu11 ⊕Zu12 ⊕· · ·⊕Zu1,k1

)
⊕
(
Zu21 ⊕Zu22 ⊕· · ·⊕Zu2,k2

)
⊕· · ·⊕

(
Zut1 ⊕Zut2 ⊕· · ·⊕Zut,kt

)
,

όπου το χαρακτηριστικό και το ελάχιστο πολυώνυµο του περιορισµού f |Zuij της f στον
κυκλικό υπόχωρο Zuij ισούται µε pi(x)λij , για κάθε j = 1, 2, . . . , ki και i = 1, 2, . . . , t. Επίσης
λij ≤ λi,j+1, για κάθε j = 1, 2, . . . , ki − 1 και j = 1, 2, . . . , t. �

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.18. Τα στοιχεία pi(x)λij καθορίζουν προφανώς τη δοµή του διανυσµατικού χώρου
V ωςK[x]-προτύπου και ονοµάζονται στοιχειώδεις διαιρέτες της f ή του αντίστοιχου πίνα-
κά της A.

Η επόµενη πρόταση µας δείχνει πώς ένας κυκλικός υπόχωρος διασπάται σε ευθύ άθροισµα
πρωταρχικών κυκλικών υποχώρων και αποτελεί αναδιατύπωση στην περίπτωσή µας της πρότα-
σης 4.29.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.19. ΄Εστω Zu ένας κυκλικός υπόχωρος του V που παράγεται από το διάνυσµα u.
Αν το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του περιορισµού f |Zu ισούται µε h(x) = p1(x)α1p2(x)α2 · · ·
pk(x)αk µε p1(x), p2(x), . . . , pk(x) ανά δύο πρώτα ανάγωγα µονικά πολυώνυµα και α1, α2, . . . , αk
ϑετικοί ακέραιοι. Θέτουµε
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hi(x) =
∏

1≤j≤k
j 6=i

pj(x)αj ,

για κάθε i = 1, 2, . . . , k. Επίσης ϑέτουµε ui = hi(x) · u = hi(f)(u), για κάθε i = 1, 2, . . . , k.
Τότε Zu = Zu1 ⊕ Zu2 ⊕ · · · ⊕ Zuk ,
όπου το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του f |Zui είναι το pi(x)αi, για κάθε i = 1, 2, . . . , k. �

Με ϐάση τα παραπάνω και το γεγονός ότι dimZuij = deg pi(x)λij = λij · deg pi(x) παίρνου-
µε το ακόλουθο πόρισµα:

ΠΟΡΙΣΜΑ 5.20. ΄Εστω f : V → V είναι ένας K-ενδοµορφισµός του διανυσµατικού χώρου V
και p1(x)λ11 | p1(x)λ12 | · · · | p1(x)λ1,k1 , p2(x)λ21 | p2(x)λ22 | · · · | p2(x)λ2,k2 , . . . , pt(x)λt1 | pt(x)λt2 |
· · · | pt(x)λt,kt οι στοιχειώδεις διαιρέτες της f .

(
∆υνάµεις αναγώγων πολυωνύµων

)
. Τότε

dimV =
t∑
i=1

ki∑
j=1

λij deg pi(x). �

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5.21. Στο παράδειγµα 5.14. (iv) ο πίνακας της f είναι ο

A =

−11 130 −38
−4 62 −19
−12 195 −60


µε χαρακτηριστικό πολυώνυµο chf (x) =

∣∣∣∣∣∣
x+ 11 −130 38

4 x− 62 19
12 −195 x+ 60

∣∣∣∣∣∣ = x3 + 9x2 + 27x + 27 =

= x3 + 27 + 9x(x + 3) = (x + 3)(x2 − 3x + 9) + 9x(x + 3) = (x + 3)(x2 + 6x + 9) = (x + 3)3.
Ποιοι είναι οι στοιχειώδεις διαιρέτες ; Υπολογίζουµε ιδιοδιανύσµατα µε ιδιοτιµή το −3:−11 130 −38
−4 62 −19
−12 195 −60

xy
z

 =

−3x
−3y
−3z

⇔

−8x+ 130y − 38z = 0

−4x+ 65y − 19z = 0

−12x+ 195y − 57z = 0

⇔

{
−4x+ 65y − 19z = 0

−12x+ 195y − 57z = 0

⇔

{
−4x+ 65y − 19z = 0

−12x+ 195y − 57z = 0
⇔ −4x + 65y − 19z = 0 ⇔ x =

65

4
y − 19

4
z. Εποµένωςxy

z

 =

(65/4)y − (19/4)z
y
z

 = y

65
4

1
0

 + z

−19
4

0
1

. Τα ιδιοδιανύσµατα

65
4

1
0

 και

−19
4

0
1


ή καλύτερα τα ιδιοδιανύσµατα

65
4
0

 και

−19
0
4

 αποτελούν ϐάση του ιδιόχωρου V (−3). Ε-

ϕόσον dimV (−3) = 2 < 3 = dimV , οι στοιχειώδεις διαιρέτες ϑα είναι οι x+ 3 και (x+ 3)2.
Για να ϐρούµε τον κυκλικό υπόχωρο που αντιστοιχεί στον (x + 3)2 παίρνουµε ένα διάνυσµα

που δεν ανήκει στον V (−3). Για παράδειγµα, το

1
0
0

. Πολλαπλασιάζουµε µε τον πίνακα

A + 3I3 =

 −8 130 −38
−4 65 −19
−12 195 −57

 και παίρνουµε το διάνυσµα

 −8
−4
−12

 = −3 ·

−19
0
4

 −
65

4
0

.
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Εποµένως (A + 3I3)2

1
0
0

 = Ο3×1, γιατί τα

65
4
0

 και

−19
0
4

 είναι ιδιοδιανύσµατα ως προς

την ιδιοτιµή −3. ΄Αρα ο περιορισµός της f στον υπόχωρο που παράγεται από τα διανύσµα-

τα

1
0
0

 και

 −8
−4
−12

 έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο (x + 3)2. Συµπληρώνουµε µε ένα από

τα διανύσµατα

65
4
0

 ή

−19
0
4

, έστω το

−19
0
4

. Θέτουµε u1 =

1
0
0

, u2 =

 −8
−4
−12

 και

u3 =

−19
0
4

. ΄Εστω U =

1 −8 −19
0 −4 0
0 −12 4

. Τότε U−1 =

1 −65
4

19
4

0 −1
4

0
0 −3

4
1
4

.

Ακόµη, U−1AU =

1 −65
4

19
4

0 −1
4

0
0 −3

4
1
4

−11 130 −38
−4 62 −19
−12 195 −60

1 −8 −19
0 −4 0
0 −12 4

 =

 −3 0
1 −3

0
0

0 0 −3

.

Αν αντί του u2 =

 −8
−4
−12

 παίρναµε το u′2 = Au1 =

−11
−4
−12

, τότε επειδή (A + 3I3)2 = Ο3×1 ⇔

⇔ A2 + 6A+ 9I3 = Ο3×1 ⇔ A2 = −9I3−6A, ϑα είχαµε A2u1 = −9u1−6Au1 = −9u1−6u′2. Αν

ϑέσουµε λοιπόν u′1 = u1 =

1
0
0

, u′2 = Au1 =

−11
−4
−12

 και u′3 = u3 =

−19
0
4

 και σχηµατίσου-

µε τον πίνακα W =

1 −11 −19
0 −4 0
0 −12 4

, ϑα έχουµε W−1 =

1 −17 19
4

0 −1
4

0
0 −3

4
1
4

 και κατά συνέπεια

W−1AW =

1 −17 19
4

0 −1
4

0
0 −3

4
1
4

−11 130 −38
−4 62 −19
−12 195 −60

1 −11 −19
0 −4 0
0 −12 4

 =

 0 −9
1 −6

0
0

0 0 −3

. Πα-

ϱατηρούµε ότι τόσο ο πίνακας
(
−3 0
1 −3

)
όσο και ο

(
0 −9
1 −6

)
, µε τον τελευταίο να είναι ο

συνοδός πίνακας του πολυωνύµου (x + 3)2, εκφράζουν την f όταν αυτή δρα στον κυκλικό υ-

πόχωρο Zu1, αλλά ως προς διαφορετικές ϐάσεις. Λέµε ότι ο πίνακας
(
−3 0
1 −3

)
είναι ένα block

του Jordan.
ΠΡΟΤΑΣΗ 5.22. ΄Εστω f ∈ EndKV , όπου V ένας f-κυκλικός χώρος που παράγεται από το
διάνυσµα u = u1. Υποθέτουµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της f είναι της µορφής
(x − λ)n, όπου n = dimV . Τότε υπάρχει ϐάση ŵ = (w1, w2, . . . , wn) του V ως προς την οποία
ο πίνακας της f έχει τη µορφή

J(λ, n) =



λ 0 0 0 · · · 0 0
1 λ 0 0 · · · 0 0
0 1 λ 0 · · · 0 0
0 0 1 λ · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · λ 0
0 0 0 0 · · · 1 λ
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Η παραπάνω µορφή λέγεται µορφή Jordan.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΄Εστω u2 = f(u1) = f(u), u3 = f(u2) = f 2(u), . . . , un = fn−1(u) η συνήθης ϐάση
του κυκλικού χώρου V . Αντ᾿ αυτής ϑεωρούµε τη ϐάση w1 = u1 = u, w2 = (f − λ1V )(u1), w3 =
= (f −λ1V )2(u), . . . , wn = (f −λ1V )n−1(u). Προφανώς έχουµε (f −λ1V )(wi) = wi+1, για κάθε
i = 1, 2, . . . , n− 1 και (f − λ1V )(wn) = (f − λ1v)n(u) = 0V . Εποµένως f(wi)− λwi = wi+1 ⇔
⇔ f(wi) = λwi + wi+1, για κάθε i = 1, 2, . . . , n− 1 και f(wn) = λwn. Το µόνο που µένει είναι
να αποδείξουµε ότι τα στοιχεία αυτά αποτελούν ϐάση του V . Επειδή είναι n = dimV το πλήθος,
αρκεί να δείξουµε ότι είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

΄Εστω
n∑
i=1

siwi = 0V , για κάποια s1, s2, . . . , sn ∈ K. Εποµένως
n∑
i=1

si(f − λ1V )i−1(u) = 0V ,

δηλαδή η
n∑
i=1

si(f − λ1V )i−1 µηδενίζει τον f-γεννήτορα u και εποµένως µηδενίζει όλον τον V .

΄Αρα η f µηδενίζει το πολυώνυµο h(x) =
n∑
i=1

si(x − λ)i−1. Υποθέτουµε ότι κάποια si δεν είναι

µηδέν και έστω k ≤ n ο µεγαλύτερος δείκτης, για τον οποίο sk 6= 0. Τότε το h(x) είναι ϐαθµού
k − 1 ≤ n − 1 < n, πράγµα αδύνατον, γιατί το ελάχιστο πολυώνυµο της f συµπίπτει µε το
χαρακτηριστικό και είναι ακριβώς n ϐαθµού. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 5.23. Αν f : V → V είναι ένας K-ενδοµορφισµός του διανυσµατικού χώρου V , και
V =

(
Zu11 ⊕Zu12 ⊕· · ·⊕Zu1,k1

)
⊕
(
Zu21 ⊕Zu22 ⊕· · ·⊕Zu2,k2

)
⊕· · ·⊕

(
Zut1 ⊕Zut2 ⊕· · ·⊕Zut,kt

)
,

είναι η πρωταρχική ανάλυση του V σε ευθύ άθροισµα κυκλικών υποχώρων µε αντίστοιχους
στοιχειώδεις διαιρέτες
(x−λ1)n11 , (x−λ)n12 , . . . , (x−λ1)n1,k1 , (x−λ2)n21 , . . . , (x−λ2)n22 , . . . , (x−λ2)n2,k2 , . . . , (x−λt)nt1 ,
(x−λt)nt2 , . . . , (x−λt)nt,kt , όπου λi 6= λj, για i 6= j και nij ≤ ni,j+1, για κάθε j = 1, 2, . . . , ki−1
και i = 1, 2, . . . , t, τότε υπάρχει ϐάση του V ως προς την οποία η f έχει πίνακα της µορφής

J(λ1, n11)
J(λ1, n12) O

. . .
J(λ1, n1,k1)

. . .
J(λt, nt1)

J(λt, nt2)
. . .Ο J(λt, nt,kt)


Η µορφή αυτή λέγεται µορφή Jordan του πίνακα. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 5.24. ΄Εστω Zu ένας f-κυκλικός υπόχωρος µε χαρακτηριστικό
(
και ελάχιστο

)
πολυ-

ώνυµο (x−λ)k, όπου λ ∈ K και k ϑετικός ακέραιος. Τότε η διάσταση του ιδιόχωρου V (λ)∩Zu,
δηλαδή του ιδιόχωρου του περιορισµού f |Zu της f στον Zu είναι 1.
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Υπενθυµίζουµε ότι ένας κυκλικός υπόχωρος είναι ένα K[x]-υποπρότυπο του V , το
οποίο παράγεται από το u. Επίσης, αν v 6= 0V είναι ένα ιδιοδιάνυσµα της f που αντιστοιχεί
στην ιδιοτιµή λ, τότε και ο µονοδιάστατος υπόχωρος Kv = {sv | s ∈ K} είναι επίσης ένα K[x]-
υποπρότυπο, αφού είναι f-αναλλοίωτος.

(
Βλέπε παρατήρηση µετά τον ορισµό 5.6

)
.

Θέτουµε g = f |Zu. Σύµφωνα µε την πρόταση 5.22 ο κυκλικός υπόχωρος Zu έχει µια ϐάση
ŵ = (w1, w2, . . . , wk), όπου w1 = u και wi = (f − λ1V )i−1(u), για κάθε i = 2, 3, . . . , k, ως προς
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την οποία ο πίνακας της g έχει τη µορφή

J(λ, k) =



λ 0 0 0 · · · 0 0
1 λ 0 0 · · · 0 0
0 1 λ 0 · · · 0 0
0 0 1 λ · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · λ 0
0 0 0 0 · · · 1 λ


και άρα ο πίνακας της g = f |Zu − λ1Zu είναι ο

J(λ, k)− λIk =



0 0 0 0 · · · 0 0
1 0 0 0 · · · 0 0
0 1 0 0 · · · 0 0
0 0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 · · · 1 0


Ο πίνακας αυτός έχει k−1 γραµµικά ανεξάρτητες γραµµές

(
ή στήλες

)
. ΄Αρα dimK Img = k−1 =

dimK Zu − 1, αλλά από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα ξέρουµε ότι dimK Img = dimK Zu − dimK Kerg.
Εποµένως dimK Kerg = 1 και ο Kerg ισούται προφανώς µε τον V (λ) ∩ Zu.
Εναλλακτικά, ϑα µπορούσε να παρατηρήσει κανείς από τον πίνακα J(λ, k) ότι f(w1) = λw1+w2,
f(w2) = λw2 + w3,. . . , f(wk−1) = λwk−1 + wk και f(wk) = λwk. ΄Εστω f

(∑k
i=1 siwi

)
=

=
∑k

i=1 λsiwi ⇔
∑k−1

i=1 si(λwi +wi+1) + λskwk =
∑k−1

i=1 λsiwi + λskwk ⇔
∑k−1

i=1 siwi+1 = 0Zu ⇔
⇔
∑k

i=2 si−1wi = 0Zu, και επειδή τα w2, . . . , wk είναι γραµµικά ανεξάρτητα, έπεται ότι s1 =

= s2 = · · · = sk−1 = 0. Εποµένως
∑k

i=1 siwi = skwk ∈ Kwk. �

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 1ο: Αν οι στοιχειώδεις διαιρέτες του πίνακα A της µορφής (x− λ)ρ είναι οι
(x− λ)k1 | (x− λ)k2 | · · · | (x− λ)kt, τότε ο ιδιόχωρος V (λ) έχει διάσταση t.
2ο: Αν οι δυνάµεις του x − λ εµφανίζονται στους τελευταίους t αναλλοίωτους παράγοντες του
A, ισοδύναµα στους τελευταίους t µη µοναδιαίους αναλλοίωτους παράγοντες του xIm−A, τότε
η διάσταση του ιδιόχωρου V (λ) είναι t.

΄Ετσι, στο παράδειγµα 5.21
(
ϐλέπε επίσης παράδειγµα 5.14.(iv)

)
ο πίνακας

A =

−11 130 −38
−4 62 −19
−12 195 −60


έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο (x + 3)3. Οι αναλλοίωτοι παράγοντες ϑα µπορούσαν να είναι
x + 3, x + 3, x + 3 ή x + 3, (x + 3)2 ή (x + 3)3. Στην πρώτη περίπτωση ο ιδιόχωρος V (−3)
ϑα είχε διάσταση 3 = dimR V και άρα ο A ϑα ήταν διαγωνίσιµος µε µοναδική ιδιοτιµή το −3,
δηλαδή A = −3I3, πράγµα που δεν συµβαίνει. Στην τελευταία ϑα είχαµε dimR V (−3) = 1, που
επίσης δεν συµβαίνει. Αποµένει η περίπτωση x+3, (x+3)2, η οποία µας δίνει dimR V (−3) = 2,
όπως και συµβαίνει. Εδώ λοιπόν οι αναλλοίωτοι παράγοντες

(
στην περίπτωση αυτή είναι και

οι στοιχειώδεις διαιρέτες
)
υπολογίζονται πιο γρήγορα απ᾿ ότι υπολογίζονται µε τον αλγόριθµο

Smith.

Ας δούµε πάλι το παράδειγµα 5.14. (v). Ο πίνακας της απεικόνισης f : V → V είναι ο
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A =


18 5 5 −1
−92 −26 −26 5
39 11 11 −2
59 15 16 −3

 , µε χαρακτηριστικό πολυώνυµο

chA(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 18 −5 −5 1

92 x+ 26 26 −5
−39 −11 x− 11 2
−59 −15 −16 x+ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −5 −5 x− 18
−5 x+ 26 26 92
2 −11 x− 11 −39

x+ 3 −15 −16 −59

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −5 −5 x− 18
−5 x+ 26 26 92
2 −11 x− 11 −39

x+ 3 −15 −16 −59

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −5 x− 18
−5 x 26 92
2 −x x− 11 −39

x+ 3 1 −16 −59

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −5 x− 18
0 x 1 5x+ 2
2 −x x− 11 −39

x+ 3 1 −16 −59

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −5 x− 18
0 x 1 5x+ 2
0 −x x− 1 −2x− 3

x+ 3 1 −16 −59

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −5 x− 18
0 x 1 5x+ 2
0 −x x− 1 −2x− 3
0 1 5x− 1 −x2 + 15x− 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −5 0 x− 18
0 1 x 5x+ 2
0 x− 1 −x −2x− 3
0 5x− 1 1 −x2 + 15x− 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
1 x 5x+ 2

x− 1 −x −2x− 3
5x− 1 1 −x2 + 15x− 5

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 x 5x+ 2
x 0 3x− 1
5x x+ 1 −x2 + 20x− 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 x 5x+ 2
0 −x2 −5x2 + x− 1

5x x+ 1 −x2 + 20x− 3

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
1 x 5x+ 2
0 −x2 −5x2 + x− 1
0 −5x2 + x+ 1 −26x2 + 10x− 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ −x2 −5x2 + x− 1
−5x2 + x+ 1 −26x2 + 10x− 3

∣∣∣∣ = 26x4 − 10x3+

+3x2 − 25x4 + 5x3 + 5x2 + 5x3 − x2 − x− 5x2 + x+ 1 = x4 + 2x2 + 1 = (x2 + 1)2.

Παρατηρούµε ότι A2 =


18 5 5 −1
−92 −26 −26 5
39 11 11 −2
59 15 16 −3


2

=


0 0 −1 0
17 5 10 −1
1 0 −2 0

129 36 33 −7

 6= −I4. Εποµένως

το ελάχιστο πολυώνυµο συµπίπτει µε το χαρακτηριστικό. Αν ϑεωρήσουµε τον A ως µιγαδικό
πίνακα, τότε χαρακτηριστικό και ελάχιστο είναι το ίδιο (x2 + 1)2 = (x− i)2(x+ i)2. Τα (x− i)2

και (x+ i)2 είναι οι στοιχειώδεις διαιρέτες στο C[x] και ο A είναι όµοιος µε τον πίνακα
i 0 0 0
1 i 0 0
0 0 −i 0
0 0 1 −i


σε µορφή Jordan. Εδώ σηµειώνουµε το εξής : Για να αποδείξει κάποιος ότι A2 6= −I4, αρκεί
να ϐρει ένα στοιχείο του A2 που να µην είναι ίσο µε το αντίστοιχο του −I4. ∆ιαλέγουµε τα
µικρότερα νούµερα: Το (1, 4)-στοιχείο του A2 είναι το 18 · (−1) + 5 · 5 + 5 · (−2) + (−1)(−3) =
= −18 + 25− 10 + 3 = 0, δεν µας κάνει γιατί ισούται µε το αντίστοιχο στοιχείο του −I4. ∆οκι-
µάζουµε το (1, 3). Αυτό ισούται µε 18 · 5 + 5(−26) + 5 · 11 − 16 = 90 − 130 + 55 − 16 = −1,
το οποίο δεν ισούται µε το αντίστοιχο στοιχείο του −I4. ΄Αρα A2 6= −I4. ΄Ενας άλλος τρόπος
είναι να ϐρει κανείς ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε µια ιδιοτιµή, π.χ. το i. Αν δείξει ότι
ο αντίστοιχος ιδιόχωρος έχει διάσταση 1, τότε το (x − i)2 είναι στοιχειώδης διαιρέτης και λόγω
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συµµετρίας και το (x+ i)2 είναι επίσης στοιχειώδης διαιρέτης. ΄Αρα ο πίνακας έχει
(
είναι όµοιος

µε
)

την παραπάνω µορφή Jordan. Η επίλυση του αντίστοιχου συστήµατος µπορεί να είναι
επίπονη και να οδηγήσει σε λάθη. Πάντοτε επιλέγουµε την πιο σύντοµη και εύκολη µέθοδο.
Τέλος, αν ϑεωρήσουµε τον πίνακα ως πραγµατικό και όχι µιγαδικό, τότε αυτός είναι όµοιος µε
τον συνοδό πίνακα του πολυωνύµου (x2 + 1)2 = x4 + 0x3 + 2x2 + 0x+ 1, δηλαδή µε τον πίνακα

0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 −2
0 0 1 0


Τέλος, στο παράδειγµα 5.14. (vi) το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα

A =


−14 4 7 −28

3 0 0 7
−6 0 2 −12
6 −2 −3 12


είναι chA(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 14 −4 −7 28
−3 x 0 −7
6 0 x− 2 12
−6 2 3 x− 12

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 x2 + 2 0
0 0 0 x2 + 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x2 + 2)2.

Εδώ ο αλγόριθµος Smith δουλεύει καλύτερα.
Εποµένως το ελάχιστο πολυώνυµο του A είναι x2 + 2. Ως µιγαδικός ο πίνακας A είναι όµοιος
µε τον 

i
√

2 0 0 0

0 i
√

2 0 0

0 0 −i
√

2 0

0 0 0 −i
√

2

,

δηλαδή διαγωνίσιµος, ενώ ως πραγµατικός µε τον
0 −2 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −2
0 0 1 0

.

Σηµειωτέον ότι ο 2× 2 πίνακας
(

0 −2
1 0

)
είναι ο συνοδός πίνακας του πολυωνύµου x2 + 2.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 5.25. α) ΄Εστω V ένας πραγµατικός διανυσµατικός χώρος µε dimR V = 7 και
f ∈ EndRV . Αν το ελάχιστο πολυώνυµο του f είναι το (x + 2)2(x− 1)2, να ϐρεθούν οι πιθανοί
αναλλοίωτοι παράγοντες και οι πιθανές µορφές Jordan του πίνακά του

(
ως προς κατάλληλη

ϐάση του V
)
.

ϐ) ∆είξτε ότι δεν υπάρχει A ∈ Q3×3 τέτοιος, ώστε A8 = I και A4 6= I.
ΛΥΣΗ: α) Πιθανοί αναλλοίωτοι παράγοντες :

1) x+ 2, x+ 2, x+ 2, (x+ 2)2(x− 1)2 2) x+ 2, (x+ 2)2, (x+ 2)2(x− 1)2

3) x− 1, x− 1, x− 1, (x+ 2)2(x− 1)2 4) x− 1, (x− 1)2, (x+ 2)2(x− 1)2

5) x+ 2, (x+ 2)(x− 1), (x+ 2)2(x− 1)2 6) x− 1, (x+ 2)(x− 1), (x+ 2)2(x− 1)2

7) (x+ 2)2(x− 1), (x+ 2)2(x− 1)2 8) (x+ 2)(x− 1)2, (x+ 2)2(x− 1)2.

Πιθανές µορφές Jordan:
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1)



−2 0 0 0 0 0 0
0 −2 0 0 0 0 0
0 0 −2 0 0 0 0
0 0 0 −2 0 0 0
0 0 0 1 −2 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1


2)



−2 0 0 0 0 0 0
0 −2 0 0 0 0 0
0 1 −2 0 0 0 0
0 0 0 −2 0 0 0
0 0 0 1 −2 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1



3)



1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 1 −2


4)



1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 1 −2



5)



−2 0 0 0 0 0 0
0 −2 0 0 0 0 0
0 0 −2 0 0 0 0
0 0 1 −2 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1


6)



1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 −2 0 0
0 0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 1 −2



7)



1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 −2 0 0 0
0 0 0 1 −2 0 0
0 0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 1 −2


8)



−2 0 0 0 0 0 0
0 −2 0 0 0 0 0
0 1 −2 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1


ϐ) Ο A µηδενίζει το πολυώνυµο x8−1 = (x4−1)(x4 +1) = (x+1)(x−1)(x2 +1)(x4 +1), άρα το
ελάχιστο πολυώνυµό του διαιρεί το x8− 1 και έχει τους ίδιους ανάγωγους παράγοντες µε το χα-
ϱακτηριστικό, το οποίο είναι 3ου ϐαθµού. Τώρα, τα πολυώνυµα x+1, x−1, x2 +1 είναι ανάγωγα
επί του R, άρα και επί τουQ. Το x4+1 = (x2+1)−

(√
2 x
)2

=
(
x2+
√

2 x+1
)(
x2−
√

2 x+1
)
δεν

είναι ανάγωγο επί του R. Θα αποδείξουµε ότι είναι ανάγωγο επί του Q. Προφανώς δεν έχει πρω-
τοβάθµιο παράγοντα στο Q[x] γιατί δεν έχει ϱητή, αλλά ούτε και πραγµατική ϱίζα. Υποθέτουµε
ότι το x4 + 1 είναι γινόµενο δύο δευτεροβαθµίων πολυωνύµων από το Q[x], τα οποία, επειδή
το x4 + 1 είναι µονικό, µπορούµε να υποθέσουµε ότι είναι µονικά. ΄Εστω x2 + αx + β ∈ Q[x]
ο ένας από τους δύο παράγοντες. ΄Οπως προαναφέραµε, το x2 + αx + β δεν έχει πρωτοβάθµιο
παράγοντα στο Q[x], ούτε και στο R[x]. Εποµένως το x2 + αx + β ϑα είναι ανάγωγο στο R[x].
Επειδή x2 + αx+ β |

(
x2 +

√
2 x+ 1

)(
x2−

√
2 x+ 1

)
, ϑα έχουµε x2 + αx+ β = x2 +

√
2 x+ 1

ή x2 + αx + β = x2 −
√

2 x + 1. Και στις δύο περιπτώσεις καταλήγουµε σε άτοπο, γιατί
x2 ±

√
2 x+ 1 /∈ Q[x].

Εφόσον και οι τέσσερις παράγοντες x+1, x−1, x2 +1 και x4 +1 είναι ανάγωγοι επί του Q και το
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χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι 3ου ϐαθµού, το ελάχιστο ϑα είναι ϐαθµού µικρότερου ή ίσου
του 3 και ϑα έχει ανάγωγους παράγοντες κάποιους από τους x+1, x−1, x2 +1 και µάλιστα στην
1η δύναµη, γιατί σ᾿ αυτήν εµφανίζεται στο πολλαπλάσιό του x8− 1.

(
Το x4 + 1 αποκλείεται γιατί

είναι ϐαθµού µεγαλύτερου του 3
)
. Εποµένως το ελάχιστο πολυώνυµο ϑα διαιρεί το γινόµενο

(x+ 1)(x− 1)(x2 + 1) = x4 − 1 και συνεπώς A4 = I3, άτοπο. �
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