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Ο ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΟΣ ΧΩΡΟΣ   nR  
 

Το εσωτερικό γινόµενο 
 

          Σε πολλές πρακτικές καταστάσεις, η τιµή µιας ποσότητας εξαρτάται από τις 
τιµές δύο ή περισσότερων άλλων ποσοτήτων. Για παράδειγµα η συνάρτηση 2V r hπ=  
υπολογίζει τον όγκο ενός ορθού κυλίνδρου, από την ακτίνα της βάσης r  και το ύψος 
του h . Η θερµοκρασία Τ  ενός σηµείου της επιφάνειας της γης εξαρτάται από τις 
συντεταγµένες, πλάτος x  και µήκος y  του σηµείου, έτσι γράφουµε ( ),x yΤ = Τ . 

Αυτές οι παρατηρήσεις οδηγούν φυσιολογικά στην µελέτη συναρτήσεων 
2 3: , :f R R g R RΑ ⊆ → Α⊆ → δύο ή περισσοτέρων µεταβλητών. Η µελέτη αυτή 

οφείλει να είναι αντίστοιχη, µε την µελέτη των συναρτήσεων µιας πραγµατικής 
µεταβλητής, όπου εξετάζονται έννοιες, όπως όριο, συνέχεια, διαφορισιµότητα  και 
ολοκληρωσιµότητα συνάρτησης. 
          Στον Απειροστικό Λογισµό ( των συναρτήσεων µιας µεταβλητής) αυτό που 
επέτρεψε την µελέτη των παραπάνω οριακών διαδικασιών είναι η ύπαρξη µιας 
απόλυτης τιµής και άρα µιας απόστασης στην πραγµατική ευθεία R . 
Θα δούµε ευθύς αµέσως ότι το ίδιο µπορεί να γίνει και στο διανυσµατικό χώρο 

,nR n N∈ .Υπενθυµίζουµε ότι τα n− διανύσµατα 

( ) ( ) ( )1 21,0,...,0 , 0,1,0...,0 ,....., 0,0,....,0,1ne e e= = =  του nR  συνιστούν µια 

αλγεβρική βάση την κανονική βάση του nR  και ότι γενικεύουν την συνήθη 
ορθοκανονική βάση ( )1 2 3, ,  , ,i j k i e j e k e= = =  του 3R . Το τυχόν διάνυσµα 

( )1,...,
n

nx x x R= ∈  γράφεται ( µοναδικά) ως 1 1 2 2 ... n nx x e x e x e= + + + . Για δύο 

διανύσµατα ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,x x x x y y y y= =  του 3R , είναι γνωστό ότι µπορούµε να 

ορίσουµε το εσωτερικό γινόµενο τους 1 1 2 2 3 3x y x y x y x y R⋅ = + + ∈ . 

           Ο ορισµός αυτός µπορεί εύκολα να επεκταθεί και στον nR  για τυχόν n N∈ . 
Έτσι ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων ( )1,..., nx x x=  και 

( )1,..., ny y y=  του nR  µε τον ανάλογο τρόπο, δηλαδή: 

                              1 1 2 2 .... n nx y x y x y x y⋅ = + + +  ( 
1

n

i i
i

x y
=

=∑ ). 

 
          Σηµείωση: Στον nR  χρησιµοποιούµε συχνά και τον συµβολισµό, ,x y  αντί 

του x y⋅ . 

Συνεχίζοντας την αναλογία µε τον 3R  ορίζουµε ως µήκος η Ευκλείδεια  νόρµα του 
διανύσµατος ( )1,..., nx x x=  τον µη αρνητικό πραγµατικό,  

                           2 2
1 ... nx x x x x x= = ⋅ = + +  (=

1
2

2

1

n

i
i

x
=

 
 
 
∑ ). 

 Το ζεύγος ( ),nR  ονοµάζεται ο Ευκλείδειος χώρος διάστασης n .  

Η ακόλουθη απλή πρόταση περιγράφει τις βασικές ιδιότητες του εσωτερικού 
γινοµένου. 
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          1.1. Πρόταση . Αν , , nx y z R∈  και , Rα β ∈  τότε έχουµε: 

(ι) ( ) ( ) ( )x y z x z y zα β α β+ ⋅ = ⋅ + ⋅  

(ιι) x y y x⋅ = ⋅  
(ιιι) 0x x⋅ ≥  
(ιν) 1 20 0 .... 0nx x x x x x⋅ = ⇔ = ⇔ = = = = . 

Η απόδειξη της πρότασης είναι απλή εφαρµογή του ορισµού του εσωτερικού 
γινοµένου. 
 
Αποδεικνύουµε τώρα µια σηµαντική ανισότητα, την ανισότητα Cauchy-Schwarz 
 
         1.2. Πρόταση. Έστω , nx y R∈  τότε x y x y⋅ ≤ ⋅   

( ή ( ) ( )x y x x y y⋅ ≤ ⋅ ⋅ ⋅  όπου ( )1,...., nx x x=  και ( )1,..., ny y y= ) 

         Απόδειξη: Αν 0x =  ή 0y =  τότε η ανισότητα ισχύει τετριµµένα ως ισότητα. 
Υποθέτουµε λοιπόν ότι 0x y≠ ≠  

(Ι) Έστω ότι 1x y= = . Τότε ισχύει 
2 2

, 1,2,...,
2

i i
i i

x y
x y i n

+
≤ =  

Άρα ( )2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2

n n n n n

i i i i i i i i
i i i i i

x y x y x y x y
= = = = =

≤ ≤ + = + = + =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

Εποµένως στην περίπτωση αυτή ισχύει η ανισότητα. 

(ΙΙ) Γενική περίπτωση: Θέτουµε ' i
i

x
x

x
=   και ' ,1i

i

y
y i n

y
= ≤ ≤ . 

Από την περίπτωση (Ι) έπεται ότι: ' '

1 1 1

1
n n n

i ii i
i i

i i i

x yx y
x y

x y x y= = =

 
= ⋅ ≤ ⋅ ≤  

 
∑ ∑ ∑ , εφόσον 

'2 '2

1 1

1
n n

i i
i i

x y
= =

= =∑ ∑ . Έπεται ότι 
1

n

i i
i

x y x y
=

≤ ⋅∑  

 
          Άσκηση. Αποδείξτε ότι ισότητα ισχύει στην ανισότητα Cauchy-Schwarz αν και 
µόνο αν τα διανύσµατα x  και y  είναι συγγραµικά. ∆ηλαδή υπάρχει Rλ∈  µε 
y xλ=  

          Λύση: Αν y xλ=  για κάποιο Rλ∈ , τότε εύκολα διαπιστώνουµε την ισότητα 
στην ανισότητα Cauchy-Schwarz. 
Υποθέτουµε ότι x y x y⋅ = ⋅ . Αν ένα από τα x  και y  έστω 0x =  τότε θέτουµε 

0λ =  και παρατηρούµε ότι x yλ= . Έτσι υποθέτουµε επί πλέον ότι 0x ≠  και 0y ≠ . 

Αν ( )1,..., nx x x=  και ( )1,..., ny y y=  τότε η ισότητα x y x y⋅ = ⋅   γράφεται 

ισοδύναµα ως 
1

1
n

i i

i

x y

x y=

⋅ =∑  και θέτοντας ' ',i i
i i

x y
x y

x y
= =  γράφεται ως 

' '

1

1
n

i i
i

x y
=

⋅ =∑  όπου '2 '2

1 1

1
n n

i i
i i

x y
= =

= =∑ ∑ . 

Εποµένως ' ' ' ' '2 '2

1 1 1 1

1 1
1 1

2 2

n n n n

i i i i i i
i i i i

x y x y x y
= = = =

= ⋅ ≤ ⋅ ≤ + =∑ ∑ ∑ ∑   (1) 
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Συµπεραίνουµε ότι οι αριθµοί ' ' ' '
1 1,...., n nx y x y  είναι οµόσηµοι αφού ισχύει η ισότητα 

στην τριγωνική ανισότητα, δηλαδή ' ' ' '

1 1

n n

i i i i
i i

x y x y
= =

⋅ = ⋅∑ ∑ . Επίσης από την (1) έπεται 

ότι αναγκαία: ' ' '2 '21 1
, 1,2,...,

2 2i i i ix y x y i n= + =  (2) 

(α) Αν το κοινό πρόσηµο των αριθµών ' ' ' '
1 1,...., n nx y x y  είναι θετικό τότε οι ισότητες (2) 

συµπεραίνουν ότι ( ) ( )2' ' '2 '2 ' ' ' '1
0

2i i i i i i i ix y x y x y x y= + ⇔ − = ⇔ =  για κάθε 1,2,..,i n=  ή 

i i
i i

x xx y
x y x y

x y y y
= ⇔ = ⋅ ⇔ = ⋅  και 

x

y
λ = . 

(β) Αν το κοινό πρόσηµο των ' ' ' '
1 1,...., n nx y x y  είναι αρνητικό τότε βρίσκουµε ότι 

( ) ( )2' ' '2 '2 ' ' ' '1
0

2i i i i i i i ix y x y x y x y− = + ⇔ + = ⇔ = −  για κάθε 1,2,..,i n=  συνεπώς 

i i
i i

x xx y
x y x y

x y y y
= − ⇔ = − ⋅ ⇔ = − ⋅  και 

x

y
λ = − . 

 
         Παρατηρήση  Αν 1,..., nx x R∈  τότε 1 1... ...n nx x x x+ + = + + ⇔  οι 1,..., nx x  

είναι οµόσηµοι. 

Πράγµατι  για 2n =  έχουµε ότι 1 2 1 2x x x x+ = + ⇔ ( ) ( )2 2

1 2 1 2x x x x+ = + ⇔

( ) ( )22

1 2 1 2x x x x+ = + ⇔ 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 22 2x x x x x x x x+ + = + + ⇔ 1 2 1 2 0x x x x= ≥  

συνεπώς οι 1 2,x x  είναι οµόσηµοι. 

Αντίστροφα αν 1 2 0x x ≥  τότε προφανώς 1 2 1 2x x x x+ = + . 

Το γενικότερο αποτέλεσµα έπεται τώρα µε επαγωγή στο πλήθος n  των αριθµών 
 

Γεωµετρική σηµασία της ανισότητας Cauchy-Schwarz. 
Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έπεται ότι για µη µηδενικά διανύσµατα x  και y  

στον nR  το πηλίκο 
x y

x y

⋅
⋅

 ανήκει στο διάστηµα [ ]1,1−  δηλαδή 1 1
x y

x y

⋅
− ≤ ≤

⋅
. 

Έτσι ορίζεται η γωνία θ  µεταξύ των x  και y  µε τον τύπο [ ]cos , 0,
x y

x y
θ θ π

⋅
= ∈

⋅
. 

Εξάλλου αν x  και y  ανήκουν στον 3R  τότε η ανισότητα Cauchy-Schwarz έπεται 
από τον νόµο των συνηµίτονων της τριγωνοµετρίας: 

 
Από τον νόµο των συνηµίτονων για 
το τρίγωνο µε κορυφή το Ο(0,0,0) 
και πλευρές τα διανύσµατα x  και y  
βρίσκουµε ότι : 

2 2 2
2 cosx y x y x y θ− = + − ⋅ ⋅  

(1) όπου θ  η γωνία των x  και y . 
Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του 
εσωτερικού γινοµένου η (1) µετά 

x

||x-y||

yθ

x

z

O
y
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από πράξεις γίνεται: cosx y x y θ⋅ = ⋅ . 

Συνεπώς cos 1
x y

x y
θ

⋅
= ≤

⋅
⇔ x y x y⋅ ≤ ⋅ . 

Αν τα x  και y  είναι συγγραµµικά, δηλαδή αν y xλ=  για κάποιο Rλ∈  τότε 0θ =  ή 

π , άρα cos 1θ =  και έτσι x y x y⋅ = ⋅ . 

Αν τα x  και y  δεν είναι συγγραµµικά ( δηλαδή γραµµικά ανεξάρτητα) τότε 

( )0,θ π∈  και άρα cos 1θ <  , εποµένως x y x y⋅ < ⋅  

Έτσι καταλήγουµε στον τύπο για το εσωτερικό γινόµενο των µη µηδενικών 
διανυσµάτων , nx y R∈ , cosx y x y θ⋅ = ⋅ ⋅ , όπου [ ]0,θ π∈  η µοναδική γωνία 

µεταξύ x  και y . 

∆ύο διανύσµατα { }, 0nx y R∈ −  λέγονται ορθογώνια αν 0
2

x y
π

θ⋅ = ⇔ = . 

 
        Παράδειγµα. Έστω ΑΒΓ το τρίγωνο µε κορυφές ( ) ( )1,1,8 , 4, 3, 4Α Β − −  και 

( )3.1,5Γ − . Να βρεθεί η γωνία 
∧

ΒΑΓ =α του 

τριγώνου. Παρατηρούµε ότι η ζητουµένη γωνία 
είναι η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων ΑΒ

����

 και 

ΑΓ
����

 όπου ΑΒ = ΟΒ−ΟΑ
���� ���� ����

=

( ) ( ) ( )4, 3, 4 1,1,8 3, 4, 12− − − = − −  και 

( ) ( ) ( )3,1,5 1,1,8 4,0, 3ΑΓ = ΟΓ −ΟΑ = − − = − −
���� ���� ����

 

και Ο ( ) 30,0,0 R= ∈ . Εποµένως 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22

3 4 4 0 12 3
cos

3 4 12 4 3
a

⋅ − + − ⋅ + − ⋅ −ΑΒ⋅ΑΓ
= =

ΑΒ ⋅ ΑΓ + − + − ⋅ − + −

���� ��

���� ��

24 24

65169 25
= =

⋅
. 

 
Προβολές 

Έστω 3,a b R∈  µη µηδενικά διανύσµατα όπως στο σχήµα 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Θα υπολογίσουµε το διάνυσµα προβολή c του α επί του b µε χρήση του εσωτερικού 
γινοµένου. 
Παρατηρούµε ότι c tb=  για κάποιο t R∈ . Επειδή το διάνυσµα a c a tb− = −  είναι 
ορθογώνιο προς το b έχουµε 

Γ

Α

Β

O

θ

α-c

α

bc
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( ) 2
0 0 0a tb b a b tb b a b t b− ⋅ = ⇔ ⋅ − ⋅ = ⇔ ⋅ − = ⇔ 2

a b
t

b

⋅
= . Συνεπώς  

2

a b
c tb b

b

 ⋅
= =  

 
 

 

Το διάνυσµα c  συµβολίζεται µε bproj a , συνεπώς 2b

a b
proj a b

b

 ⋅
=  
 
 

 

Παρατηρούµε ότι 2b

a b a b b
proj a b

b bb

   ⋅ ⋅
=   =       

 και το διάνυσµα 
b

b
 είναι οµόρροπο 

µε το b  και έχει µήκος ίσο µε 1. Ο αριθµός 
a b

b

⋅
 ονοµάζεται και βαθµωτή προβολή 

του a  επί του b και συµβολίζεται µε bcomp a . Έπεται ότι 

cos
cosb

a ba b
comp a a

b b

θ
θ

⋅ ⋅⋅
= = = ⋅ . Άρα το µήκος της προβολής του a  επί του 

b  ισούται µε cosbcomp a a θ= ⋅  

 
Το έργο της δύναµης ως εσωτερικό γινόµενο: Το έργο W  που παράγεται από µια 
σταθερή δύναµη F  η οποία δρα πάνω σε ένα αντικείµενο, το οποίο µετακινεί κατά 

µήκος της ευθείας 
(ε), από το σηµείο 
Ο στο σηµείο Q  
ορίζεται ως το 
εσωτερικό γινόµενο 

W F OQ= ⋅
�� ����

.  
 
 

Εποµένως ( )cos cosW F OQ F OQθ θ= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ( )OQcomp F OQ= ⋅  

 
Το εµβαδόν παραλληλογράµµου: 
Αν ( ){ }2, 0,0a b R∈ − , το παραλληλόγραµµο που παράγεται από τα διανύσµατα a  

και b    είναι το σύνολο 

{ } 2: 0 , 1a b Rλ µ λ µΠ = + ≤ ≤ ⊆ . Από το 

σχήµα έπεται ότι το εµβαδόν Ε του Π ισούται 

µε 2sin 1 cosb a b aθ θΕ = ⋅ ⋅ = ⋅ − =

2

1
a b

b a
a b

 ⋅
⋅ −   ⋅ 

=

( )2 2 2
b a a b a b

a b

⋅ ⋅ − ⋅

⋅
=

( )2 2 2
a b a b⋅ − ⋅   (1) 

F

projF

θ

Q

F

O

θ

O

α

b

α+b
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Αν ( )1 2,a a a=  και ( )1 2,b b b=  τότε επειδή ισχύει η ταυτότητα του Lagrange: 

( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1a a b b a b a b a b a b+ + − + = − . Έπεται σε συνδυασµό µε την (1) ότι  

1 2
1 2 2 1

1 2

det
a a

a b a b
b b

 
Ε = − =  

 
.Το ανάλογο αυτού του   αποτελέσµατος  ισχύει και 

στις τρείς διαστάσεις, η απόδειξή του αφήνεται ως άσκηση. 
Σηµειώνουµε ότι η γενική µορφή της ταυτότητας Lagrange θα αποδειχθεί λίγο 
αργότερα (  στην παράγραφο όπου ορίζεται το Εξωτερικό γινόµενο στον 3R ). 
Μια πολύ ενδιαφέρουσα συνέπεια της ανισότητας Cauchy-Schwarz είναι η τριγωνική 

ανισότητα: x y x y+ ≤ +  για κάθε 

, nx y R∈ . Η ανισότητα αυτή είναι 
γεωµετρικά προφανής στην περίπτωση  
του ( )2 2R n = . Αφού η κάθε πλευρά του 

τριγώνου είναι µικρότερη του 
αθροίσµατος των δύο άλλων. Γεωµετρικά 
έπεται ότι ΟΓ ≤ ΟΑ + ΟΒ . 

∆ίνουµε τώρα µια αναλυτική απόδειξη της 
τριγωνικής ανισότητας που βασίζεται στην 
ανισότητα Cauchy-Schwarz. 
 

 
          1.3. Πρόταση: Αν , nx y R∈  τότε x y x y+ ≤ + . 

           Απόδειξη: Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έχουµε: x y x y x y⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅   

Έπεται ότι,  

( ) ( )2
x y x y x y x x x y y x y y+ = + ⋅ + = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

2 2
2x x y y= + ⋅ + ≤

2 2
2x x y y= + ⋅ + ( )2

x y= + . Άρα παίρνοντας τετραγωνικές ρίζες 

συµπεραίνουµε την ζητούµενη ανισότητα. 
 

         Άσκηση: Αποδείξτε ότι x y x y− ≤ −  για , nx y R∈  

         Απόδειξη: Γράφουµε ( )x x y y= − +  (1), ( )y y x x= − +  (2) 

Από την (1) έπεται ότι x x y y≤ − +  και άρα x y x y− ≤ −  (3) 

Ανάλογα από την (2) έπεται ότι y y x x≤ − +  και συνεπώς y x x y− ≤ −  (4) 

Από τις (3) και (4) έπεται η ζητούµενη ανισότητα. 
 
         Παρατήρηση: Συνοψίζοντας έχουµε ότι οι βασικές ιδιότητες της συνάρτησης 
«µήκους» : nR R⋅ →  που ορίσαµε στον nR  είναι οι ακόλουθες: 

(α) 0x ≥  και 0 0x x= ⇔ =  

(β) , , nx x R x Rλ λ λ= ⋅ ∈ ∈  και  

(γ) , , nx y x y x y R+ ≤ + ∈  ( τριγωνική ανισότητα ). 

y

x

x+y

O

Β Γ

Α
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Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση µήκους η Ευκλείδεια νόρµα στον nR  έχει ιδιότητες 
ανάλογες µε αυτές της απόλυτης τιµής στον R  ( εξάλλου αν 1n =  τότε x x=  για 

κάθε x R∈ ). Έτσι µπορούµε να ορίσουµε ως απόσταση µεταξύ δύο σηµείων x  και 
y  του nR  το µήκος του διανύσµατος x y− , δηλαδή ( ),d x y x y= − . Η έννοια αυτή 

της απόστασης είναι που µας επιτρέπει, να ορίσουµε τις έννοιες, του ορίου 
ακολουθίας και γενικότερα, του ορίου συνάρτησης στον nR  κατά αναλογία µε το R  (

1n = ). 
Παραδείγµατα 

 
1.Έστω  ( )1,...,

n
na a a R= ∈ . Να υπολογιστεί το { }2 2

1 1 1sup ... : ... 1n n na x a x x x+ + + + = . 

Λύση : Από την ανισότητα C-S έχουµε: a x a x a x a⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅ ≤ , εφόσον 

2 2
1 ... 1nx x x= + + = . Έτσι το σύνολο { }2 2

1 1 1... : ... 1n n na x a x x xΑ = + + + + =  που δεν 

είναι κενό είναι άνω φραγµένο από τον αριθµό a  και συνεπώς sup aΑ =Μ ≤ . 

Αν 0 0ia a= ⇔ =  για κάθε 1,2,...,i n=  τότε βέβαια { }0Α =  και άρα sup 0Μ = Α = . 

Υποθέτουµε ότι 0a ≠ , τότε θέτουµε 
a

x
a

=  και παρατηρούµε ότι 1
a

x
a

= = , άρα 

2
aa

a x a a
a a

⋅ = ⋅ = = . Έπεται ότι 

max aΑ =  δηλαδή 

2 2
1 ... na a aΜ = = + + . 

Σηµείωση. Η βασική ιδέα εδώ είναι ότι 
ισότητα έχουµε στην ανισότητα C-S 
ακριβώς αν τα διανύσµατα aκαι x  είναι 
συγγραµµικά, δηλαδή αν x aλ=  για 
κάποιο Rλ∈ . Από εδώ προκύπτει και η 

τιµή του 
1

a
λ
 
=  

 
. (Εφόσον θα έχουµε 

2
x a a a a a a x aλ λ λ⋅ = ⋅ = ⋅ = = ⋅

=
2 1

1 a a a a
a

λ λ⋅ = ⇒ = ⇒ = ) 

Με παρόµοιους συλλογισµούς προκύπτει ότι: ���� � �||�|| . 
 
 
2)Έστω ( )1,...,

n
na a a R= ∈ . Να υπολογιστεί το 

{ }2 2
1 1 1 1sup ... : ... 1n n n na x a x x xλ λ+ + + + = , όπου 0, 1,2,...,i i nλ > =  είναι δοσµένοι 

θετικοί αριθµοί. 
Λύση. Αν 0 0ia a= ⇔ =  για κάθε 1,2,...,i n=  τότε το σύνολο 

{ }2 2
1 1 1 1... : ... 1n n n na x a x x xλ λΑ = + + + + =  είναι προφανώς το µονοσύνολο { }0Α =  και 

συνεπώς { }sup 0 0= . Υποθέτουµε λοιπόν ότι 0a ≠ . Θέτουµε 

,||χ||=1

1

1

1

-1

α/||α||

α

χ
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, 1,2,..., , 1,2,...,i
i i i i i i

i

y
y x x i n x i nλ λ

λ
= ⋅ = ⋅ = ⇔ = = . Έπεται ότι: 

2 2 2
1 2 ... ny y y+ + + = ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 2 2 ... n nx x xλ λ λ+ + + 2 2
1 1 ... 1n nx xλ λ= + + = . 

Παρατηρούµε ότι, 1
1 1 1

1

... ... n
n n n

n

yy
a x a x a a

λ λ
+ + = + + 1

1

1

... n
n

n

aa
y y

λ λ
= ⋅ + + ⋅ . Άρα 

ζητούµε το supremum των ποσοτήτων 1
1

1

... n
n

n

aa
y y

λ λ
⋅ + + ⋅  κάτω από την συνθήκη 

2 2 2
1 2 ... 1ny y y+ + + = . Από την προηγουµένη άσκηση το supremum αυτό ισούται µε 

22
1 1

11

,..., ...n n

nn

a aa a

λ λλ λ

 
= + +  

 
 

 
 

Ασκήσεις 
 
(1) Έστω , nx y R∈  µε 0y ≠ . Αποδείξτε ότι x y x y⋅ = ⋅  αν και µόνο αν υπάρχει 

0λ ≥  ώστε x yλ= . 
 
(2) Έστω 1,...,

n
mx x R∈ . Αποδείξτε ότι, 

                                         1 1.... ....m mx x x x+ + ≤ + . 

Επιπλέον αποδείξτε ότι ισότητα ισχύει αν και µόνο αν υπάρχει 0y ≠  και 

0, 1,2,...,mκλ κ≥ =  ώστε , 1,2,...,x y mκ κλ κ= = . [Υπόδειξη Εξετάστε πρώτα την 

περίπτωση 2m =  και προχωρήστε µε επαγωγή].  
 
(3) Αν , nx y R∈ , αποδείξτε ότι: 

(ι) 
2 2 2 2

2 2x y x y x y+ = + + − . 

(ιι) 
2 2

x y x y x y+ ⋅ − ≤ + ,  µε ισότητα αν και µόνο αν 0x y⋅ =  

(ιιι) Συσχετίστε την ταυτότητα (ι) και την ανισότητα (ιι) µε παραλληλόγραµµα. 
 
(*) (4)Μια ορθοκανονική βάση του nR  είναι µια βάση { }1,..., na a  του nR  ώστε 

a aκ λ κλδ⋅ = , όπου 0κλδ =  αν κ λ≠  και 1κλδ =  αν ,   , 1,2,...,nκ λ κ λ= = ( το δέλτα 

του Kronecker ). Αποδείξτε ότι: 
(ι) Η συνήθης βάση { }1,..., ne e  του nR  είναι ορθοκανονική. 

(ιι) Έστω 4n =  και ( )1 1 3

1
3 4

5
a e e= + , ( )2 2 4

1
4 3

5
a e e= − , 

( )3 1 2 3 4

2
4 3 3 4

10
a e e e e= − + + + . ∆είξτε ότι τα 1a , 2a , 3a  είναι ανά δύο ορθογώνια 

διανύσµατα νόρµας 1. Βρείτε ένα διάνυσµα   4a  ώστε τα 1a , 2a , 3a , 4a , σχηµατίζουν 

µια ορθοκανονική βάση του 4R  
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Ακολουθίες στον Rn 
 

       1.4. Ορισµός Έστω ( )kx  ακολουθία διανυσµάτων στον nR  και nx R∈ , θα λέµε 

ότι η ακολουθία ( )kx  συγκλίνει στο x  και θα γράφουµε, lim k
k

x x
⋅

→+∞
=  ή kx x

⋅

→  αν η 

ακολουθία πραγµατικών 0kx x− →   

Ισοδύναµα: lim k
k

x x
⋅

→+∞
=  ⇔ για κάθε 0ε >  υπάρχει 

( )0 0 0: kk k N k k x xε ε= ∈ ≥ ⇒ − < . 

 
  

 Παραδείγµατα: 1) Έστω 
1 1

, 1 , 1
2

k

k k
x k

k

  = + ≥     
 ακολουθία στον 2R , τότε 

( )0,kx e
⋅

→ . 

Πράγµατι, ( )
2

2

1 1 1 1
0, , 1 1

2 2

k k

k k k
x e e e

k k

      − = + − = + + −               
 

Όµως  

2

2

1 1
1 0 0

2

k

k
e

k

  + + − → +     
εφόσον 

1
1

k

e
k

 + → 
 

. 

Συνεπώς ( ) ( )0, 0 0,k kx e x e
⋅

− → ⇔ → . 

(2) Η ακολουθία ( ) 1
1 ,

k

ky
k

 = − 
 

 του 2R  δεν είναι συγκλίνουσα. Πράγµατι αν 

υπήρχε 2 : ky R y y
⋅

∈ →  τότε η ποσότητα ky y−  θα γινόταν οσοδήποτε µικρή για 

µεγάλο k , π.χ. 
1

4ky y− <  για µεγάλο k .Έπεται τότε από την τριγωνική ανισότητα 

ότι για µεγάλα k  και λ  µε k λ≠  θα είχαµε, 
1 1 1

4 4 2k ky y y y y yλ λ− ≤ − + − < + = . 

Όµως ( ) ( )
2

2 1

1

1 1
1 1 ,

1
k k

k ky y
k k

+

+
 − = − − − − + 

=  

=

( )

( )

2 2
2

2 2
2

1 1 1 1
2, 2 4 αν   άρτιος

1 1

1 1 1 1
2, 2 4 αν   περιττός

1 1

k
k k k k

k
k k k k

    + − = + + − >    + +   

    − − = − + − >    + +   

 

Έτσι 1 2k ky y +− >  για κάθε k N∈ . Άρα η ( )ky  δεν είναι συγκλίνουσα ακολουθία 

στον 2R . 
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           1.5Πρόταση Έστω ( )1 ,..., , 1n
k k kx x x k= ≥ ακολουθία στον nR  και 

( )1,..., n nx x x R= ∈ . Τότε, k k
k k

x x x xλ λ
⋅

→+∞ →+∞
→ ⇔ →  για κάθε 1,2,...,nλ = . 

          Απόδειξη: Θα χρειαστούµε την ακόλουθη ανισότητα: 

Αν ( )1,...,
n

na a a R= ∈  τότε, 
1 1
max maxk k

k n k n
a a n a

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ⋅  

Πράγµατι, έστω ( )1max ,..., na a aλ =  τότε 2 2
1 ... na a a aλ ≤ + + =  ή 

1
max k

k n
a a

≤ ≤
≤ . 

Επίσης, 
2 2 22 2

1 ... ....n
n έ

a a a a n aλ λ λ
ϕορ ς−

+ + ≤ + + = ⇒
1
max k

k n
a n a

≤ ≤
≤ ⋅  

Προχωρούµε τώρα στην απόδειξη της πρότασης. Παρατηρούµε ότι για κάθε 1k ≥ , 

1 1
max maxk k k

n n
x x x x n x xλ λ λ λ

λ λ≤ ≤ ≤ ≤
− ≤ − ≤ ⋅ −  . Από την ανισότητα αυτή έπεται αµέσως 

το συµπέρασµα. 
 
       Παρατηρήσεις (1). Η προηγούµενη πρόταση µας λέει ότι µια ακολουθία 

( ) ( )1 ,..., , 1n
k k kx x x k= ≥  του nR  συγκλίνει στο ( )1,..., nx x ⇔  συγκλίνει κατά 

συντεταγµένες. 

Έτσι ο έλεγχος της σύγκλισης µιας ακολουθίας ( ) ( )1 ,..., , 1n
k k kx x x k= ≥  του nR  

ανάγεται στην σύγκλιση των « συνιστωσών» ακολουθιών πραγµατικών αριθµών 

( ) , 1kx kλ ≥ , 1, 2,....,nλ =  

Για παράδειγµα η ακολουθία ( ) 1
1 , , 1

k

ky k
k

 = − ≥ 
 

 του 2R  ( βλέπε παράδειγµα (2) 

ανωτέρω ), δεν είναι συγκλίνουσα καθώς , όπως γνωρίζουµε, η ακολουθία 

( )1 , 1
k

k− ≥  δεν είναι συγκλίνουσα στο R . 

 

      (2) Αν µια ακολουθία ( )kx  είναι συγκλίνουσα στον Ευκλείδειο χώρο nR , τότε το 

όριό της είναι µοναδικό. Αυτό έπεται εύκολα χρησιµοποιώντας  τριγωνική ανισότητα 
 
Άλγεβρα συγκλινουσών ακολουθιών στον Rn: 

Αν kx x
⋅

→  και ky y
⋅

→  στον nR  τότε: 

(α) k kx y x y
⋅

+ → +  

(β) kx xλ λ
⋅

→  για κάθε Rλ∈  και  

(γ) k kx y x y
⋅

⋅ → ⋅  ( εσωτερικό γινόµενο) 

 
Η απόδειξη των (α) και (β) είναι ανάλογη µε την αντίστοιχη ιδιότητα των 
πραγµατικών ακολουθιών και έτσι αφήνεται ως άσκηση. ( Μπορεί να συναχθεί ακόµη 
από την πρόταση 1.5). Η απόδειξη της (γ) έπεται από την πρόταση 1.5 και την 
αντίστοιχη ιδιότητα, για το όριο του γινοµένου πραγµατικών ακολουθιών. 
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Φραγµένες ακολουθίες στον Rn 

            1.6 Ορισµός. Μια ακολουθία ( ) n
kx R⊆  λέγεται φραγµένη αν υπάρχει 

0 : kxΜ > ≤Μ  για κάθε 1k ≥ . 

        1.7 Πρόταση. Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία kx x
⋅

→  του nR  είναι φραγµένη ( 

αλλά όχι το αντίστροφο). 

         Απόδειξη Έστω 0k kx x x x
⋅

→ ⇔ − → . Η µηδενική ακολουθία πραγµατικών 

αριθµών , 1kx x k− ≥  είναι βέβαια φραγµένη, άρα υπάρχει 0 : 0 kc x x c> ≤ − ≤  για 

κάθε 1k ≥ . Από την τριγωνική ανισότητα συµπεραίνουµε ότι  

( )k k kx x x x x x x c x= − + ≤ − + ≤ + . Θέτουµε c xΜ = +  

 

Το παράδειγµα της ακολουθίας ( ) 1
1 , , 1

k

ky k
k

 = − ≥ 
 

 ( του παραδείγµατος (2) 

ανωτέρω ) η οποία δεν είναι συγκλίνουσα στον 2R , αλλά είναι φραγµένη. ( Εφόσον 

( )2 2

2 2

1 1
1 1 2 2

k

k ky y
k k

= − + = + ≤ ⇔ ≤ , για κάθε 1k ≥ ) µας πείθει ότι το 

αντίστροφο της προηγουµένης πρότασης δεν ισχύει . 
 
Το θεµελιώδες θεώρηµα του Bolzano για την πραγµατική ευθεία ισχύει γενικότερα 

και για τον Ευκλείδειο χώρο nR . 
 

           1.8 Θεώρηµα (Bolzano). Έστω ( )1 ,..., , 1n
k k kx x x k= ≥  φραγµένη ακολουθία 

στοιχείων του nR  τότε η ( )kx  έχει συγκλίνουσα υπακολουθία µέσα στον nR . 

            Απόδειξη: Υποθέτουµε για απλότητα ότι 2n =  έτσι ( )1 2, , 1k k kx x x k= ≥ . 

Επειδή, 
1 2
max k kx xλ

λ≤ ≤
≤  για κάθε k N∈  έπεται ότι οι δύο ακολουθίες πραγµατικών 

αριθµών ( )1
kx  και ( )2

kx  είναι φραγµένες. Έστω ( )1

lkx  συγκλίνουσα υπακολουθία της 

( )1
kx  ώστε 1 1

lkx x→  ( θεώρηµα Bolzano για το R ). 

Έπεται ότι η υπακολουθία ( )2

1lk l
x

≥
 της ( )2

kx  που είναι βέβαια φραγµένη έχει µια 

συγκλίνουσα υπακολουθία έστω ( )2

1lm
k

m
x

≥
 ώστε 2 2

lm
kx x→  (επίσης µε το θεώρηµα 

Bolzano). Είναι τώρα σαφές ότι 1 1

lm
kx x→  και από την πρόταση 1.5, έπεται ότι η 

υπακολουθία ( )1 2

1
,

l lm m
k k

m
x x

≥
 της ( )kx  είναι συγκλίνουσα και ( )1 2,

lm
k

m
x x x x

⋅

→+∞
→ = . 

 
 Όπως και στην περίπτωση του R  ( ή ακόµη χρησιµοποιώντας την πρόταση 
1.5) , αποδεικνύεται και η ακόλουθη 
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           1.9 Πρόταση: (α) Αν ( ) ,n n
kx R x R⊂ ∈  και kx x

⋅

→  τότε κάθε υπακολουθία 

( )
nkx  της ( )kx  συγκλίνει στο ίδιο όριο (

nkx x
⋅

→ ). 

(β) Αν kx x
⋅

→  τότε kx x→   στο R . ( k kx x x x− ≤ − ). 

 
          Παρατήρηση: Μπορούµε να ορίσουµε και την έννοια της ακολουθίας Cauchy 

(ή βασικής ακολουθίας ) στον ( ),nR ⋅  και να αποδείξουµε ( χρησιµοποιώντας την 

πρόταση 1.5) ότι ο ( ),nR ⋅  είναι πλήρης χώρος, δηλαδή  ότι κάθε ακολουθία Cauchy 

( ) n
kx R⊂  είναι συγκλίνουσα στον nR . Ακόµη να αποδείξουµε ότι κάθε συγκλίνουσα 

ακολουθία είναι Cauchy κλπ. 

Επίσης µπορούµε να ορίσουµε την έννοια της σειράς στον nR  και να αποδείξουµε 

αντίστοιχα αποτελέσµατα όπως στον R . Για παράδειγµα η σειρά του 2R , 
1

n
n

x
∞

=
∑ , 

όπου 
2

1 1
, , 1

2n n
x n

n
 = ≥ 
 

 είναι συγκλίνουσα στον 2R ,  εφόσον οι σειρές 
1

1
1

2n
n

∞

=

=∑  

και 
2

2
1

1
,

6n n

π∞

=

 
< +∞ = 

 
∑ . Συνεπώς 

2

1

1,
6n

n

x
π∞

=

 
=  
 

∑  στον 2R .  

 Οι παραπάνω ορισµοί και αποδείξεις είναι ανάλογοι µε τους αντίστοιχους ορισµούς 

και αποδείξεις στο R        

Παραδείγµατα: 

1)Να υπολογιστούν τα όρια, αν υπάρχουν, lim ,
2n

n
n

π
ηµ συν

→+∞

 
 
 

 και 

3 5 41 2 5
lim ,

3 2

n n

n nn

n n n
→+∞

 + − +
 
 
 

 

Λύση: Η ακολουθία , , 1
2

n
n n

π
ηµ συν  ≥ 
 

 δεν είναι συγκλίνουσα στο 2R , εφόσον η 

ακολουθία πραγµατικών , 1
2

n
n

π
συν ≥  δεν είναι συγκλίνουσα στο R . Πράγµατι οι 

υπακολουθίες ( )4
2 1, 1

2

n
n n

π
συν συν π= = ≥  και  

( )2 1
0, 1

2 2

n
n n

π π
συν συν π

+  = + = ≥ 
 

 της ακολουθίας , 1
2

n
n

π
συν ≥  συγκλίνουν 

προφανώς σε διαφορετικά όρια.  

Για την δεύτερη ακολουθία παρατηρούµε ότι: 
3 1

0
3

n

n

n +
→  αφού 3 1 1n n + →  και 

3n →+∞  και ακόµη ότι 
5 42 5

0
2

n

n

n n− +
→  αφού 5 42 5 1n n n− + →  και 2n →+∞ . 



 13

Έπεται ότι ( )
3 5 41 2 5

, 0,0
3 2

n n

n n

n n n ⋅ + − +
→ 

 
 

 

 
2)Να ελεγχθεί αν οι ακολουθίες, 

 (α) 
3

3

1 2 3 ... 1 1 1
, 1 ...

2 3

n

n
n n

n
x

n n

 + + + +
= + + + +  
 

 και 

(β) ,
2

n

n
n

n n
y

n n

συν
ηµ

 
=   − 

 συγκλίνουν και να βρεθούν τα όριά τους οποτεδήποτε 

υπάρχουν. 
 
Λύση: Αρκεί σε κάθε περίπτωση να ελέγξουµε τις συντεταγµένες ακολουθίες: 

(α) Η ακολουθία 
31 2 3 ...

1
n n

n

+ + + +
→ , εφόσον 1n n →  από το Λήµµα Cesaro. 

Η ακολουθία              
3 φορές

1 1 1
1 1 ... 1 1 ... 1

2 3 n n
n

n −
≤ + + + + ≤ + + + =          άρα  

 

3

1 1 1
1 1 ... 1

2 3
n

n
n

n
n

≤ + + + + ≤ →  συνεπώς 
3

1 1 1
1 ... 1

2 3
n

n n
+ + + + → . 

Έπεται ότι ( )1,1nx
⋅

→ . 

(β) 
1

0 0
n n

n n n

συν συν
≤ → ⇒ →  

Παρατηρούµε ότι 1 2 3nηµ≤ − ≤  για κάθε 1n ≥ . Άρα 1 2 3 1nn nηµ≤ − ≤ →  έπεται 

ότι 2 1n nηµ− → . Έτσι συµπεραίνουµε ότι 
1

1
12

n

n

n

nηµ
→ =

−
 

Άρα ( )0,1ny
⋅

→ . 

 
    Παρατηρήσεις 1) Η ακολουθία , 1n nηµ ≥   δεν είναι συγκλίνουσα. Αν συνέκλινε 

έστω n a Rηµ → ∈ , τότε θα είχαµε µε χρήση γνωστών τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων: 

( )( ) ( )0 lim 2 2 1 lim 1
n n

n n nηµ ηµ ηµ συν
→+∞ →+∞

= + − = ⋅ +  και συνεπώς lim 0
n

nσυν
→+∞

=  (1), 

επίσης ( )( ) ( )0 lim 2 2 1 lim 1
n n

n n nσυν συν ηµ ηµ
→+∞ →+∞

= + − = − ⋅ + , άρα lim 0
n

nηµ
→+∞

=   (2). 

Οι (1) και (2) όµως αντιφάσκουν µε την γνωστή ταυτότητα 2 2 1,n n n Nηµ συν+ = ∈ . 

Υπενθυµίζουµε ότι: Αν ,x y R∈  τότε: 

2
2 2

x y x y
x yηµ ηµ ηµ συν

− +
− = ⋅  και 2

2 2

x y x y
x yσυν συν ηµ ηµ

− +
− = − ⋅  

2) Περαιτέρω σηµειώνουµε ότι η ακολουθία , 1n nηµ ≥  είναι πυκνή στο [ ]1,1− . Αυτό 

έπεται από το θεώρηµα του Kronecker. 
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( Αν R Qθ ∈ −  δηλαδή άρρητος αριθµός τότε η ακολουθία 2 , 1in

nz e nπ θ= ≥  είναι 

πυκνή στο µοναδιαίο κύκλο { }: 1T z C z= ∈ = . Για 
1

2
θ

π
=  έχουµε ότι η 

in
nz e n i nηµ συν= = +  είναι πυκνή στον κύκλο Τ, από όπου έπεται ότι οι ακολουθίες 

nηµ  και , 1n nσυν ≥  είναι πυκνές στο [ ]1,1− . Σηµειώνουµε ότι Q  συµβολίζει το 

σύνολο των ρητών στο R ). ( Πρβλ. το [6], σελίδα 96-101.) 

 

3) Το Λήµµα Cesaro ισχυρίζεται ότι, αν ( nx ) είναι ακολουθία πραγµατικών ώστε 

nx x→ , µε x−∞ ≤ ≤ +∞  , τότε 1 2 ... nx x x
x

n

+ + +
→ . 

                                                                                                                              
Ασκήσεις 

1)Βρείτε τα όρια αν υπάρχουν των ακολουθιών: 

(α) ( )1 2
, , 0,1

1 4 !

n
nn

n n

 +
 − 

, (β) 
3

8

1 1 1 1
... , , 5

2 4 2 2 5
n

n nn n

 
+ + + 

− + 
 

(γ) 
51 2 10 1

1 , , 1
3 ! 2

nn

n

n

n n

 +  − −     
,  (δ) 

3
8 7 2

2
, 100

5 8 4
nn

n n n
n n

 
− + + + 

 

 
2)(α) ∆ιατυπώστε τον ορισµό της ακολουθίας Cauchy ( βασικής ακολουθίας ) στον 

Ευκλείδειο χώρο nR  και αποδείξτε ότι κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι Cauchy. 
(β) Αποδείξτε ότι ο Ευκλείδειος χώρος είναι πλήρης, δηλαδή κάθε ακολουθία Cauchy 
είναι συγκλίνουσα. 
 

3)(α) Μια σειρά 
1

xκ
κ

∞

=
∑  στον nR  λέγεται απόλυτα συγκλίνουσα, αν η σειρά 

πραγµατικών αριθµών 
1

xκ
κ

∞

=
∑  είναι συγκλίνουσα. Αποδείξτε ότι κάθε απόλυτα 

συγκλίνουσα σειρά είναι και συγκλίνουσα. 

(β) Αν η σειρά 
1

xκ
κ

∞

=
∑  είναι συγκλίνουσα, αποδείξτε ότι η ακολουθία 0xκ

⋅→  

[ Υπόδειξη για το (α): Η ακολουθία 1 ... , 1m mS x x m= + + ≥ , των µερικών 

αθροισµάτων είναι Cauchy]. 
 
4) Εξετάστε ως προς την σύγκλιση ( απόλυτη και απλή ) τις σειρές: 

(α) 
1

1 1
,

2 !n
n n

∞

=

 
 
 

∑ , (β) 
2

2
1

,
4 5n

n

n n

n n

∞

=

 
 − 

∑  και (γ) 
( )3

2 5
1

1sin 1
, ,

n

n

n

n n n

∞

=

 −
 
 
 

∑ . 
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Ανοικτά και κλειστά σύνολα 
 

        Στην παράγραφο αυτή αναπτύσσεται ο µηχανισµός που θα µας επιτρέψει να 
µελετήσουµε τις αναλυτικές ιδιότητες των συναρτήσεων πολλών µεταβλητών. Θα 
χρειαστούµε τις έννοιες της ανοικτής σφαίρας του ανοικτού και του κλειστού 
συνόλου στον nR , για να κατανοήσουµε καλύτερα τα όρια και θα χρειαστούµε τα 
όρια, για να ορίσουµε την συνέχεια την διαφορισιµότητα, καθώς και την 
ολοκληρωσιµότητα των συναρτήσεων πολλών µεταβλητών. 
Έστω, 0

nx R∈  και 0ε > , η ανοικτή σφαίρα κέντρου 0x  και ακτίνας ε   είναι το 

σύνολο ( ) { }0 0, :nx x R x xε εΒ = ∈ − < . 

Η κλειστή σφαίρα ( )0,x εΒ  ορίζεται ως το σύνολο ( ) { }0 0, :nx x R x xε εΒ = ∈ − ≤ . 

Επίσης συµβολίζεται και µε το σύµβολο �����, �� . 

                  Ο δίσκος ( )0,x εΒ                       το ανοικτό διάστηµα ( )0 0,x xε ε− +  

 
Στην περίπτωση 2n =  του Ευκλείδειου επιπέδου χρησιµοποιούµε και τους όρους 
ανοικτός και κλειστός δίσκος αντίστοιχα. 
 
      2.1 Ορισµός. Έστω  nU R⊆ . Το U  λέγεται ότι είναι ανοικτό υποσύνολο του nR , 
αν για κάθε x U∈  υπάρχει 0ε >  ( εξαρτώµενο από το σηµείο x U∈ ), ώστε 

( ),x UεΒ ⊆ . 

Προφανώς ο ίδιος ο χώρος nR  είναι ανοικτό σύνολο ( στον εαυτό του ). 
Συµβατικά θεωρούµε και το ∅  σύνολο ως ανοικτό. 
Το πρώτο µη τετριµµένο παράδειγµα ανοικτού συνόλου που θα δούµε είναι η ανοικτή 
σφαίρα στον nR . 
 
       2.2 Πρόταση: Κάθε ανοικτή σφαίρα στον nR  είναι ανοικτό σύνολο. 
       Απόδειξη: Το αποτέλεσµα αυτό είναι βέβαια γεωµετρικά προφανές αν 2n =  ή 

3n = . Η γεωµετρική αυτή αίσθηση µας οδηγεί και στην αναλυτική απόδειξη της 
γενικής περίπτωσης. 
έστω ( )0 0,x x x xε ε∈Β ⇔ − < . Πρέπει να βρούµε 

( ) ( )00 : , ,x xδ δ ε> Β ⊆ Β . Θέτουµε 

0 0x xδ ε= − − > . Έστω, ( ),y x y xδ δ∈Β ⇔ − < . 

Από την τριγωνική ανισότητα έχουµε: 

ε

R

n=1

n=2     

O

x0
x0x0-ε χ0+ε

δ
ε

χ0

y
χ
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0y x− = ( ) ( )0y x x x− + − 0y x x x≤ − + − < 0x xδ ε+ − = . 

Εποµένως, 0y x ε− < ⇔ ( )0,y x ε∈Β  και άρα ( ) ( )0, ,x xδ εΒ ⊆ Β  

 
        Παραδείγµατα: 1) Το άνω ανοικτό 
ηµιεπίπεδο ( ){ }2, : 0x y R yΕ = ∈ >  είναι 

ανοικτό σύνολο. Η απόδειξη είναι απλή και 
γεωµετρικά προφανής και έτσι 
παραλείπεται: 
 

( )( )0 0, ,x y δΒ ⊆ Ε  όπου 00 yδ< <  

 
 
2) Αν ( )0,x εΒ  είναι ανοικτή σφαίρα και 

( )1 0,x x ε∈Β , τότε το σύνολο 

( ) { }0 1,x xεΒ −  είναι ανοικτό. Γενικότερα,  

αν nU R⊆  ανοικτό και F U⊆  πεπερασµένο, τότε το U F−  είναι ανοικτό σύνολο. ( 
γιατί; ) 
 
         2.3 Ορισµός. Αν nRΑ⊆ , ένα σηµείο x∈Α  λέγεται εσωτερικό σηµείο του Α, 

αν υπάρχει ( )0 : ,xδ δ> Β ⊆ Α . Το σύνολο των εσωτερικών σηµείων ενός συνόλου Α 

ονοµάζεται το εσωτερικό του Α και συµβολίζεται µε ( )int Α  ( ή oΑ ). 

 
         2.4 Πρόταση. Το εσωτερικό ( )int Α  ενός συνόλου nRΑ⊆  είναι το µεγαλύτερο 

ανοικτό σύνολο, που περιέχεται στο Α. Ιδιαίτερα αν Α ανοικτό τότε Α=int(A). 
 
         Απόδειξη: Υποθέτουµε βέβαια ότι ( )int Α ≠ ∅  και αποδεικνύουµε πρώτα ότι 

( )int Α  είναι ανοικτό σύνολο. Αν ( )intx∈ Α , υπάρχει ( )0 : ,xδ δ> Β ⊆ Α . Αν 

( ),y x δ∈Β  τότε, επειδή η σφαίρα ( ),x δΒ  είναι ανοικτό σύνολο, υπάρχει 

( ) ( )0 : , ,y xε ε δ> Β ⊆ Β ⊆ Α . Άρα, ( )inty∈ Α  και έτσι, ( ) ( ), intx δΒ ⊆ Α , το οποίο 

σηµαίνει ότι ( )int Α  είναι ένα ανοικτό σύνολο. Επίσης παρατηρούµε ότι, αν U  είναι 

ανοικτό σύνολο µε U ⊆ Α  τότε ( )intU ⊆ Α , έπεται ότι ( )int Α  είναι το µεγαλύτερο 

ανοικτό σύνολο που περιέχεται στο Α. Ο τελευταίος ισχυρισµός είναι προφανής. 
 
         Παραδείγµατα. 1) Το εσωτερικό του συνόλου [ )0,1 RΑ = ⊆  είναι το ανοικτό 

διάστηµα ( )0,1 . 

2)Το εσωτερικό ( )( )int ,x δΒ  του κλειστού δίσκου ( ),x δΒ  του 2R   είναι ο ανοικτός 

δίσκος ( ),x δΒ ( γεωµετρικά προφανές). 

3)Ένα άπειρο υποσύνολο του nR  µπορεί να έχει κενό εσωτερικό, πχ. ( )int Q =∅  

( όπου Q = το σύνολο των ρητών στο R ). Επίσης στον nR τα σύνολα nQ  και nZ  
έχουν κενό εσωτερικό. 

O
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         2.5 Πρόταση. (ι) Η ένωση οποιασδήποτε οικογένειας { }:iV i I∈  ανοικτών 

υποσυνόλων του nR   είναι ανοικτό σύνολο. 
(ιι) Η τοµή µιας πεπερασµένης οικογένειας { }1,..., nV V , ανοικτών υποσυνόλων του nR   

είναι ανοικτό σύνολο. 
 
         Απόδειξη: (ι) Έστω, i

i I

x V
∈

∈∪  , τότε υπάρχει 
00 : ii I x V∈ ∈ , επειδή το 

0i
V  είναι 

ανοικτό σύνολο, υπάρχει ( )
0

: , i i
i I

x V Vδ δ
∈

> Β ⊆ ⊆∪ . Συνεπώς η ένωση i
i I

V
∈
∪  είναι 

ανοικτό σύνολο. 

(ιι) Έστω, 
1

n

k
k

x V
=

∈∩ , ( αν 
1

n

k
k

V
=

= ∅∩  τότε προφανώς ισχύει το συµπέρασµα). Για κάθε 

1,2,...,k n=  υπάρχει ( )0 : ,k k kx Vδ δ> Β ⊆ . Αν { }1min ,..., nδ δ δ= τότε 0δ >  και 

( ), kx VδΒ ⊆  για κάθε 1,2,...,k n= . Άρα ( )
1

,
n

k
k

x Vδ
=

Β ⊆∩  και η τοµή 
1

n

k
k

V
=
∩ , είναι 

ανοικτό σύνολο. 
 
Ενδιαφέρουσα και χρήσιµη είναι και η έννοια του κλειστού συνόλου στον nR . 
 
        2.6 Ορισµός. Ένα υποσύνολο nF R⊆  λέγεται κλειστό, αν το συµπλήρωµά του 

nU R F= −  είναι ανοικτό υποσύνολο του nR . 
Προφανώς ο nR  και το κενό σύνολο είναι κλειστά υποσύνολα του nR . 
Σηµειώνουµε ότι υπάρχουν σύνολα που δεν είναι ανοικτά, αλλά ούτε και κλειστά 
στον nR . Για παράδειγµα το διάστηµα ( ]0,1  στο R , δεν έχει καµιά από τις δύο αυτές 

ιδιότητες. Πρέπει να είναι σαφές ότι τα πεπερασµένα υποσύνολα  του  nR  είναι 
κλειστά ( γιατί; ). 
 
          
2.7. Πρόταση. Κάθε κλειστή σφαίρα ( ),x εΒ  είναι κλειστό υποσύνολο του nR . 

Απόδειξη. Έστω, 

( ),ny R x x yε ε∈ −Β ⇔ − > . Θέτουµε 

0x yδ ε= − − > . Παρατηρούµε ότι 

( ) ( ), ,ny R xδ εΒ ⊆ −Β . Πράγµατι, αν 

( ),z y δ∈Β , τότε 

z x x y z y x y z y

ε δ δ ε

− ≥ − − − ≥ − − −

> + − =
. 

Εποµένως, ( ),nz R x ε∈ −Β  και το 

σύνολο ( ),nR x ε−Β  είναι ανοικτό. Συνεπώς η ( )0,x εΒ  είναι κλειστό σύνολο. 

 
         2.8. Ορισµός  Έστω, nRΑ ⊆  και nx R∈ . 

δ

ε

x

y

z
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(ι) Το x  λέγεται σηµείο επαφής του Α, αν ( ),x δΒ Α ≠ ∅∩  για κάθε 0δ > . Το 

σύνολο των σηµείων επαφής του Α λέγεται κλειστότητα του Α και συµβολίζεται µε 

Α .  Προφανώς  Α⊆ Α . 

(ιι) Το x  λέγεται σηµείο συσσώρευσης (σ.σ.) του Α, αν ( ) { }( ),x xδΒ Α− ≠ ∅∩  για 

κάθε 0δ > .  
Το σύνολο των σηµείων συσσώρευσης του Α συµβολίζεται µε Α΄  και ονοµάζεται το 
παράγωγο σύνολο του Α. 
 

         Παρατήρηση. Είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι 'Α = Α Α∪ . (Αφήνετε ως 
άσκηση). 
 
         Παραδείγµατα: 1) Το 1 είναι σηµείο επαφής του { } [ ]1 2,3Α = ∪ R⊆  ( καθώς 

1∈Α ) αλλά δεν είναι σηµείο συσσώρευσης του Α. 

2) Κάθε σηµείο της κλειστής σφαίρας ( ),x εΒ  είναι σηµείο συσσώρευσης της 

ανοικτής σφαίρας ( ),x εΒ  ( αλλά και της κλειστής σφαίρας ( ),x εΒ ).. Η απόδειξη 

αφήνεται ως άσκηση 
3) Ένα σηµείο συσσώρευσης ενδέχεται να ανήκει στο Α ή να µην ανήκει στο Α, όπως 
το παράδειγµα (2) µας δείχνει ( αν y x ε− = , τότε το y  είναι σηµείο συσσώρευσης 

της ( ),x εΒ , όµως ( ),y x ε∉Β ). 

4)Αν nRΑ ⊆  ανοικτό τότε 'Α ⊆ Α = Α . ( γιατί; ) 
 
          2.9. Πρόταση. Έστω nRΑ ⊆  και nx R∈ . Τότε x  είναι σ.σ. του Α, αν και µόνο 

αν υπάρχει ακολουθία ( ) { }kx x⊆ Α−  ( αντιστοίχως ακολουθία ( )kx ⊆ Α  µε n mx x≠  

για n m≠ ) ώστε kx x→  

         Απόδειξη: Είναι όµοια µε την περίπτωση που ( ), 1R nΑ ⊆ =  και έτσι 

παραλείπεται. 
(Σηµειώνουµε ακόµη ότι η απόδειξη αυτή είναι ανάλογη µε την απόδειξη του 
χαρακτηρισµού των κλειστών συνόλων παρακάτω.) 
 
         Παρατήρηση: Αν το nx R∈  είναι σηµείο συσσώρευσης του Α τότε κάθε 
σφαίρα ( ),x εΒ , περιέχει άπειρα σηµεία του Α. Ιδιαίτερα το Α είναι άπειρο σύνολο. 

(Γιατί;) 
 
         2.10. Λήµµα. Έστω, nRΑ ⊆  τότε έχουµε: 

(ι) ( ) ( )int
c

cΑ = Α ,  εποµένως το  Α   είναι κλειστό υποσύνολο του nR . 

(ιι) ( )( )int
c cΑ = Α . 

        Απόδειξη: (ι) Υπενθυµίζουµε ότι Α ⊆ Α . Αν ( )c

x x∈ Α ⇔ ∉Α ,  τότε υπάρχει 

( )0 : ,xδ δ> Β Α = ∅∩ , δηλαδή ( ), cx δΒ ⊆ Α , που σηµαίνει ότι ( )int cx∈ Α . Άρα 

( ) ( )int
c

cΑ = Α . 
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Έπεται από την ισότητα αυτή  ( εφόσον το εσωτερικό ενός συνόλου είναι ανοικτό ) 
ότι το Α  είναι κλειστό σύνολο. 
(ιι) Εφαρµόζουµε την ισότητα που αποδείξαµε στο (ι) στο σύνολο cΑ  και έχουµε 
αµέσως την ισότητα (ιι). 
 
         2.11 Πρόταση. Αν nRΑ ⊆ , τότε η κλειστότητα Α  του Α είναι το µικρότερο 
κλειστό σύνολο που περιέχει το Α. 
         Απόδειξη. Έπεται από το (ι)  του προηγουµένου Λήµµατος και το γεγονός , που 
ήδη αποδείξαµε, ότι το εσωτερικό ενός συνόλου είναι το µεγαλύτερο ανοικτό σύνολο 
που περιέχεται σε αυτό. ( Αν F  κλειστό και FΑ ⊆ , τότε το nU R F= −  είναι 

ανοικτό και cU ⊆ Α , άρα ( )int cU ⊆ Α , ή n nR F R− ⊆ −Α  ή FΑ ⊆ ). 

 
         2.12 Πρόταση. Έστω, nRΑ ⊆ , οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι: 
(ι) Α είναι κλειστό 
(ιι) Α = Α  
(ιιι) Για κάθε ακολουθία ( )kx ⊆ Α  η οποία είναι συγκλίνουσα, έστω kx x→ , έπεται 

ότι x∈Α  

         Απόδειξη. (ι)⇒ (ιι) Επειδή γενικά ισχύει Α ⊆ Α , το αποτέλεσµα έπεται 
αµέσως από την προηγουµένη πρόταση. 
(ιι)⇒ (ιιι) Έστω, ( )kx ⊆ Α  µε kx x→ , αν 0ε >  τότε υπάρχει 

( )0 0: ,nn N n n x x ε∈ ≥ ⇒ ∈Β . Συνεπώς ( )0 ,nn n x x ε≥ ⇒ ∈Β Α∩ . Ιδιαίτερα έπεται 

ότι ( ),x εΒ Α ≠ ∅∩ . Άρα το x∈Α = Α . 

(ιιι)⇒ (ι) Έστω, ότι το cΑ  δεν είναι ανοικτό, τότε υπάρχει c nx R∈Α = − Α ,ώστε  για 
κάθε 0ε >  η σφαίρα ( ) ( ), ,cx xε εΒ ⊄ Α ⇔ Β Α ≠ ∅∩    για κάθε 0ε > . Θέτουµε 

1

k
ε =  για k N∈  και προχωρώντας µε επαγωγή επιλέγουµε µία ακολουθία ( )kx ⊆ Α  

µε
1

,kx x
k

 ∈Α Β 
 

∩  για κάθε 1k ≥ . Έπεται ότι 
1

kx x
k

− ≤  για κάθε 1k ≥ kx x⇒ →

. Αλλά τότε x∈Α , το οποίο αντιφάσκει µε την επιλογή του x . 
 
Από την συνολοθεωρία υπενθυµίζουµε τους κανόνες του De Morgan: 
Έστω Χ σύνολο και { }:i i IΑ ∈  οικογένεια υποσυνόλων του Χ, τότε ισχύουν τα 

ακόλουθα:               
c

c
i i

i I i I∈ ∈

 
Α = Α 

 
∪ ∩  και 

c

c
i i

i I i I∈ ∈

 
Α = Α 

 
∩ ∪  

 
          2.13 Πρόταση. (ι) Η τοµή κάθε οικογένειας { }:iF i I∈  κλειστών υποσυνόλων 

του nR  είναι κλειστό σύνολο. 
(ιι) Η ένωση µιας πεπερασµένης οικογένειας { }1,..., nF F  κλειστών υποσυνόλων του 

nR  είναι κλειστό σύνολο. 
         Απόδειξη: Χρησιµοποιούµε τους κανόνες του De Morgan και τις αντίστοιχες 
ιδιότητες των ανοικτών υποσυνόλων του nR , που περιγράψαµε προηγουµένως 
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        2.14 Ορισµός. Έστω, nRΑ ⊆ . Το σύνορο του Α στον nR  ορίζεται από την 

ισότητα c∂Α = Α Α∩  

Επειδή όπως αποδείξαµε, ισχύει ότι ( )( )int
c cΑ = Α , έπεται ότι ( )int∂Α = Α− Α . 

Τα σηµεία του ∂Α  ονοµάζονται και συνοριακά σηµεία του Α. Παρατηρούµε ότι το 
nx R∈  είναι συνοριακό σηµείο του Α ακριβώς τότε, αν ( ),x εΒ Α ≠ ∅∩  και 

( ), cx εΒ Α ≠ ∅∩  για κάθε 0ε > . 

 
        Παραδείγµατα. 1) Το σύνορο του διαστήµατος [ ]0,1Ι =  είναι το σύνολο 

( ] [ )( ) { },0 1, 0,1R∂Ι = Ι − Ι = Ι −∞ +∞ =∩ ∩ ∪ . 

2)Το σύνορο του άνω ηµιεπιπέδου ( ){ }2, : 0x y R yΑ = ∈ >  είναι η ευθεία ( των 

πραγµατικών αριθµών ) ( ){ },0 :x x R∈  του 2R . ( Γεωµετρικά προφανές ). 

3) Αν ( ),x εΒ  είναι ένας ανοικτός δίσκος στον 2R , τότε το σύνορό του είναι ο 

κύκλος ( ) { }2, :S x y R x yε ε= ∈ − = . ( Γεωµετρικά προφανές). 

4) Μπορεί µάλλον εύκολα να αποδειχθεί  ότι το προηγούµενο παράδειγµα 
γενικεύεται σε κάθε nR . Αν ( ),x εΒ  είναι µια ανοικτή σφαίρα στον nR , τότε το 

σύνορό της είναι το σύνολο ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,x x x S xε ε ε ε∂Β = Β −Β = , όπου 

( ) { }, :nS x y R x yε ε= ∈ − =  είναι η επιφάνειά της. 

( Αποδεικνύουµε πρώτα ότι  η κλειστότητα της ανοικτής σφαίρας ( ),x εΒ  ισούται µε 

την αντίστοιχη κλειστή σφαίρα ( ),x εΒ , οπότε το αποτέλεσµα έπεται από τον ορισµό 

του συνόρου. Η απόδειξη αυτή αφήνεται ως άσκηση). 
 
        Παρατηρήσεις. 1) Μας ενδιαφέρει ιδιαίτερα η έννοια του συνόρου στην  
περίπτωση που το Α είναι ένα ανοικτό σύνολο. Παρατηρούµε τότε ότι, ( αν Α 
ανοικτό ) ένα σηµείο nx R∈  ανήκει στο ∂Α , αν και µόνο αν , το x  είναι σηµείο 
συσσώρευσης του Α και x∉Α  ( γιατί; ). Αυτό εκφράζει την διαισθητική ιδέα ότι ένα 
συνοριακό σηµείο ενός συνόλου είναι ένα σηµείο στην «άκρη» του συνόλου. 
2)Ένα συνοριακό σηµείο µπορεί βέβαια να ανήκει στο σύνολο, όπως δείχνει το 

παράδειγµα του κλειστού δίσκου ( ),x εΒ  και των σηµείων της περιφερείας του 

( ),S x ε . 

3) Αν nRΑ ⊆  τότε τα σύνολα, int ,Α ∂Α  και ( )int cΑ  είναι ανά δύο ξένα και ισχύει, 

( ) ( )int intn cR = Α ∂Α Α∪ ∪  ( Άσκηση). 

4) Ένα υποσύνολο Α του nR  λέγεται φραγµένο, αν υπάρχει 0 : xΜ > ≤ Μ  για κάθε 

x∈Α . Αποδεικνύεται ότι ( θεώρηµα Bolzano): Κάθε άπειρο και φραγµένο 
υποσύνολο του nR  έχει τουλάχιστον ένα σηµείο συσσώρευσης ( Άσκηση). 
Βέβαια, ένα άπειρο υποσύνολο του nR  ενδέχεται να µην έχει σηµεία συσσώρευσης, 
π.χ. N RΑ = ⊂  ή Z RΑ = ⊂ .  
 
 
 

Ασκήσεις 
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1)Έστω ( ),x δΒ  και ( ),y δΒ  ανοικτές σφαίρες στον nR  ( x y≠  και 0δ > ). 

Αποδείξτε ότι ( ) ( ), ,x yδ δΒ Β =∅∩  αν και µόνο αν 
1

2
x yδ ≤ − . 

 

2)Βρείτε τα ( )int ,Α Α  και ∂Α  στις ακόλουθες περιπτώσεις:  

(α) { }0: 0 , 0nx R x x δ δ∈ < − ≤ >  

(β) { }0: , 0nx R x x δ δ∈ − = >  

(γ) ( ){ }2, : 0 1, 1x y R y x x∈ < < + > −  

(δ) ( ){ }cos , sin :0 1,0 2r r rθ θ θ π< < < <  

(ε) ( ){ }2, :  είτε ο  είτε ο  είναι άρρητοςx y R x y∈  

(στ) Το Α είναι πεπερασµένο υποσύνολο του nR  

(ζ) { } { }: 1nx n x≥ ∪ , όπου ( ) n
nx R⊆ , nx R∈ , nx x→  

(η) [0,1] x [0,1] ως υποσύνολο του ευκλείδειου επιπέδου. 

(θ)Ποια από τα παραπάνω σύνολα είναι ανοικτά και ποια κλειστά; 

 
3)Αν , nRΑ Β ⊆  αποδείξτε ότι: 

(α) ( )c∂Α = ∂ Α ,  (β) ( )Α = Α , (γ) ( ) ( )int
c

cΑ = Α , (δ) ( ) ( ) ( )int int intΑ Β = Α Β∩ ∩ , 

(ε) Α Β = Α Β∪ ∪ ,   (στ) ( ) ( ) ( )int int intΑ Β ⊇ Α Β∪ ∪ ,   (ζ) Α Β ⊆ Α Β∩ ∩ ,  

(η) Α = ∩ {F ⊆  nR  : F κλειστό και Α ⊆F}. 

Στα  (στ) και (ζ) δώστε παραδείγµατα όπου η ισότητα δεν ισχύει. 

 
4)Βρείτε τα σηµεία συσσώρευσης του συνόλου Α αν: 

(α) ( )1 :
1

n n
n N

n
 Α = − ∈ 

+ 
, (β) 

2 2
cos ,sin :

5 5

n n
n N

π π  Α = ∈  
  

. 

(γ) 
2 2 1

cos , sin : 1 , 1
5 5n n n

n n
t t t n

n

π π  Α = ⋅ ⋅ = − ≥  
  

. 

(δ) ( ) ( )( ){ }2 2 2 2 2, : 1 0x y R x y y xΑ = ∈ + − + ≤ . 

(ε) { }cos :n n NΑ = ∈ . [ Για το (ε) συµβουλευτείτε την παρατήρηση της σελίδας 13]. 

 

5) Έστω , 0na R a∈ ≠ . (α) ∆είξτε ότι ο ηµίχωρος { }:nx R a x c∈ ⋅ <  ( c R∈ ) είναι 

ανοικτό σύνολο [ Υπόδειξη a y a x a y x⋅ − ⋅ ≤ ⋅ − ] 

(β) ∆είξτε ότι το σύνολο { }:nx R a x c∈ ⋅ ≥  είναι κλειστό, χρησιµοποιώντας το (α) και 

(γ) ότι το υπερεπίπεδο { }:nx R a x c∈ ⋅ =  είναι κλειστό σύνολο. [ Τα (α), (β) και (γ) 

µπορούν να συναχθούν και από τις ιδιότητες των συνεχών συναρτήσεων σε επόµενη 
παράγραφο] 
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Όρια συναρτήσεων 
 

           2.15. Ορισµός. Έστω, : n mf R RΑ ⊆ →  συνάρτηση na R∈  σηµείο 

συσσώρευσης του Α και mb R∈ . Λέµε ότι η f  έχει ως όριο το διάνυσµα b  καθώς το 

x  τείνει προς το a  και συµβολίζουµε ( )lim
x a

f x b
→

=  ή ( ) x a
f x b→→   

αν και µόνο αν, για κάθε 0ε >  υπάρχει 0 :xδ > ∈Α  και 

( )0 x a f x bδ ε< − < ⇒ − < . 

Ισοδύναµα: Για κάθε 0ε >  υπάρχει { }0 : x aδ > ∈Α−  και 

( ) ( ) ( ), ,x a f x bδ ε∈Β ⇒ ∈Β  

[ ή ακόµη, για κάθε 0ε >  υπάρχει ( ) { }( ) ( )0 : , ,f a a bδ δ ε> Β Α− ⊆ Β∩ ] 

Σηµειώνουµε ότι: 1) Ο αριθµός δ  εξαρτάται από το ε  και το σηµείο a . 
2) Το όριο αν υπάρχει είναι µοναδικό ( εφαρµογή της τριγωνικής ανισότητας). 
3)Για µια πραγµατική συνάρτηση : nf R RΑ ⊆ → , τα όρια ( )lim

x a
f x

→
= ±∞  ορίζονται 

αναλόγως. Η διατύπωση αυτών των ορισµών αφήνεται ως άσκηση. 
 

       Παραδείγµατα: 1) 
( ) ( )

2

2 2, 0,0
lim 0

x y

x y

x y→
=

+
 και 

( ) ( )
2 2

, 0,0
lim 0

x y
x y

→
+ =  

       Λύση Έστω, 0ε > . Τότε για δ ε=  και για κάθε ( ) ( ), 0,0x y ≠  µε 

( ) ( ) 2 2, 0,0x y x y δ ε− = + < =  έχουµε 

2

2 2
0

x y

x y
−

+
=

2

2 2

x y

x y+
≤ y ≤ 2 2x y+ ε< . 

Έπεται ιδιαίτερα ότι, 
( ) ( ) ( ) ( )

( )2 2

, 0,0 , 0,0
lim 0 lim , 0

x y x y
x y x y

→ →
+ = ⇔ =  

2) 
( ) ( ) 2 2, 0,0

1
lim

x y x y→
= +∞

+
 ( και 

( ) ( )
( )2 2

, 0,0
lim 0

x y
x y

→
+ = ) 

      Λύση. Έστω, 0ε > . Τότε για 
1

0 δ
ε

< ≤ , έχουµε αν ( ) ( ), 0,0x y ≠ , 

( ) ( ) 2 2 1
, 0,0x y x y δ

ε
− = + < ≤  τότε 

2 2

1

x y
ε>

+
, άρα 

( ) ( ) 2 2, 0,0

1
lim

x y x y→
= +∞

+
. 

Έπεται ιδιαίτερα ότι 
( ) ( )

( )2 2

, 0,0
lim 0

x y
x y

→
+ = . 

3) Το όριο 
( ) ( ) 2 2, 0,0

lim
x y

xy

x y→ +
 δεν υπάρχει. 

Λύση  Προσεγγίζουµε πρώτα το 

( )0,0  κατά µήκος του άξονα 'y y , 

δηλαδή αν 0x =  και 0y ≠ . Έστω 

( ) ( ) ( )2 2
, , , 0,0

xy
f x y x y

x y
= ≠

+
, 

(0,0)

(0,y)

(x,0)

(0,y)

(x,0)
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τότε: ( ) 2 2

0
0, 0

0

y
f y

y

⋅
= =

+
 και συνεπώς 

( ) ( )
( )

0, 0,0
lim 0, 0
y

f y
→

= . 

Αναλόγως αν προσεγγίσουµε το ( )0,0  κατά µήκος του άξονα 'x x  ( 0y =  και 0x ≠ ) 

βρίσκουµε ( ) 2 2

0
,0 0

0

x
f x

x

⋅
= =

+
, δηλαδή 

( ) ( )
( )

,0 0,0
lim ,0 0

x
f x

→
=  

Όµως αν προσεγγίσουµε το ( )0,0  κατά µήκος 

της ευθείας y x=  βρίσκουµε 

( )
2

20

1
lim ,

2 2x

x
f x x

x→
= = . 

Έπεται ότι το όριο 
( ) ( )

( )
, 0,0
lim ,

x y
f x y

→
 δεν 

υπάρχει.  
 

4) Το όριο 
( ) ( ), 0,0

lim
x y

x y

x y→

+
−

 δεν υπάρχει. 

     Λύση. Η ( ),
x y

f x y
x y

+
=

−
 είναι ορισµένη στο ανοικτό σύνολο 

( ){ }2 , :U R x x x R= − ∈ , του οποίου το σύνορο είναι η ευθεία y x= , δηλαδή το 

σύνολο ( ){ }, :x x x R∈ . Έστω, a R∈  µε 1a ≠ . Προσεγγίζουµε το ( )0,0  κατά µήκος 

της ευθείας y ax= , τότε ( )
0 0

1
lim , lim

1x x

x ax a
f x ax

x ax a→ →

+ +
= =

− −
 

Επειδή 
1 1

1 1

a

a

β
β

+ +
≠

− −
 για ,a Rβ ∈  µε 1, 1a β≠ ≠  και a β≠ έπεται ότι το όριο 

( ) ( ), 0,0
lim

x y

x y

x y→

+
−

, δεν υπάρχει. 

( Μπορούµε να περιορισθούµε και στις ευθείες ( ){ } ( ){ },0 : , 0, :x x R y y R∈ ∈  για να 

διαπιστώσουµε την µη ύπαρξη του ορίου.) 
Παρατηρούµε ότι η f  περιορισµένη σε κάθε ευθεία ( ){ }, :aL x ax x R= ∈  µε 

1,a a R≠ ∈   και θέτοντας ( ) 1
0,0

1

a
f

a

+
=

−
 γίνεται συνεχής συνάρτηση µιας 

µεταβλητής, παρόλα αυτά το όριο 
( ) ( )

( )
, 0,0
lim ,

x y
f x y

→
 δεν υπάρχει. 

 
           2.16. Θεώρηµα. ( Χαρακτηρισµός των ορίων συναρτήσεων µε ακολουθίες).  
Έστω, : n mf R RΑ ⊆ →  συνάρτηση, na R∈  σ.σ. του Α και mb R∈ . 
Οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι: 
(ι) ( )lim

x a
f x b

→
=  

(ιι) Για κάθε ακολουθία ( )nx ⊆ Α  µε nx a≠ , για κάθε 1n ≥  και 

nx a⋅→ ⇒ ( )nf x b⋅→  

          Απόδειξη. (ι)⇒ (ιι) Έστω 0ε >  τότε από την υπόθεσή µας υπάρχει 

0 : xδ > ∈Α  και ( )0 x a f x bδ ε< − < ⇒ − <   (1) 

x

x
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Έστω ( ) { } :n nx a x a⋅⊆ Α− → , υπάρχει  

τότε 0 0:n N n n∈ ≥  τότε nx a δ− <  (2). Από τις (1) και (2) έπεται ότι: αν  0n n≥  τότε 

( )nf x b ε− < . ∆ηλαδή ( )nf x b⋅→ . 

(ιι) ⇒ (ι) Έστω ότι δεν ισχύει ο ισχυρισµός (ι). Τότε θα υπάρχει 0ε >  ώστε για κάθε 

0δ >  υπάρχει { }x aδ ∈Α−  µε x aδ δ− <  και ( )f x bδ ε− ≥  (3). 

Άρα για 
1

, 1n n
n

δ = ≥  υπάρχει { } :nx a∈Α− ( 
1

nx a
n

− <  και ( )nf x b ε− ≥ . Έπεται 

ότι nx a⋅→ και ( )( )nf x     δεν συγκλίνει στο b , άτοπο από την υπόθεσή µας. 

 
          Σηµείωση: 1) Οι συναρτήσεις προβολές : , 1,2,...,n

k R R k nπ → =  ορίζονται 

ως ( )k kx xπ = , όπου ( )1,...,
n

nx x x R= ∈  

2) Αν : n mf R RΑ ⊆ →  συνάρτηση τότε ορίζονται οι συναρτήσεις 

: , 1,2,...,n
kof R R k mπ Α ⊆ → = . Γράφουµε τότε , 1,2,...,k kf of k mπ= = , δηλαδή 

( ) ( )( ) , 1,2,...,k kf x f x k mπ= = . Είναι τότε σαφές ότι, 

( ) ( ) ( )( )1 ,..., ,mf x f x f x x= ∈Α . ∆ηλαδή ( )kf x  είναι η k − συντεταγµένη του 

διανύσµατος ( ) ,1f x k m≤ ≤ . Για παράδειγµα, αν ( ) ( )2 2, , ,f x y x y x y x y= + ⋅ − , 

τότε ( ) ( )2 2
1 2, , ,f x y x y f x y x y= + = ⋅  και ( )3 ,f x y x y= − . 

Οι αλγεβρικές ιδιότητες των ορίων περιγράφονται στην επόµενη. 
 
          2.17 Πρόταση. Έστω, , : n mf g R RΑ ⊆ →  συναρτήσεις, na R∈  σ.σ. του 

, mb RΑ ∈  και Rλ∈ . Τότε έχουµε: 

(1) Αν ( )lim
x a

f x b
→

= ,  

τότε ( ) ( )lim
x a

f x bλ λ
→

= ⋅ ,  

   ( όπου η : mf Rλ Α →  ορίζεται ως ( ) ( ) ( )f x f xλ λ= ⋅  x∈Α ). 

(2)   ( Αν ( ) 1lim
x a

f x b
→

= , ( ) 2lim
x a

g x b
→

=   

τότε ( )( ) ( ) ( ) 1 2lim lim lim
x a x a x a

f g x f x g x b b
→ → →

+ = + = + , (όπου η : mf g R+ Α →  ορίζεται 

µε ( )( ) ( ) ( ) ,f g x f x g x x+ = + ∈Α ). 

(3) Αν, ( ) 1lim
x a

f x b
→

= , ( ) 2lim
x a

g x b
→

=   

τότε    ( )( ) 1 2lim
x a

f g x b b
→

⋅ = ⋅ ( εσωτερικό γινόµενο), (όπου η : mf g R⋅ Α →  ορίζεται 

µε ( )( ) ( ) ( ) ,f g x f x g x x⋅ = ⋅ ∈Α ). Για 1m =  έχουµε βέβαια το σύνηθες γινόµενο 

πραγµατικών αριθµών. 
(4) Αν 1m =  και ( )lim 0

x a
f x b

→
= ≠  τότε ( ) 0f x ≠  για x  «κοντά» στο a  και 

( )
1 1

lim
x a f x b→

=  ( η 
1

f
 ορίζεται τότε σε κατάλληλη περιοχή του a  στο σύνολο Α). 

(5) Αν ( ) ( ) ( )( )1 ,..., mf x f x f x= , όπου 1,..., :mf f RΑ →  είναι οι συντεταγµένες 

συναρτήσεις της f , τότε, ( ) ( ) ( )1lim ,..., limm k k
x a x a

f x b b b f x b
→ →

= = ⇔ =  για κάθε 

1,2,...,k m= . 
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         Απόδειξη: Οι ιδιότητες (1) έως (4) συνάγονται εύκολα από τις αντίστοιχες 
αλγεβρικές ιδιότητες των ορίων ακολουθιών και τον χαρακτηρισµό των ορίων µε 
ακολουθίες  
(θεώρηµα 2.16). Η (4) χρησιµοποιεί και τον ορισµό του ορίου. 
Η ιδιότητα (5) αποδεικνύεται µε χρήση της πρότασης 1.5 ( κατά συντεταγµένες 
σύγκλιση µιας ακολουθίας ( ) n

kx R⊆ ) και τον χαρακτηρισµό των ορίων µε 

ακολουθίες ( θεώρηµα 2.16). Έτσι οι αποδείξεις αυτές αφήνονται ως άσκηση. 
 
        Παραδείγµατα: Εξετάστε αν υπάρχουν τα όρια: 

(α) 
( ) ( )

( )2 2

2 22 2, 0,0

1
lim ,

x y

x yxy

x yx y

συν
→

 + −
 
 ++ 

 και 

(β)  
( ) ( )

( )2 2

2 22 2, 0,0

2
lim ,

x y

x yx

x yx y

ηµ
→

 +
 
 ++ 

 

        Λύση (α) Σύµφωνα µε την πρόταση 2.17 (5) αρκεί να υπολογίσουµε τα όρια 

( ) ( ) 2 2, 0,0
lim

x y

xy

x y→ +
 και 

( ) ( )

( )2 2

2 2, 0,0

1
lim

x y

x y

x y

συν
→

+ −

+
. 

Για το πρώτο όριο έχουµε: 2 2

2 2 2

x y x yxy
x x y

yx y y

⋅ ⋅
≤ = = ≤ +

+
. ( Αν 0ε >  

θέτουµε δ ε= ).  
 

Συνεπώς, εφόσον 
( ) ( )

2 2

, 0,0
lim 0

x y
x y

→
+ = ,  (για τον υπολογισµό αυτού του ορίου µε τον 

ορισµό των ορίων, αρκεί δοθέντος του 0ε > , να θέσουµε δ ε= ) έπεται ότι:  

( ) ( ) 2 2, 0,0
lim 0

x y

xy

x y→
=

+
. 

Για τη δεύτερη συντεταγµένη παρατηρούµε ότι, θέτοντας 2 2z x y= +  έχουµε ότι  

(
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )2 2

, 0,0 , 0,0
lim , lim 0

x y x y
z x y x y

→ →
= + = , άρα) 

 
( ) ( )

( )2 2

2 2, 0,0 0

1 1
lim lim

x y z

x y z

x y z

συν συν
→ →

+ − −
=

+
=

0

0
lim

0z

z

z

συν συν
→

−
−

= '0συν = 0ηµ− = 0 . 

(β) Για το δεύτερο όριο παρατηρούµε ότι αν ( )
2 2

,
x

f x y
x y

=
+

 και 

( )
( )2 2

2 2

2
,

x y
g x y

x y

ηµ +
=

+
 τότε έχουµε: ( )0, 0,f y y R= ∈ , 0y ≠ άρα ( )

0
lim 0, 0
y

f y
→

=  

και ( ),0 1, , 0
x

f x x R x
x

= = ∈ ≠ , άρα ( )
0

0

lim ,0 1
x
x

f x
→
>

= . Έτσι δεν υπάρχει το όριο 

( ) ( )
( )

, 0,0
lim ,

x y
f x y

→
 κατά συνέπεια ( από την πρόταση 2.17 (5) )  ούτε και το ζητούµενο 

( ) ( )
( ) ( )( )

, 0,0
lim , , ,

x y
f x y g x y

→
 στον 2R . 

Για λόγους πληρότητας εξετάζουµε και το όριο 
( ) ( )

( )
, 0,0
lim ,

x y
g x y

→
. 

 Έτσι έχουµε:                     
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                 ( )
2

02
,0 1

x

x
g x

x

ηµ
→

= →  και ( )
2

02

2
0, 2 2 1 2

2 y

y
g y

y

ηµ
→= ⋅ → ⋅ = . 

Έτσι ούτε το όριο 
( ) ( )

( )
, 0,0
lim ,

x y
g x y

→
 υπάρχει. 

 
Ασκήσεις 

1)Αποδείξτε ότι: (α) 
( ) ( ) 2 2 2, , 0,0,0

lim 0
x y z

xyz

x y z→
=

+ +
 και  (β) 

( ) ( )

2

, 0,0
lim 1

x y

x x xy y

x y→

+ − −
=

−
 

 
2)Αποδείξτε ότι το όριο 

( ) ( )
( )

, 0,0
lim ,

x y
f x y

→
 δεν υπάρχει στις ακόλουθες περιπτώσεις: 

                    (α) ( )
( )

4 4

32 4
,

x y
f x y

x y
=

+
,   (β) ( )

2 2

4 4
,

x y
f x y

x y
=

+
, 

                     (γ) ( )
2

2 2
,

x y
f x y

x y

−
=

+
,        (δ) ( )

2 2

2 2
,

x y
f x y

x y

−
=

+
. 

 
3)Έστω 2:f R R→  συνάρτηση. Υποθέτοµε ότι το όριο 

( ) ( )
( )

, ,
lim ,

x y a b
f x y L

→
=  υπάρχει. 

Αν τα όρια ( )lim ,
x a

f x y
→

 υπάρχουν για κάθε y R∈ ( αντίστοιχα τα όρια ( )lim ,
y b

f x y
→

 

υπάρχουν για κάθε x R∈ ) αποδείξτε ότι: ( )lim lim ,
y b x a

f x y L
→ →

  =
 

 ( αντίστοιχα 

( )lim lim ,
x a y b

f x y L
→ →

  =  
). 

 
4) Σε κάθε µια από τις ακόλουθες περιπτώσεις καθορίστε αν τα όρια 

( )
0 0

lim lim ,
x y

f x y
→ →

 
  

, ( )
0 0

lim lim ,
y x

f x y
→ →

 
 

 και 
( ) ( )

( )
, 0,0
lim ,

x y
f x y

→
 υπάρχουν και οποτεδήποτε 

υπάρχουν υπολογίστε τα: 

(α) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2
, , 0,0

,

0,           , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 −
≠ += 

 =

   (β) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2 , , 0,0
,

0,                        , 0,0

xy
x y

f x y xy x y

x y


≠

= + −


=

 

(γ) ( )
( )sin

, 0
,

,           0

xy
x

f x y x
y x


≠

= 
 =

   (δ) ( )
,

,

0,     0

x y
x y

x yf x y

x y

− ≠ − += 
 + =
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Συνεχείς συναρτήσεις πολλών µεταβλητών 
 

           Η Ευκλείδεια απόσταση που ορίσαµε στον nR  επιτρέπει ( εκτός από τον 
ορισµό των ορίων συναρτήσεων και ακολουθιών ) και τον ορισµό της συνέχειας 
συναρτήσεων της µορφής : n mf R RΑ ⊆ → . 
 
         3.1 Ορισµός. Έστω, : n mf R RΑ ⊆ →  συνάρτηση και a∈Α , η f  λέγεται 

συνεχής στο σηµείο a , αν για κάθε 0ε > υπάρχει ( ), 0 :a xδ δ ε= > ∈Α  και 

x a δ− < ⇒ ( ) ( )f x f a ε− < . 

Παρατηρούµε ότι ο ορισµός αυτός είναι τελείως ανάλογος µε τον ορισµό της 
συνέχειας στην περίπτωση 1n m= =  και ακόµη ότι είναι ισοδύναµος µε τον 

ακόλουθο: για κάθε 0ε > υπάρχει ( ) ( )( ) ( )( ), 0 : , ,a f a f aδ δ ε δ ε= > Α Β ⊆ Β∩ . 

H f λέγεται συνεχής στο Α αν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του Α. 
 
          3.2 Πρόταση. Έστω, : n mf R RΑ ⊆ →  συνάρτηση και a∈Α  ώστε a  σηµείο 
συσσώρευσης  του Α, τότε οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι: 
(ι) f  συνεχής στο a  

(ιι) ( ) ( )lim
x a

f x f a
→

=  

           Απόδειξη: Προφανής από τους ορισµούς των ορίων και της συνέχειας 
συναρτήσεων.  
 
           3.3 Παρατήρηση. Αν το a∈Α  δεν είναι σηµείο συσσώρευσης του Α  ( 
δηλαδή αν υπάρχει 0ε > ( ) { }: ,x aεΑ Β =∩ )  τότε η f  είναι προφανώς συνεχής στο 

a  ( γιατί; ). 
 
          3.4 Θεώρηµα. ( Χαρακτηρισµός της συνέχειας µε ακολουθίες ). 
Έστω, : n mf R RΑ ⊆ →   και  a∈Α . Τότε οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι 
ισοδύναµοι: 
(ι) f  είναι συνεχής στο a  

(ιι) Για κάθε ακολουθία ( )kx ⊆ Α  µε k k
x a⋅

→∞
→  έπεται ότι ( ) ( )k k

f x f a⋅

→∞
→ . 

          Απόδειξη: Η απόδειξη αυτή είναι ανάλογη µε την απόδειξη του 
χαρακτηρισµού  των ορίων συναρτήσεων µε ακολουθίες ( θεώρηµα 2.16 ). Μια άλλη 
απόδειξη προκύπτει συνδυάζοντας  το θεώρηµα 2.16 την πρόταση 3.2 και την 
παρατήρηση 3.3. 
 
          3.5 Θεώρηµα. Έστω, , : n mf g R RΑ ⊆ →  συναρτήσεις συνεχείς στο σηµείο 
a∈Α . Τότε ισχύουν τα ακόλουθα: 
(ι) Οι συναρτήσεις ,  ,   ( ),    f g f R f gλ λ+ ∈ ⋅  ( εσωτερικό γινόµενο των f  και g ) 
είναι συνεχείς στο a . Έπεται ιδιαίτερα ότι αν 1m =  τότε η πραγµατική συνάρτηση 
f g⋅  είναι συνεχής στο a .  

(ιι) Αν 1m =  και ( ) 0g a ≠  τότε υπάρχει ( )0 : 0g xδ > ≠  για κάθε ( ),x a δ∈Α Β∩  

και η συνάρτηση 
1

g
 ( ορισµένη στο ( ),a δΑ Β∩ ) είναι συνεχής στο a . 
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(ιιι) Αν : n mh R RΑ ⊆ →  είναι συνάρτηση και ( ) ( ) ( )( )1 ,..., ,mh x h x h x x= ∈Α , τότε 

η h  είναι συνεχής στο a∈Α  αν και µόνο αν η κάθε µία από τις συνιστώσες 
συναρτήσεις 1,..., mh h  είναι συνεχής στο a . 

 
         Απόδειξη. Έπεται εύκολα µε χρήση του χαρακτηρισµού της συνέχειας 
συναρτήσεων µε ακολουθίες ( θεώρηµα 3.4) και τις αλγεβρικές ιδιότητες των ορίων 
ακολουθιών. Για την (ιι) χρησιµοποιούµε και τον ορισµό της συνέχειας της f  στο a . 
 
          3.6 Πρόταση. Έστω, : n mf R RΑ ⊆ →  και : m lg R RΒ ⊆ →  συναρτήσεις ώστε 

( )f Α ⊆ Β . Αν η f  είναι συνεχής στο a∈Α  και η g  συνεχής στο ( )f a  τότε η 

: n lgof R RΑ ⊆ →  είναι συνεχής στο a . 

          Απόδειξη. Έστω ( )nx ⊆ Α  µε 0n nn
x a x a⋅

→∞
− → ⇔ → . Επειδή η f  

είναι συνεχής στο a  έπεται από το θεώρηµα 3.4 (( ι)⇒ (ιι)) ότι ( ) ( )nf x f a⋅→ . 

Επειδή η g  συνεχής στο ( )f a  έπεται πάλι από την (ι) ⇒ (ιι) του θεωρήµατος 3.4 ότι 

( )( ) ( )( )ng f x g f a⋅→ . Από την αντίστροφη συνεπαγωγή (ιι) ⇒ (ι) του 

θεωρήµατος 3.4, έπεται ότι η gof  συνεχής στο a . 
 
Έστω nRΑ ⊆  και V ⊆ Α , το σύνολο V  λέγεται ότι είναι ανοικτό στο Α ( ή σχετικά 

ανοικτό υποσύνολο του Α ) αν υπάρχει nW R⊆  ανοικτό στο nR  ώστε V W= Α∩ . 
Ένα υποσύνολο Β του Α λέγεται κλειστό στο Α ( ή σχετικά κλειστό υποσύνολο του 
Α) αν υπάρχει ένα κλειστό υποσύνολο F  του nR , ώστε FΒ = Α∩ . Για παράδειγµα, 

αν [ )0,1 RΑ = ⊆ , τότε το 
1

0,
2

V
 =  

 είναι ανοικτό στο Α  και το 
1

,1
2

 Β =  
 είναι 

κλειστό στο Α  ( γιατί;). 
Παρατηρούµε ότι το Β ⊆ Α  είναι κλειστό στο Α αν και µόνο αν το Α−Β  είναι 
ανοικτό στο Α ( γιατί; ). 
 
        3.7 Πρόταση. Έστω, : n mf R RΑ ⊆ →  συνάρτηση. Τότε τα ακόλουθα είναι 
ισοδύναµα: 
(ι)  Η f  είναι συνεχής. 

(ιι) Για κάθε mU R⊆  ανοικτό έπεται ότι το ( )1f U−  είναι ανοικτό στο Α. Ιδιαίτερα, 

αν το Α είναι ανοικτό υποσύνολο του nR  τότε το ( )1f U−  είναι ανοικτό στον nR . 

(ιιι) Για κάθε F  κλειστό υποσύνολο του mR  έπεται ότι το ( )1f F−  είναι κλειστό στο 

Α. Ιδιαίτερα αν Α κλειστό υποσύνολο του nR  το ( )1f F−  είναι κλειστό υποσύνολο 

του nR . 
        Απόδειξη. (ι) ⇒ (ιι)  Έστω, mU R⊆  ανοικτό στον mR . Έστω, ακόµη 

( )1x f U−∈  τότε ( )f x U∈  και βέβαια x∈Α . Έπεται ότι υπάρχει 

( )( )0 : ,x xf x Uδ δ> Α Β ⊆∩  ( από τον ορισµό της συνέχειας και το γεγονός ότι U  

ανοικτό στον mR ). Έτσι συµπεραίνουµε ότι το σύνολο ( )1f U−  µπορεί να γραφεί  ως 

ένωση ανοικτών στο Α υποσυνόλων του Α ως ακολούθως, 

( ) ( ) ( ){ }1 1, :xf U x x f Uδ− −= Α Β ∈∪ ∩ = ( ) ( ){ }1, :xx x f Uδ − Α Β ∈ ∩ ∪  και 

συνεπώς είναι σχετικά ανοικτό υποσύνολο του Α. Είναι τώρα σαφές ότι αν το Α 



 29

ανοικτό στον nR  τότε το ( )1f U−  είναι ανοικτό στο nR  για κάθε U  ανοικτό στον 
mR . 

(ιι) ⇒ (ι) Έστω x∈Α  και ( )( ),U f x ε= Β  τότε το ( )1f U−  είναι ανοικτό στο Α και 

( )1x f U−∈ , εποµένως υπάρχει ( ) ( )10 : ,x f Uδ δ −> Α Β ⊆∩ , άρα 

( )( ) ( )( ) ( )( )1, ,f x f f U U f xδ ε−Α Β ⊆ = = Β∩  και η f  είναι συνεχής στο x . 

Η ισοδυναµία των ισχυρισµών (ιι) και (ιιι) της πρότασης, έπεται αµέσως από το 
ακόλουθο στοιχειώδες συνολοθεωρητικό αποτέλεσµα: Αν Χ  και Y  σύνολα και 

:f YΧ →  συνάρτηση, τότε για κάθε YΒ ⊆  ισχύει: ( ) ( )1 1f f− −Υ −Β = Χ− Β . 

 

           3.8 Παρατήρηση. Έστω, 2:g R R→  συνάρτηση. Η απαίτηση ο περιορισµός 

της g πάνω  σε κάθε ευθεία που διέρχεται από το ( )0,0 να είναι συνεχής στο ( )0,0  

δεν είναι αρκετός ώστε να συνεπάγεται τη συνέχεια της g  στο ( )0,0 . Πράγµατι 

έστω, ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 4
, , 0,0

,

0,           , 0,0

xy
x y

x yg x y

x y


≠ += 

 =

 

Έστω, a R∈  τότε, για 0x ≠  έχουµε 

( ) ( )
( )

( )
2 2

4 04 22
, 0 0,0

1 x

x ax a x
g x ax g

a xx ax
→

= = → =
++

. Επίσης ( ) ( )0, 0 0,0g y g= =  για 

κάθε y R∈  µε 0y ≠ . Από την άλλη µεριά παρατηρούµε ότι η g  δεν είναι συνεχής 

στο ( )0,0  όπως έπεται από τις σχέσεις, 

( )
( )

2 2 4
2

2 2 4 4 22 4
,

1

t t t
g t t

t tt t

λ λ λ
λ

λ λλ

⋅
= = =

+ ++
∈

1 1
,

2 2
 −  

, Rλ∈ , 0t ≠  ( Παρατηρούµε 

ότι, 22 1, Rλ λ λ≤ + ∀ ∈ ). 

Συνεπώς η g  είναι σταθερή στις παραβολές ( ){ }2, :x y x yλ=  για Rλ∈ , 0λ ≠  και 

σε κάθε δίσκο ( )( )0,0 ,εΒ  παίρνει όλες τις τιµές µεταξύ 
1

2
−  και 

1

2
 ( γιατί;). 

           3.9 Ορισµός. Μια συνάρτηση : n mf R RΑ ⊆ →  λέγεται ότι είναι φραγµένη αν 

υπάρχει 0Μ >  ώστε ( )f x ≤ Μ  για κάθε x∈Α . Για παράδειγµα η συνάρτηση g  

της προηγούµενης παρατήρησης είναι φραγµένη, αφού ( ) ( ) 21
, ,  ,

2
g x y x y R≤ ∀ ∈  

(γιατί;). 
 
 
 
 

Παραδείγµατα συνεχών συναρτήσεων 
1)Κάθε Lipschitz συνάρτηση : n mf R RΑ ⊆ →  είναι συνεχής ( δηλαδή µια 

συνάρτηση : n mf R RΑ ⊆ →  για την οποία υπάρχει σταθερά 0Κ >  ώστε 

( ) ( )f x f y x y− ≤ Κ −  για κάθε ,x y∈Α ). 
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Πράγµατι, δοθέντος του 0ε > , θέτουµε 
ε

δ =
Κ

, οπότε έχουµε ,x y∈Α  και 

x y δ− ≤  τότε ( ) ( )f x f y x y
ε

δ ε− ≤ Κ − ≤ Κ ⋅ = Κ ⋅ =
Κ

. 

2)Οι συναρτήσεις προβολές : , 1,2,...,n
k R R k nπ → = , ώστε ( )k kx xπ = , για 

( )1,..., , 1,2,...,nx x x k n= = , είναι Lipschitz και άρα συνεχείς. Πράγµατι, αν , nx y R∈  

και ( ) ( )1 1,..., , ,...,n nx x x y y y= =  τότε ( ) ( )k k k kx y x y x yπ π− = − ≤ − , για κάθε 

1, 2,...,k n= . 
 
3) Γενικότερα κάθε γραµµική συνάρτηση : n mf R R→ είναι Lipschitz 
(Υπενθυµίζουµε ότι οι προβολές είναι γραµµικές.). 
  
Ας υπενθυµίσουµε πρώτα κάποιες ιδιότητες των γραµµικών συναρτήσεων: 

(Ι) Έστω, : nf R R→  γραµµική συνάρτηση ( 1m = ), τότε υπάρχει 

( )1,...,
n

na a a R= ∈  ώστε ( ) 1 1 ... n nf x a x a x a x= ⋅ = + + , όπου ( )1,...,
n

nx x x R= ∈ . Για 

να το αποδείξουµε θεωρούµε την συνήθη βάση 

( ) ( ) ( )1 21,0,...,0 , 0,1,0,...,0 ,..., 0,....,0,1ne e e= = =  του nR  και θέτουµε 

( ) , 1, 2,...,k ka f e k n= = , τότε 

( )( )1,..., nf x x = ( )1 1 ... n nf x e x e+ + = ( ) ( )1 1 ... n nx f e x f e+ + = 1 1 ... n na x a x+ + = a x⋅  

(ΙΙ) Έστω, : n mf R R→  γραµµική ( 2m ≥ ). Θέτουµε , 1,2,...,k kf of k mπ= = , οι 

συντεταγµένες συναρτήσεις 1,..., mf f  της f  είναι βέβαια γραµµικές, αφού οι 

προβολές 1,..., mπ π  είναι γραµµικές. 

Έτσι µπορούµε να γράφουµε ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1,..., ,...,m mf f f f x f x f x= ⇔ =  για nx R∈ . 

Από το (Ι) έχουµε  ότι, για κάθε 1, 2,...,k m=  υπάρχει n
ka R∈  ώστε ( )k kf x a x= ⋅  για 

nx R∈ , όπου ( )1,...,k k kna a a= . Έπεται ότι για nx R∈ , 

( ) ( )1 ,..., mf x a x a x= ⋅ ⋅ = ( ) ( )2 2

1 ... ma x a x⋅ + + ⋅ ≤ ( ) ( )2 2

1 ... ma x a x⋅ + + ⋅

=
2 2

1 ... mx a a+ + . 

 Άρα θέτοντας, 
2 2

1 ... ma aΚ = + + = { }2 :1 ,1ka k m nλ λ≤ ≤ ≤ ≤∑ , 

συµπεραίνουµε ότι ( )f x x≤ Κ ,  από όπου έπεται ότι  ( )f x y x y− ≤ Κ −  για 

κάθε , nx y R∈  και η f  είναι συνάρτηση Lipschitz. ( Σηµειώνουµε ότι 

χρησιµοποιήθηκε η ανισότητα Cauchy-Schwartz.) 
 

          Παρατήρηση. Έστω, ( );n mL R R  ο χώρος των γραµµικών απεικονίσεων 

: n mf R R→  και ( );V m n R×  ο χώρος των m n×  πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς 

αριθµούς. 
Είναι η παραπάνω ανάλυση που έγινε στο (ΙΙ) που µας οδηγεί φυσιολογικά στην 
ταύτιση των δύο παραπάνω χώρων ( που γίνονται διανυσµατικοί χώροι επί του R  ο 
καθένας µε τις συνήθεις πράξεις). Η ταύτιση των δύο χώρων γίνεται µέσω του 
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γραµµικού ισοµορφισµού ( ) ( ) ( ); ; :n mL R R V m n R fΦ→ × Φ = Α  όπου Α είναι ο 

m n×  πίνακας, ( ) ( )( ) , 1, 2,..., , 1,2,...,a f e m nκλ κ λ κ λΑ = = = = . 

                               

1

2 11 1

1

. ,

.

n

m mn

m

a

a a a

a a

a

 
 

  
  Α = =     
  

 
 

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

                                   ( )( )ka f eκλ λ=  

Θέτοντας { }2 : 1, 2,..., , 1, 2,...,f a m nκλ κ λ= = =∑ , ο διανυσµατικός χώρος 

( );n mL R R  αποκτά την δοµή ενός Ευκλειδείου χώρου, ουσιαστικά ταυτιζόµενος µε 

τον m nR × . Παρατηρούµε ότι, ( )f x x= Α⋅ =  πολλαπλασιασµός του πίνακα ( )aκλΑ =  

µε το διάνυσµα στήλη 

1

.

.

n

x

x

x

 
 
 =
 
 
 

. 

(*) 4)Οι πράξεις του διανυσµατικού χώρου nR  είναι συνεχείς. 

Εννοούµε µε αυτό τις συναρτήσεις: ( ): , n n nx y R R x y RΦ ∈ × → + ∈  και 

( ): , n nx R R x Rϕ λ λ∈ × → ∈  ( διανυσµατική πρόσθεση και βαθµωτό γινόµενο 

αντίστοιχα). Παρατηρούµε καταρχήν ότι ο χώρος n mR R×  ταυτίζεται φυσιολογικά µε 

τον n mR +  µέσω της ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,n m n mx x y y x x y y→  και η νόρµα του 

δίνεται από τον τύπο ( ) 2 2
,x y x y= + . 

Για την συνέχεια της Φ  αρκεί να παρατηρήσουµε ότι η Φ  είναι γραµµική και άρα 
Lipschitz.  
Για το βαθµωτό γινόµενο µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον χαρακτηρισµό της 

συνέχειας µε ακολουθίες: Έστω, ( ), , 1, 2,...k kx kλ =  ακολουθία στον nR R×  και 

( ), nx R Rλ ∈ ×  ώστε ( ) ( ), ,k k kx xλ λ λ λ→ ⇔ →  και kx x→ . Έπεται ότι 

k kx xλ λ− ≤ k k k kx x x xλ λ λ λ− + − = 0 0 0k k k k
x x xλ λ λ →∞⋅ − + − → + = . 

Εδώ χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι η ( )kx   είναι φραγµένη ως συγκλίνουσα. 

5) Η συνάρτηση, : ng x R x R∈ → ∈  είναι συνεχής. Πράγµατι, αν , nx y R∈  τότε 

x y x y− ≤ − , εποµένως η g  είναι συνάρτηση Lipschitz και άρα συνεχής 

[ ( ) ( )2 2
1 1... , ,..., n

n ng x x x x x x R= + + = ∈ ] 

6)Η συνάρτηση { } 1

2 2 2 2
1 1

0 ,...,
... ...

n nn

n n

xxx
x R R

x x x x x

 
 ∈ − → = ∈
 + + + + 

 είναι 

συνεχής. Πράγµατι, έστω 0, nx x R≠ ∈  και ( ) { }0 :n
k kx R x x⋅⊆ − →  τότε 

kx x→  ( παράδειγµα 5) και επειδή 0x ≠ έπεται ότι 
1 1

kx x
→ . Από την 
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συνέχεια του βαθµωτού γινοµένου έπεται ότι 
1 1

k
k

x x
x x

⋅ → ⋅ . ( Σηµειώνουµε ότι η 

απόδειξη αυτή δεν χρησιµοποιεί τις συντεταγµένες του χώρου nR , πρβλ. επίσης το 
θεώρηµα 3.5 ii). 
7) Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση ( ) ( )1 1,..., ,...,n

n nx x R P x x R∈ → ∈  είναι συνεχής. 

Μια συνάρτηση ( )1,..., nx xΡ  λέγεται πολυωνυµική αν είναι γραµµικός συνδυασµός 

µονώνυµων δηλαδή συναρτήσεων  της µορφής 1
1 ... nkk

nx x , όπου 1,..., nk k  µη αρνητικοί 

ακέραιοι. Έστω, για απλότητα 2n = , έτσι η ( ),x yΡ  είναι πολυώνυµο αν είναι 

γραµµικός συνδυασµός συναρτήσεων της µορφής kx yλ⋅  µε ,k λ  µη αρνητικούς 

ακέραιους. Τώρα κάθε µονώνυµο  kx yλ⋅ είναι συνεχής συνάρτηση όπως έπεται µε 

χρήση του χαρακτηρισµού της συνέχειας µε ακολουθίες και τις ιδιότητες των ορίων 

ακολουθιών ( αν ( ) ( ), ,x y x y x xν ν ν
⋅→ ⇔ →  και y yν → , τότε k kx xν →  και 

y yλ λ
ν →  άρα k kx y x yλ λ

ν ν⋅ → ⋅ ) ή εναλλακτικά µε χρήση του παραδείγµατος (2) του 

θεωρήµατος 3.5 (ι) και µε επαγωγή στον βαθµό του ( ο βαθµός του µονώνυµου 
kx yλ⋅  είναι k λ+ ). 

Εφόσον τα µονώνυµα είναι συνεχείς συναρτήσεις από το θεώρηµα 3.5(ι) , έπεται ότι 
κάθε πολυώνυµο πολλών µεταβλητών είναι συνεχής συνάρτηση. 
Παρατηρούµε ότι το παράδειγµα αυτό γενικεύει το παράδειγµα (3), δεδοµένου ότι 
κάθε γραµµική συνάρτηση είναι πολυώνυµο πρώτου βαθµού.  

8) Κάθε ρητή συνάρτηση ( ) ( )
( )

1
1

1

,...,
,...,

,...,
n

n
n

P x x
f x x

Q x x
= , όπου ( ) ( )1 1,..., , ,...,n nP x x Q x x  

πολυώνυµα n − µεταβλητών και Q  όχι ταυτοτικά µηδέν, είναι συνεχής συνάρτηση 
στο πεδίο ορισµού της. Αυτό είναι προφανής συνέπεια του θεωρήµατος 3.5. Έτσι για 

παράδειγµα οι συναρτήσεις ( )
2 5 2

2 2

2 5
,

x xy y x y
f x y

x y

+ − +
=

−
 και 

( ) 2 2 2

1
, ,g x y z

x y z
=

+ +
 είναι ρητές. 

9) Η συνάρτηση εσωτερικό γινόµενο, ( ), n nx y R R x y R∈ × → ⋅ ∈  είναι συνεχής. 

Πράγµατι έστω, ( ), , 1k kx y k ≥  ακολουθία στον n nR R×  ώστε 

( ) ( ), , n n
k kx y x y R R→ ∈ × ⇔ kx x→  και ky y→  τότε 

k kx y x y⋅ − ⋅ ≤ k k k kx y x y x y x y⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = ( ) ( )k k ky x x x y y⋅ − + ⋅ − ≤  ανισότητα 

Cauchy-Schwartz ≤ k k kx x y y y x− ⋅ + − ⋅ 0
k→∞

→  ( Εδώ χρησιµοποιήσαµε το 

γεγονός ότι η ( )ky  είναι φραγµένη ως συγκλίνουσα ακολουθία). Από τον 

χαρακτηρισµό της συνέχειας µε ακολουθίες έπεται το συµπέρασµα. 
 

Ασκήσεις 

1)∆είξτε ότι η συνάρτηση ( )0,1
1

n x
x R

x
ϕ∈ → ∈Β

+
 είναι συνεχής 1 1−  και επί 

της ( )0,1Β  µε αντίστροφη την ( )0,1
1

ny
y R

y
σ∈Β → ∈

−
. ∆είξτε επί πλέον ότι και 

η σ  είναι συνεχής. [Υπόδειξη: Χρησιµοποιείστε τον χαρακτηρισµό της συνέχειας µε 
ακολουθίες] 
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2)∆είξτε ότι οι συναρτήσεις: (α) ( ) 2 2, logf x y x y= + , (β) ( ) ( )3

2 2

cos
,

x y xy
g x y

x y

−
=

+
 

και ( ) ( )3 2 log
, ,

x xyz xy
h x y z

x y z

− +
=

+ +
 είναι συνεχείς στα πεδία ορισµού τους τα οποία 

και να περιγράψετε. 
 

3) Έστω ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 4
, , 0,0

,

0,           , 0,0

xy
x y

x yf x y

x y


≠ += 

 =

 και ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 6
, , 0,0

,

0,           , 0,0

xy
x y

x yg x y

x y


≠ += 

 =

 

(α) Αποδείξτε ότι η f  είναι φραγµένη στο 2R  και ότι η g  είναι µη φραγµένη σε 

κάθε σφαίρα ( )( )0,0 ,εΒ . 

(β) Αποδείξτε ότι η f  δεν είναι συνεχής στο ( )0,0 , αλλά ο περιορισµός τόσο της f  

όσο και της g  σε οποιαδήποτε ευθεία του 2R  είναι συνεχής συνάρτηση. 
 
4) Προσδιορίστε τις τιµές των πραγµατικών αριθµών a  και β  ώστε η διανυσµατική 

συνάρτηση, ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
, , , 0,0

,

, ,                                    , 0,0

x y x x y y
x y

x y x yf x y

a x yβ

 + − +
≠ + +=  

 =

 να γίνεται 

συνεχής στο ( )0,0 . 

 

5)Είναι η συνάρτηση ( )
( ) ( )

( ) ( )

3

2 6
, , 0,0

,

0,           , 0,0

xy
x y

x yf x y

x y


≠ += 

 =

 συνεχής στο ( )0,0 ; 

6)Έστω 2:f U R R⊆ →  συνάρτηση, όπου U ανοικτό σύνολο και ( ),a b U∈ . 

(α) ∆είξτε ότι υπάρχουν 1 0δ >  και 2 0δ >  ώστε ( ) ( )1 1 2 2, ,a a b b Uδ δ δ δ− + × − + ⊆ . 

(β) ∆είξτε ότι αν η f  είναι συνεχής στο ( ),a b  τότε οι συναρτήσεις ( ) ( )1 ,f x f x b= , 

( )1 1,x a aδ δ∈ − + , ( ) ( )2 ,f y f a y= , ( )2 2,y b bδ δ∈ − +  είναι συνεχείς στα a  και b  

αντίστοιχα. 
(γ) Γενικεύστε τα (α) και (β) για µια συνάρτηση n − µεταβλητών, : nf U R R⊆ → .  
( Το αποτέλεσµα αυτό µας λέει ότι µια συνεχής συνάρτηση n − µεταβλητών είναι 
συνεχής για κάθε µια µεταβλητή χωριστά ). 
 
7) Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις ( ) ( ), max ,x y x y→  και ( ) ( ), min ,x y x y→  είναι 

συνεχείς στο 2R . [ Υπόδειξη: ( )max ,
2

x y x y
x y

+ + −
=  και 

( )min ,
2

x y x y
x y

+ − −
= ] 

 
8) Έστω 1,..., : n

mf f A R R⊆ →  συναρτήσεις και a A∈ . Θέτοµε 

( ) ( ) ( )( )1max ,..., mF x f x f x=  και ( ) ( ) ( )( )1min ,..., mG x f x f x= , x A∈ . Αποδείξτε 

ότι αν οι 1,..., mf f  είναι συνεχείς στο a , τότε και οι συναρτήσεις F  και G  είναι 

συνεχείς στο a . [ Υπόδειξη: Χρησιµοποιείστε την άσκηση (7) και επαγωγή στο m ]. 
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9) ∆είξτε χρησιµοποιώντας τον χαρακτηρισµό των συνεχών συναρτήσεων µε κλειστά 
σύνολα, ότι τα ακόλουθα σύνολα είναι κλειστά: 

(α) { }3: 2 2 και 0x R x x x∈ − ≤ ≤ − ≥  

(β) ( ){ }2 2 2, , : 1x y z x y z+ + =  και γενικότερα η επιφάνεια { }1 : 1n nS x R x− = ∈ =  της 

µοναδιαίας σφαίρας του nR . 

(γ) { }:nx R a x x∈ ⋅ ≤ , όπου na R∈  είναι δοσµένο διάνυσµα. 

(δ) ( ){ }4 4, : 1x y x y+ = . 

 
10) Έστω 0a > , : nf A R R⊆ →  συνάρτηση και 0

nx R∈ . 

(α) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση ( ) a
g x x= , x R∈  είναι συνεχής στο 0 

χρησιµοποιώντας τον ορισµό της συνέχειας. 

(β) Έστω ( ) ( )
a

h x f x= , x A∈ . Αν η f  είναι συνεχής στο 0x  αποδείξτε ότι η h  

είναι συνεχής στο 0x . 

(γ) Αποδείξτε ότι αν η f  είναι συνεχής στο A  τότε και η ( ) ( )
a

h x f x= , x A∈ , 

είναι συνεχής χρησιµοποιώντας τον χαρακτηρισµό των συνεχών µε ανοικτά σύνολα.  
( Βέβαια το (γ) έπεται προφανώς και από το (β).) 
 
11) Προσδιορίστε αν το A  είναι ανοικτό σχετικά µε το S , κλειστό σχετικά µε το S  ή 
τίποτα από τα δύο στις ακόλουθες περιπτώσεις:  
(α) { } [ ): , , , ,S x R a x b x c A a c a c b= ∈ ≤ ≤ ≠ = < <  

(β) ( ] 1
0,1 , : 1S A n

n
 = = ≥ 
 

   (γ) [ ] 1
0,1 , : 1S A n

n
 = = ≥ 
 

 

(δ) ( ){ }2 2 2, : 0 1S x y R x y= ∈ < + < , ( ){ }2 2, :A x y S x y= ∈ ≥ . 

(ε) ( ){ }2 2 2, : 4S x y R x y= ∈ + = , ( ){ }2 2, :A x y S x y= ∈ <  

 
(*)12) Έστω nA R∅ ≠ ⊆ . (α) Αποδείξτε ότι αν { }:iB i I∈  είναι οικογένεια ανοικτών 

σχετικά µε το A  υποσυνόλων του A  τότε το i
i I

B
∈
∪  είναι ανοικτό σχετικά µε το A  

και ότι αν 1,..., nB B   ( )n N∈  είναι (πεπερασµένη) οικογένεια ανοικτών σχετικά µε το 

A  υποσυνόλων του A  τότε το 
1

n

Bκ
κ=
∩  είναι ανοικτό σχετικά µε το A . 

(β) Αποδείξτε τις αντίστοιχες ιδιότητες για οικογένειες κλειστών σχετικά µε το A  
υποσυνόλων του A . 
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Συµπάγεια και οµοιόµορφη συνέχεια 
 

Μια πολύ σηµαντική έννοια στην Ανάλυση είναι αυτή της συµπάγειας . Όπως θα 
δούµε τα συµπαγή υποσύνολα του Ευκλείδειου χώρου nR  συµπεριφέρονται λίγο 
πολύ ως πεπερασµένα σύνολα.  
          3.8. Ορισµός Έστω nRΚ ⊆ . 

(ι) Το Κ λέγεται συµπαγές αν κάθε ακολουθία ( )kx ⊆ Κ  έχει υπακολουθία που 

συγκλίνει µέσα στο Κ. 
(ιι) Το Κ λέγεται φραγµένο αν υπάρχει 0 : xΜ > ≤ Μ    για κάθε x∈Κ . 

Πρέπει να είναι σαφές ότι κάθε πεπερασµένο υποσύνολο του nR είναι 
συµπαγές. (∆ώστε τις λεπτοµέρειες.) 
 
           3.9 Θεώρηµα. Έστω nRΚ ⊆ . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα. 
(ι) Το Κ είναι συµπαγές. 
(ιι) Το Κ είναι κλειστό και φραγµένο.  
           Απόδειξη. (ι) ⇒  (ιι) Έστω ( )kx ⊆ Κ  ώστε k k

x x
→∞

→ . Η ( )kx  έχει 

συγκλίνουσα υπακολουθία µέσα στο Κ και συνεπώς x∈Κ . Άρα το Κ είναι κλειστό.  
Ας υποθέσουµε ότι το Κ δεν είναι φραγµένο. Τότε µπορούµε επαγωγικά να 
επιλέξουµε µια ακολουθία ( )ky ⊆ Κ  ώστε ky k≥  για κάθε 1,2,...k =  Είναι τώρα 

σαφές ότι η ( )ky  δεν µπορεί να έχει υπακολουθία συγκλίνουσα, άτοπο. 

(ιι) ⇒  (ι) Έστω, ( )kx  τυχούσα ακολουθία σηµείων του Κ. Επειδή το Κ είναι 

φραγµένο η ( )kx  είναι και αυτή φραγµένη, συνεπώς από το θεώρηµα Bolzano έχει 

µια υπακολουθία ( )
1mk m

x
≥

 η οποία συγκλίνει έστω 
m

n
k m

x x R→∞→ ∈ . Επειδή το Κ 

είναι κλειστό έπεται ότι x∈Κ . Άρα το Κ είναι συµπαγές. 
 
          3.10. Πρόταση. Έστω, nRΚ ⊆  και : mf RΚ →  συνεχής. Τότε το ( )f Κ  είναι 

συµπαγές υποσύνολο του mR .( Έπεται ιδιαίτερα ότι η f  είναι φραγµένη 
συνάρτηση.) 
          Απόδειξη Έστω ( ) ( )ky f⊆ Κ  τυχούσα ακολουθία. Επιλέγουµε 

( ) ( ):k k kx f x y⊆ Κ =  για κάθε 1,2,...k = . Επειδή το Κ είναι συµπαγές η ( )kx  έχει 

µια συγκλίνουσα υπακολουθία έστω 
mk m

x x→∞→ ∈Κ . Από την συνέχεια της f  

έπεται ότι ( ) ( ) ( )
m mk k m

y f x f x f→∞= → ∈ Κ . 

 
Στο επόµενο Λήµµα φαίνεται και η συµπεριφορά ενός συµπαγούς συνόλου ως 
πεπερασµένο. 
          3.11 Λήµµα Αν Κ είναι συµπαγές και µη κενό υποσύνολο του R ( )1n = , τότε 

το Κ έχει µέγιστο και ελάχιστο στοιχείο. 
          Απόδειξη: Το Κ είναι φραγµένο σύνολο αφού είναι συµπαγές. Έστω  

infm = Κ  και supΜ = Κ . Οι αριθµοί m και Μ  είναι σηµεία επαφής του Κ ( γιατί;), 

δηλαδή ,m Μ∈Κ = Κ , αφού το Κ είναι κλειστό. Έπεται αµέσως ότι τα m και Μ  
είναι το ελάχιστο και το µέγιστο στοιχείο του Κ αντίστοιχα. 
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Το ακόλουθο θεώρηµα, το οποίο είναι µια σπουδαία αρχή για την Μαθηµατική 
Ανάλυση, έπεται τώρα αµέσως από τα δύο προηγούµενα αποτελέσµατα ( την 
πρόταση 3.10 και το Λήµµα 3.11). 
         3.12 Θεώρηµα Έστω nRΚ ⊆  συµπαγές και :f RΚ →  συνεχής ( πραγµατική ) 
συνάρτηση. Τότε η συνάρτηση f  έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή, δηλαδή υπάρχουν 

σηµεία ,p q∈Κ  ώστε ( ) ( ) ( )f p f x f q≤ ≤  για κάθε x∈Κ . 

        Απόδειξη: Η εικόνα ( )f RΚ ⊆  του Κ είναι συµπαγές υποσύνολο του R  από 

την πρόταση 3.10. Από το Λήµµα 3.11 έπεται ότι το ( )f Κ  έχει µέγιστο Μ και 

ελάχιστο στοιχείο m . Έστω ,p q∈Κ  ώστε ( )f p m=  και ( )f q = Μ , τότε 

( ) ( ) ( )f p f x f q≤ ≤  για κάθε x∈Κ . 

Παρατήρηση: Κάθε κλειστό υποσύνολο συµπαγούς συνόλου είναι συµπαγές. 
(Γιατί;) 
 

Παραδείγµατα συµπαγών συνόλων 

1)Κάθε κλειστή σφαίρα � ( ) { }, :nx y R x yε εΒ = ∈ − ≤  είναι συµπαγές υποσύνολο 

του nR , αφού είναι κλειστό και φραγµένο σύνολο. 

2)Η επιφάνεια ( ),S x ε  της  σφαίρας � ( ),x εΒ  είναι συµπαγές σύνολο ( γιατί; ).  

3)Κάθε κλειστό ορθογώνιο [ ] [ ]1 1, ... ,n na b a bΠ = × ×  του nR  είναι οµοίως κλειστό και 

φραγµένο σύνολο του nR  και άρα συµπαγές. ( Συµπληρώστε τις λεπτοµέρειες). 
Ιδιαίτερα ένα κλειστό και φραγµένο διάστηµα [ ],a b  του R  είναι συµπαγές σύνολο.  

4)Αν ( )kx  είναι συγκλίνουσα ακολουθία στον nR  έστω kx x→  τότε το σύνολο 

{ } { }1,..., ,...kx x xΚ = ∪  είναι συµπαγές. Πράγµατι, το σύνολο Κ είναι βέβαια 

φραγµένο και εύκολα αποδεικνύεται ότι το σύνολο nU R= −Κ  είναι ανοικτό, 
συνεπώς, το Κ είναι κλειστό. Έπεται αµέσως ότι το Κ είναι κλειστό και φραγµένο 
άρα συµπαγές.  
5) Ο nR  δεν είναι συµπαγής χώρος ( γιατί;). 
 
Η έννοια της οµοιόµορφης συνέχειας, η οποία είναι ισχυρότερη από αυτήν της 
συνέχειας  θα µας χρειασθεί όταν µελετήσουµε το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης 
πολλών µεταβλητών. 
Ας θεωρήσουµε  µια συνεχή συνάρτηση : n mf R RΑ ⊆ → , τότε, για κάθε 0ε >  και 

για κάθε a∈Α υπάρχει ( ), 0 :a xδ ε > ∈Α  και x a δ− ≤  τότε ( ) ( )f x f a ε− ≤ . 

Η f  θα λέγεται οµοιόµορφα συνεχής αν ο θετικός αριθµός  ( ), 0aδ ε >  εξαρτάται 

µόνο από το ε . Με περισσότερη ακρίβεια, µια συνάρτηση : n mf R RΑ ⊆ →  θα 

λέγεται οµοιόµορφα συνεχής, αν για κάθε 0ε > υπάρχει ( ) 0δ δ ε= >  ώστε, 

,x y∈Α και ( ) ( )x y f x f yδ ε− ≤ ⇒ − ≤ . 

 
          Παραδείγµατα. 1) Κάθε συνάρτηση : n mf R RΑ ⊆ → η οποία είναι Lipschitz, 

δηλαδή υπάρχει ( ) ( )0 : f x f y x yΚ > − ≤ Κ −  για κάθε ,x y∈Α , είναι 
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οµοιόµορφα συνεχής. Πράγµατι, δοθέντος του 0ε > , θέτουµε 
ε

δ =
Κ

 και ελέγχουµε 

ότι αν x y
ε

δ− ≤ =
Κ

  

( µε ,x y∈Α ) τότε ( ) ( )f x f y x y
ε

δ ε− ≤ Κ − ≤ Κ ⋅ = Κ ⋅ =
Κ

. 

Έπεται ιδιαίτερα ότι κάθε γραµµική συνάρτηση : n mf R R→  είναι οµοιόµορφα 
συνεχής. 

2) Η συνάρτηση [ ) ( ): 0, : , 0f R f x x x+∞ → = ≥ , είναι οµοιόµορφα συνεχής 

(χρησιµοποιήστε την ανισότητα, x y x y− ≤ − , x 0≥ , y 0≥ ), αλλά δεν είναι 

Lipschitz. 
Ας εξακριβώσουµε τον τελευταίο ισχυρισµό. Έστω ότι η f ικανοποιεί την συνθήκη 

Lipschitz µε σταθερά 0Κ > , δηλαδή x y x y− ≤ Κ −  για κάθε , 0x y ≥ . Τότε θα 

είχαµε ότι ( µε 0y = ) x x≤ Κ  για κάθε 0x ≥ ή 
1x

x x
= ≤ Κ  για κάθε 0x > , 

άτοπο. 
3) Η συνάρτηση ( ) 2,f x x x R= ∈  είναι βέβαια συνεχής αλλά όχι οµοιόµορφα 

συνεχής. Πράγµατι, αρκεί να παρατηρήσουµε  ότι αν δ  είναι τυχών θετικός αριθµός   

τότε η ποσότητα ( )2 2 22x x xδ δ δ+ − = +  µπορεί να γίνει αυθαίρετα µεγάλη, (αφού 

( )2lim 2
x

xδ δ
→+∞

+ = +∞ ) και συγχρόνως ( )x xδ δ+ − = . 

 
Η οµοιόµορφη συνέχεια µιας συνάρτησης χαρακτηρίζεται µε χρήση ακολουθιών µε 
τον ακόλουθο τρόπο. 
 
           3.13 Θεώρηµα. Έστω,  : n mf R RΑ ⊆ →  συνάρτηση. Τότε τα ακόλουθα είναι 
ισοδύναµα: (ι) Η f  είναι οµοιόµορφα συνεχής. 

(ιι) Για κάθε ζεύγος ακολουθιών ( )kx  και ( )ky  από το Α µε 0k k k
x y →+∞− →  

ισχύει ότι ( ) ( ) 0k k k
f x f y

→∞
− →  

          Απόδειξη: (ι) ⇒  (ιι) Έστω ( ) ( ),k kx y ⊆ Α  µε 0k k k
x y →+∞− →  και ακόµη 

έστω 0ε > . Υπάρχει τότε ( ) 0δ δ ε= >  ώστε ,x y∈Α  και 

( ) ( )x y f x f yδ ε− < ⇒ − <  (1) 

Αλλά αφού 0k k k
x y →+∞− →  υπάρχει ( ) NδΚ = Κ ∈  ώστε k kk x y δ≥ Κ ⇒ − ≤  

(2). Από τις (1) και (2) συνάγοµε ότι ( ) ( )k kk f x f y ε≥ Κ ⇒ − ≤  και άρα 

( ) ( ) 0k k k
f x f y

→∞
− → . 

(ιι) ⇒   (ι) Αν η f  δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής, υπάρχει 0 0ε >  ώστε για κάθε 

0δ >  να υπάρχουν σηµεία ( )x δ  και ( )y δ  του Α µε ( ) ( )x yδ δ δ− ≤  και 

( )( ) ( )( ) 0f x f yδ δ ε− ≥  (3). Εφαρµόζοντας την (3) για 
1

,k N
k

δ = ∈  βρίσκουµε 
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σηµεία ,k kx y ∈Α  µε 
1

k kx y
k

− ≤  και συγχρόνως ( ) ( ) 0k kf x f y ε− ≥ . Αλλά τότε 

0k k k
x y →+∞− →  και ( ) ( )k kf x f y−  δεν συγκλίνει στο 0, που αντιφάσκει στην 

υπόθεσή µας. Συνεπώς ο ισχυρισµός µας είναι σωστός. 
 
        Παραδείγµατα: 1) Η συνάρτηση ( ),f x y xy=  είναι συνεχής αλλά όχι 

οµοιόµορφα συνεχής.  

Έστω, ( ) ( ), ,k kx y k k=  και ( )' ' 1 1
, , , 1k kx y k k k

k k
 = + + ≥ 
 

. Τότε 

( ) ( )
2

' ', ,k k k kx y x y− =
2

1 1
,

k k
 
 
 

=
2

2

k
0→ ⇔ ( ) ( )' ', , 0k k k kx y x y− → . Όµως 

( ) ( )' ', ,k k k kf x y f x y− =
2

2 1
k k

k
 − + 
 

2

1
2

k
= +  δεν συγκλίνει στο 0. 

2)Η συνάρτηση ( ) ( ]1
, 0,1f x x

x
= ∈  είναι συνεχής αλλά όχι οµοιόµορφα συνεχής. 

Έστω, 
1

kx
k

=  και 
1

, 1
1ky k

k
= ≥

+
. Τότε έχουµε k kx y− =

1 1
0

1k k
− →

+
, όµως 

( ) ( ) 1 1k kf x f y k k− = + − =  για κάθε 1k ≥ . 

 
Το ακόλουθο θεµελιώδες αποτέλεσµα συνδέει την συµπάγεια και την οµοιόµορφη 
συνέχεια. 
 
         3.14 Θεώρηµα Έστω, nRΚ ⊆  συµπαγές και : mf RΚ →  συνεχής συνάρτηση. 
Τότε η f  είναι οµοιόµορφα συνεχής. 

         Απόδειξη: Έστω, ότι υπάρχει ένα ζεύγος ακολουθιών ( ) ( ),k kx y  του Κ ώστε, 

0k k k
x y →+∞− →  ενώ η ( ) ( )k kf x f y− , 1k ≥  δεν συγκλίνει στο 0. 

Επειδή η ακολουθία µη αρνητικών αριθµών  ( ) ( )k kf x f y− , 1k ≥ , δεν είναι 

µηδενική έχει µια υπακολουθία η οποία θα έχει ένα θετικό κάτω φράγµα, έστω χωρίς 
περιορισµό της γενικότητας ότι η ίδια ακολουθία έχει αυτή την ιδιότητα, δηλαδή 

υπάρχει ( ) ( )0 : k kc f x f y c> − ≥  για κάθε 1k ≥ .  

Επειδή το Κ είναι συµπαγές η ( )kx  ( ή η ( )ky ) θα έχει µια συγκλίνουσα 

υπακολουθία, έστω 
mk m

x x
→∞

→ ∈Κ . Από το γεγονός ότι 0
m mk k m

x y
→∞

− →  

έπεται αµέσως ότι 
mk m

y x
→∞

→ ∈Κ . Έπεται τώρα από την συνέχεια της f ότι 

( ) ( )
mk m

f x f x
→∞

→  και ( ) ( )
mk m

f y f x
→∞

→ συνεπώς 

( ) ( ) 0
m mk k m

f x f y
→∞

− →  και η τελευταία σχέση αντιφάσκει µε την 

( ) ( )k kf x f y c− ≥  για κάθε 1k ≥ . 

 
Ασκήσεις 

1) Αποδείξτε µε χρήση του χαρακτηρισµού της οµοιόµορφης συνέχειας µε 

ακολουθίες ότι οι συναρτήσεις: (α) ( ) 2, 0f x x x= ≥ , (β) ( ),f x y xy= , (γ) 
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( ), ,f x y z = x 2 + y 2 + z  και (δ) ( )f x =  
x

x
, x ∈ nR , x ≠ 0 δεν είναι οµοιόµορφα 

συνεχείς,  
 
2)Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις, (α) ( ) [ )log , ,f x x x c= ∈ +∞  όπου 0c > , (β) 

( ) , 0f x x x= ≥ , και (γ) ( ) ( )
1

2
1 1 ... n nf x a x a x= + + , ( )1,...,

n
nx x x R= ∈  και 1,..., na a  

πραγµατικές σταθερές, είναι οµοιόµορφα συνεχείς. 
 
3) Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις ( ) ( )2, max ,x y R x y∈ →  και 

( ) ( )2, min ,x y R x y∈ →  είναι οµοιόµορφα συνεχείς. 

 
4) Αποδείξτε ότι αν Κ  είναι φραγµένο και µη κενό υποσύνολο του nR  τότε η 
κλειστότητα Κ  του Κ  είναι συµπαγές σύνολο. 
 
5) Έστω 1 2 .... ...nΚ ⊇ Κ ⊇ ⊇ Κ ⊇ , φθίνουσα ακολουθία συµπαγών µη κενών 

υποσυνόλων του nR ,αποδείξτε ότι η 
1

n
n

∞

=

Κ∩  είναι µη κενό και συµπαγές υποσύνολο 

του nR . 
 
6) Έστω Α  κλειστό µη κενό υποσύνολο του nR  και na R∈ . Αποδείξτε ότι η 
συνάρτηση ( ) , nf x x a x R= − ∈ , έχει ελάχιστη τιµή επί του Α . ∆ηλαδή υπάρχει 

1 0 1 0:x x x x x∈Α − ≥ −  για κάθε x∈Α . [ Υπόδειξη. Έστω { }inf :m x a x= − ∈Α . 

Αν 0ε > , το σύνολο { }:x x a m ε∈Α − ≤ +  είναι κλειστό και φραγµένο ] 

 7)Έστω ( ): 0,f RΒ Μ →  συνεχής συνάρτηση ( όπου ( ) { }0, :nx R xΒ Μ = ∈ ≤ Μ ). 

Θέτοµε ( ) ( ){ }sup : ,0g r f x x r r= ≤ ≤ ≤ Μ . Τότε η g  είναι συνεχής συνάρτηση 

του [ ]0,r ∈ Μ . 

[ Υπόδειξη. Η g  είναι αύξουσα συνάρτηση στο διάστηµα [ ]0,Μ  και συνεπώς τα 

πλευρικά όρια ( ) ( )0 lim
r

r

g r g
ρ
ρ

ρ
→
>

+ =  και  ( ) ( )0 lim
r

r

g r g
ρ
ρ

ρ
→
<

− =  υπάρχουν και ισχύει 

( ) ( ) ( )0 0g r g r g r+ ≤ ≤ − . Αποδείξτε ότι ( ) ( ) ( )0 0g r g r g r= + = − .] 
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Συνεκτικά σύνολα 
 

Έστω, RΙ ⊆  διάστηµα και :f RΙ →  συνεχής, τότε η f  έχει την ιδιότητα της 
ενδιαµέσου τιµής, δηλαδή, η f  παίρνει κάθε τιµή µεταξύ δύο οποιονδήποτε 

διαφορετικών τιµών της, συνεπώς το ( )f Ι  είναι διάστηµα. Είναι χαρακτηριστική 

ιδιότητα των ανοικτών ή κλειστών διαστηµάτων στο R  ότι δεν µπορούν να γραφούν 
ως ένωση δύο ξένων ανοικτών ή κλειστών υποδιαστηµάτων αντίστοιχα. Η ιδιότητα 
αυτή γενικεύεται στον nR  και επιτρέπει να αποδείξουµε ένα αντίστοιχο αποτέλεσµα 
για συνεχείς πραγµατικές συναρτήσεις πολλών µεταβλητών.. 
 
          3.15 Ορισµός.  Ένα σύνολο nRΑ⊆  λέγεται συνεκτικό αν δεν µπορεί να 
γραφεί ως ένωση δύο ξένων µη κενών ανοικτών στο Α υποσυνόλων. Με άλλα λόγια 
ένα σύνολο nRΑ⊆  δεν είναι συνεκτικό αν υπάρχουν , nU V R⊆  ανοικτά ώστε, 

( ) ( ), ,U V U VΑ ≠ ∅ Α ≠ ∅ Α Α =∅∩ ∩ ∩ ∩ ∩  και ( ) ( )U VΑ Α = Α∩ ∪ ∩ . 

Προφανώς τα µονοσύνολα του nR είναι συνεκτικά σύνολα. 
 

Αποδεικνύεται το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα που χαρακτηρίζει τα 
συνεκτικά υποσύνολα του R . 
. 
        3.16 Θεώρηµα (Συνεκτικότητα των διαστηµάτων). Τα µόνα συνεκτικά 
υποσύνολα του R  µε περισσότερα από ένα στοιχεία είναι τα διαστήµατα. ( ανοικτά, 
κλειστά ,ηµιανοικτά φραγµένα ή µη φραγµένα). 
        Απόδειξη: Παραλείπεται. 
 
        Υπενθύµιση. Αν Χ σύνολο και Α⊆ Χ  τότε η χαρακτηριστική συνάρτηση του 

συνόλου Α είναι η συνάρτηση ( )
1,

: :
0,

x
x R x x

xΑ Α

∈Α
Χ→ = 

∉Α
. 

 
          3.17 Λήµµα. Οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι για ένα σύνολο 

nRΑ⊆ . 
(ι) Το Α δεν είναι συνεκτικό. 
(ιι) Υπάρχει :f RΑ→  συνεχής ώστε ( ) { }0,1f Α = . 

         Απόδειξη: (ι) ⇒  (ιι) Το Α γράφεται ως ( ) ( )U VΑ = Α Α∩ ∪ ∩  όπου ,U V  

ανοικτά στο nR  µε UΑ ≠ ∅∩  VΑ ≠ ∅∩ και ( ) ( )U VΑ Α =∅∩ ∩ ∩ . Θέτουµε 

Uf xΑ=
∩

 και παρατηρούµε ότι η f  είναι συνεχής µε ( ) { }0,1f Α = . 

( η f  αντιστρέφει τα ανοικτά υποσύνολα του R  σε σχετικά ανοικτά υποσύνολα του 
Α). 
(ιι) ⇒ (ι) Τα σύνολα { }( )1

0 0f −Α =  και { }( )1
1 1f −Α =  είναι σχετικά ανοικτά 

υποσύνολα του Α σε τρόπο ώστε 0 1 0 1, ,Α Α = Α Α ≠∅ Α ≠ ∅∪  και 0 1Α Α =∅∩ . 

Έστω , nU V R⊆  ανοικτά ώστε 0 UΑ = Α∩  και 1 VΑ = Α∩ . Εποµένως το Α δεν 

είναι συνεκτικό. 
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         3.18 Πρόταση Έστω nRΑ⊆  συνεκτικό και : n mf R RΑ⊆ →  συνεχής τότε το 

( )f Α  είναι συνεκτικό υποσύνολο του mR .  

        Απόδειξη: Αν το ( )f Α  δεν ήταν συνεκτικό τότε θα υπήρχε µια συνεχής 

συνάρτηση, ( ) { }: 0,1g f RΑ → ⊆  µε ( )( ) { }0,1g f Α = . Τότε η συνάρτηση 

: ngof R RΑ⊆ →  θα ήταν συνεχής και ( )( ) { }0,1gof Α = . Εποµένως το Α δεν θα 

ήταν συνεκτικό, άτοπο. 
Η έννοια της συνεκτικότητας οδηγεί στην ακόλουθη γενίκευση του θεωρήµατος 
ενδιαµέσου τιµής του Λογισµού µιας µεταβλητής. 
 
       3.19 Θεώρηµα ( Ενδιαµέσου Τιµής ) Έστω : nf R RΑ ⊆ →  συνεχής. Αν το Α 

είναι συνεκτικό υποσύνολο του nR  τότε το ( )f Α  είναι διάστηµα του R , δηλαδή η 

f  παίρνει κάθε τιµή µεταξύ δύο διαφορετικών τιµών της. 
       Απόδειξη: Έπεται προφανώς από το προηγούµενο αποτέλεσµα και τον 
χαρακτηρισµό των συνεκτικών υποσυνόλων του R . 
 
       3.20 Λήµµα. Έστω { }:i i IΑ ∈  οικογένεια συνεκτικών υποσυνόλων του nR  ώστε 

i
i I∈

Α ≠∅∩ , τότε η ένωση i
i I∈

Α = Α∪  είναι συνεκτικό υποσύνολο του nR . Επίσης η 

κλειστότητα ενός συνεκτικού συνόλου είναι σύνολο συνεκτικό. 
      Απόδειξη: Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει :f RΑ→  συνεχής µε ( ) { }0,1f Α = . 

Έστω i
i I

x
∈

∈ Α∩ , υποθέτουµε ότι ( ) 1f x = . Επειδή το κάθε iΑ  είναι συνεκτικό και 

ix∈Α , έπεται ότι ( ) ( ) 1f y f x= =  για κάθε iy∈Α  και για κάθε i I∈ . Συνεπώς η 

f  δεν µπορεί να παίρνει την τιµή 0. ( Ανάλογα, αποδεικνύεται ότι αν ( ) 0f x =  τότε 

( ) 0f y =  για κάθε i
i

y
∈Ι

∈Α = Α∪ . Έτσι καταλήγουµε σε άτοπο και άρα το Α είναι 

συνεκτικό. 

Για τον δεύτερο ισχυρισµό παρατηρούµε ότι αν :f RΑ→  συνεχής ( όπου nRΑ⊆  

συνεκτικό ) µε ( ) { }0,1f Α ⊆ ,  τότε η συνέχεια της f  έπεται ότι αυτή δεν µπορεί να 

είναι επί του { }0,1 . Πράγµατι αν υπήρχαν 1 0,x x ∈Α  µε ( )1 1f x =  και ( )0 0f x =  τότε 

θα υπήρχαν ακολουθίες ( )nx  και ( )ny  στοιχείων του Α ώστε 1nx x→  και 0ny x→ . 

Συνεπώς ( ) ( )1 1nf x f x→ =  και ( ) ( )0 0nf y f x→ = . Επειδή ( )( )nf x  και ( )( )nf y  

είναι ακολουθίες στοιχείων του { }0,1  έπεται ότι ( ) 1nf x =  και ( ) 0nf y =  για κάθε 

0n N≥  για κάποιο 0N N∈ . Συνεπώς ( ) { }0,1f Α = , άτοπο. 

 
     (*)   3.21 Ορισµός Έστω, nRΑ⊆  και x∈Α . Η συνεκτική συνιστώσα xΑ του x  

στο Α είναι η ένωση όλων των συνεκτικών υποσυνόλων του Α που περιέχουν το x . 
 
Χρησιµοποιώντας τα δύο Λήµµατα που αποδείξαµε παραπάνω (3.17 και 3.20 ) 
αποδεικνύεται εύκολα ( αφήνεται ως άσκηση ) η ακόλουθη. 
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      (*)  3.22. Πρόταση. Έστω, nRΑ⊆  και x∈Α . Τότε ισχύουν τα ακόλουθα: 
(ι) Η συνεκτική συνιστώσα xΑ του x  στο Α είναι συνεκτικό σύνολο και είναι ένα 

µεγιστικό συνεκτικό υποσύνολο του Α. ( Αν xΑ ⊆ Β ⊆ Α  και Β  συνεκτικό τότε 

xΑ = Β ). 

(ιι) Η συνεκτική συνιστώσα xΑ  του x  στο Α είναι σύνολο κλειστό στο Α. 

(ιιι) Το σύνολο των συνεκτικών συνιστωσών των σηµείων του Α συνιστά µια 
διαµέριση του Α, δηλαδή, κάθε δύο διαφορετικές συνιστώσες του Α είναι ξένες και η 
ένωσή τους ισούται µε το Α. 
(ιν) Μια συνεχής συνάρτηση :f RΑ→  είναι σταθερή πάνω σε κάθε συνεκτική 
συνιστώσα του Α. 
 
        Παρατήρηση. Οι συνεκτικές συνιστώσες ενός συνόλου Α δεν είναι απαραίτητα 
σύνολα ανοικτά στο Α. Για παράδειγµα οι συνεκτικές συνιστώσες των σηµείων του 
Q  είναι µονοσύνολα. Ένα άλλο παράδειγµα είναι το σύνολο 

{ }1
: 1 0n R

n
 Α = ≥ ⊆ 
 

∪ . Οι συνεκτικές συνιστώσες του Α  είναι οι:  

το { } 1 1
1 , ,.... ,....

2 n
   
   
   

 και το { }0 , παρατηρούµε ότι το { }0  δεν είναι ανοικτό 

σχετικά µε το Α . 
Από την άλλη µεριά αποδεικνύεται ότι οι συνεκτικές συνιστώσες ενός ανοικτού 
συνόλου nU R⊆  είναι σύνολα ανοικτά στον nR . 
 
        3.23 Ορισµός: (ι) Έστω, , na b R∈  το ( προσανατολισµένο ) ευθύγραµµο τµήµα 

από το a στο b  είναι το σύνολο [ ] [ ]{ }, (1 ) : 0,1 na b t a tb t R= − + ∈ ⊆ . 

(ιι) Έστω, 1,..., ma a  σηµεία του nR . Η πολυγωνική γραµµή µε κορυφές τα 1,..., ma a  

είναι το σύνολο, [ ] [ ] [ ]1 2 2 3 1, , ... ,m ma a a a a a−Ρ = ∪ ∪ ∪ . 

(ιιι) Ένα υποσύνολο nRΚ ⊆  λέγεται κυρτό αν για κάθε ,a b∈Κ  ισχύει ότι 

[ ],a b ⊆ Κ .  

Παρατηρούµε ότι κάθε ευθύγραµµο τµήµα [ ], na b R⊆  είναι κυρτό υποσύνολο του 
nR  

 
 
        3.24 Πρόταση: (ι) Κάθε  ευθύγραµµο τµήµα και γενικότερα κάθε πολυγωνική 
γραµµή στον nR  είναι σύνολα συνεκτικά. 
(ιι) Κάθε κυρτό σύνολο στον nR  είναι σύνολο συνεκτικό. 
        Απόδειξη: (ι) Έστω, , na b R∈ , τότε η απεικόνιση 

[ ] [ ] ( ) ( ) [ ]: 0,1 , : 1 , 0,1na b R t t a tb tϕ ϕ→ ⊆ = − + ∈  είναι συνεχής και 

[ ]( ) [ ]0,1 ,a bϕ = . Εποµένως το [ ],a b  είναι συνεκτικό. 

Το γεγονός ότι µια πολυγωνική γραµµή Ρ µε m - κορυφές είναι σύνολο συνεκτικό 
αποδεικνύεται µε επαγωγή στον αριθµό των κορυφών της ( για m=2 η Ρ είναι ένα 
ευθύγραµµο τµήµα στον nR  και άρα σύνολο συνεκτικό ). Για το επόµενο βήµα της 
επαγωγής χρησιµοποιούµε το Λήµµα 3.20. 
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(ιι) Έστω Κ κυρτό και a∈Κ . Επειδή το Κ είναι κυρτό ισχύει ότι [ ],a x ⊆ Κ  για κάθε 

x∈Κ , εποµένως [ ]{ }, :a x xΚ = ∈Κ∪ . Από το  Λήµµα 3.20 έπεται το συµπέρασµα. 

 
        Παραδείγµατα κυρτών συνόλων: 1) Κάθε ανοικτή ή κλειστή σφαίρα στον nR  
είναι σύνολο κυρτό. Η απόδειξη είναι απλή ( και διαισθητικά προφανής αν 2n =  ή 
3). 
2)Κάθε ηµιεπίπεδο ( ανοικτό ή κλειστό ) είναι κυρτό σύνολο στον 2R . 
3) Το εσωτερικό ενός τριγώνου ή ενός παραλληλογράµµου είναι σύνολο κυρτό στον 

2R . Βέβαια και κάθε κλειστό τρίγωνο ή παραλληλόγραµµο ( το εσωτερικό µαζί µε το 
σύνορο ) είναι κυρτό σύνολο. 
 
Αποδεικνύεται ο ακόλουθος χαρακτηρισµός των ανοικτών και συνεκτικών 
υποσυνόλων του nR . 
 
          3.25  Θεώρηµα. Έστω, nU R⊆  ανοικτό σύνολο. Τότε τα ακόλουθα είναι 
ισοδύναµα: 
(ι) Το U  είναι συνεκτικό. 
(ιι) Για κάθε ,a b U∈ υπάρχει πολυγωνική γραµµή UΡ ⊆ από το a  στο b ( το U  
είναι όπως λέµε πολυγωνικά συνεκτικό). 
         Απόδειξη: Παραλείπεται. 
Ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο του nR  θα ονοµάζεται και τόπος. 
 
         Παραδείγµατα: Χρησιµοποιώντας τα προηγούµενα αποτελέσµατα µπορούµε 
να αποδείξουµε ότι τα ακόλουθα ανοικτά σύνολα είναι συνεκτικά: 
1)Αν nF R⊆  είναι πεπερασµένο σύνολο τότε το nR F−  καθώς και το ( ),x FεΒ −  

είναι συνεκτικά σύνολα. (όπου nx R∈ , 0ε >  και 2n ≥ ). 

2)Αν nx R∈  και 1 20 ε ε< <  τότε ο δακτύλιος ( ) ( )2 1, ,x xε εΒ −Β  είναι σύνολο 

συνεκτικό. 

3)Αν οι ανοικτές σφαίρες ( ) ( )2 2 1 1, , ,x xε εΒ Β  τέµνονται τότε η ένωση τους είναι 

σύνολο συνεκτικό. 
Η απόδειξη των (1), (2), (3) αφήνεται ως άσκηση. 
Καθόσον αφορά τις συνεκτικές συνιστώσες ενός ανοικτού συνόλου του nR  
αποδεικνύεται   εύκολα  το ακόλουθο. 
 
        (*) 3.26Θεώρηµα. Έστω U ανοικτό σύνολο στον nR . 
Τότε ισχύουν: 
(ι) Κάθε συνεκτική συνιστώσα του U  είναι σύνολο ανοικτό στον nR . 
(ιι) Το U  έχει αριθµήσιµο πλήθος συνεκτικών συνιστωσών. 
 
Η απόδειξη του (ι) ισχυρισµού αφήνεται ως άσκηση. Για τον (ιι) ισχυρισµό 
χρησιµοποιούµε τον πρώτο ισχυρισµό καθώς και το γεγονός ότι ο nR  περιέχει ένα 
αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο, π.χ. το σύνολο nQ  ( Q  =το σύνολο των ρητών στο 
R ). 
Ένα υποσύνολο Α του nR  λέγεται ότι είναι πυκνό στον nR  αν, nRΑ = . 
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Σηµείωση: Για την απόδειξη των θεωρηµάτων 3.16 και 3.25 καθώς και για 
πληρέστερη ενηµέρωση επί της συνεκτικότητας παραπέµπουµε στην Βιβλιογραφία.  
 

Ασκήσεις 
1)Αποδείξτε χρησιµοποιώντας µόνο τον ορισµό της συνεκτικότητας ότι τα ακόλουθα 
σύνολα δεν είναι συνεκτικά. 
(α) Η υπερβολή 2 2 1x y− =  στον 2R . 

(β) Κάθε πεπερασµένο υποσύνολο του nR  µε τουλάχιστον δύο σηµεία. 

(γ) ( ){ }2 2 2, : 4 και 1x y R x y y x∈ + ≤ ≠ +  

(δ) Η ένωση των ανοικτών δίσκων ( )( )0,0 ,δΒ  και ( )( )1,1 ,δΒ , του 2R , όπου 

2

2
δ = . 

2)Έστω U  ένα ανοικτό υποσύνολο του nR . Αποδείξτε ότι το U  είναι µη συνεκτικό 
αν και µόνο αν U = Α Β∪ , όπου ,Α Β  µη κενά ανοικτά και ξένα υποσύνολα του nR . 
Αποδείξτε το αντίστοιχο αποτέλεσµα αντικαθιστώντας παντού το επίθετο «ανοικτό» 
µε το επίθετο «κλειστό». 
3)Έστω ( ) 1n n≥

Α  ακολουθία συνεκτικών υποσυνόλων του nR  ώστε 1n n+Α Α ≠ ∅∩  

για κάθε 1n ≥ . Αποδείξτε ότι το σύνολο 
1

n
n

∞

=

Α∪  είναι συνεκτικό στον nR  

[ Υπόδειξη: Τα σύνολα 1 2 1 2 3, ,.....Α Α Α Α Α∪ ∪ ∪  είναι συνεκτικά]. 

4)Έστω : n mf R RΑ⊆ →  συνεχής συνάρτηση όπου Α  συνεκτικό στον nR . 

Αποδείξτε ότι το γράφηµα της f , δηλαδή το σύνολο ( ) ( )( ){ }, :G f x f x x= ∈Α  

είναι συνεκτικό υποσύνολο του n mR R× . 

5)Αποδείξτε ότι η επιφάνεια { }1 : 1n nS x R x− = ∈ =  της Ευκλείδειας µοναδιαίας 

σφαίρας ( )2n ≥ , είναι σύνολο συνεκτικό στον nR . [ Υπόδειξη: Η απεικόνιση 

{ }0n nx
x R R

x
∈ − → ∈ , είναι συνεχής]. 

6) Θεωρήστε µια οικογένεια συνεκτικών υποσυνόλων κάποιου ευκλείδειου χώρου τα 
οποία έχουν ανά δύο µια κενή τοµή. Αποδείξτε ότι η ένωση των µελών της είναι 
συνεκτικό σύνολο. 
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Το εξωτερικό γινόµενο στον 3R  
 

Το εσωτερικό γινόµενο δεν είναι ο µόνος τρόπος για να πολλαπλασιάζουµε 
διανύσµατα. Στην παράγραφο αυτή θα µελετήσουµε ένα άλλο τρόπο 
πολλαπλασιασµού διανυσµάτων που αφορά όµως µόνο τον 3R  ( 3n = ) και 
ονοµάζεται εξωτερικό γινόµενο ή και διανυσµατικό γινόµενο. Θα υπενθυµίσουµε 
πρώτα την ανισότητα Cauchy-Schwarz και το πώς η ανισότητα αυτή επιτρέπει τον 
ορισµό της γωνίας µεταξύ δύο µη µηδενικών διανυσµάτων του nR . 
Αν , nx y R∈  τότε x y x y⋅ ≤ ⋅  ( ανισότητα Cauchy-Schwarz) ( όπου αν 

( ) ( )1 1,..., , ,..., n
n nx x x y y y R= = ∈  τότε 

1

n

k k
k

x y x y
=

⋅ =∑  και 2 2
1 ... nx x x= + + ). 

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έπεται ότι αν { }, 0nx y R∈ − τότε 

1 1
x y

x y

⋅
− ≤ ≤

⋅
. 

Έτσι ως γωνία των x  και y  ορίζεται ο ( µοναδικός) αριθµός [ ]0,θ π∈  ώστε,       

                                cos cos
x y

x y x y
x y

θ θ
⋅

= ⇔ ⋅ = ⋅ ⋅
⋅

. 

Το x  και y  λέγονται ορθογώνια ( γράφουµε δε x y⊥ ) αν 

0 cos 0( )
2

x y
π

θ θ⋅ = ⇔ = ⇔ = . 

Επιστρέφουµε τώρα στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο 3R και ορίζουµε την έννοια 
του εξωτερικού γινοµένου διανυσµάτων σε αυτόν. 
 
           4.1 Ορισµός. Έστω ( )1 2 3, ,x x x x=  και ( )1 2 3, ,y y y y=  διανύσµατα του 3R .  

Ως εξωτερικό γινόµενο των ,x y  ορίζεται το διάνυσµα ( χρησιµοποιώντας ορίζουσες )   

2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2
1 2 3

       

  

  

i j k
x x x x x x

x y x x x i j k
y y y y y y

y y y

× = = − +  όπου 

( ) ( ) ( )1 2 31,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1i e j e k e= = = = = =   

Εποµένως ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1x y x y x y i x y x y j x y x y k× = − − − + −  

= ( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1x y x y i x y x y j x y x y k− + − + − . 

         Παράδειγµα Να βρεθεί το x y×  όπου 2 3x i j k= − +  ( ( )2, 1,3= − ) και 

( )7 4 ( 0,7, 4 )y j k= − = − . 

Λύση 
        

1   3 2    3 2    -1
2 1  3

7  4 0  4 0     7  
0   7 4

i j k

x y i j k
−

× = − = − +
− −

−

( )( 1)( 4) 3 7 (2 ( 4) 3 0) (2 7 ( 1) 0)i j k= − − − ⋅ − ⋅ − − ⋅ + ⋅ − − ⋅

( )17 8 14 17,8,14i j k= − + + = −  
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          4.2 Θεώρηµα ( Ιδιότητες εξωτερικού γινοµένου) 
Έστω 3, ,x y z R∈  και Rλ∈  τότε ισχύουν τα ακόλουθα: 

1) ( ) ( ) ( )x y x y x yλ λ λ× = × = ×  , ιδιαίτερα 0 0 0y y× = × =  

2) 0x x× =  
3) ( )x y y x× = − ×  

4) ( )x y z x y x z× + = × + ×  και ( )y z x y x z x+ × = × + ×  

5) ( )2 2 2 2
x y x y x y× = ⋅ − ⋅  ( ταυτότητα Lagrange ) 

6) ( ) ( )x y z x y z⋅ × = × ⋅  

7) ( ) ( ) ( )x y z x z y x y z× × = ⋅ − ⋅  

           Απόδειξη:  Όλες οι ιδιότητες αποδεικνύονται µε χρήση του ορισµού του  
εξωτερικού γινοµένου και µε πράξεις. Ενδεικτικά αποδεικνύουµε τις (3) και (5). 
Έστω,  ( )1 2 3, ,x x x x=  και ( )1 2 3, ,y y y y=  

( )1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

              

    

    

i j k i j k

x y x x x y y y y x

y y y x x x

× = = − = − × . 

Η (5) είναι ειδική περίπτωση της ταυτότητας  Lagrange ( 3n = ) η οποία µε την 
βοήθεια των συνιστωσών των διανυσµάτων γράφεται: 

( ) ( ) ( )2 2 2

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1x y x y x y x y x y x y− + − + − =

( )( ) ( )22 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3x x x y y y x y x y x y= + + + + − + +  

Η ταυτότητα αυτή επαληθεύεται εύκολα µε πράξεις  
          Σηµείωση. Η ταυτότητα Lagrange στην γενική µορφή της θα αποδειχθεί 
αργότερα στην παράγραφο αυτή. 
 
Το εξωτερικό γινόµενο συχνά χρησιµοποιείται και για γεωµετρικούς σκοπούς, για να 
ορίσει το διάνυσµα που είναι κάθετο σε δύο δοσµένα διανύσµατα. Το αποτέλεσµα 
που ακολουθεί µας λέει ότι αν x  και y  είναι δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα του 

3R  τότε το x y×  είναι ένα διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο που ορίζουν τα x  και y . 

χxy

y

x
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          4.3 Πρόταση. Το εξωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων x  και y  του 3R  είναι 
ορθογώνιο προς τα διανύσµατα x  και y . 

          Απόδειξη: Αρκεί να αποδείξουµε ότι ( ) ( ) 0x x y y x y⋅ × = ⋅ × = . Παρατηρούµε 

ότι, 

( )x x y⋅ × = ( ) ( ) ( )1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1x x y x y x x y x y x x y x y− + − + − =

1 2 3 1 3 2 2 3 1 2 1 3 3 1 2 3 2 1 0x x y x x y x x y x x y x x y x x y− + − + − =  

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι ( ) 0y x y⋅ × = . 

 
         Παράδειγµα. Να βρεθεί ένα µη µηδενικό διάνυσµα ορθογώνιο στα διανύσµατα 

2 3 7x i j k= − + −  και 5 9y i k= + .  
         Λύση Το εξωτερικό γινόµενο x y×  είναι ορθογώνιο και στο x  και στο y . 

           
3  7 2   7 2   3

2  3  7
0     9 5         9 5      0

5    0     9

i j k

x y i j k
− − − −

× = − − = − + =

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 9 7 0 2 9 7 5 2 0 3 5i j k⋅ − − ⋅ − − ⋅ − − ⋅ + − ⋅ − ⋅ 27 17 15i j k= − − . 

 
Το εσωτερικό γινόµενο των µη µηδενικών διανυσµάτων x  και y  του 3R  ικανοποιεί 

την εξίσωση cosx y x y θ⋅ = ⋅ ⋅  όπου θ  η γωνία [ ]( )0,θ π∈  µεταξύ των x  και y . 

Ένα ανάλογο αποτέλεσµα ισχύει και για το εξωτερικό γινόµενο. 
 
           4.4 Πρόταση Αν x  και y  µη µηδενικά διανύσµατα του 3R  και [ ]0,θ π∈  η 

µεταξύ τους γωνία τότε               sinx y x y θ× = ⋅ ⋅ . 

          Απόδειξη: Θα χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα του Lagrange ( θεώρηµα 4.2 
(5)). 

( ) ( )22 2 2 2 22
cosx y x y x y x y x y θ× = ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ =

2 2 2 2 2cosx y x y θ⋅ − ⋅ ⋅ = ( )2 2 2 2 21 sinx y x y θ⋅ − ⋅ ⋅ − =
2 2 2sinx y θ⋅ ⋅ . 

Επειδή sin 0θ ≥  όταν 0 θ π≤ ≤ , συµπεραίνουµε ότι sinx y x y θ× = ⋅ ⋅ . 

         4.5 Πόρισµα  Αν 3,x y R∈ , τότε τα x  και y είναι συγγραµµικά αν και µόνο αν 
0x y× = . 

         Απόδειξη: Προφανής 
 
         Σηµείωση. Το προηγούµενο αποτέλεσµα είναι σηµαντικό εφόσον µας δίνει ένα 
τρόπο υπολογισµού ( του µέτρου ) του εξωτερικού γινοµένου που δεν εξαρτάται από 
συντεταγµένες, αλλά µόνο από την γεωµετρία των εµπλεκοµένων διανυσµάτων. 
 
         Παρατήρηση. Έστω x  και y  µη συγγραµµικά διανύσµατα του 3R τότε η  

τριάδα διανυσµάτων ( ), ,x y x y×  αποτελεί ένα δεξιόστροφο σύστηµα διανυσµάτων, 

δηλαδή ανάλογο µε το σύστηµα ( ), ,i j k . Έτσι η κατεύθυνση του x y×  

προσδιορίζεται µε τον κανόνα του «δεξιού χεριού» ή µε τον κανόνα του 
δεξιόστροφου κοχλία   Για να γίνουµε περισσότερο σαφείς, το εξωτερικό γινόµενο 
δεν είναι µεταθετικό ( δες και την (3) του θεωρήµατος 4.2). Έτσι στο εξωτερικό 
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γινόµενο x y× , η σειρά που παρατίθενται τα 
διανύσµατα ( πρώτα το x   και µετά το y ) 
καθορίζει και τον προσανατολισµό της 
κυρτής γωνίας των x  και y . Αν ένας δεξιόστροφος κοχλίας ( βίδα ή τριµπουσόν ) 

περιστρέφεται σύµφωνα µε την προσανατολισµένη γωνία ,x y τότε η κίνηση του 

κοχλία ( προς τα πάνω ή κάτω ) καθορίζει και την φορά του διανύσµατος x y×  ( το 
οποίο είναι βέβαια κάθετο στο επίπεδο των 
διανυσµάτων x  και y . 
 
 
 
 
 
 

 
       Εφαρµογές του εξωτερικού γινοµένου. 1) Έστω a  και b  µη συγγραµµικά 
διανύσµατα στον 3R . Τότε το εµβαδόν του παραλληλογράµµου µε κορυφές τα 
σηµεία Ο, , ,a a b+  και b  ισούται µε a b× . 

Λύση Έστω Ε το εµβαδόν του 
παραλληλογράµµου µε κορυφές τα 
Ο, , ,a a b+  και b  και h  το ύψος 
που άγεται από το b  στην πλευρά 

aΟ . Τότε sinh b θ= ⋅ , άρα 

sina b a bθΕ = ⋅ ⋅ = ×  ( πρόταση 

4.4) 
 
 

2)Αν 3, ,a b c R∈  τότε το γινόµενο ( )a b c⋅ ×  ονοµάζεται το αριθµητικό ή τριπλό 

γινόµενο των ,a b και c  και συµβολίζεται συνήθως µε ( )a b c⋅ ⋅ . Ισχύει τότε 

( ) ( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

    

    

    

a a a

a b c a b c b b b

c c c

⋅ ⋅ = ⋅ × =  όπου ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )1 2 3, ,b b b b=   και 

( )1 2 3, ,c c c c=  

Λύση Με πράξεις βρίσκουµε: 

( ) ( ) 2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2

b b b b b b
a b c a i a j a k i j k

c c c c c c

 
⋅ × = + + ⋅ − + 

 
= ( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

    

    

    

a a a

a b c b b b

c c c

⋅ ⋅ = . 

Από τις ιδιότητες των οριζουσών έχουµε ότι: ( ) ( ) ( )a b c b c a c a b⋅ × = ⋅ × = ⋅ × . 

3) Έστω , ,a b c  τρία µη συνεπίπεδα διανύσµατα του 3R , τότε ο όγκος του 

παραλληλεπιπέδου που παράγεται από τα ,a b  και c  ισούται µε ( )c a b⋅ × , δηλαδή 

( )V c a b= ⋅ × . 

χxy

θ

y

x

χxy

θ

y

x

h

θO

b
α+b

α
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Λύση  
 
 
 
 
 

0
2

π
θ< <  

Το 

παραλληλόγραµµο µε κορυφές Ο, , ,a a b+  και b  

έχει εµβαδόν a bΕ = × . Από την γεωµετρία είναι γνωστό ότι ο όγκος του 

παραλληλεπιπέδου που παράγεται από τα ,a b  και c ισούται µε V h= Ε⋅ , όπου h  το 
ύψος που άγεται από την κορυφή c    στο επίπεδο του παραλληλογράµµου µε 
κορυφές τα Ο, , ,a a b+  και b . Αν θ  είναι η γωνία των a b×  και c  τότε 

( ) cosc a b c a b θ⋅ × = ⋅ × ⋅  ( τύπος του εσωτερικού γινοµένου). Όµως cosh c θ= ⋅ , 

( αν 0  τότε cos
2

h c
π

θ θ< < = ⋅  και αν 
2

π
θ π< <  τότε 

( )cos cosh c cπ θ θ= ⋅ − = − ⋅ ). 

Έπεται ότι:                    ( )cosV a b h a b c c a bθ= × ⋅ = × ⋅ ⋅ = ⋅ × . 

 
         Παρατήρηση. Από την εφαρµογή (2) έπεται ότι ο όγκος V  του 
παραλληλεπιπέδου που παράγεται από τα διανύσµατα ,a b  και c  ισούται µε την 

απόλυτη τιµή της ορίζουσας 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

    

    

    

a a a

b b b

c c c

. 

 
 
 
 
 
 
 
 

2

π
θ π< < . 

 
 

 

O

α

c

b

hθθ

O

α

b

cαχb

π-θ h
π-θ

c

b

α

αxb
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Η ταυτότητα του Lagrange 
 

( )
2

22 2

1 1 1 1

n n n

j j j j j k k j
j j j j k n

x y x y x y x y
= = = ≤ < ≤

     
⋅ − = −     

     
∑ ∑ ∑ ∑ , , , 2j jx y R n∈ ≥ . 

[ Η θέτοντας, ( ) ( )1 1,..., , ,...,n nx x x y y y= =  έχουµε      

                            ( ) ( )22 2 2

1
j k k j

j k n

x y x y x y x y
≤ < ≤

⋅ − ⋅ = −∑ ] 

Λύση Παρατηρούµε πρώτα ότι, 
1 , 1
   

2j k j k
k j n j k n
k j

x y x y
≤ ≤ ≤ < ≤
≠

=∑ ∑       (1). Πραγµατικά 

αριστερά το άθροισµα υπολογίζεται σε όλα τα διατεταγµένα ζεύγη 

( ){ }, : ,1 ,j k j k j k n≠ ≤ ≤  που είναι ( ) 21n n n n− = −  το πλήθος και δεξιά σε όλα τα 

διατεταγµένα ζεύγη ( ){ }, :1j k j k n≤ < ≤ ,  δηλαδή όλους τους συνδυασµούς των n  

αριθµών { }1,2,...,n  ανά δύο, που είναι 
( )1

2

n n −
 το πλήθος.  

Αποδεικνύουµε τώρα την ταυτότητα Lagrange µε χρήση της (1). Ξεκινούµε από  
το δεξί µέλος:              
      

( )2 2 2 2 2

1 1 1 1

2j k k j j k k j j k k j
j k n j k n j k n j k n

x y x y x y x y x y x y
≤ < ≤ ≤ < ≤ ≤ < ≤ ≤ < ≤

− = + −∑ ∑ ∑ ∑ =

2 2

1 , 1 ,
        

j k j j k k
j k n j k n
j k j k

x y x y x y
≤ ≤ ≤ ≤
≠ ≠

= −∑ ∑  

Όσο για το αριστερό µέλος έχουµε: 
2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 , 1 1
        

2
n n n n n

j j j j j j j k j j j j k k
j j j j j k n j j k n

j k

x y x y x y x y x y x y x y
= = = = ≤ ≤ = ≤ < ≤

≠

 
       ⋅ − = + − +             

 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ =  

= 2 2

1 , 1 ,
        

    

j k j j k k
j k n j k n
j k j k

x y x y x y
≤ ≤ ≤ ≤
≠ ≠

−∑ ∑  

Έτσι η ταυτότητα Lagrange έπεται. 
 
         Παρατήρηση. Έπεται ιδιαίτερα από την (1) ότι: 

2

2

1 1 1

2
n n

k k j k
k k j k n

a a a a
= = ≤ < ≤

 
= + = 

 
∑ ∑ ∑ 2

1 1 ,
    

n

k j k
k j k n

j k

a a a
= ≤ ≤

≠

+∑ ∑  

 
        Εφαρµογές της ταυτότητας Lagrange και του εξωτερικού γινοµένου. 
1)Η ταυτότητα Lagrange έχει ως άµεση συνέπεια την ανισότητα Cauchy-Schwarz,  

2 2

1 1 1

, , , 2
n n n

j j j j j j
j j j

x y x y x y R n
= = =

≤ ⋅ ∈ ≥∑ ∑ ∑ . Εφόσον το δεξί µέλος της ταυτότητας 

Lagrange είναι µη αρνητικό. 
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       2)  Πότε ισχύει ισότητα στην ανισότητα Cauchy-Schwarz; 
Από την ταυτότητα του Lagrange έπεται ότι ισότητα στην ανισότητα Cauchy-

Schwarz ισχύει ακριβώς τότε αν η ποσότητα ( )2

1
j k k j

j k n

x y x y
≤ < ≤

−∑   στο δεξί µέλος της 

ταυτότητας Lagrange ισούται µε µηδέν. Έτσι 

( )2

1

0j k k j j k k j
j k n

x y x y x y x y
≤ < ≤

− = ⇔ =∑ για κάθε ,j k  µε  1 j k n≤ < ≤ . ∆ηλαδή αν, 

det 0
j k

j k

x x

y y
=  (*) για κάθε 1 , ,j k n j k≤ ≤ ≠ . Έπεται εύκολα ότι η (*) ισοδυναµεί µε 

το ότι τα διανύσµατα ( )1,..., nx x x=  και ( )1,..., ny y y=  είναι συγγραµµικά. ( Αν τα x  

και y  είναι συγγραµµικά δηλαδή αν x yλ=  για κάποιο Rλ∈  τότε ισχύει εύκολα η 
(*)). 
Αν ισχύει η (*) και τα x  και y  είναι µη µηδενικά τότε υπάρχει 

{ }, 1, 2,..., : 0, 0j kj k n y x∈ ≠ ≠ . Υποθέτοντας χωρίς περιορισµό της γενικότητας  ότι 

k j≠  έχουµε, det 0
k j

k j

x x

y y
= ⇔  υπάρχει Rλ∈ : j jx yλ=  και άρα x yν νλ=  για κάθε 

1, 2,..., nν =  
 
3) Έστω ( ) ( )1 1,..., , ,..., n

n na a a b b b R= = ∈ . Αποδείξτε ότι το εµβαδόν Ε του 

παραλληλογράµµου µε κορυφές τα σηµεία , ,O a a b+  και b  ισούται µε 

( ) ( )22 2 2

1
j k k j

j k n

a b a b a b a b
≤ < ≤

Ε = ⋅ − ⋅ = −∑ . 

       Λύση Υποθέτουµε ότι τα a  και b  δεν είναι συγγραµµικά, διαφορετικά το 
παραλληλόγραµµο εκφυλίζεται σε ευθύγραµµο τµήµα και το δεξί και το αριστερό 
µέλος της ισότητας ισούται µε µηδέν. 
Το εµβαδόν του παραλληλογράµµου µε κορυφές τα , ,O a a b+  και b  ισούται µε 

sina b θΕ = ⋅ ⋅ , όπου [ ]0,θ π∈  η κυρτή γωνία των a  και b  ( ο τύπος για το 

εµβαδόν του παραλληλογράµµου ισχύει και στον nR  µε 3n ≠ , εφόσον ο υπόχωρος 
,V a b=  που παράγουν τα a  και b  είναι διάστασης 2, dim 2V =  και άρα γραµµικά 

ισοµετρικός µε τον ( )2 ,R ⋅ ). 

Έτσι έχουµε:  

( )2 2 2 22 2 2sin 1 cosa b a bθ θΕ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − =
2 2 2 2 2cosa b a b θ⋅ − ⋅ ⋅ =

( )2 2 2
a b a b⋅ − ⋅  Εφόσον γνωρίζουµε ότι cosa b a b θ⋅ = ⋅ ⋅ . 

∆ηλαδή ( )2 2 22 a b a bΕ = ⋅ − ⋅  (1) 

Από την ταυτότητα του Lagrange το δεξί µέλος της (1) ισούται µε 

( )2

1
j k k j

j k n

a b a b
≤ < ≤

−∑ . Έπεται ότι, ( )2 2 22 a b a bΕ = ⋅ − ⋅ = ( )2

1
j k k j

j k n

a b a b
≤ < ≤

−∑  η 

οποία συνεπάγεται αµέσως την ζητούµενη ισότητα. 
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  4 )Η  εξίσωση ενός επιπέδου στον 3R . 
Μια εξίσωση για το επίπεδο Ε που είναι κάθετο στο δεδοµένο διάνυσµα 

i j CkΝ = Α +Β +  του 3R  και περιέχει το σηµείο ( )0 0 0, ,Q x y z=  έχει τις ακόλουθες 

µορφές: ( ) ( ) ( )0 0 0 0x x y y C z zΑ − +Β − + − =  ή 0x y Cz DΑ +Β + + =  κανονική 

µορφή. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Πράγµατι το σηµείο ( ), ,P x y z=  ανήκει στο επίπεδο Ε αν και µόνο αν το διάνυσµα 

( )0 0 0, ,OP OQ x x y y z z− = − − −  είναι παράλληλο προς το επίπεδο Ε αν και µόνο αν 

το Ν είναι ορθογώνιο στο P Q− . Έτσι βρίσκουµε: 

OP OQ N− ⊥ ⇔ ( ) ( ) ( )0 0 0 0x x y y C z zΑ − +Β − + − = ⇔ 0x y Cz DΑ +Β + + =  

Όπου ( )0 0 0D x y Cz= − Α +Β + . 

Αντίστροφα ένα διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο µε εξίσωση 0x y Cz DΑ +Β + + =  

είναι το N i j Ck= Α +Β + , όπου 0CΑ + Β + > . Σηµειώνουµε ότι τα επίπεδα µε 

εξισώσεις: 0x y Cz DΑ +Β + + =  και 0x y CzΑ +Β + =  είναι παράλληλα ( αν 0D ≠  
τότε το σύστηµα των εξισώσεων 0x y CzΑ +Β + =  και 0x y Cz DΑ +Β + + =  
προφανώς δεν έχει λύση). 
5) Η εξίσωση του επιπέδου που περιέχει τρία δοσµένα σηµεία. 
Έστω ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , , , , ,x y z Q x y z R x y zΡ = = =  σηµεία του 3R  για τα οποία 

υποθέτουµε ότι δεν βρίσκονται στην ίδια ευθεία. Μπορούµε να βρούµε την κανονική 
µορφή του επιπέδου που περιέχει τα , ,Q RΡ  µε δύο τρόπους: 
(Ι) Η εξίσωση που θέλουµε έχει την κανονική µορφή 0x y Cz DΑ +Β + + = . Επειδή 
τα , ,Q RΡ  ανήκουν στο επίπεδο  καταλήγουµε στο γραµµικό σύστηµα των 
εξισώσεων: 
 
 

E

z

O

x

Q=(x0,y0,z0)
P(x,y,z)

OP-OQ

N
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1 1 1

2 2 2

3 3 3

0

0

0

x y Cz D

x y Cz D

x y Cz D

Α +Β + + =

Α +Β + + =
Α +Β + + =

 

( το οποίο και επιλύουµε ως προς τα ,Α Β  και C ). 
(ΙΙ) Τα διανύσµατα OQ O− Ρ  και OR OP−  είναι παράλληλα προς το επίπεδο Ε που 
ζητούµε άρα κάθε διάνυσµα ορθογώνιο προς το Ε είναι και ορθογώνιο προς αυτά. Το 
εξωτερικό γινόµενο ( ) ( )OQ OP OR OPΝ = − × −  είναι ορθογώνιο προς τα OQ O− Ρ  

και OR OP− . 
Παρατηρούµε ότι, ( )2 1 2 1 2 1, ,OQ OP x x y y z z− = − − − , 

( )3 1 3 1 3 1, ,OR OP x x y y z z− = − − −  και συνεπώς, 

( ) ( )OQ OP OR OPΝ = − × − = 2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

                        

  

  

i j k

x x y y z z

x x y y z z

− − −

− − −

=

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

      

      

y y z z x x z z x x y y
i j k

y y z z x x z z x x y y

− − − − − −
− +

− − − − − −
= i j CkΑ +Β + . 

Έχοντας το διάνυσµα Ν που είναι κάθετο στο Ε µπορούµε να βρούµε την κανονική 
µορφή της εξίσωσης του επιπέδου χρησιµοποιώντας ένα από τα δοσµένα σηµεία 

, ,Q RΡ  π.χ. το Ρ. 

Έτσι βρίσκουµε την εξίσωση ( ) ( ) ( )1 1 1 0x x y y C z zΑ − +Β − + − =  όπου Α,  Β και C  

είναι οι συντεταγµένες του Ν. 
 

E

O

z

x

P R
Q

N

OQ-OP

OR-OP

y
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ΙΙ ∆ιαφορικός Λογισµός πολλών µεταβλητών 
 

∆ιαφόριση συναρτήσεων πολλών µεταβλητών 
 

Ένας στέρεος ορισµός της παραγώγισης για συναρτήσεις πολλών µεταβλητών 
ανάλογος µε τον ορισµό για συναρτήσεις µιας µεταβλητής δεν είναι εκ των προτέρων  
σαφής. 
Ένας τέτοιος κατάλληλος ορισµός θα πρέπει να έχει ως συνέπεια την συνέχεια της 
συνάρτησης την ύπαρξη « εφαπτοµένου επιπέδου » στο γράφηµα της f  καθώς και 
τον κανόνα της αλυσίδας. 
Σε πρώτη προσέγγιση µπορούµε να παραγωγίσουµε ως προς µία µεταβλητή 
κρατώντας τις υπόλοιπες σταθερές. 
Έστω για απλότητα µια πραγµατική συνάρτηση ( ),f x y  δύο µεταβλητών ορισµένη 

σε ένα ανοικτό υποσύνολοU  του 2R . Θεωρούµε ένα σηµείο ( )0 0,x y U∈ , 

περιορίζουµε την f  στην τοµή του U  µε τις ευθείες 1L  και 2L  που διέρχονται από 

το ( )0 0,x y  και είναι παράλληλες µε τους άξονες 'x x  και 'y y  αντίστοιχα και 

παραγωγίζουµε στο ( )0 0,x y  τις προκύπτουσες συναρτήσεις. 

  
 

∆ηλαδή εξετάζουµε τα όρια: 
( ) ( )0 0 0 0

0

, ,
lim
h

f x h y f x y

h→

+ −
 και 

( ) ( )0 0 0 0

0

, ,
lim
h

f x y h f x y

h→

+ −
 

Το µεν πρώτο όριο ( αν υπάρχει ) το συµβολίζουµε µε ( )0 0,
f

x y
x

∂
∂

 και το ονοµάζουµε 

η µερική παράγωγος της f  ως προς x  στο ( )0 0,x y  και το δεύτερο µε ( )0 0,
f

x y
y

∂
∂

 και 

το ονοµάζουµε η µερική παράγωγος της f  ως προς y  στο ( )0 0,x y . 

Ο γενικότερος ορισµός διατυπώνεται ανάλογα. 
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        5.1 Ορισµός. Έστω nU R⊆  ανοικτό : nf U R R⊆ →  ( πραγµατική ) 

συνάρτηση και ( )1,..., na a a U= ∈ . Αν { }1,2,...,j n∈ , η µερική παράγωγος της f στο 

a  ως προς την jx  µεταβλητή είναι το ακόλουθο όριο αν βέβαια υπάρχει,  

( )
( ) ( )1 1

0

,..., ,..., ,...,
lim

j n n

h
j

f a a h a f a af
a

x h→

+ −∂
=

∂
=

( ) ( )
0

lim
j

h

f a he f a

h→

+ −
 όπου 

( )0,0,...0,1,0,...,0je =  είναι το j − στο διάνυσµα της κανονικής βάσης 1,..., ne e  του 
nR . 

Αν η µερική παράγωγος της f  ως προς την jx  µεταβλητή υπάρχει για κάθε a U∈  

τότε ορίζεται µια πραγµατική συνάρτηση επί του U  την οποία συµβολίζουµε µε 
j

f

x

∂
∂

, 

δηλαδή, : n

j

f
U R R

x

∂
⊆ →

∂
. 

Ειδικότερα στην περίπτωση 3n = , θα χρησιµοποιούµε και τον συµβολισµό ,
f f

x y

∂ ∂
∂ ∂

 

και 
f

z

∂
∂

 ή , ,x y zf f f . 

Αν η f  είναι µια διανυσµατική συνάρτηση ( έστω : n mf U R R⊆ → ) ώστε 

( )1,..., mf f f= , µπορούµε να µιλάµε για τις µερικές παραγώγους των συντεταγµένων 

συναρτήσεων, για παράδειγµα η k

j

f

x

∂

∂
 είναι η µερική παράγωγος της k  συντεταγµένης 

ως προς την µεταβλητή jx , (1 k m≤ ≤  και 1 j n≤ ≤ ). 

Μερικές φορές θα χρησιµοποιούµε και τον συµβολισµό jD f  για τη µερική 

παράγωγο 
j

f

x

∂
∂

. 

 

       Παραδείγµατα 1) Αν ( ) 3 2 2,f x y x y x y= + , να βρεθούν οι 
f

x

∂
∂

 και 
f

y

∂
∂

. 

       Λύση Για να βρούµε την 
f

x

∂
∂

 κρατάµε το y  σταθερό: 2 23 2
f

x y xy
x

∂
= +

∂
. Όµοια 

για να βρούµε την 
f

y

∂
∂

 κρατάµε το x  σταθερό: 3 22
f

x x y
y

∂
= +

∂
. 

2) Έστω ( )2 3sin 3z x x y= ⋅ + . Να υπολογιστούν οι ,0
3

z

x

π∂  
 ∂  

 και ( )1,1
z

y

∂
∂

. 

      Λύση  ( ) ( )3 2 32 sin 3 3 cos 3
z

x x y x x y
x

∂
= ⋅ + + ⋅ +

∂
. Εποµένως  

2

,0 2 sin 3 cos
3 3 3

z

x

π π π
π π

∂      = ⋅ + ⋅     ∂      
= ( )

2 22
0 1

3 3 3

π π π
⋅ + ⋅ − = − . 

( )2 2 33 cos 3
z

x y x y
y

∂
= ⋅ +

∂
. Εποµένως ( )1,1

z

y

∂
∂

= ( ) ( ) ( )2 2
3 1 1 cos 3 1 3cos 4+ = . 
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3) Έστω ( ) 2 2 3, , 2f x y z x xy yz= + + . Να βρεθούν οι , ,x y zf f f . 

        Λύση Για την xf ( δηλαδή την 
f

x

∂
∂

) κρατάµε τις y  και z  σταθερές και 

παραγωγίζουµε ως προς x . Άρα ( ) 2, , 2 2xf x y z x y= + . Ανάλογα, βρίσκουµε: 

( ) 3, , 4yf x y z xy z= +  και ( ) 2, , 3zf x y z yz=  

4)Έστω ότι η συνάρτηση ( ),z z x y=  των x  και y  ικανοποιεί την εξίσωση 

2 3x z yz x+ = . Να βρεθούν οι 
z

x

∂
∂

 και 
z

y

∂
∂

. 

      Λύση  Παραγωγίζουµε  την δοσµένη εξίσωση ως προς x  κρατώντας το y  

σταθερό: 2 22 3 1
z z

xz x yz
x x

∂ ∂
+ + =
∂ ∂

. Επιλύουµε την εξίσωση αυτή ως προς 
z

x

∂
∂

 και 

βρίσκουµε 
2 2

1 2

3

z xz

x x yz

∂ −
=

∂ +
. 

Ανάλογα, παραγωγίζουµε την δοσµένη εξίσωση ως προς y  κρατώντας σταθερό το 

x : 2 3 23 0
z z

x z yz
y y

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
, άρα 

3

2 23

z z

y x yz

∂ −
=

∂ +
 

5) Οι µερικές παράγωγοι των συναρτήσεων ( ),f x y x yκ λ= ⋅  ( µονωνύµων) είναι οι 

1:
f

x y
x

κ λκ −∂
=

∂
 και 1:

f
x y

y
κ λλ −∂

=
∂

      ( , Nκ λ∈ ) 

Γενικότερα αν ( ) 1 2
1 1 2,..., .... nkk k

n nf x x x x x= ⋅  τότε 1
1

1 ... ...j n
k kk

j j n
j

f
k x x x

x
−∂

=
∂

. 

6) Αν ( ) 2 2
1 1,..., ...n nf x x x x= + +     ( = x , όπου ( )1,..., nx x x= ) τότε, 

2 2
1

, 1,2,...,
...

j

j n

xf
j n

x x x

∂
= =

∂ + +
. 

Η παραγώγιση γίνεται βέβαια στο ανοικτό ( ){ }0,...,0nRΩ = − . 

Παρατηρούµε ότι οι, ( )0 , 1,2,...,
j

f
j n

x

∂
=

∂
, δεν υπάρχουν ( γιατί;). 

Η ύπαρξη των µερικών παραγώγων σε ένα σηµείο δεν συνεπάγεται κατ’ ανάγκη την  
συνέχεια της συνάρτησης στο σηµείο αυτό. 
 

        Παράδειγµα. Έστω ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
, , 0,0

,

0,           , 0,0

xy
x y

x yf x y

x y

 ≠ += 
 =

 . 

Υπενθυµίζουµε ότι η συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής στο ( )0,0  ( αφού, 

( ) ( ),0 0 0,f x f y= =  για κάθε ,x y R∈  και ( ) 1
,

2
f x x =   για κάθε 0x ≠ ). 

Οι µερικές παράγωγοι της f  υπάρχουν όµως σε κάθε σηµείο του 2R : 

( )
( )

2 2

22 2

y y xf

x x y

−∂
=

∂ +
 στο ( ){ }2 0,0R −  και ( ) ( ) ( )

0

,0 0,0
0,0 lim 0

h

f h ff

x h→

−∂
= =

∂
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Αναλόγως 
( )
( )

2 2

22 2

x x yf

y x y

−∂
=

∂ +
 στο ( ){ }2 0,0R −  και 

( ) ( ) ( )
0

0, 0,0
0,0 lim 0

h

f h ff

y h→

−∂
= =

∂
 

( Οι ,
f f

x y

∂ ∂
∂ ∂

 υπολογίζονται εύκολα στο ( ){ }2 0,0U R= − , χρησιµοποιώντας π.χ. τον 

κανόνα παραγώγισης πηλίκου συναρτήσεων από τον Απειροστικό Λογισµό ). 
Από το τελευταίο παράδειγµα ( αλλά και από άλλα παραδείγµατα ) φαίνεται ότι η 
υπόθεση της ύπαρξης ( όλων ) των µερικών παραγώγων σε ένα σηµείο δεν είναι ο 
«σωστός» ορισµός της διαφορισιµότητας  προκειµένου για συναρτήσεις πολλών 
µεταβλητών. 
Για να καταλήξουµε στον ζητούµενο ορισµό θα ξεκινήσουµε από τον ορισµό της 
παραγώγου συναρτήσεων :f I R R⊆ →  ορισµένων σε ένα ανοικτό διάστηµα Ι του 
R . 
Υπενθυµίζουµε ότι αν a I∈ ,  η f  λέγεται διαφορίσιµη στο a  αν το όριο 

( ) ( )
lim
x a

f x f a
c

x a→

−
=

−
  (1) υπάρχει στο R . Τότε ο αριθµός c , καλείται η παράγωγος 

της f  στο a  και συµβολίζεται µε ( )'f a  ή ( )Df a  ή και ( )df
a

dx
. Ο ορισµός που 

δίνεται µε την (1) δεν µπορεί να γενικευθεί ως έχει για συναρτήσεις : n mf U R R⊆ →  

για 2n ≥ , καθώς το x a−  είναι τότε ένα διάνυσµα και είναι αδύνατο να διαιρέσουµε 

τον αριθµό ( ) ( )f x f a−  µε το x a− . Η (1) µπορεί όµως να γραφεί ισοδύναµα ως 

εξής. ( )( )'c f a= , 
( ) ( ) ( )

lim 0
x a

f x f a c x a

x a→

− − −
=

−
 η τελευταία σχέση είναι ακόµη 

ισοδύναµη µε την, 
( ) ( ) ( )

lim 0
x a

f x f a c x a

x a→

− − −
=

−
.      (2)  

Σηµειώνουµε ότι η απεικόνιση ( ) ,x cx x RΤ = ∈  είναι γραµµική 

Παρατηρούµε ότι η (2) εµπλέκει πηλίκα πραγµατικών αριθµών και έτσι µπορεί να 
γενικευθεί για συναρτήσεις : nf U R R⊆ → . Πριν προχωρήσουµε στον ορισµό αυτό 

αξίζει να παρατηρήσουµε ότι αν θέσοµε ( ) ( ) ( )( )'l x f a f a x a= + −  που είναι  η 

εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το ( )( ),a f a  και είναι εφαπτοµένη στο 

γράφηµα της f  και ακόµη θέσοµε ( ) ( ) ( ) ,x a f x l x x Iε − = − ∈  τότε η (2) µπορεί να 

γραφεί ως, 
( )

lim 0
x a

x a

x a

ε
→

−
=

−
. Άρα, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 'x I f x f a f a x a x aε∈ = + − + −  µε  

( )
lim 0
x a

x a

x a

ε
→

−
=

−
.         (3) 

Η σχέση (3) σηµαίνει ότι η διαφορισιµότητα είναι ένα βαθµό πάνω από την συνέχεια, 

αφού, 
( )

lim 0
x a

x a

x a

ε
→

−
=

−
⇒ ( )lim 0

x a
x aε

→
− =  και το τελευταίο όριο σηµαίνει ότι 

( ) ( )lim
x a

f x f a
→

= . 
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         Σηµείωση. Επειδή στην θεωρία της διαφόρισης συναρτήσεων είναι ουσιώδες η 
µεταβλητή x  να προσεγγίζει το υπό εξέταση σηµείο a  από όλες τις δυνατές 
διευθύνσεις θα υποθέτοµε πάντοτε ότι οι συναρτήσεις που εξετάζουµε είναι 
ορισµένες σε ανοικτά υποσύνολα του nR . 
Για λόγους απλότητας θα εξετάσουµε πρώτα την διαφορισιµότητα πραγµατικών 
συναρτήσεων : , ( 1).nf U R R m⊆ → =   
 
          5.2 Ορισµός. Έστω nU R⊆  ανοικτό, ( )1,..., na a a U= ∈  και :f U R→  

συνάρτηση. Θα λέµε ότι η f  είναι διαφορίσιµη στο a  αν υπάρχει µια γραµµική 

συνάρτηση : nR RΤ →  ώστε 
( ) ( ) ( )

lim 0
x a

f x f a x a

x a→

− −Τ −
=

−
      (1) 

Επειδή ( όπως είναι εύκολο να αποδείξουµε ) η γραµµική συνάρτηση Τ είναι 
µοναδική, αν υπάρχει, η Τ λέγεται το διαφορικό της f  στο a  και συµβολίζεται µε 

( )Df a . Λέµε ότι η f  είναι διαφορίσιµη στο U  αν είναι διαφορίσιµη σε κάθε a U∈ . 

Θέτοντας x a h− =  η (1) µπορεί να διατυπωθεί ισοδύναµα και ως εξής 

( ) ( ) ( )( )
0

lim 0
h

f a h f a Df a h

h→

+ − −
=       (2) 

Αν θέσοµε ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a h f a h f a Df a hε = + − −  για εκείνα τα nh R∈  ώστε 

a h U+ ∈  η (2) µπορεί να γραφεί και ως  

              
( )

0
lim 0a

h

h

h

ε
→

=     όπου  ( ) ( ) ( )( ) ( )af a h f a Df a h hε+ = + +    (3) 

Ας εξετάσοµε τώρα πιο προσεκτικά τον ορισµό και τις συνέπειές του. 
Η µοναδικότητα του διαφορικού: Έστω τυχόν nh R∈ . 
Θεωρούµε , 0t R t∈ ≠  µε t  αρκετά µικρό ώστε a th U+ ∈ , έπεται τότε από την (3) 

ότι ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
aDf a h f a th f a th

t t
ε= + − − . 

Άρα ( )( ) ( ) ( )( )
0

1
lim
t

Df a h f a th f a
t→

= + −  που σηµαίνει ότι η τιµή ( )( )Df a h  της 

( )Df a  είναι πλήρως ορισµένη από την συνάρτηση f . 

Η συνέχεια της f  στο a : Επειδή 
( )

0
lim 0a

h

h

h

ε
→

= , αν 0 1ε< < , υπάρχει 0δ >  ώστε 

0h ≠  και h δ<  τότε 
( )a h

h

ε
ε≤  ή ( )a h hε ε≤ . 

Υποθέτοντας – όπως µπορούµε- ότι 0 δ ε< ≤  συµπεραίνουµε ότι, αν h δ≤  τότε 

( ) 2
a hε ε ε ε ε≤ ⋅ = < , συνεπώς ( )

0
lim 0a
h

hε
→

= . Άρα πάλι από την (3) έπεται ότι 

( ) ( )
0

lim
h

f a h f a
→

+ = . ∆ηλαδή η f  είναι συνεχής στο a . 

   
Η σχέση της διαφορισιµότητας και µερικών παραγώγων. 

nikol
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Θα αποδείξουµε ότι ύπαρξη του διαφορικού της f  στο a U∈  έχει ως συνέπεια την 

ύπαρξη όλων των µερικών παραγώγων, ( ) ( )
1

,...,
n

f f
a a

x x

∂ ∂
∂ ∂

 της f  στο a . 

Πράγµατι εφόσον η ( )Df a  είναι γραµµική συνάρτηση από τον nR  στο R  θα 

υπάρχει ( )1,...,
n

nc c c R= ∈  (όπου ( ) ( ) , 1,2,...,k kc Df a e k n= = ) ώστε 

( )( ) ( )1 1 1... , ,..., n
n n nDf a h c h c h c h h h h R= ⋅ = + + = ∈ . 

 

Έστω { }1,2,...,j n∈ , ας αφήσουµε το x  να κινηθεί στην ευθεία { }:jL a te t R= + ∈  

του nR  που διέρχεται από το a  και έχει την διεύθυνση του διανύσµατος je  της 

συνήθους βάσης του nR , δηλαδή, θέτουµε jh te=  µε t R∈ . Τότε από την µορφή (2) 

του ορισµού του διαφορικού θα έχουµε: 
( ) ( ) ( ) ( )

0
lim 0

j j

t

f a te f a Df a te

t→

+ − −
=  ή 

( ) ( )
0

lim 0
j j

t

f a te f a tc

t→

+ − −
=  ή 

( ) ( )
0

lim 0
j

j
t

f a te f a
c

t→

+ −
− =  ή 

( ) ( )
0

lim
j

j
t

f a te f a
c

t→

+ −
= . Από τον ορισµό της 

j

f

x

∂
∂

 µερικής παραγώγου 

συµπεραίνουµε ότι :                  ( ) ( )( )j j
j

f
a c Df a e

x

∂
= =

∂
. 

Συνεπώς όλες οι µερικές παράγωγοι της f  στο a  υπάρχουν ( µε την υπόθεση ότι η 
f  είναι διαφορίσηµη στο a ) και δίνονται από τις τιµές του διαφορικού στα 

διανύσµατα της συνήθους βάσης του nR , δηλαδή ( ) ( )( ) , 1,2,...,j
j

f
a Df a e j n

x

∂
= =

∂
. 

( Παρατηρούµε ότι από την παραπάνω διαδικασία έπεται πάλι η µοναδικότητα του 
διαφορικού. ) 

        Συµβολισµός: Το διάνυσµα ( ) ( )
1

,...,
n

f f
a a

x x

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

 ονοµάζεται η κλίση ( gradient 

) ή το ανάδελτα της ( διαφορίσηµης στην θέση a ) συνάρτησης f  και συµβολίζεται 

µε ( )f a∇ , δηλαδή έχουµε, ( ) ( ) ( )
1

,...,
n

f f
f a a a

x x

 ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ 

. 

Παρατηρούµε ότι αν ( )1,...,
n

nh h h R= ∈  τότε,      

                          ( )( ) ( ) ( ) ( )1
1

... n
n

f f
Df a h a h a h f a h

x x

∂ ∂
= + + = ∇ ⋅
∂ ∂

. 

∆ιαφορισιµότητα και κατευθυνόµενες παράγωγοι: Έστω nU R⊆  ανοικτό :f U R→  

συνάρτηση και a U∈ . Αν nh R∈  µε 0h ≠ . Η κατευθυνόµενη παράγωγος της f  στο 

a  και στην κατεύθυνση h  συµβολιζόµενη µε ( )hD f a  είναι το όριο ( αν υπάρχει) 

( ) ( ) ( )
0

limh
t

f a th f a
D f a

t→

+ −
= . Με άλλα λόγια ο αριθµός ( )hD f a  είναι η 

nikol
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παράγωγος της συνάρτησης ( ) ( ) ( ): , :g R g t f a thδ δ− → = +  στο 0t =  ( επειδή το 

U  είναι ανοικτό στο nR  υπάρχει 0 :a th Uδ > + ∈  για κάθε t δ< ). Η συνάρτηση g  

είναι ο περιορισµός της f  στην τοµή του U  µε την ευθεία { }:L a th t R= + ∈ , η L  

είναι η ευθεία του nR  που διέρχεται από το σηµείο a  και έχει την διεύθυνση του 
διανύσµατος h  (είναι παράλληλη µε το h ). 
 
Εύκολα αποδεικνύεται τώρα το ακόλουθο αποτέλεσµα ( το οποίο γενικεύει το 
προηγούµενο που αφορά τις µερικές παραγώγους ). 
 
          5.3 Πρόταση. Αν η συνάρτηση f  είναι διαφορίσηµη στο a  τότε η f  έχει 

κατευθυνόµενες παραγώγους στο a  σε όλες τις κατευθύνσεις { }0nh R∈ − , µάλιστα 

ισχύει,                                ( ) ( ) ( ) ( )hD f a Df a h f a h= = ∇ ⋅ . 

         Απόδειξη Έστω nh R∈  µε 0h ≠ . Όπως και στην περίπτωση της απόδειξης της 
ύπαρξης των µερικών παραγώγων θα έχουµε: 

( ) ( ) ( )( )
0

lim 0
t

f a th f a Df a th

th→

+ − −
= ή 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1
lim 0
t

f a th f a tDf a h

h t→

+ − −
=  ή 

( ) ( ) ( ) ( )
0

lim 0
t

f a th f a tDf a h

t→

+ − −
=  ή 

( ) ( ) ( )( )
0

lim
t

f a th f a
Df a h

t→

+ −
= . 

Συνεπώς,                           ( ) ( ) ( ) ( )hD f a Df a h f a h= = ∇ ⋅ . 

 
         Παρατήρηση. Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι µερικές παράγωγοι της f  στο a  δεν 
είναι τίποτα άλλο από τις παραγώγους της f  στις κατευθύνσεις των διανυσµάτων της 

κανονικής βάσης { }1,..., ne e του nR , δηλαδή ( ) ( ) , 1,2,...,
ke

k

f
D f a a k n

x

∂
= =
∂

. 

  
Το εφαπτόµενο επίπεδο του γραφήµατος µιας διαφορίσηµης συνάρτησης. 
Έστω nU R⊆  ανοικτό και :f U R→  διαφορίσηµη συνάρτηση στο a U∈ . Κατ’, 
αναλογία µε την περίπτωση των πραγµατικών συναρτήσεων πραγµατικής µεταβλητής 
και βασιζόµενοι στην προηγούµενη συζήτηση ορίζουµε ως εφαπτόµενο επίπεδο του 
γραφήµατος της f  στο ( )( ) 1, na f a R +∈  το n − διάστατο επίπεδο µε εξίσωση  

(1) 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1
1

... n n
n

f f
z f a a x a a x a

x x

∂ ∂
= + − + + −

∂ ∂

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f a Df a x a f a f a x a= + − = +∇ ⋅ −  

Όπου ( )1,...,
n

nx x x R= ∈  και ( )1,..., na a a U= ∈ . 

Γεωµετρικά αυτό σηµαίνει ότι το παραπάνω επίπεδο στον 1n + − διάστατο χώρο 

1 2... nx x x z  εφάπτεται στην επιφάνεια µε εξίσωση ( )1,..., nz f x x=  στο σηµείο 

( )( ),a f a  και βέβαια είναι το µόνο επίπεδο µε την ιδιότητα αυτή. Η γεωµετρική 

σηµασία του εφαπτόµενου επιπέδου γίνεται καλύτερα κατανοητή στην περίπτωση 
µιας συνάρτησης δύο µεταβλητών ( ),z f x y=  οπότε το γράφηµά της είναι η 
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επιφάνεια ( )( ) ( ){ }, , , : ,x y f x y x y U∈  του 3R  και το εφαπτόµενο επίπεδο αυτής της 

επιφάνειας στο ( )( ),a f a  είναι το επίπεδο του 3R  µε εξίσωση,  

(2)      ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
1 2 1 2,       , , ,

f f
z f a a x a a y a x y R a a a U

x y

∂ ∂
= + − + − ∈ = ∈

∂ ∂
. 

Παρατηρούµε ότι το διάνυσµα ( ) ( ) ( )( )
1

,..., ,1 ,1
n

f f
k a a f a

x x

 ∂ ∂
= − − = −∇ ∂ ∂ 

 είναι 

κάθετο στο εφαπτόµενο επίπεδο µε εξίσωση την (1) και συνεπώς -εξ’ ορισµού – 
κάθετο και στην επιφάνεια ( )1,..., nz f x x=  στο σηµείο ( )( ),a f a . ( Το ζήτηµα αυτό 

θα ξανασυζητηθεί αργότερα).  Ας αποδείξουµε αυτό τον ισχυρισµό ( για λόγους 
απλότητας ) στην περίπτωση των δύο µεταβλητών, δηλαδή όταν έχουµε το 
εφαπτόµενο επίπεδο Ε µε εξίσωση την (2).  Παρατηρούµε ότι 

( )( ) ( )( )1 2, , ,a f a a a f a= ∈Ε , εποµένως αν ( )1 2, ,x x z ∈Ε  τότε το διάνυσµα 

( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , ,a a f a x x z a x a x f a z− = − − −  είναι παράλληλο µε το Ε. Άρα 

για να δείξουµε ότι k ⊥ Ε  είναι αρκετό να δείξουµε ότι για κάθε ( )1 2, ,x x z ∈Ε  ισχύει 

ότι το εσωτερικό γινόµενο, 

( )( )1 1 2 2, , 0a x a x f a z k− − − ⋅ = ⇔ ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2 2
1 2

0
f f

a a x a a x f a z
x x

∂ ∂
− − − − + − =
∂ ∂

 

Είναι σαφές ότι η τελευταία εξίσωση ισοδυναµεί µε την (2). 

 
Είµαστε τώρα σε θέση να δώσουµε το γενικό ορισµό του διαφορικού για 
διανυσµατικές συναρτήσεις  διανυσµατικής µεταβλητής. 
Υπενθυµίζουµε πρώτα την σχέση ( ταύτιση ) γραµµικών απεικονίσεων : n mR RΤ →  
και m n×  πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς.  
Έστω : n mR RΤ →  γραµµική απεικόνιση, τότε οι συντεταγµένες συναρτήσεις της Τ 
είναι οι , 1,2,...,i io i mπΤ = Τ = . ∆ηλαδή, ( ) ( ) ( )( )1 ,..., , n

mx x x x RΤ = Τ Τ ∈ . Θέτοµε 

( ) ,1 ,1i j ije a i m j nΤ = ≤ ≤ ≤ ≤  όπου 1,..., ne e  είναι η κανονική βάση του nR . Τότε 

ορίζεται ο m n×  πίνακας ( )
11 1

1

n

ij

m mn

a a

a

a a

 
 Α = =  
 
 

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

. 
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Αν ( )1,...,
n

nx x x R= ∈ , τότε 

( ) ( ) ( )( )1 ,..., mx x xΤ = Τ Τ = ( )11 1 1 21 1 2 1 1... , ... ,...., ...n n n n m mn na x a x a x a x a x a x+ + + + + + =

1

.

.

n

x

x

x

 
 
 = Α⋅ = Α⋅ =
 
 
 

το γινόµενο του πίνακα Α µε το διάνυσµα στήλη, 

1

.

.

n

x

x

x

 
 
 =
 
 
 

. 

Αντίστροφα, αν ( )ijaΑ =  είναι m n×  πίνακας τότε στον Α αντιστοιχεί η γραµµική 

απεικόνιση : n mR RΤ →  όπου ( ) ( )1, ,..., n
nx x x x x RΤ = Α⋅ = ∈ . Έτσι εγκαθιδρύεται  

µία 1 1−   και επί αντιστοιχία µεταξύ του χώρου των γραµµικών απεικονίσεων 

( );n mL R R   και του χώρου ( );V m n R×  των, m n×  πινάκων µε στοιχεία 

πραγµατικούς αριθµούς.  

                          ( ) ( ) ( ); ; : ,n m nL R R V m n R x x x RΤ∈ →Α∈ × Τ = Α⋅ ∈ . 

Σηµειώνουµε ακόµη ότι:  

(α) οι χώροι ( );n mL R R   και  ( );V m n R×  είναι (µε τις συνήθεις πράξεις ο καθένας ) 

διανυσµατικοί και η ανωτέρω αντιστοιχία γραµµική απεικόνιση. Μέσω της 
αντιστοιχίας αυτής ουσιαστικά ταυτίζουµε τους πίνακες µε τις γραµµικές 
απεικονίσεις.  

    β) ( ) ( )dim ; dim ;n mL R R V m n R m n= × = ⋅  ( γιατί; ). 

 
 
          5.4 Ορισµός Έστω nU R⊆  ανοικτό, ( )1,..., na a a U= ∈  και 

( )1: , ,...,m
mf U R f f f→ =  συνάρτηση. Η f  θα λέγεται διαφορίσιµη στο a  αν 

υπάρχει γραµµική απεικόνιση : n mR RΤ → , ( )1,..., mΤ = Τ Τ  ώστε 

( ) ( ) ( )
lim 0
x a

f x f a x a

x a→

− −Τ −
=

−
    (1) 

Θέτοντας x a h− =  το όριο (1) γράφεται ισοδύναµα: 

( ) ( ) ( )
0

lim 0
h

f a h f a h

h→

+ − −Τ
=     (2). 

Η (µοναδική) γραµµική συνάρτηση Τ που ικανοποιεί την (1) ( ή την (2)) ονοµάζεται 
το διαφορικό της f  στο a  και συµβολίζεται µε ( )Df a .  

Έστω ( )1,..., mf f f=  συνάρτηση διαφορίσιµη στο σηµείο a , παρατηρούµε τα 

ακόλουθα: 
1)Επειδή οι συντεταγµένες συναρτήσεις της, 

{ } ( ) ( ) ( ) mf x f a x a
x U a R

x a

− −Τ −
∈ − → ∈

−
 είναι οι, 

{ } ( ) ( ) ( )
,     1,2,...,i i if x f a x a

x U a R i m
x a

− −Τ −
∈ − → ∈ =

−
 έπεται από την θεωρία 
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των ορίων ότι το όριο στην (1) ισούται µε 0 αν και µόνο αν τα όρια 
( ) ( ) ( )

lim 0i i i

x a

f x f a x a

x a→

− −Τ −
=

−
 για κάθε 1,2,...,i m= . 

Αυτό σηµαίνει ότι η f  είναι διαφορίσιµη στο a  αν και µόνο αν η κάθε µια από τις 

συναρτήσεις 1,..., mf f  είναι διαφορίσιµη στο a  και τότε ( )i iDf a = Τ  για κάθε 

1,2,...,i m= . Συνεπώς, ( ) ( ) ( )( )1 ,..., mDf a Df a Df a= . 

2)Είναι προφανές, αφού οι 1,..., mf f  είναι πραγµατικές διαφορίσιµες συναρτήσεις, ότι 

οι µερικές παράγωγοι των 1,..., mf f  στο a  υπάρχουν και ισχύει, 

( ) ( ) ( ) ( )1
1

...i i
i n

n

f f
Df a h a h a h

x x

∂ ∂
= + +
∂ ∂

, ( )1,...,
n

nh h h R= ∈  όπου 1,2,...,i m= . 

Έπεται ιδιαίτερα ότι η ( )( )Df aΤ =  είναι µοναδική. 

3)Η διαφορισιµότητα στο a  των 1,..., mf f  έχει ως συνέπεια την συνέχεια αυτών των 

συναρτήσεων στο a , εποµένως και η ( )1,..., mf f f=  είναι συνεχής στο a . 

4) Η διαφορισιµότητα της ( )1,..., mf f f=  στο a  σηµαίνει  ότι η f  «γύρω» και 

«κοντά» στο σηµείο a , συµπεριφέρεται περίπου όπως η γραµµική συσχετισµένη 
συνάρτηση ( ) ( ) ( )( ) , nL x f a Df a x a x R= + − ∈ . Πράγµατι ο ορισµός του 

διαφορικού της f  στο a  σηµαίνει όχι απλώς ότι το όριο ( ) ( )lim 0
x a

f x L x
→

− =  αλλά 

ακόµη περισσότερο ότι η ποσότητα ( ) ( )f x L x−  διαιρεµένη µε την ποσότητα 

x a−   ( )x a≠  τείνει στο 0 καθώς το x  τείνει στο a .    

( Το γράφηµα της ( ) ( )( ){ }, , : n n m n mL G L x L x x R R R R += ∈ ⊆ × ≅  ορίζεται ως ο 

γεωµετρικός εφαπτόµενος χώρος του γραφήµατος της f , 

( ) ( )( ){ }, : mG f x f x x U U R= ∈ ⊆ ×  στο ( )( ),a f a . Πρβλ και τον ορισµό του 

εφαπτόµενου επιπέδου του γραφήµατος συνάρτησης. ) 
5)Ειδικότερα αν η f  είναι συνάρτηση πραγµατικής µεταβλητής ( 1n = ) 
παρατηρούµε ότι η f  είναι διαφορίσιµη στο a  αν και µόνο αν οι συναρτήσεις 

1,..., mf f  ως πραγµατικές συναρτήσεις πραγµατικής µεταβλητής είναι διαφορίσιµες 

στο a , αυτό προκύπτει αµέσως από το γεγονός ότι: 

( ) ( ) ( )( )1 ,..., mDf a Df a Df a= = ( ) ( )( )' '
1 ,..., mf a f a . Γράφουµε τότε ( ) ( )'f a Df a= . 

Βέβαια η διαφορισιµότητα  µιας διανυσµατικής συνάρτησης πραγµατικής µεταβλητής 
µπορεί να ορισθεί και απ’ ευθείας ( χωρίς την έννοια του διαφορικού συνάρτησης 
πολλών µεταβλητών ) µε τον τύπο  

                           ( ) ( ) ( )
' lim

t a

f t f a
f a

t a→

−
=

−
 ( αν το όριο υπάρχει). 

6)Ο πίνακας που αντιστοιχεί στην γραµµική απεικόνιση διαφορικό 

( ) ( ) ( )( )1 ,..., mDf a Df a Df a=  της f  στο a  ονοµάζεται ο πίνακας Jacobi της f  στο 

a  και συµβολίζεται µε ( )f aJ . Παρατηρούµε ότι ( σύµφωνα µε την ανάλυση που 
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προηγήθηκε του ορισµού του διαφορικού διανυσµατικής συνάρτησης), 

( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1
1 1

2 1

1

.

.

n

f a

m m

nm

f a f f
a a

f a x x

J

f f
a a

x xf a

∇  ∂ ∂    ∇ ∂ ∂      = =     ∂ ∂    ∂ ∂ ∇   

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

 ( δες και την παρατήρηση (2)). 

Έπεται ότι, ( )( ) ( )f aDf a h J h= ⋅  ( ( )

1

2

.f a

n

h

h
J

h

 
 
 = ⋅
 
 
 

) µε ( )1,..,
n

nh h h R= ∈ . 

Αν 1m =  τότε ο πίνακας Jacobi συµπίπτει µε το διάνυσµα γραµµή 

( ) ( )
1

,...,
n

f f
a a

x x

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

 δηλαδή µε το ανάδελτα ( )f a∇  της f  στο a . 

 
        Παραδείγµατα: 1) Κάθε σταθερή συνάρτηση : n mf U R R⊆ →  είναι 

διαφορίσιµη στο U  και ( ) 0Df a =  για κάθε a U∈ . Πράγµατι έστω, ( ) mf x c R= ∈  

για κάθε x U∈ . Αν a U∈  τότε ( ) ( ) 0f x f a c c− = − = , συνεπώς η µόνη γραµµική 

συνάρτηση : n mR RΤ →  που ικανοποιεί τον ορισµό του διαφορικού είναι η σταθερά 
µηδέν. 
 
2) Έστω  : n mf R R→  γραµµική συνάρτηση. Τότε η f  είναι διαφορίσιµη στον nR  

και ( )Df a f=  για κάθε na R∈ . 

Πράγµατι, αν na R∈ , τότε ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 0f x f a Df a x a f x a f x a− − − = − − − =  για 

κάθε nx R∈  Από την µοναδικότητα του διαφορικού έπεται το συµπέρασµα. 
 
3)Να αποδειχθεί µε χρήση του ορισµού του διαφορικού ότι η συνάρτηση 

( ) 3,f x y xy y= +  είναι διαφορίσιµη στο 2R  και να υπολογιστούν το διαφορικό, η 

κλίση της f  στο σηµείο ( )1 2,a a a=  καθώς και η εξίσωση του εφαπτόµενου 

επίπεδου του γραφήµατος της f  στο ( )( ),a f a . 

Οι µερικές παράγωγοι της f  είναι: 
f

y
x

∂
=

∂
 και 23

f
x y

y

∂
= +

∂
. Αν η f είναι 

διαφορίσηµη στο ( )1 2,a a a=  τότε το διαφορικό της εκεί θα έχει αναγκαία τη µορφή  

(1) ( )( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 2 1 1 2 23

f f
Df a h a h a h a h a a h

x y

∂ ∂
= + = + +
∂ ∂

 όπου ( ) 2
1 2,h h h R= ∈ . 

Έπεται ότι αν ( )1 2, 0h h h= ≠  τότε θα έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )f a h f a Df a h

h

+ − −
=
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2 1 2, , , ,f a h a h f a a Df a a h h

h

+ + − −
=
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2
1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 1 1 2 23a h a h a h a a a a h a a h

h

 + + + + − + − + +  =

3 3 2 2 3 2
1 2 1 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 1 2 2 23 3 3a a a h a h h h a h a h a h a a a a h a h a h

h

+ + + + + + + − − − − −
=

3 2
1 2 2 2 2

2 2
1 2

3h h h a h

h h

+ +

+
= ( ) ( )1 2

21 2 2 2
2 , 0,02 2 2 2

1 2 1 2

3
0

h h

h h h a
h

h h h h
→

+
+ ⋅ →

+ +
. Εφόσον, 

1

1 2 1 2
1 02 2 2

1 2 2

0
h

h h h h
h

h h h
→

≤ = →
+

 και 
2

2
2 2 2 2
2 2 2 02 2

21 2

3
3 0

h

h a h
h h a

hh h
→

+
⋅ ≤ ⋅ + →

+
. 

Από τους παραπάνω υπολογισµούς συµπεραίνουµε ότι πράγµατι το διαφορικό της f  

στο ( )1 2,a a a=  είναι η γραµµική απεικόνιση που περιγράψαµε στην (1) και συνεπώς 

η κλίση της f  στο a  είναι ( ) ( ) ( ) ( )2
2 1 2, , 3

f f
f a a a a a a

x y

 ∂ ∂
∇ = = + ∂ ∂ 

. Η εξίσωση του 

εφαπτόµενου επίπεδου στο ( )( ),a f a  είναι η 

( ) ( ) ( )( )3 2
1 2 2 2 1 1 2 23z a a a a x a a a y a= + + − + + −  

4)Το παράδειγµα που θα θεωρήσουµε τώρα το έχουµε χρησιµοποιήσει και στην 
παράγραφο των συνεχών συναρτήσεων ( παρατήρηση 3.8 ). 

Έστω ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 4
, , 0,0

,

0,           , 0,0

xy
x y

x yg x y

x y


≠ += 

 =

.  

Εξετάζουµε τις κατευθυνόµενες παραγώγους στο ( )0,0  της g , και παρατηρούµε ότι 

αν ( ) ( )1 2, 0,0h h h= ≠ , τότε ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

1 2
2 40 0

1 2

0,0 1
0,0 lim limh

t t

g th g th th
D g

t t th th→ →

− ⋅
= =

+
=  

2
22

11 2
12 2 40

1 2
1

, 0
lim

0,    0
t

h
hh h

h
h t h

h
→


≠

= = 
+  =

 

Παρατηρούµε ότι οι κατευθυνόµενες παράγωγοι στο ( )0,0  υπάρχουν προς όλες τις 

κατευθύνσεις. Όµως όπως γνωρίζουµε η g  δεν είναι συνεχής στο ( )0,0  και 

εποµένως δεν µπορεί να είναι διαφορίσηµη στο ίδιο σηµείο. ( Καθόσον αφορά την µη 
συνέχεια της g  στο ( )0,0 , υπενθυµίζουµε ότι αν Rλ∈  και t R∈  µε 0t ≠ , τότε 

( ) ( )2
2

, ,1
1

g t t g
λ

λ λ
λ

= =
+

, δηλαδή η g  παραµένει σταθερή αν περιοριστεί στην 

παραβολή ( ){ }2, :x y x yλπ λ= = , η οποία διέρχεται βέβαια από το ( )0,0 .  

(Ακριβέστερα παραµένει σταθερή επί του συνόλου ( ){ }0,0λπ − .) 

           Παρατήρηση. Αν η κατευθυνόµενη παράγωγος της συνάρτησης f  στο a  
στην κατεύθυνση 0h ≠  υπάρχει, τότε ο περιορισµός της f  στην ευθεία 

{ }:L a th t R= + ∈  είναι συνεχής στο σηµείο a  ( γιατί;) 

 



 66

Κανόνες παραγώγισης 
 

Οι κανόνες παραγώγισης που ισχύουν για συναρτήσεις µιας µεταβλητής,  
( παραγώγιση, αθροίσµατος, γινοµένου , πηλίκου και σύνθετων συναρτήσεων ) 
γενικεύονται και για συναρτήσεις πολλών µεταβλητών. Παραθέτουµε πρώτα τους 
κανόνες παραγώγισης αθροισµάτων, γινοµένων και πηλίκων. 
 
         5.5 Θεώρηµα. Έστω nU R⊆  ανοικτό a U∈  και , : mf g U R→  συναρτήσεις 
διαφορίσιµες στο a , τότε ισχύουν τα ακόλουθα: (ι) Αν Rλ∈  η συνάρτηση fλ  είναι 

διαφορίσιµη στο a  και ισχύει, ( )( ) ( )D f a Df aλ λ= ⋅  

(ιι) Η συνάρτηση f g+  είναι διαφορίσιµη στο a  και ( ) ( ) ( ) ( )D f g a Df a Dg a+ = +  

(ιιι) Έστω 1m = , τότε η συνάρτηση f g⋅  είναι διαφορίσιµη στο a  και 

                                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D f g a g a Df a f a Dg a⋅ = ⋅ + ⋅  

(ιν) Αν 1m =  και ( ) 0g a ≠ , τότε η συνάρτηση ( η οποία ορίζεται σε µια σφαίρα 

( ),a UδΒ ⊆ ) 
f

g
 είναι διαφορίσιµη στο a  και     

                                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2

g a Df a f a Dg af
D a

g g a

− 
= 

 
. 

Ιδιαίτερα η 
1

g
 είναι διαφορίσιµη στο a  και  

                                         ( )
( )( )

( )2

1 1
D a Dg a

g g a

 
= − ⋅ 

 
 

         Απόδειξη: Οι αποδείξεις των παραπάνω κανόνων είναι παρόµοιες µε τις 
αντίστοιχες για διαφορίσιµες συναρτήσεις µιας µεταβλητής. Αποδεικνύουµε 
ενδεικτικά τον ισχυρισµό (ιιι) Έστω x U∈ , τότε έχουµε 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )x f g x f g a g a Df a f a Dg a x aΑ = ⋅ − ⋅ − + − =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

|

|

f x g x f a g a g a Df a x a f a Dg a x a

f x Dg a x a f x Dg a x a f x g a f x g a

⋅ − ⋅ − − − − +

+ − − − + − ≤
 

≤ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f x g x g a Dg a x a g a f x f a Df a x a− − − + − − − +  

( ) ( )( ) ( )( )f x f a Dg a x a+ − ⋅ −  

Αν συµβολίσουµε την τελευταία παράσταση µε ( )xΒ  τότε θα έχουµε: 

( ) ( )
, ,

x x
x U x a

x a x a

Α Β
≤ ∈ ≠

− −
. 

Η παράσταση 
( )x

x a

Β

−
 έχει τρεις προσθετέους εκ των οποίων οι δύο πρώτοι τείνουν 

στο 0 καθώς x a→ , από τον ορισµό του διαφορικού συνάρτησης και το γεγονός ότι 
η f  είναι συνεχής στο a . Για τον τρίτο προσθετέο παρατηρούµε ότι  
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( ) ( )( ) ( ) ( )f x f a Dg a x a

x a

− ⋅ −
≤

−

( ) ( )f x f a x a

x a

κ− ⋅ −

−
≤ ( ) ( ) 0

x a
f x f aκ

→
− →

, καθώς η γραµµική συνάρτηση ( )Dg a  είναι Lipschitz και συνεπώς υπάρχει 

( ) ( )0 : , , nDg a x y x y x y Rκ κ> − ≤ − ∈ . 

 
       Σηµείωση Καθώς το διαφορικό µιας συνάρτησης πολλών µεταβλητών 
ταυτίζεται µε τον αντίστοιχο πίνακα Jacobi, οι παραπάνω ισότητες µπορούν να 
ερµηνευθούν και ως  ισότητες πινάκων αντικαθιστώντας τα διαφορικά µε τους 
αντίστοιχους πίνακες Jacobi. Για παράδειγµα η (ι) µπορεί ισοδύναµα να γραφεί και 
ως ( ) ( ) ( )( ) ,J f a J f a Rλ λ λ= ∈ , ( γινόµενο πίνακα  µε αριθµό) και η (ιι) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )J f g a J f a J g a+ = + ( άθροισµα πινάκων). 

 
 
Παραδείγµατα: 1) Κάθε πολυώνυµο ( ) ( )1 1: ,..., ,...,n

n nP x x R P x x R∈ → ∈  είναι 

διαφορίσιµη συνάρτηση στον nR , µάλιστα οι µερικές παράγωγοί του είναι πάλι 
πολυώνυµα και συνεπώς συνεχείς συναρτήσεις στον nR . 
Επειδή ένα πολυώνυµο είναι εξορισµού γραµµικός συνδυασµός µονώνυµων ( δηλαδή 
συναρτήσεων της µορφής 1

1 ... nkk
nx x , όπου { }1,..., 0nk k N∈ ∪ ) είναι αρκετό από τους 

κανόνες (ι) και (ιι) να αποδείξουµε τον ισχυρισµό για µονώνυµα. Έστω λοιπόν  

( ) 1
1 1,..., ... nkk

n nf x x x x= , 1,  1ik i n≥ ≤ ≤ , παρατηρούµε ότι  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 1 2,..., ... nk k k

n nf x x x x xπ π π= ⋅  όπου ( )1,..., nx x x=  και 1,..., nπ π  οι 

προβολές του nR  στον R . Επειδή οι προβολές είναι γραµµικές συναρτήσεις και άρα 
διαφορίσιµες, από τον κανόνα (ιιι) ( και µε επαγωγή στον βαθµό του µονώνυµου ) 
έπεται το συµπέρασµα. Το διαφορικό ενός µονώνυµου  ( ) 1

1 1,..., ... nkk
n nf x x x x=  στη 

θέση ( )1,...,
n

na a a R= ∈  υπολογίζεται εύκολα αφού οι µερικές παράγωγοι του 

µονώνυµου µπορούν να υπολογιστούν και αυτές εύκολα: 

1
1

1 ... ... ,1j n
k kk

j j n
j

f
k x x x j n

x
−∂

= ≤ ≤
∂

 ( συνεχείς συναρτήσεις στον nR ). 

Έπεται ότι, 

( )( ) ( ) ( )1
1

... n
n

f f
Df a h a h a h

x x

∂ ∂
= + +
∂ ∂

=

( ) ( )11 2 1 2 11
1 1 2 1 1 2 1... ... ...n n nk k kk k k k

n n n n nk a a a h k a a a a h− −−
−+ +   

όπου ( )1,...,
n

nh h h R= ∈ .  

Ιδιαίτερα για ένα µονώνυµο δύο µεταβλητών, ( ),f x y x yκ λ= ⋅  

έχουµε: ( )( ) 1 1
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2, ,Df a a h h a a h a a hκ λ κ λκ λ− −= + . 

Είναι βέβαια τώρα σαφές ότι οι µερικές παράγωγοι ενός πολυωνύµου είναι και αυτές 
πολυώνυµα και άρα συνεχείς συναρτήσεις. 
 

nikol



 68

2)Οι ρητές συναρτήσεις, δηλαδή τα πηλίκα πολυωνύµων  ( ) ( )
( )

1
1

1

,...,
,...,

,...,
n

n
n

P x x
f x x

Q x x
= , 

όπου 0Q ≠  είναι διαφορίσιµες στο πεδίο ορισµού τους. Σηµειώνουµε κατ’ αρχήν ότι 
το πεδίο ορισµού U  µιας ρητής συνάρτησης όπως παραπάνω είναι ανοικτό 
υποσύνολο του nR , αφού { }( )1 0nU R Q−= −  και Q  συνεχής στο nR .  

Έπεται αµέσως από τον κανόνα διαφόρισης (ιν) ότι η 
P

f
Q

=  είναι διαφορίσηµη στο 

U  ως πηλίκο διαφορισίµων συναρτήσεων. 
 Ο ίδιος κανόνας µας επιτρέπει να υπολογίσουµε το διαφορικό της f  στο U . 
Σηµειώνουµε ακόµη ότι αντίστοιχος κανόνας για συναρτήσεις µιας µεταβλητής  
συµπεραίνει ότι οι µερικές παράγωγοι της f  στο U  είναι συνεχείς συναρτήσεις 
(αφού είναι ρητές συναρτήσεις). 

Ας υπολογίσουµε το διαφορικό της ρητής συνάρτησης ( ) 2 2
,

xy
x y

x y
φ =

+
 στο πεδίο 

ορισµού της που είναι βέβαια το ( ){ }2 0,0U R= − . Έστω ( ) 2
1 2,a a a R= ∈  µε 

( )0,0a ≠ . 

Θέτοµε ( ),f x y xy=  και ( ) 2 2,g x y x y= + . Από τον κανόνα (ιν) έχουµε: 

                    ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )2

g a Df a h f a Dg a h
D a h

g a
φ

−
=    (1) ,    ( )1 2,h h h= . 

Από το προηγούµενο παράδειγµα υπολογίζουµε, 

( )( ) ( )( )2 1 1 2 1 1 2 2, 2 2Df a h a h a h Dg a h a h a h= + = + , ( ) 2 2
1 2g a a a= +  και ( ) 1 2f a a a= . 

Αντικαθιστώντας στην (1) βρίσκουµε: 

( )( )
( )( ) ( )

( )

2 2
1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 2 2

22 2
1 2

2a a a h a h a a a h a h
D a h

a a
φ

+ + − +
=

+
=
( )( )

( )

2 2
1 2 1 2 2 1

22 2
1 2

a a a h a h

a a

− −

+
 

3)Έστω ( ) 2, ,f x y z x y z= + + . Να υπολογιστεί η κατευθυνόµενη παράγωγος της 

f στο ( )0 1,0,0x =  στην κατεύθυνση 
1 1 1

, ,
3 3 3

h
 

=  
 

. 

      Λύση Η f  είναι διαφορίσηµη συνάρτηση στον 3R  ως πολυωνυµική. Οι µερικές 

παράγωγοι της f  στον 3R  είναι οι 2 , 1
f f

x
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
και 1

f

z

∂
=

∂
. Συνεπώς 

( ) ( ), , 2 ,1,1f x y z x∇ =  και ( ) ( ) ( )0 1,0,0 2,1,1f x f∇ =∇ = . Έπεται ότι, 

( ) ( )( ) ( )0 0 0hD f x Df x h f x h= = ∇ ⋅ = ( ) 1 1 1
2,1,1 , ,

3 3 3

 
⋅ = 
 

2 1 1

3 3 3
+ + =

3

3

= 3 . 
 
Παρατηρούµε ότι ο έλεγχος της διαφορισιµότητας µιας συνάρτησης µε χρήση του 
ορισµού ( του διαφορικού ) παρουσιάζει στην πράξη αρκετές δυσκολίες. Υπάρχει 
όµως ένα κριτήριο που διευκολύνει αυτή την διαδικασία που έχει να κάνει µε την 
ύπαρξη και την συνέχεια των µερικών παραγώγων. Η διατύπωση αυτού του πολύ 
χρήσιµου κριτηρίου αλλά και άλλων αποτελεσµάτων που θα ακολουθήσουν 
διευκολύνεται από τον ακόλουθο ορισµό. 
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           5.6 Ορισµός. Έστω nU R⊆  ανοικτό και :f U R→  συνάρτηση. Θα λέµε ότι 

η f  είναι συνεχώς διαφορίσιµη ή της κλάσης ( )1C , αν όλες οι µερικές παράγωγοι 

1

,...,
n

f f

x x

∂ ∂
∂ ∂

της f  στο U  υπάρχουν και είναι συνεχείς συναρτήσεις. 

 
Αν na R∈ , µε τον όρο περιοχή του a , θα εννοούµε ένα σύνολο V  ώστε να υπάρχει 

0δ >  µε ( ),a VδΒ ⊆ . Ισοδύναµα, το V   είναι περιοχή του a , αν ( )inta V∈  

 
         5.7 Θεώρηµα. Έστω nU R⊆  ανοικτό, a U∈  και :f U R→  συνάρτηση. Αν οι 
µερικές παράγωγοι της f υπάρχουν σε µια περιοχή του a  και είναι συνεχείς στο a , 
τότε η f  είναι διαφορίσιµη στο a . Ιδιαίτερα έπεται ότι αν η f  είναι συνεχώς 
διαφορίσιµη στο U  τότε είναι διαφορίσιµη σε κάθε σηµείο του U . 
         Απόδειξη Η απόδειξη χρησιµοποιεί  το θεώρηµα µέσης τιµής του ∆ιαφορικού 
Λογισµού. Έστω ( )0 : ,a Uδ δ> Β ⊆  και ώστε όλες οι µερικές παράγωγοι 

1

,...,
n

f f

x x

∂ ∂
∂ ∂

 να ορίζονται στην σφαίρα ( ),a δΒ  και να είναι συνεχείς στο a . Πρέπει      

                              

( ) ( ) ( )
1

0
lim 0

n

k
k k

h

f
f a h f a a h

x

h

=

→

 ∂
+ − − ⋅ ∂  =

∑
. 

Έστω nh R∈  µε ( )1,..., 0nh h h= ≠  ώστε h δ< , συνεπώς 

( ),a h a δ+ ∈Β , ( )1,..., na a a= . 

Συνδέουµε τα σηµεία 0z a h= +  και nz a=  µε µία πολυγωνική γραµµή 

[ ] [ ] ( )0 1 1, ... , ,n nz z z z a δ−Ρ = ⊆ Β∪ ∪  της οποίας οι πλευρές είναι παράλληλες µε τους 

άξονες που ορίζουν τα διανύσµατα 1,..., ne e  της κανονικής βάσης του nR . Κατ’ αυτόν 

τον τρόπο η f περιορισµένη στο καθένα από τα ευθύγραµµα τµήµατα 

[ ]1, , 1,...,k kz z k n− =  είναι διαφορίσιµη συνάρτηση µιας µεταβλητής , από την υπόθεσή 

µας, αφού το [ ]1,k kz z−  είναι παράλληλο µε την ευθεία { }:kte t R∈ . Έτσι θέτοµε 

( )0 1 1,..., n nz a h a h a h= + = + + ,  

( )1 1 2 2, ,..., n nz a a h a h= + + ,  

( )2 1 2 3 3, , ,..., n nz a a a h a h= + +  

…………………………… 

( )1 1 1,..., ,n n n nz a a a h− −= +  

( )1,...,n nz a a=  

Κατόπιν γράφουµε 

( ) ( ) ( ) ( )0 nf a h f a f z f z+ − = − = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 1 1 2f z f z f z f z− + − +

( ) ( )( )2 1... n nf z f z− −+ − + ( ) ( )( )1n nf z f z− − ( Αυτό λέγεται τηλεσκοπικό άθροισµα, 

γιατί κάθε όρος απαλείφεται µε τον προηγούµενο ή τον επόµενό του, εκτός από τον 
πρώτο και τον τελευταίο). 
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Από το θεώρηµα µέσης τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού αυτή η παράσταση µπορεί 

να γραφεί ως ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 2

... n n
n

f f f
f a h f a y h y h y h

x x x

∂ ∂ ∂
+ − = + + +

∂ ∂ ∂
, όπου 

( )1 1 2 2, ,..., n ny c a h a h= + +  και το 1c  είναι ανάµεσα στα 1a  και 1 1a h+  

( )2 1 2 3 3,, , ..., n ny a c a h a h= + +  και το 2c  είναι ανάµεσα στα 2a  και 2 2a h+ ,…, 

( )1 2 1, ,..., ,n n ny a a a c−=  και το nc  είναι ανάµεσα στα na  και n na h+ . 

Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε, 

( ) ( ) ( )
1

n

k
k k

f
f a h f a a h

x=

 ∂
+ − − = 

∂ 
∑

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

... n n
n n

f f f f
y a h y a h

x x x x

  ∂ ∂ ∂ ∂
− + + −  ∂ ∂ ∂ ∂   

. 

Από την τριγωνική ανισότητα, αυτή η παράσταση είναι µικρότερη ή ίση από την 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

... n n
n n

f f f f
y a h y a h

x x x x

∂ ∂ ∂ ∂
− + + −

∂ ∂ ∂ ∂
≤

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1

... n
n n

f f f f
y a y a h

x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂
− + + −  ∂ ∂ ∂ ∂ 

 αφού kh h≤  για κάθε 1,2,...,k n=  

 
Έπεται  ότι 

( ) ( ) ( )
1

n

k
k k

f
f a h f a a h

x

h

=

 ∂
+ − −  ∂ 

∑
≤ ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1

... n
n n

f f f f
y a y a

x x x x

∂ ∂ ∂ ∂
− + + −

∂ ∂ ∂ ∂
. 

Αλλά οι µερικές παράγωγοι είναι συνεχείς, από την υπόθεσή µας, στο σηµείο a . 
Έπεται ότι το δεξιό µέλος της τελευταίας ανισότητας τείνει στο 0 όταν το 0h → , 

εποµένως και το αριστερό µέλος επίσης τείνει στο 0. 
Παρατήρηση Η ιδέα της απόδειξης φαίνεται καλύτερα όταν 2n = . 

 

( )0 1 1 2 2,z a h a h a h= + = + +  

( )1 1 2 2,z a a h= +  

( )2 1 2,z a a=  

Η πολυγωνική γραµµή είναι η 

[ ] [ ]0 1 1 2, ,z z z zΡ = ∪  

Γράφουµε τότε 

( ) ( )f a h f a+ − = ( ) ( )0 2f z f z− =

( ) ( )( )0 1f z f z− + ( ) ( )( )1 2f z f z−  

 
 
 

                                  Παραδείγµατα και εφαρµογές. 
1)Να εξεταστούν ως προς την διαφορισιµότητα οι συναρτήσεις (α) ( )f x x=  και  

c2

c1

O

z0y1z1

y2

α1+h1α1

α2

α2+h2

z2=α
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(β) ( ) ( )( )2 2
, ng x f x x x R= = ∈ . 

      Λύση Έστω ( )1,...,
n

nx x x R= ∈ . 

(α) Οι µερικές παράγωγοι της ( ) 2 2
1 1,..., ...n nf x x x x= + +  είναι 

2 2
1

, 1,2,...,
...

j j

j n

x xf
j n

x xx x

∂
= = =

∂ + +
 στο σύνολο { }0nU R= −  και βέβαια είναι 

συνεχείς στο U . Εποµένως η f  είναι συνεχώς διαφορίσιµη στο U  και άρα 
διαφορίσιµη εκεί.  

Αν ( )1,..., na a a U= ∈  τότε ( )( ) ( ) ( )
1

n

j
j j

f
Df a h a h f a h

x=

∂
= = ∇ ⋅

∂∑ , όπου 

( )1,...,
n

nh h h R= ∈ . 

Η δε κλίση της f  στο a είναι ( ) ( ) ( )
1

,...,
n

f f
f a a a

x x

 ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ 

= 1 ,..., naa

a a

 
  
 

. 

Η εξίσωση του εφαπτόµενου επίπεδου του γραφήµατος της f  στο ( )( ),a f a  είναι: 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1
1

... n n
n

f f
z f a a x a a x a

x x

∂ ∂
= + − + + −

∂ ∂
=

( ) ( )1
1 1 ... n

n n

aa
a x a x a

a a
+ − + + − , ( )1,...,

n
nx x x R= ∈ . 

Η f  δεν είναι διαφορίσιµη στο 0. Πράγµατι, αν { }1,2,...,j n∈  τότε 

( )0,...,0, ,0,...,0j jf x x=  και η συνάρτηση αυτή (ως συνάρτηση της µεταβλητής jx ) 

δεν είναι διαφορίσιµη στο 0. Εποµένως οι µερικές παράγωγοι της f  στο ( )0,0,....,0  

δεν υπάρχουν.  
      Παρατηρήση. α) Το γράφηµα της f  όταν 2n = , οπότε γράφουµε 

( ) ( )2 2 2, , ,f x y x y x y R= + ∈  είναι ένας ανεστραµµένος ορθός κώνος µε την 

κορυφή στο ( )0,0,0 . Ο κώνος αυτός σχηµατίζεται µε την περιστροφή µιας 

ηµιευθείας που διέρχεται από το ( )0,0,0  γύρω από τον άξονα 'z z  σε γωνία 

0( 45 )
4

π
= . 

(β)Οι µερικές παράγωγοι της ( ) 2 2 2
1 ... ng x x x x= = + +  είναι 2 , 1,2,...,j

j

g
x j n

x

∂
= =

∂
οι 

οποίες είναι συνεχείς συναρτήσεις στον nR . Έπεται ότι η g είναι συνεχώς 

διαφορίσιµη στον nR  και άρα διαφορίσιµη συνάρτηση στον nR . 

Αν ( )1,..., na a a=  τότε, ( ) ( ) ( ) ( )1
1

,..., 2 ,..., 2 n
n

f f
f a a a a a

x x

 ∂ ∂
∇ = = ∂ ∂ 

 και 

( )( ) ( ) 1 12 ... 2 2n nDf a h f a h a h a h a h= ∇ ⋅ = + + = ⋅ . 
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Η εξίσωση του εφαπτοµένου επιπέδου στο a  

είναι: ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1
1

... n n
n

f f
z f a a x a a x a

x x

∂ ∂
= + − + + −

∂ ∂
=

( ) ( )2

1 1 12 ... 2 n n na a x a a x a+ − + + − =
2

1

2
n

k k
k

a a x
=

− + ∑ . 

2)Η συνάρτηση εσωτερικό γινόµενο ( ): : ,n ng R R R g x y x y× → = ⋅  είναι συνεχώς 

διαφορίσιµη στον 2n n nR R R× ≅ . 
         Λύση Ο χώρος n nR R×  ταυτίζεται φυσιολογικά µε τον Ευκλείδειο χώρο 2nR  
µέσω της κανονικής απεικόνισης 

( ) ( )( ) ( ) 2
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,n n n

n n n nx x y y R R x x y y R∈ × → ∈ . 

Έτσι έχουµε ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,..., ...n n n n n ng x x y y g x x y y x y x y= = + +  

Συνεπώς j
j

g
y

x

∂
=

∂
 και , 1,2,...,j

j

g
x j n

y

∂
= =

∂
. Οι συναρτήσεις αυτές είναι βέβαια 

συνεχείς στον nR  αφού είναι γραµµικές ( η 
j

g

x

∂
∂

 ταυτίζεται µε την j  προβολή του 

2nR  και 
j

g

y

∂
∂

 µε την j n+  προβολή του 2nR . Έτσι η g είναι συνεχώς διαφορίσιµη 

στον 2nR . 
Αν ( ) ( )1 2 11 1 21 2, ,..., , ,..., n n

n na a a a a a R R= ∈ ×  τότε 

( ) ( )1 2 2 1, ,g a a a a∇ = = ( )21 2 11 1,..., , ,...,n na a a a  και 

( )( ) ( )1 2 1 2 2 1 1 2 1 2, , , , n nDg a a h h a h a h h h R R= ⋅ + ⋅ ∈ × . 

        Παρατήρηση. Για 1n =  η g συµπίπτει µε το συνηθισµένο γινόµενο 

πραγµατικών αριθµών: ( ) ( ) 2, , ,g x y xy x y R= ∈ . Συνεπώς, ,
g g

y x
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
 και 

( )( )1 2 1 2 2 1 1 2, ,Dg a a h h a h a h= +  όπου ( ) 2
1 2,a a R∈  και ( ) 2

1 2,h h R∈ . 

Σηµειώνουµε ακόµη ότι το διαφορικό του εσωτερικού γινοµένου 

( ) ( ), , , n ng x y x y x y R R= ⋅ ∈ ×  µπορεί να βρεθεί και µε ένα απευθείας υπολογισµό ( 

αφού γνωρίζουµε τις µερικές παραγώγους ) µε χρήση της ανισότητας Cauchy-
Schwarz. 
 
3) Έστω : n nf U R R⊆ →  διαφορίσιµη συνάρτηση στο ( )1,..., na a a U= ∈ . Αν το 

διαφορικό ( ) : n nDf a R R→  της f  στο a  είναι 1 1−  συνάρτηση ( δηλαδή ο πίνακας 

Jacobi ( )Jf a  της f  στο a είναι αντιστρέψιµος), τότε η ρίζα a της εξίσωσης, 

( ) ( ) ,f x f a x U= ∈  είναι µεµονωµένη. ∆ηλαδή, υπάρχει ( )0 : ,a Uδ δ> Β ⊆  και αν 

( ),x a δ∈Β  τότε, ( ) ( )f x f a x a= ⇒ = . 

      Λύση. Θέτοµε ( ) : n nDf a R RΤ = → . Η Τ είναι 1 1−  και γραµµική άρα είναι και 

επί του nR  και η αντίστροφή της είναι συνεχής αφού είναι γραµµική. Θέτοµε για 

{ }0nh R∈ −  µε ( ) ( ) ( ) ( ), ah a U h f a h f a hε+ ∈ = + − −Τ . 
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Η διαφορισιµότητα της f  στο a  ισοδυναµεί µε 
( ) ( )

0 0
lim 0 lim 0a a

h h

h h

h h

ε ε
→ →

= ⇔ =  (1) 

Έπεται ότι, 
( ) ( )( )1 1

0

1
0a

a h

h
h

h h

ε
ε− −

→

 
Τ = Τ →  
 

, αφού η 1−Τ  είναι συνεχής στο 0. 

Έστω 
( )( )1

1
0 : 0

2

a h
h

h

ε
δ δ

−Τ
> < < ⇒ < . . Υποθέτουµε ότι το δ  είναι αρκετά 

µικρό ώστε h a h Uδ< ⇒ + ∈ .  

Παρατηρούµε ότι ( )( )1 1

2ah h hδ ε−< ⇒ Τ ≤ , (3) 

Έστω ότι για κάποιο : 0nh R h δ∈ < < , ισχύει ότι 

( ) ( )f a h f a+ = ( ) ( )( 0f x f a⇔ − =  για κάποιο ( ),x a δ∈Β ). Τότε, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )a h f a h f a h hε = + − −Τ = −Τ . Άρα από την (3) θα έχουµε, 

( )( )1
a hε−Τ = ( )( )1 h−Τ −Τ =

1

2
h h<  άτοπο. 

Συνεπώς ( ),x a δ∈Β  και ( ) ( )f x f a x a= ⇒ = . 

4) Έστω p R∈  µε 1p >  και ( ) ( ) ( )
1

2, , ,
p p pf x y x y x y R= + ∈ . Να αποδειχθεί ότι η 

f  έχει συνεχείς µερικές παραγώγους στο ( ){ }2 0,0R −  και δεν είναι διαφορίσιµη στο 

( )0,0 . 

      Λύση Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση ( ) ,
p

g x x x R= ∈  είναι συνεχώς 

διαφορίσιµη στο R , εφόσον ( )

1

1

, 0

' 0, 0

, 0

p

p

p x x

g x x

p x x

−

−

 >


= =

− <

 

( µάλιστα η 'g  είναι γνήσια αύξουσα στο R  και άρα η g  γνήσια κυρτή). 

Έπεται ότι οι µερικές παράγωγοι της f  στο ( ){ }2 0,0R −  είναι     

                                    

( )

( )
{ }

1
1 1

1
1 1

, 0,

, 0,

0, 0, 0

p p pp

p p pp

x y x x y R

f
x y x x y R

x
x y R

− −

− −


+ ⋅ > ∈


∂

= − + ⋅ < ∈
∂ 

= ∈ −



 

Ανάλογα,                     

( )

( )
{ }

1
1

1
1

, 0,

, 0,

0, 0, 0

p p pp

p p pp

x y y y x R

f
x y y y x R

y
y x R

−

−


+ ⋅ > ∈


∂

= − + ⋅ < ∈
∂ 

= ∈ −
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Οι µερικές παράγωγοι στο ( )0,0  έχουν ως εξής: Αν x R∈  και 0x ≠  τότε 

( ) ( ),0 0,0

0

f x f

x

−

−
=
( )

1

1, 0

1, 0

p px xx

xx x

>
= = 

− <
. Άρα η ( )0,0

f

x

∂
∂

 δεν υπάρχει. 

Ανάλογα, η ( )0,0
f

y

∂
∂

 δεν υπάρχει.  

Έτσι η f δεν είναι διαφορίσιµη στο ( )0,0 . 

Επειδή όπως εύκολα εξακριβώνεται η ,
f f

x y

∂ ∂
∂ ∂

 είναι συνεχείς συναρτήσεις στο 

( ){ }2 0,0R −  η f  είναι ( )1C  στο ( ){ }2 0,0R −  και άρα διαφορίσιµη εκεί. 

Επίσης η f  είναι συνεχής συνάρτηση στο 2R  αφού είναι σύνθεση συνεχών. 
        Παρατήρηση. Ανάλογα αντιµετωπίζεται και η συνάρτηση 

( )
p

f x x= = ( )
1

1 ...
p p p

nx x+ + , όπου ( )1,...,
n

nx x x R= ∈ και 1p > . Η f  είναι 

συνεχώς διαφορίσιµη ( )( )1C  στον { }0nR −  και δεν έχει µερικές παραγώγους στο 

( )0,...,0 . Σηµειώνουµε ότι η : n

p
R R⋅ →  είναι µια ισοδύναµη νόρµα στον nR . 

 
5)Έστω 1,..., :nf f R R→ διαφορίσιµες στα σηµεία 1,..., na a  του R  αντίστοιχα. 

Ορίζουµε, ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2: : ,..., ...n
n n nf R R f x x f x f x f x→ = + + + . Τότε η f  είναι 

διαφορίσιµη στο ( )1,...,
n

na a a R= ∈  και ( )( ) ( ) ( )' '
1 1 1 ... n n nDf a h f a h f a h= ⋅ + + ⋅ , όπου 

( )1,...,
n

nh h h R= ∈ . Ιδιαίτερα έπεται ότι, ( ) ( )' , 1,2,...k k
k

f
a f a k n

x

∂
= =

∂
 

      Λύση. Θέτοµε ( ) ( ) ( )' '
1 1 1 1,..., ...n n n nh h f a h f a hΤ = ⋅ + + ⋅ , ( )1,...,

n
nh h R∈ . 

Τότε έχουµε ότι: αν ( )1,..., 0nh h h= ≠ : 
( ) ( ) ( )f a h f a h

h

+ − −Τ
=  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )' '
1 1 1 1 1 1 1 1 ... n n n n n n n nf a h f a f a h f a h f a f a h

h

+ − − + + + − −
= ≤

( ) ( ) ( )'
1 1 1 1 1 1 1 1f a h f a f a h

h

+ − −
+…..+

( ) ( ) ( )'
n n n n n n n nf a h f a f a h

h

+ − −
≤  

( ) ( ) ( )'
1 1 1 1 1 1 1 1

1

f a h f a f a h

h

+ − −
+…..+

( ) ( ) ( )'
n n n n n n n n

n

f a h f a f a h

h

+ − −
0

n→∞
→ . 

Συνεπώς ( )Df a = Τ . 

         Παρατήρηση Από την άσκηση αυτή προκύπτει εύκολα ότι 
1)Αν οι 1,..., nf f  είναι διαφορίσιµες στο R  τότε και η : nf R R→  είναι διαφορίσιµη 

στον nR . 
2) Αν οι 1,..., nf f  είναι διαφορίσιµες στο R  και κάποια από αυτές δεν έχει συνεχή 

παράγωγο στο R π.χ. η 1f  τότε η f  είναι µεν διαφορίσιµη στον nR  αλλά δεν έχει 

όλες τις µερικές παραγώγους της συνεχείς στο R . 
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Πράγµατι από την προηγούµενη (5) έπεται ότι: ( ) ( )'
1,..., ,...,i n i i

i

f
a a a f a

x

∂
=

∂
, 

( )1,...,
n

na a a R= ∈ , 1,2,...,i n= . Άρα η 
1

f

x

∂
∂

 δεν είναι συνεχής στο nR  εφόσον η '
1f  

δεν είναι συνεχής στο R .( Ακριβέστερα έχουµε ότι, ' , 1,2,...,i i
i

f
f i n

x
π

∂
= =
∂

� , απ’ 

όπου έπεται ότι η 
i

f

x

∂
∂

 είναι συνεχής στο nR  ακριβώς όταν η '
if  είναι συνεχής στο 

R ) 
Με βάση την παρατήρηση (2) µπορούµε εύκολα να κατασκευάσουµε παραδείγµατα 
συναρτήσεων : nf R R→  οι οποίες είναι διαφορίσιµες αλλά όχι µε συνεχείς µερικές 

παραγώγους. Για παράδειγµα έστω ( )
2

1

1
sin , 0

0, 0

x x
f x x

x

 ⋅ ≠
= 
 =

 και ( ) 2
2 ,f x x x R= ∈ . Η 

( ) 2
2f x x=  είναι βέβαια συνεχώς διαφορίσιµη στο ( )( )2 '

2, 2R f x x= ,  όµως 

( )'
1

1 1
2 sin cos , 0

0, 0

x x
f x x x

x

 ⋅ − ≠
= 
 =

 η οποία δεν είναι συνεχής στο 0. Έπεται ότι, η 

συνάρτηση, ( ) ( ) ( )
2 2

1 2
2

1
sin , 0,

,

, 0,

x y x y R
f x y f x f y x

y x y R

 ⋅ + ≠ ∈
= + = 

 = ∈

 είναι µεν 

διαφορίσιµη στο 2R , αλλά δεν έχει συνεχείς µερικές παραγώγους ( η 
f

x

∂
∂

 δεν είναι 

συνεχής στο ( )0,0 ). 

Ένα άλλο τέτοιο παράδειγµα είναι η συνάρτηση ( ) ( ) ( ) ( ) 2
1 1, , ,f x y f x f y x y R= + ∈  

6)Έστω : n mf U R R⊆ →  διαφορίσιµη στο a U∈  ( U  ανοικτό στο nR ). 

Τότε υπάρχουν 0δ >  ώστε ( ),a UδΒ ⊆  και 

( ) ( )0 : 0 h f a h f a hκ δ κ> < < ⇒ + − < . 

       Λύση Έστω 1ε = . Από τον ορισµό του διαφορικού υπάρχει 0δ >  τέτοιο ώστε 

αν 0 h δ< <  τότε ( ) ( ) ( ) ( )f a h f a Df a h h hε+ − − < = .  

Έπεται ότι αν h δ<  τότε,  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )f a h f a f a h f a Df a h Df a h+ − = + − − + ≤

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f a h f a Df a h Df a h+ − − + < ( )1h h h+Μ ⋅ = +Μ ⋅ .  

Θέτοµε κ=1+Μ και έχουµε το συµπέρασµα. Σηµειώνουµε ότι χρησιµοποιήσαµε την 
ιδιότητα Lipschitz της γραµµικής συνάρτησης ( ) : n mDf a R R→ . Το γεγονός ότι οι 

γραµµικές απεικονίσεις είναι Lipschitz έχει αποδειχθεί προηγουµένως. 
       Παρατήρηση. Πρέπει να είναι σαφές ότι η ανισότητα αυτή συµπεραίνει και την 
συνέχεια της f  στο a . 
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7) Έστω : n mR RΤ →  γραµµική συνάρτηση. Υποθέτοµε ότι: 
( )

0
lim 0
h

h

h→

Τ
=  τότε 

0Τ = ( δηλαδή ( ) 0xΤ = για κάθε nx R∈ ). 

       Λύση. Έστω ( )1,..., mΤ = Τ Τ , τότε κάθε ,1i i mΤ ≤ ≤  είναι γραµµική και αν 0h ≠  

τότε: 
( ) ( ) ( ){ }max :1ii

h i mh h
m

h h h

Τ ≤ ≤Τ Τ
≤ ≤  ( Πρβλ.  την απόδειξη της 

µοναδικότητας του διαφορικού  καθώς και την απόδειξη της Πρότασης 1.5). 
Έπεται ότι αν αποδείξουµε το αποτέλεσµα για πραγµατικές γραµµικές συναρτήσεις 

( )1m = , τότε θα ισχύει και για κάθε γραµµική : n mR RΤ → . 

Υποθέτοµε λοιπόν ότι 1m = . Τότε θα έχουµε ότι υπάρχει 

( ) ( )1 1 1,..., : ...n
n n na a a R h a h a h a h= ∈ Τ = ⋅ = + +  για κάθε ( )1,...,

n
nh h h R= ∈ . Έστω 

λοιπόν ( )1,..., 0nh h h= ≠  τότε 
( ) 1 1 ... n n
h a h a h

h h

Τ + +
=  (1). 

Αν 1 0h ≠  και 2 ... 0nh h= = =  τότε από την (1) έπεται ότι 
( )

1

1 1
00

1

lim 0
hh

h a h

h h →→

Τ
= →  

άρα κατ’ ανάγκη 1 0a =  εφόσον 1 11 1

1 11

,  αν 0

,  αν 0

a ha h

a hh

>
= 
− <

. 

Ανάλογα θέτοντας 1 30 ... 0nh h h= = = = =  και 2 0h ≠  λαµβάνουµε 2 0a = , και τελικά 

(µε τον ίδιο τρόπο ) 1 2 ... 0na a a= = = = . Συνεπώς 0Τ = . 

        Παρατηρήσεις. (α) Έπεται ιδιαίτερα από την άσκηση αυτή ότι: αν ,a Rβ ∈  

τότε: 
( ) ( ) 2 2, 0,0

lim 0 0.
x y

ax y
a

x y

β
β

→

+
= ⇒ = =

+
Ανάλογη παρατήρηση ισχύει και για 

οποιονδήποτε αριθµό µεταβλητών 1,..., nx x . 

(β) Το επιχείρηµα που αποδεικνύει την παραπάνω άσκηση µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
για την απόδειξη της µοναδικότητας του διαφορικού συνάρτησης.  

8) Έστω 2:f U R R⊆ →  συνάρτηση και a U∈  ώστε οι ( ) ( ),
f f

a a
x y

∂ ∂
∂ ∂

 υπάρχουν. 

Υποθέτουµε ότι το όριο ( ( )1 2,h h h= ) 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

0
lim
h

f f
f a h f a a h a h

x y
l

h→

 ∂ ∂
+ − − ⋅ + ⋅ ∂ ∂  =  υπάρχει στο R . Αποδείξτε ότι η  

f  είναι διαφορίσιµη στο a . ( δηλαδή ότι 0l = ). 
      Λύση Έπεται από την υπόθεσή µας ότι τα όρια 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 2

2 21 1

0 0
1 2

0,,0
lim lim
h h

ff f a h f a a hf a h f a a h
yx l

h h→ →

∂∂ + − −+ − − ∂∂ = =  

υπάρχουν και είναι ίσα µε l , όµως από την πρώτη υπόθεσή µας τα όρια αυτά είναι 
ίσα µε 0l =  ( εφόσον οι µερικές παράγωγοι στο a  υπάρχουν). 
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9) Να εξετασθεί ως προς την διαφορισιµότητα ( ύπαρξη και συνέχεια µερικών 
παραγώγων, διαφορικού κ.λ.π.) η συνάρτηση ( ) ( ) 2, , ,f x y x y x y R= + ∈ . 

       Λύση Είναι εύκολο να δούµε ότι η f  έχει συνεχείς µερικές παραγώγους  στο 
ανοικτό υποσύνολο 

( ){ } ( ){ }2 2 2, : 0 και 0 , :  είτε 0 ή 0U x y R x y R x y R x y= ∈ ≠ ≠ = − ∈ = = . Πράγµατι, 

διακρίνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 
(α) 0x >  και 0y > , τότε ( ),f x y x y= + , άρα η f  είναι γραµµική στο 

( ){ }1 , : 0 και 0U x y x y U= > > ⊆  και ( ),Df a b f=  για κάθε ( ) 1,a b U∈ . 

Οι µερικές παράγωγοι της f  στο 1U  είναι 1
f f

x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
 άρα συνεχείς εκεί 

( ( ) ( )1 2 1 2, , , 0 και 0Df a b h h h h a b= + > > ). 

(β) 0x <  και 0y > , τότε ( ),f x y y x= −  και η f  είναι γραµµική στο 

( ){ }2 , : 0 και 0U x y x y= < > . ( ),Df a b f=   για κάθε ( ) 2,a b U∈  και 1, 1
f f

x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
 

στο 2U . Εποµένως ( ) ( )1 2 1 2, ,Df a b h h h h= − + . 

(γ) 0x < και 0y < , τότε ( ),f x y x y= − − , η f  είναι γραµµική στο 

( ){ }3 , : 0 και 0U x y x y= < <  και ( ),Df a b f=   για κάθε ( ) 3,a b U∈  δηλαδή 

( ) ( )1 2 1 2, ,Df a b h h h h= − − και 1
f f

x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂
στο 3U . 

(δ) 0x > και 0y < , τότε ( ),f x y x y= − , η f  είναι γραµµική στο 

( ){ }4 , : 0 και 0U x y x y= > <  και ( ),Df a b f=  για κάθε ( ) 4,a b U∈  δηλαδή 

( ) ( ) ( ) 2
1 2 1 2 1 2, , , ,Df a b h h h h h h R= − ∈ . 1, 1

f f

x y

∂ ∂
= = −

∂ ∂
 στο 4U . 

Έστω τώρα ( ) 2,a b R∈ , µε 0a =  ή 0b =  θα εξετάσουµε την ύπαρξη των ,
f f

x y

∂ ∂
∂ ∂

 στο 

( ),a b . Υποθέτουµε ότι 0a =  τότε αν 
( ) ( ), 0,

0,
0

x b b xf x b f b
x

x x x

+ −−
≠ = =

−
 

Έτσι το όριο 
( ) ( )

0

, 0,
lim

0x

f x b f b

x→

−

−
 και άρα η ( )0,

f
b

x

∂
∂

 δεν υπάρχει. 

Έστω τώρα 0b = . Τότε αν 
( ) ( ), ,0

0,
0

a y a yf a y f a
y

y y y

+ −−
≠ = =

−
  

Έτσι το όριο  
( ) ( )

0

, ,0
lim

0y

f a y f a

y→

−

−
 αυτό  και άρα η ( ),0

f
a

y

∂
∂

 δεν υπάρχει.  
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Έπεται ότι στα σηµεία ( ),a b των αξόνων δεν υπάρχουν είτε η ( ),
f

a b
x

∂
∂

( αν 0a = ) ή 

η ( ),
f

a b
y

∂
∂

 ( αν 0b = ). 

Έτσι η f  δεν έχει διαφορικό στα σηµεία των αξόνων. 

(Ας σηµειωθεί ότι αν 0b ≠  και 0a =  η ( )0,
f

b
y

∂
∂

 υπάρχει και αν 0a ≠  και 0b =  η 

( ),0
f

a
x

∂
∂

 υπάρχει. Αν 0a b= =  τότε δεν υπάρχουν ούτε η ( )0,0
f

x

∂
∂

 ούτε η 

( )0,0
f

y

∂
∂

). 

       Παρατήρηση. Αν 0a >  τότε το σύνολο ( ){ }2, :x y R x y a∈ + =  είναι το 

τετράγωνο µε κορυφές τα σηµεία ( ) ( ) ( ) ( )0, , ,0 , 0, , ,0a a a a− − . 

 
 
 
 
 
 
 
 
Έπεται ότι το γράφηµα της 

( )f x x y= +  είναι µια 

ανεστραµµένη τετραγωνική 
πυραµίδα µε κορυφή στο ( )0,0,0  

 
 
 
 

(0,b)

δεν υπάρχει 

y

(α,y)

(α,0)O

δεν υπάρχει 

(x,b)

xO

(α,0)(-α,0)

(0,α)

(0,-α)
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10) Να εξεταστεί ως προς την διαφορισιµότητα ( ύπαρξη και συνέχεια µερικών 

παραγώγων, διαφορικού κτλ ) η συνάρτηση 
1 1

2 3 33: : ( , )f R R f x y xy x y→ = =  

      Λύση Η f  έχει συνεχείς µερικές παραγώγους στο ανοικτό σύνολο 

( ){ } ( ){ }2 2, : 0 και 0 , :  είτε 0 ή 0U x y R x y R x y x y= ∈ ≠ ≠ = − = = . 

Πράγµατι, εύκολα υπολογίζουµε ότι στα σηµεία του U  έχουµε, 

                            
2 1

3 31

3

f
x y

x

−∂
=

∂
    και    

1 2

3 31

3

f
x y

y

−∂
=

∂
. 

Επειδή η ( ),0 0,f x x R= ∈  έπεται ότι ( ),0 0
f

a
x

∂
=

∂
 για κάθε a R∈  και επειδή 

( )0, 0,f y y R= ∈  έπεται ότι ( )0, 0
f

b
y

∂
=

∂
 για κάθε b R∈ . 

Στα σηµεία ( ),0a  µε 0a ≠  η 
f

y

∂
∂

 δεν υπάρχει, πράγµατι αν 0y ≠ , τότε 

( ) ( )
1 1

3 3, ,0

0

f a y f a a y

y y

−
=

−
=

1 2

3 3a y
−
=

1

3
2 0
3

1
y

a

y
→

⋅ →±∞ ( +∞  αν 0a >  και −∞  αν 

0a < ). 

Αναλόγως αν 0b ≠  τότε η 
f

x

∂
∂

 δεν υπάρχει στο σηµείο ( )0,b . 

Οι µερικές παράγωγοι στο ( )0,0  υπάρχουν όπως διαπιστώσαµε και 

( ) ( )0,0 0,0 0
f f

x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
. Όµως η f  δεν διαφορίζεται στο ( )0,0 . Πράγµατι το 

διαφορικό της f  στο ( )0,0  αν υπήρχε θα ήταν η σταθερά γραµµική συνάρτηση 

(α,0)

z

x

y
(0,α)
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µηδέν, ( αφού ( ) ( ) ( ) 2
1 2 1 2 1 20,0 , 0 0 0,     ,Df h h h h h h R= ⋅ + ⋅ = ∈ ). Συνεπώς το όριο 

( ) ( )( ) ( )
1

02

1 2

2 20
1 2

0,0 , 0,0
lim
h

h

f h h f

h h→
→

+ −

+
 θα έπρεπε να ισούται µε µηδέν. Όµως        

             
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
1 1

3 3
1 2 1 2

1 22 2 2 2
1 2 1 2

0,0 , 0,0
,      , 0,0

f h h f h h
h h

h h h h

+ −
= ≠

+ +
. 

Αν θέσουµε 1 2 0h h h= = > , τότε θα έχουµε ότι το παραπάνω πηλίκο γίνεται, 
1 1 2

3 3 3

1 02
3

1 1 1

2 22
h

h h h

hh h
→

⋅
= ⋅ = ⋅ →+∞ . Έπεται ότι η f  δεν είναι διαφορίσιµη στο 

( )0,0 . 

 
Ασκήσεις 

1)Να εξετασθούν ως προς την διαφορισιµότητα οι συναρτήσεις  

( ) ( ), max ,f x y x y=  και ( ), ,g x y x y= ⋅  όπου ( ) 2,x y R∈  

 

2)Να αποδειχθεί ότι οι συναρτήσεις ( ) ( ) ( )2 2, log , , 0,0f x y x y x y= + ≠  και 

( ) ( ) ( ) 2, cos ,sin , ,xg x y e y y x y R= ∈  είναι συνεχώς διαφορίσιµες στο πεδίο ορισµού 

τους. Να βρεθούν η κλίση της f  στο ( ) ( ), 0,0a b ≠  και ο πίνακας Jacobi της g  στο 

( ) 2,a b R∈ . 

3)Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις: ( ) { }1
, 0nf x x R

x
= ∈ −  και 

( ) { }, 0nx
g x x R

x
= ∈ −  είναι συνεχώς διαφορίσιµες στο πεδίο ορισµού τους και 

υπολογίστε την κλίση  στο σηµείο ( ) { }1,..., 0n
na a a R= ∈ −    της f  και τον πίνακα 

Jacobi  της g  στο ιδιο σηµειο. 
 
4)Να εξεταστούν ως προς την διαφορισιµότητα η συνάρτηση 

( ) { }: 0,1 : 1n nf R y R y→Β = ∈ <  : ( )
1

x
f x

x
=
+

 καθώς και η αντίστροφή της 

( ) ( ): 0,1 :
1

n y
g R g y

y
Β → =

−
 

(Υπόδειξη: Εξετάστε πρώτα τις f  και 1g f −= , στην περίπτωση που 1n =  ή 2n = ) 
 
5)Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση εξωτερικό γινόµενο 

3 3 3: :R R Rϕ × → ( ),a bϕ = a b× = 2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2
1 2 3

       
    

  
    

  

i j k
a a a a a a

a a a i j k
b b b b b b

b b b

= − +  είναι 
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διαφορίσιµη στον 3 3 6R R R× ≅  και να υπολογισθεί ο πίνακας Jacobi της f  στο 

( ) 3 3,a b R R∈ ×   

( ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= =  και , ,i j k  η ορθοκανονική βάση του 3R , δηλαδή 

( ) ( )1,0,0 , 0,1,0i j= =  και ( )0,0,1k = ). 

 
6)Έστω 1 2, ,..., :nf f f R R→  διαφορίσιµες συναρτήσεις. Εξετάστε ως προς την 

ύπαρξη µερικών παραγώγων και διαφορικού την συνάρτηση : nF R R→  ώστε 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1,..., .... , ,..., n
n n n nF x x f x f x x x x R= = ∈ . 

 
7) ∆είξτε ότι για τις ακόλουθες συναρτήσεις υπάρχουν όλες οι κατευθυνόµενες 
παράγωγοι στο (0.0) αλλά δεν είναι συνεχείς εκεί:  
 

α) ( , )f x y ={
21, αν 0 < y < χ

0, διαφορετικά  ,  
 
 

β) ( , )f x y = {
2

2

xy
,  x   0

0, διαφορετικά 

y
x y

αν + ≠
+

. 
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 Κανόνας της αλυσίδας  
 

Από τον Απειροστικό Λογισμό για συναρτήσεις μιας μεταβλητής γνωρίζουμε ότι: Αν 
:g I R R⊆ →  και :f J R R⊆ →  είναι συναρτήσεις ( όπου ,I J  ανοικτά 

διαστήματα) ώστε ( ) ,g I J a I⊆ ∈ , g  διαφορίσιμη στο a  και f  διαφορίσιμη στο 

( )g a  τότε η :fog I R→  είναι διαφορίσιμη στο a  και ισχύει ο κανόνας αλυσίδας,     

                                      ( ) ( )'( ) '( ( )) 'fog a f g a g a= ⋅  (1) 

Αν οι f  και g  είναι διαφορίσιμες στα πεδία ορισμού τους τότε γράφουμε,   

                                      ( ) ( ) ( )( ) ( )' ' ' ,fog x f g x g x x I= ⋅ ∈  (2) 

Θέτοντας ( )y g x=  και ( )( )z f g x=  μπορούμε να γράψουμε τον τύπο (2) ως εξής:     

                                                     
dz dz dy

dx dy dx
= ⋅  ) (3) 

Έστω ότι δίνεται μια πραγματική συνάρτηση τριών μεταβλητών ,x y  και z , που 

γράφεται ως ( ), ,f x y zω =  και κάθε μια από τις ,x y  και z  είναι συνάρτηση της 

πραγματικής μεταβλητής t , ( ) ( ),x x t y y t= =  και ( )z z t= , τότε μπορούμε να 

εκφράσουμε το ω  ως συνάρτηση του t  ως εξής: ( ) ( ) ( )( ), ,f x t y t z tω = . Στην 

περίπτωση αυτή ο κανόνας της αλυσίδας γίνεται ( με τις κατάλληλες υποθέσεις 
διαφορισιμότητας για τις εμπλεκόμενες συναρτήσεις).                

                                          
d f dx f dy f dz

dt x dt y dt z dt

ω ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

 

Ο σκοπός μας είναι να εξηγήσουμε τέτοιους τύπους λεπτομερώς. 
Καθόσον αφορά διανυσματικές συναρτήσεις παρατηρούμε ότι υπάρχουν δύο 
ισοδύναμες διατυπώσεις του κανόνας της αλυσίδας. Η μία διατύπωση αφορά σύνθεση 
συναρτήσεων  ( των διαφορικών των εμπλεκομένων συναρτήσεων) και η άλλη 
γινόμενο πινάκων. Εφόσον στην έννοια του διαφορικού που είναι μια γραμμική 
συνάρτηση : n mR RΤ →  αντιστοιχεί ένας m n×  πίνακας 

( )( ) ,1 ,1j ie i n j mΑ = Τ ≤ ≤ ≤ ≤ , όπου ( )1,..., mΤ = Τ Τ . 

Υπενθυμίζουμε πριν διατυπώσουμε το γενικό θεώρημα, τα ακόλουθα. 
1)Αν 1 : n mR RΤ →  και 2 : m pR RΤ →  είναι γραμμικές απεικονίσεις, 2 1oΤ = Τ Τ  η 

σύνθεσή τους και Α,  Β,, C οι πίνακες που αντιστοιχούν στις 1 2,Τ Τ  και Τ τότε, 

C = Β⋅Α  ( γινόμενο πινάκων). 
 
2)Αν : nf U R R⊆ →  διαφορίσιμη συνάρτηση στο a U∈  το διάνυσμα 

( ) ( ) ( )
1

,...,
n

f f
f a a a

x x

 ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ 

 ονομάζεται κλίση της f  στο a . ( Δηλαδή στην 

περίπτωση πραγματικής συνάρτησης ονομάζουμε τον πίνακα Jacobi της f  κλίση της 
f ). 

 
3)Αν : ng R RΙ ⊆ → , όπου RΙ ⊆  ανοικτό διάστημα, είναι διαφορίσιμη στο 

a∈Ι τότε, αν h R∈  και ( )1,..., ng g g= , ισχύει 
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( ) ( )Dg a h = ( ) ( )( )1 ,..., nDg a h Dg a h⋅ ⋅ = ( ) ( )( )' '
1 ,..., ng a h g a h⋅ ⋅ =

( ) ( )( )' '
1 ,..., nh g a g a⋅  

Στην περίπτωση αυτή ο πίνακας Jacobi της g στο a  είναι το διάνυσμα στήλη,    

                                                         

( )

( )

'
1

'

.

.

n

g a

g a

 
 
 
 
 
 
 

. 

 

Γράφουμε τότε,   ( ) ( )( )' '
1'( ) ,..., ng a g a g a=  ,    (Πρβλ. , Ορισμό 5.4 ,  Παρατ. 5 .) 

          6.1 Θεώρημα ( κανόνας της αλυσίδας). Έστω nU R⊆  και mV R⊆  ανοικτά 

σύνολα. Έστω ακόμη : n mg U R R⊆ →  και : m pf V R R⊆ →  συναρτήσεις ώστε 

( )g U V⊆  και a U∈  ώστε η g  διαφορίσιμη στο a  και η f  διαφορίσιμη στο ( )g a . 

Τότε η fog  είναι διαφορίσιμη στο a  και  

                        ( )( ) ( )( ) ( )D fog a Df g a oDg a=  ( σύνθεση συναρτήσεων ) 

Ισοδύναμα για τους πίνακες Jacobi έχουμε: 
                            ( )( ) ( )( ) ( )fog a g af g a

J J J= ⋅   ( πολλαπλασιασμός πινάκων ).  

Ο πρώτος πίνακας είναι p n×  ο δεύτερος p m×  πίνακας και ο τρίτος m n×  πίνακας 
        Απόδειξη: Θα δώσουμε προς το παρόν μια απόδειξη αυτού του σημαντικού 
αποτελέσματος με την επιπλέον υπόθεση ότι οι μερικές παράγωγοι της f  υπάρχουν 

σε μια περιοχή του ( )g a  και είναι συνεχείς στο ( )g a  . 

Η ακόλουθη ειδική περίπτωση του θεωρήματος μας δίνει εύκολα και το γενικό 
αποτέλεσμα: 
(Ι)  Έστω 1, 3n m= = και 1p = , δηλαδή 3:g U R R⊆ →  και 3:f V R R⊆ → . 
( Όπου το U  θεωρείται τώρα ανοικτό διάστημα του R ). 
Έστω ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,g t x t y t z t=  και ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,h fog h t f x t y t z t= ⇔ = . 

Τότε                                
dh f dx f dy f dz

dt x dt y dt z dt

∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

  (0) 

Ακριβέστερα: ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )dh f dx f dy f dz
a g a a g a a g a a

dt x dt y dt z dt

∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

. 

( Παρατηρούμε ότι: ( ) ( )( ) ( )'
dh

a f g a g a
dt

= ∇ ⋅  είναι εσωτερικό γινόμενο 

διανυσμάτων όπου, ( )'( ) '( ), '( ), '( )g a x a y a z a= = ( ) ( ) ( ), ,
dx dy dz

a a a
dt dt dt

 
 
 

 ή ακόμη, 

( ) ( )( ) ( )g af g a

dh
a J J

dt
= ⋅  γινόμενο του πίνακα γραμμή ( )( ) ( )( )f g a

J f g a= ∇  και του 

πίνακα στήλη ( )

( )
( )
( )

'

'

'
g a

x a

J y a

z a

 
 

=  
 
 

  ) 
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         Απόδειξη της (Ι) Η συνάρτηση h  είναι βέβαια πραγματική συνάρτηση 
πραγματικής μεταβλητής ( 3g f

h fog

U R R V R
=

⊆ → ⊇ →1444442444443  και ( )g U V⊆ ). 

Από τον ορισμό της παραγώγου έχουμε: ( ) ( ) ( )
lim
t a

h t h adh
a

dt t a→

−
=

−
. 

Προσθέτοντας και αφαιρώντας δύο όρους γράφουμε, ( για t a≠  με t U∈ ) 

                          
( ) ( )h t h a

t a

−

−
=  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,f x t y t z t f x a y a z a

t a

−

−
=       

                                

=
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,f x t y t z t f x a y t z t

t a

−

−
+

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,f x a y t z t f x a y a z t

t a

−

−
+

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,f x a y a z t f x a y a z a

t a

−

−
 (1) 

Εφαρμόζουμε τώρα το θεώρημα μέσης τιμής του Διαφορικού Λογισμού στις 
συναρτήσεις: ( για δεδομένο t U∈  με t a≠ )  
(α) ( ) ( )( ), ,x f x y t z t→  στο διάστημα με άκρα ( ) ( ),x t x a  και βρίσκουμε ( )1c t  

ανάμεσα στα ( )x t  και ( )x a  ώστε 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,f x t y t z t f x a y t z t− = ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 , ,
f

c t y t z t x t x a
x

∂
−

∂
 

(β) ( ) ( )( ), ,y f x a y z t→  στο διάστημα με άκρα ( )y t  και ( )y a και βρίσκουμε ( )2c t  

ανάμεσα στα ( )y t  και ( )y a  ώστε 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2, , , , , ,
f

f x a y t z t f x a y a z t x a c t z t y t y a
y

∂
− = ⋅ −

∂
 

(γ) ( ) ( )( ), ,z f x a y a z→  στο διάστημα με άκρα ( )z t  και ( )z a  και βρίσκουμε 

( )3c t  ανάμεσα στα ( )z t  και ( )z a  ώστε  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3, , , , , ,
f

f x a y a z t f x a y a z a x a y a c t z t z a
z

∂
− = −

∂
. 

Έτσι η (1) ξαναγράφεται ως εξής : 
( ) ( )h t h a

t a

−

−
= ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 , ,
x t x af

c t y t z t
x t a

−∂
⋅

∂ −
+

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2, ,

y t y af
x a c t z t

y t a

−∂
⋅

∂ −
+ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

3, ,
z t z af

x a y a c t
z t a

−∂
⋅

∂ −
   (2) 

Λαμβάνουμε τώρα το όριο της (2) καθώς το t a→ . Παρατηρούμε ότι τότε, 

( ) ( ) ( ) ( ),
t a t a

x t x a y t y a→ →→ → , ( ) ( )t a
z t z a→→  ( οι , ,x y z  είναι συνεχείς στο 

a  αφού είναι διαφορίσιμες εκεί ), συνεπώς, ( ) ( )1 t a
c t x a→→ , ( ) ( )2 t a

c t y a→→  
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και ( ) ( )3 t a
c t z a→→ . Έπεται από την συνέχεια των μερικών παραγώγων 

, ,
f f f

x y z

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

 στο σημείο ( )g a  ότι ισχύει ο ζητούμενος τύπος (0). 

Παρατηρούμε τώρα ότι ο τύπος (0) γενικεύεται εύκολα στην περίπτωση των m  
μεταβλητών, δηλαδή 1, 2n m= ≥  και 1p = ( : mg U R R⊆ → και : mf V R R⊆ → ). 

Έστω λοιπόν ( ) ( ) ( )( )1 ,..., mg t x t x t=  και f  συνάρτηση των μεταβλητών 

( )1,...,
m

mx x R∈ . Τότε εντελώς ανάλογα ( χρησιμοποιώντας ένα τηλεσκοπικό 

άθροισμα) αποδεικνύεται ότι αν h fog= , ( ) ( ) ( )( )1 ,..., mh t f x t x t= , τότε,  

(3)      
1

m
i

i i

dxdh f

dt x dt=

∂
= ⋅

∂∑  ( οι παράγωγοι υπολογίζονται στο a U∈ ) 

(ΙΙ) Έστω : n mg U R R⊆ →  και : mf V R R⊆ →  ( ( )g U V⊆ ) και h fog= . Δηλαδή 

η f  είναι πραγματική συνάρτηση και η g  διανυσματική συνάρτηση διανυσματικής 

μεταβλητής. Αν ( )1,..., mg y y=  και h fog=  τότε 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1,..., ,..., ,..., ,..., ,...,n n n m nh x x f g x x f y x x y x x= = . 

Έστω 1 i n≤ ≤ , τότε θεωρούμε την h  ως συνάρτηση της πραγματικής μεταβλητής ix  

και αναγόμαστε στην περίπτωση (Ι). Ακριβέστερα θεωρούμε την συνάρτηση 

( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1,..., , , ,..., ,..., ,..., , , ,...,i i n m i i nt f y a a t a a y a a t a a− + − +→  και από τον τύπο (3) 

λαμβάνουμε, 
1

,1
m

k

ki k i

yh f
i n

x y x=

∂∂ ∂
= ⋅ ≤ ≤

∂ ∂ ∂∑  (4) 

Με περισσότερη ακρίβεια ισχύει ότι: ( ) ( )( ) ( )
1

,1
m

k

ki k i

yh f
a g a a i n

x y x=

∂∂ ∂
= ⋅ ≤ ≤

∂ ∂ ∂∑  (5) 

Ο (4) ή ο (5) προκύπτει και με πολλαπλασιασμό των αντίστοιχων πινάκων Jacobi: 

( ) ( )( ) ( ) ,
n

h a g af g a
J J J a R= ⋅ ∈  ή 

1 1

1

1 1

1

 

,..., ,...,
n

n m
m m

n

y y

x x
h h f f

x x y y
y y

x x

∂ ∂ 
 ∂ ∂    ∂ ∂ ∂ ∂
 = ⋅   

∂ ∂ ∂ ∂      ∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

K

M O M

L

. 

Για να κατανοήσουμε καλύτερα την περίπτωση ΙΙ, ας θεωρήσουμε ένα πιο 
συγκεκριμένο παράδειγμα.  
Έστω 3:f R R→  και 3 3:g R R→  1C  συναρτήσεις, θεωρούμε την σύνθεση h fog=  

των f  και g . Αν ( ), ,g u v ω=  τότε , 

( ), ,h x y z = ( )( ), ,f g x y z = ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , ,f u x y z v x y z x y zω  

Με εφαρμογή του κανόνα της αλυσίδας έχουμε ότι: 

                                          ( )  6

h f u f v f

x u x v x x
h f u f v f

y u y v y y

h f u f v f

z u z v z z

ω
ω

ω
ω

ω
ω

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
= ⋅ + ⋅ + ⋅ 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

Πράγματι, από τον κανόνα της αλυσίδας έχουμε ότι  



 86

                                           ( ) ( )( ) ( )
3,h a g af g a

J J J a R= ⋅ ∈  

                                  ή , , , ,

u u u

x y z

h h h f f f v v v

x y z u v x y z

x y z

ω
ω ω ω

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

 

Με πολλαπλασιασμό των πινάκων βρίσκουμε τους τύπους (6). 
Μπορούμε τώρα να αποδείξουμε την  
         Γενική περίπτωση: Έστω : n mg U R R⊆ →  και : m pf V R R⊆ → ( ( )g U V⊆ ) 

και h fog= . Αν ( ) ( )1 1,..., , ,...,m pg y y f f f= =  και ( )1,..., ph h h=  τότε βέβαια 

( ) ( )( )1 1,..., ,...,j j j n j nh f og h x x f g x x= ⇔ = = ( ) ( )( )1 1 1,..., ,..., ,...,j n m nf y x x y x x  όπου 

1,2,...,j p= . 

,1j

j j

fgn m

h f og

R U V R R j p
=

⊇ → ⊆ → ≤ ≤1444442444443 . 

Αν 1 j p≤ ≤  και 1 i n≤ ≤  τότε θεωρώντας την jh  ως συνάρτηση της πραγματικής 

μεταβλητής ix , δηλαδή αναγόμενοι στην περίπτωση ΙΙ, θα έχουμε από τον τύπο (4)              

                  ότι, 
1

,1 ,1
m

j j k

ki k i

h f y
j p i n

x y x=

∂ ∂ ∂
= ⋅ ≤ ≤ ≤ ≤

∂ ∂ ∂∑  (και από τον τύπο (5) ότι),      

                            ( ) ( )( ) ( )
1

,1 ,1
m

j j k

ki k i

h f y
a g a a j p i n

x y x=

∂ ∂ ∂
= ⋅ ≤ ≤ ≤ ≤

∂ ∂ ∂∑ . 

Ο τελευταίος αυτός τύπος είναι ισοδύναμος με τον τύπο που εμφανίζεται στην 
διατύπωση του θεωρήματος αν εκτελέσουμε τους πολλαπλασιασμούς των πινάκων 
Jacobi.  
Σημείωση.  Καθώς η περίπτωση  ( Ι )  του Θεωρ.  6.1  είναι ιδιαίτερα σημαντική 
είναι καλό να την απομνημονεύσουμε ως εξής:   ( )'( ) ( ( )) 'h a f g a g a= ∇ ⋅  ,  

όπου a U∈ ,  ( ) ( )( )' '
1'( ) ,..., ng a x a x a=   και   h f g= o . 

 
Απόδειξη του κανόνα της αλυσίδας χωρίς την υπόθεση της συνέχειας των μερικών 
παραγώγων 
         6.2 Θεώρημα ( κανόνας της αλυσίδας). Έστω nU R⊆  και mV R⊆  ανοικτά 

σύνολα. Έστω ακόμη :g U V→  και : pf V R→  συναρτήσεις και a U∈  ώστε η g  

είναι διαφορίσιμη στο a  και η f  διαφορίσιμη στο ( )g a . Τότε η fog  είναι 

διαφορίσιμη στο a  και  
                                          ( )( ) ( )( ) ( )D fog a Df g a oDg a=  

        Απόδειξη Θέτουμε – για λόγους απλοποίησης του συμβολισμού- ( )Dg aΑ = , 

( )( )Df g aΒ =  και γράφουμε hΑ  αντί ( )hΑ  και κΒ  αντί ( )κΒ , όπου nh R∈  και 
mRκ ∈ . 

Από τον ορισμό του διαφορικού συνάρτησης έχουμε: 

( ) ( ) ( )1g a h g a h h hε+ = + Α + ⋅  και ( )( ) ( )( ) ( )2f g a f g aκ κ ε κ κ+ = +Β + ⋅ , 
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όπου ( )1
0

lim 0
h

hε
→

=  και ( )2
0

lim 0
κ

ε κ
→

=  Επίσης υπενθυμίζουμε ότι, αφού οι Α και Β 

είναι γραμμικές απεικονίσεις και άρα Lipschitz, υπάρχουν σταθερές 1 0c >  και 2 0c >  

ώστε 1 , nh c h h RΑ ≤ ∈  και 2 , mc Rκ κ κΒ ≤ ∈ . Έπεται από τις παραπάνω 

ισότητες ότι, ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1fog a h f g a h f g a h h h
κ

ε
 
 + = + = + Α + ⋅
 
 

1442443
, άρα, 

θέτοντας ( )1h h hκ ε= Α + ⋅ , έχουμε 

( ) ( ) ( )( ) ( )1fog a h f g a h h h
κ

ε
 
 + = +Β Α + ⋅
 
 
1442443

+

( ) ( )

( )2

2 1 1

h h

h h h h h h
κ κ

η

ε ε ε

⋅

 
 Α + ⋅ ⋅ Α + ⋅
 
 
1442443 1442443

14444444244444443

= ( ) ( )fog a h h hη+ΒΑ + ⋅  όπου, 

( ) ( ) ( )1 2h h hη η η= + , ( ) ( )1 1h hη ε= Β  και 

( ) ( )( ) ( )2 2 1 1  h h h h h h h hη ε ε ε⋅ = Α + ⋅ ⋅ Α + ⋅ . 

Αυτό που απομένει είναι να αποδείξουμε ότι ( )1 hη  και ( )2 hη  και συνεπώς 

( ) ( ) ( )1 2h h hη η η= +  τείνουν στο 0 καθώς το 0h → . ( Διότι τότε το διαφορικό 

της fog  στο a  θα ισούται με ΒΑ, δηλαδή έχουμε την ζητούμενη ισότητα). 

Παρατηρούμε ότι, ( ) ( )1 2 1 0h c hη ε≤ →  καθώς το 0h → . Επίσης παρατηρούμε 

ότι, 

( ) ( )( ) ( )2 2 1 1  h h h h h h h hη ε ε ε= Α + ⋅ ⋅ Α + ⋅ ≤

( )( ) ( )( )2 1 1h h h h h hε ε εΑ + ⋅ ⋅ Α + ⋅ ≤ ( )( ) ( )( )2 1 1 1h h h c h hε ε εΑ + ⋅ ⋅ + ⋅ . 

Επομένως θα έχουμε ότι ( ) ( )( ) ( )( )2 2 1 1 1 0h h h h c hη ε ε ε≤ Α + ⋅ ⋅ + →  καθώς το 

0h →  και έτσι η απόδειξή μας είναι πλήρης. 

Σημείωση.  Ο κανόνας της αλυσίδας έχει μεγάλη ( όπως γνωρίζουμε από το Λογισμό 
της μίας μεταβλητής πρακτική αλλά και ) θεωρητική σημασία . Όπως θα 
διαπιστώσουμε στη συνέχεια ερμηνεύει την κλίση f∇  μιας διαφορίσιμης 
συνάρτησης  ( Θεωρ. 10.2 ) και έχει πολλές άλλες εφαρμογές (Πρβλ. Θεώρ. μέσης 
τιμής 7.1 , ανάπτυγμα Taylor , Θεωρ. Πεπλεγμένης συνάρτησης κλπ. .) 
 

Εφαρμογές και παραδείγματα πάνω στον κανόνα αλυσίδας 
       Έστω ( ),f x y  διαφορίσιμη συνάρτηση των x  και y , και έστω 

( ) ( ),x x t y y t= =  διαφορίσιμες συναρτήσεις της πραγματικής μεταβλητής t . Τότε ο 

κανόνας αλυσίδας μας λέει ότι η ( ) ( )( ),z f x t y t=  είναι διαφορίσιμη συνάρτηση του 

t  και                                    
dz f dx f dy

dt x dt y dt

∂ ∂
= ⋅ + ⋅
∂ ∂

     (1) 



 88

1)Έστω 2 2z x xy= + , όπου cosx θ=  και siny θ= . Να βρεθεί η 
dz

dθ
 με τον κανόνα 

της αλυσίδας. 

         Λύση: ( ) ( )
1

2 2
1

2 2 2
2

z
x xy x y

x

−∂
= + +

∂
 και ( ) ( )

1
2 2

1
2 2

2

z
x xy x

y

−∂
= +

∂
. 

Επίσης sin
dx

d
θ

θ
= −  και cos

dy

d
θ

θ
= . Από τον τύπο (1) έχουμε, 

dz z dx z dy

d x d y dθ θ θ
∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂

= ( ) ( ) ( )
1

2 2
1

2 2 2 sin
2

x xy x y θ
−

+ + − +  

+ ( ) ( ) ( )
1

2 2
1

2 2 cos
2

x xy x θ
−

+ = ( ) ( )
1

2 22 cos sin sinx xy x x yθ θ θ
−

+ − − , (0
2

π
θ< < ) 

 
2)Ένας ορθός κυκλικός κύλινδρος μεταβάλλεται σε τρόπο ώστε η ακτίνα της βάσης 
του r  αυξάνει με ρυθμό 3 / mincm  και το ύψος του h  μειώνεται με ρυθμό 
5 / mincm . Με τι ρυθμό μεταβάλλεται ο όγκος του κυλίνδρου την χρονική στιγμή 
κατά την οποία 10r cm=  και 8h cm= ;  
        Λύση Ο όγκος του κυλίνδρου δίνεται από τον τύπο 2V r hπ=  και δίδεται ότι 

3
dr

dt
=  και 5

dh

dt
= − . Έχουμε ότι 2

V
rh

r
π

∂
=

∂
 και 2V

r
h

π
∂

=
∂

. Από τον κανόνα 

αλυσίδας, ( δηλαδή εφαρμόζοντας την (1)) υπολογίζουμε 
22 (3) ( 5)

dV V dr V dh
rh r

dt r dt h dt
π π

∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = + −

∂ ∂
. Επομένως, την χρονική στιγμή κατά 

την οποία 10r cm=  και 8h cm=  έχουμε 

( )
3

2
2 (10)(8)(3) 10 ( 5) 20  ίσο περίπου 62,8

min

dV cm

dt
π π π= + − = − −  

Επομένως ο όγκος μειώνεται με ρυθμό περίπου 
3

62,8
min

cm
 

 
3) Έστω :y I R R⊆ →  διαφορίσιμη συνάρτηση της μεταβλητής x  ( I  ανοικτό 

διάστημα του R ). Υποθέτουμε ότι, ( ) ( )sin cosx y x y y+ + − = .  

Να υπολογιστεί η 
dy

dx
. 

      Λύση Από την υπόθεσή μας έχουμε ότι 

( )( ) ( )( ) ( )sin cos ,x y x x y x y x x I+ + − = ∈ . 

Θέτουμε ( ) ( ) ( ), sin cosF x y x y x y y= + + − − , επομένως ( )( ), 0F x y x =  για κάθε 

x I∈ . Έπεται ότι ( ) ( )cos sin
F

x y x y
x

∂
= + − −

∂
 

( ) ( )( )cos sin 1 1
F

x y x y
y

∂
= + − − − −

∂
= ( ) ( )cos sin 1x y x y+ + − −  

Από τον κανόνα αλυσίδας ( τύπος (1)) υπολογίζουμε, 
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0
dF F dx F dy

dx x dx y dx

∂ ∂
= = +

∂ ∂
= ( )1

F F dy

x y dx

∂ ∂
⋅ + ⋅ ⇒

∂ ∂

( ) ( )
( ) ( )

cos sin

cos sin 1

F
x y x ydy x

Fdx x y x y
y

∂
− + − −  ∂= − =

∂ + + − −
∂

 

( υποθέτοντας ότι ( ) ( )cos sin 1 0x y x y+ + − − ≠ ). 

 
        Από τον κανόνα αλυσίδας έπεται ότι: Αν ( ),z f x y=  είναι διαφορίσιμη 

συνάρτηση στο ανοικτό σύνολο 2V R⊆  και ( ) ( ), , ,x x u v y y u v= =  διαφορίσιμες 

συναρτήσεις των μεταβλητών ( ),u v U∈  (U  ανοικτό στο 2R ) ώστε 

( ) ( )( ), , ,x u v y u v V∈  για κάθε ( ),u v U∈ , τότε η σύνθετη συνάρτηση, 

( ) ( )( ), , ,z f x u v y u v=  είναι διαφορίσιμη στο U  και        

            ,     
z z x z y

u x u y u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 και 

z z x z y

v x v y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
.   (2) 

4)Έστω 24z x y= − , όπου 2x uv=  και 3y u v= . Να υπολογιστούν οι 
z

u

∂
∂

 και 
z

v

∂
∂

 με            

  χρήση του κανόνα αλυσίδας. 
 Λύση Υπολογίζουμε πρώτα τις μερικές παραγώγους.    

2 24, 2 , , 3
z z x y

y v u v
x y u u

∂ ∂ ∂ ∂
= = − = =

∂ ∂ ∂ ∂
 και 32 ,

x y
uv u

v v

∂ ∂
= =

∂ ∂
 

Επομένως, από τους τύπους (2) έχουμε: 
z z x z y

u x u y u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= 2 24 ( 2 )(3 )v y u v+ −  

= 2 5 24 6v u v−  και  
34(2 ) ( 2 )( )

z z x z y
uv y u

v x v y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
68 2uv u v−  

Φυσικά οι 
z

u

∂
∂

 και 
z

v

∂
∂

 μπορούν να υπολογιστούν ευκολότερα αν εκφράσουμε την 

24z x y= −  ως συνάρτηση των u και v  αντικαθιστώντας τα x  και y  με τις 

ποσότητες 2uv  και 3u v  αντίστοιχα.. 
 

5)Έστω ( ) ( )2 2, 1,g x y x y= +  και ( ) ( )2, , ,f u v u v u v= + . 

Να υπολογιστεί ο πίνακας Jacobi, ( )1,1fogJ . 

       Λύση Είναι βέβαια σαφές ότι οι f  και g    είναι συνεχώς διαφορίσιμες στο 2R . 

Από τον κανόνα αλυσίδας έχουμε ότι ( 2 2 3g f

fog

R R R→ →144424443 ) 

                                          ( ) ( )( ) ( )
2,   fog g af g a

J a J J a R= ⋅ ∈  

Υπολογίζουμε, ( ) ( ), ,

1  1
2   0

1  0 ,
0   2

0 2
f u v g x y

x
J J

y
v

 
  = =      
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Έτσι, για ( ) ( ) ( )1,1 , 1,1 2,1a g= = , συνεπώς  

( ) ( ) ( )1,1 2,1 1,1

1   1 2   2
2  0

1   0 2   0
0  2

0   2 0   4
fog f gJ J J

   
    = ⋅ = ⋅ =        

   

 

 
6)Έστω 2 2:f R R→ , 1C  συνάρτηση. Κάνουμε την αντικατάσταση 

cos , sinx r y rθ θ= =  ( πολικές συντεταγμένες ). Να υπολογισθεί η 
f

θ
∂
∂

. 

        Λύση Έστω ( ) [ ) ( ) ( )2: 0, 0,2 : , cos , sing R g r r rπ θ θ θ+∞ × → =  όπου, 

2 2r x y= +  και [ )0,2θ π∈  ώστε cosx r θ=  και siny r θ= . Θέτουμε h fog= , 

συνεπώς ( ) ( )( ) ( ), , cos , sinh r f g r f r rθ θ θ θ= =  για ( ) ( ) [ ), 0, 0,2r θ π∈ +∞ × . 

Η συνάρτηση h  είναι συνεχώς διαφορίσιμη στο ( ) ( )0, 0,2π+∞ × . Ουσιαστικά πρέπει 

να υπολογίσουμε την 
h

θ
∂
∂

. Από τον κανόνα της αλυσίδας έχουμε: 

sin cos
h f x f y f f

r r
x y x y

θ θ
θ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

Ασκήσεις 
1)Μία συνάρτηση : nf R R→  ονομάζεται ομογενής βαθμού m N∈ , αν 

( ) ( )mf tx t f x= ⋅  για κάθε nx R∈  και για κάθε t R∈ . Αν η f είναι ομογενής βαθμού 

m  και διαφορίσιμη τότε ισχύει ότι, ( ) ( )x f x m f x⋅∇ = ⋅  για κάθε nx R∈ . 

[ Αυτό είναι το θεώρημα του Euler για ομογενείς συναρτήσεις. Για την απόδειξη 
σταθεροποιείστε ένα nx R∈  και θέσατε ( ) ( )g t f tx=  και υπολογίστε την ( )' 1g ]. 

Προσπαθήστε να σκεφθείτε για το αντίστροφο του παραπάνω αποτελέσματος. 
2)Έστω , :f g R R→  συναρτήσεις της κλάσης 2C . Θέτουμε ( ) ( )( ),F x y f x g y= +  

για κάθε ( ) 2,x y R∈ . Βρείτε τύπους για τις μερικές παραγώγους της F  πρώτης και 

δεύτερης τάξης συναρτήσει των παραγώγων των f  και g . Επίσης αποδείξτε ότι:   

                                                     
2

F F F F

x x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

( Συμβουλευθείτε και την παράγραφο για τις παραγώγους ανώτερης τάξης. ) 
3)Έστω :f R R→  διαφορίσιμη και ( )3 2 2 2: : , ,g R R g x y z x y z→ = + + . 

Αν h fog= , δείξτε ότι ( ) ( ) ( )( )( )22
, , 4 , , ' , ,h x y z g x y z f g x y z∇ = ⋅ . 
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 Το θεώρημα μέσης τιμής 
 

Το ακόλουθο αποτέλεσμα γενικεύει το γνωστό Θεώρημα του Διαφορικού 
Λογισμού της μιας μεταβλητής στις πολλές μεταβλητές. 
         7.1 Θεώρημα. Έστω nD R⊆  ανοικτό και ,a b D∈  ώστε το ευθύγραμμο τμήμα 

[ ] ( ) [ ]{ }, 1 : 0,1a b t a tb t D= − + ∈ ⊆ . Αν :f D R→  είναι διαφορίσιμη συνάρτηση 

τότε υπάρχει ( ),z a b∈  ώστε, ( ) ( ) ( ) ( )f b f a f z b a− = ∇ ⋅ − . 

        Απόδειξη: Έστω ( ) ( ) [ ]1 , 0,1t t a tb tσ = − + ∈  η συνήθης παραμέτρηση του 

ευθυγράμμου τμήματος [ ],a b . Η συνάρτηση [ ]: 0,1 nRσ →  είναι διαφορίσιμη. 

Πράγματι, αν ( )1,..., na a a=  και ( )1,..., nb b b=  τότε έχουμε ότι, 

( ) ( ) ( )( )1 ,..., nt t tσ σ σ= , όπου ( ) ( ) [ ]1 , 1,2,..., , 0,1k k kt t a tb k n tσ = − + = ∈ , άρα  

( ) ( ) ( )( ) ( )' '
1 1 1' ,..., ,...,n n nt t t b a b a b aσ σ σ= = − − = −  για [ ]0,1t∈ . 

 
Η συνάρτηση [ ]: 0,1h fo Rσ= →  είναι διαφορίσιμη (Κανόνας της αλυσίδας) και από 

το Θεώρημα μέσης τιμής του Διαφορικού Λογισμού έχουμε ότι υπάρχει ( )0,1ξ ∈  

ώστε, ( ) ( ) ( )( ) ( )1 0 ' 1 0 'h h h hξ ξ− = − =  ή ( ) ( ) ( )'f b f a h ξ− = . Θέτουμε 

(1 )z a bξ ξ= − + , προφανώς ( ),z a b∈  και ( ) zσ ξ = . 

Από τον κανόνα της αλυσίδας έχουμε ότι: 

( ) ( )( ) ( )
1

'
n

k

k k

df
h

x dt

σ
ξ σ ξ ξ

=

∂
= ⋅

∂∑ = ( ) ( )
1

n

k k
k k

f
z b a

x=

∂
⋅ −

∂∑ = ( ) ( )f z b a∇ ⋅ − , ή     

                                       ( ) ( ) ( ) ( )f b f a f z b a− = ∇ ⋅ − . 

           Παρατήρηση. Αν το D  είναι επί πλέον κυρτό, δηλαδή αν για κάθε 

[ ], ,na b R a b D∈ ⇒ ⊆ , τότε η πρόταση ισχύει για κάθε ,a b D∈ . 

 
          7.2 Πόρισμα. Έστω nD R⊆  ανοικτό και κυρτό και :f D R→  διαφορίσιμη 
συνάρτηση. Αν ,x y D∈  τότε ισχύει η ανισότητα,     

                                     ( ) ( ) ( )sup
z D

f x f y f z x y
∈

− ≤ ∇ ⋅ −  

Έπεται ιδιαίτερα ότι, αν ( )sup
z D

f z
∈

∇ < +∞  τότε η f  είναι Lipschitz στο D . 

         Απόδειξη: Έστω ,x y D∈  τότε [ ],x y D⊆ , εφόσον D  κυρτό. Από την 

προηγούμενη πρόταση έπεται ότι υπάρχει [ ],z x y∈ : ( ) ( ) ( ) ( )f x f y f z x y− = ∇ ⋅ −  

Συνεπώς, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f y f z x y f z x y− = ∇ ⋅ − ≤ ∇ ⋅ −  ( χρησιμοποιώντας την 

ανισότητα C-S). 

Άρα ( ) ( ) ( )sup
z D

f x f y f z x y
∈

− ≤ ∇ ⋅ − , ,x y D∈ . 

Το υπόλοιπο της πρότασης έπεται προφανώς από τα παραπάνω. 
 
        Υπενθυμίζουμε τα ακόλουθα:  
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1)Αν 0 1, ,..., n
mz z z R∈ , τότε η πολυγωνική γραμμή  με κορυφές τα  0 1, ,..., mz z z  είναι 

το σύνολο [ ] [ ] [ ]0 1 1 2 1, , ... ,m mz z z z z z−Ρ = U U U  

2)Ένα ανοικτό υποσύνολο nD R⊆  είναι συνεκτικό αν και μόνο αν ( είναι 
πολυγωνικά συνεκτικό, δηλαδή) για κάθε ,a b D∈  υπάρχει πολυγωνική γραμμή 

[ ] [ ] [ ]0 1 1 2 1, , ... ,m mz z z z z z D−Ρ = ⊆U U U  με 0z a=  και mz b= . 

 
          7.3 Πρόταση. Έστω nD R⊆  ανοικτό και συνεκτικό. Αν :f D R→  είναι 

διαφορίσιμη συνάρτηση  ώστε, 0
k

f

x

∂
=

∂
 στο D , για κάθε 1,2,...,k n= , τότε η f  είναι 

σταθερή. 
          Απόδειξη: Έστω για απλότητα ότι 2n = . Έτσι η υπόθεσή μας μετατρέπεται ότι 

D  ανοικτό συνεκτικό στο 2R  και 0
f f

x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
 στο D . 

Θα αποδείξουμε ότι, αν ,a b  είναι δύο τυχόντα σημεία του D  τότε ( ) ( )f a f b= . 

Είναι τότε σαφές ότι η f  θα είναι σταθερή στο D . Έστω 

[ ] [ ] [ ]0 1 1 2 1, , ... ,n nz z z z z z D−Ρ = ⊆U U U  πολυγωνική γραμμή με 0z a=  και nz b= . 

Εφαρμόζουμε το θεώρημα μέσης τιμής στο ευθύγραμμο τμήμα [ ]0 1,z z , οπότε 

υπάρχει [ ] ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 0 1 0, :z z z f z f z f z z z∈ − = ∇ ⋅ − . 

Επειδή ( ) ( ) ( ) ( ), 0,0
f f

f z z z
x y

 ∂ ∂
∇ = = ∂ ∂ 

 έπεται ότι ( ) ( )1 0f z f z= . Εφαρμόζοντας 

διαδοχικά το θεώρημα μέσης τιμής στα ευθύγραμμα τμήματα [ ] [ ]1 2 1, ,..., ,n nz z z z−  

βρίσκουμε ότι ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 1... n nf z f z f z f z f z−= = = = = . Συνεπώς 

( ) ( )f b f a= . 

 
           Παρατηρήσεις. 1) Το θεώρημα μέσης τιμής δεν ισχύει για διανυσματικές 
συναρτήσεις. Πράγματι, έστω ( ) ( )2: : cos ,sin ,f R R f t t t t R→ = ∈ . Τότε 

( ) ( ) ( )' cos' ,sin' sin ,cos ,f a a a a a a R= = − ∈ .  

Έστω 0a =  και 2b π= , τότε ( ) ( ) ( ) ( )'f b f a f b aξ− ≠ ⋅ −  για κάθε ( )0,2ξ π∈ . 

Αφού το αριστερό μέλος ισούται με  0  ( ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0 0f f f fπ − = − = ),  ενώ το 

δεξί είναι το μη μηδενικό διάνυσμα ( )2 sin ,cosπ ξ ξ⋅ −  του 2R . 

 
(*) 2)Η γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος μέσης τιμής: Έστω 2D R⊆  ανοικτό 

[ ],a b D⊆  με a b≠  και :f D R→  διαφορίσιμη. Τότε υπάρχει ( ),a bω∈  τέτοιο 

ώστε το εφαπτόμενο επίπεδο Ε του γραφήματος της f στο ( )( ), fω ω  είναι 

παράλληλο με την ευθεία l  του 3R  που διέρχεται από τα σημεία ( )( ),a f aΑ  και 

( )( ),b f bΒ .  

Πράγματι από το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), :a b f b f a f b aω ω∈ − = ∇ ⋅ −  όπου ( ) ( )1 2 1 2, , ,a a a b b b= =  και 
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( )1 2,ω ω ω= . Το εφαπτόμενο επίπεδο στο σημείο ( )( ), fω ω  του γραφήματος της f  

έχει εξίσωση: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,
f f

z f x y
x y

ω ω ω ω ω ω ω ω
∂ ∂

= + − + −
∂ ∂

,  (Ε), το 

επίπεδο αυτό είναι παράλληλο στο επίπεδο με εξίσωση 

( ) ( )1 2 1 2, ,
f f

z x y
x y
ω ω ω ω

∂ ∂
= +
∂ ∂

  ( 1Ε )  το οποίο διέρχεται από το ( )0,0,0 . 

Η ευθεία l  που διέρχεται από τα ( )( ),a f a  και ( )( ),b f b έχει εξίσωση 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,t a f a t b a f b f a= + − −l  

       ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 2 2, , , ,a a f a t b a b a f b f a= + − − −  

και είναι παράλληλη με το διάνυσμα      
                     ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , , ,b f b a f a b a b a f b f a− = − − − . 

Παρατηρούμε ότι το σημείο ( ) ( )( )1 1 2 2, ,b a b a f b f a− − −  ικανοποιεί την εξίσωση 

του Ε, αφού ισχύει  

                          ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 2 2 2, ,
f f

f b f a b a b a
x y
ω ω ω ω

∂ ∂
− = − + −

∂ ∂
  

ισοδύναμα ισχύει             ( ) ( ) ( ) ( )f b f a f b aω− = ∇ ⋅ −   

που είναι ακριβώς το θεώρημα μέσης τιμής. 
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8. Πολλαπλές μερικές παράγωγοι 

Οι μερικές παράγωγοι 
1

,...,
n

f f

x x

∂ ∂
∂ ∂

, αν υπάρχουν, μιας συνάρτησης : nf U R R⊆ →   

( U  ανοικτό ) είναι και αυτές συναρτήσεις από το U  στο R , επομένως μπορεί να 
ορισθεί και για αυτές η έννοια της μερικής παραγώγου. Αυτές ονομάζονται μερικές 
παράγωγοι δεύτερης τάξης της f .  
Ο συμβολισμός που χρησιμοποιούμε είναι ο ακόλουθος:   

                                                
2

,1 ,
k l k l

f f
k l n

x x x x

 ∂ ∂ ∂
= ≤ ≤ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

Φυσικά με ανάλογο τρόπο ( και χρησιμοποιώντας επαγωγή) μπορούμε να ορίσουμε 
παραγώγους κάθε τάξης.  

Έτσι για παράδειγμα, 
3 2

2 5 1 2 5 1

f f

x x x x x x

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 εδώ πρόκειται βέβαια για μερικές 

παραγώγους τρίτης τάξης. 
Έστω για απλότητα ότι 2n = , δηλαδή έχουμε μια πραγματική συνάρτηση δύο 
μεταβλητών, ( ),z f x y= . Οι μερικές παράγωγοι της f εξελίσσονται σύμφωνα με το 

ακόλουθο σχήμα, που παραπέμπει στο δυαδικό δέντρο.  
                                                 f  
 

      
f

x

∂
∂

             
f

y

∂
∂

     

            

                        
2

2

f

x

∂
∂

 
2 f

y x

∂
∂ ∂

            
2 f

x y

∂
∂ ∂

    
2

2

f

y

∂
∂

 

 

Σημειώνουμε ότι, 
2 2

2 2
,

f f f f

x x x y y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 κτλ. 

Υπενθυμίζουμε ότι μια συνάρτηση : nf U R R⊆ →  λέγεται ότι είναι της κλάσης 1C , 
αν όλες οι μερικές παράγωγοί της υπάρχουν και είναι συνεχείς συναρτήσεις. Αν αυτές 
με την σειρά τους είναι επίσης 1C  συναρτήσεις, τότε λέμε ότι η f  είναι της κλάσης 

2C . Δηλαδή η f  είναι της κλάσης 2C  ακριβώς τότε αν όλες οι μερικές παράγωγοι 

δεύτερης τάξης 
2

,1 ,
k l

f
k l n

x x

∂
≤ ≤

∂ ∂
 υπάρχουν και είναι συνεχείς συναρτήσεις στο U . 

Με επαγωγή μπορούμε να ορίσουμε τις συναρτήσεις της κλάσης nC  όπου n N∈ .  
Η f  λέγεται της κλάσης C∞  αν έχει συνεχείς μερικές παραγώγους κάθε τάξης και 
για κάθε μεταβλητή.  
Για παράδειγμα αν η f  είναι συνάρτηση δύο μεταβλητών η f  είναι της κλάσης 2C , 

αν οι 
f

x

∂
∂

 και 
f

y

∂
∂

  είναι της κλάσης 1C , δηλαδή αν οι 
2 2 2 2

2 2
, , ,

f f f f

x y y x x y

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

υπάρχουν και επί πλέον είναι συνεχείς συναρτήσεις. 
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           Παραδείγματα. 1) Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση ( )1,..., nx xΡ  είναι της 

κλάσης C∞ . Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι οι , 1,2,...,
k

k n
x

∂Ρ
=

∂
 είναι και αυτές 

πολυώνυμα, επομένως συνεχείς συναρτήσεις. Επαγωγικά έχουμε ότι οι μερικές 
παράγωγοι κάθε τάξης του Ρ είναι πολυωνυμικές συναρτήσεις και άρα συνεχείς 
συναρτήσεις. Έπεται προφανώς ότι το Ρ είναι συνάρτηση της κλάσης C∞  
 

2) Κάθε ρητή συνάρτηση f
Q

Ρ
= , ( όπου Ρ και Q  πολυώνυμα n − μεταβλητών με 

0Q ≠ ) είναι της κλάσης C∞  στο πεδίο ορισμού της. Αυτό αποδεικνύεται όπως και 

για τα πολυώνυμα, αφού οι , 1,2,...,
k

f
k n

x

∂
=

∂
 για την ρητή f  είναι πάλι ρητές 

συναρτήσεις και άρα συνεχείς. 
 
3)Να βρεθούν οι μερικές παράγωγοι δεύτερης τάξης των συναρτήσεων:  
(α) ( ), kf x y x yλ= ⋅  όπου ,k Nλ∈  και (β) ( ) 3, , sinf x y z x y z= +  

Για το (α) παρατηρούμε ότι: ( )
2

1 1 2
2

, , 1k k kf f f
kx y y x k k x y

x y x
λ λ λλ− − −∂ ∂ ∂

= ⋅ = ⋅ = − ⋅
∂ ∂ ∂

 αν 

2k ≥  και 0 αν 1k = , 
2 2

1 1 1 1,k kf f
k x y k x y

y x x y
λ λλ λ− − − −∂ ∂

= ⋅ = ⋅
∂ ∂ ∂ ∂

 και 

( )
2

2
2

1 kf
y x

y
λλ λ −∂

= − ⋅
∂

, αν 2λ ≥  και 0 αν 1λ = . 

Παρατηρούμε ότι 
2 2f f

x y y x

∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
. Επίσης αν 1k =  ( αντίστοιχα 1λ = ) τότε 

2

2
0

f

x

∂
=

∂
  

( αντίστοιχα 
2

2
0

f

y

∂
=

∂
). 

(β) 2 33 , , cos
f f f

x y x z
x y z

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
 

2 2 2
2

2
6 , 3 , 0

f f f
xy x

x y x z x

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ( οι μερικές παράγωγοι της 23

f
x y

x

∂
=

∂
) 

2 2 2
2

2
3 , 0, 0

f f f
x

x y y z y

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ( οι μερικές παράγωγοι της 3f

x
y

∂
=

∂
) 

2 2 2

2
0, 0, sin

f f f
z

x z y z z

∂ ∂ ∂
= = = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ( οι μερικές παράγωγοι της cos

f
z

z

∂
=

∂
) 

Παρατηρούμε ότι: 
2 2 2 2

23 , 0
f f f f

x
x y y x x z z x

∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 και 

2 2

2
0

f f

z y y

∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂
 

Σε όλα τα παραπάνω παραδείγματα παρατηρούμε ότι τα ζεύγη των μεικτών μερικών 

παραγώγων, όπως 
2 f

x y

∂
∂ ∂

 και 
2 f

y x

∂
∂ ∂

 ή 
2 f

y z

∂
∂ ∂

 και 
2 f

z y

∂
∂ ∂

 είναι ίσα. Το επόμενο 

αποτέλεσμα μας λέει πότε ισχύει αυτό γενικότερα. 
Για απλότητα διατυπώνουμε το αποτέλεσμα για συναρτήσεις δύο μεταβλητών. (Το 
ανάλογο αποτέλεσμα ισχύει με την ίδια ουσιαστικά απόδειξη και για συναρτήσεις 
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n − μεταβλητών όπου n N∈ .) Το βασικό επιχείρημα για την απόδειξη αυτού του 
αποτελέσματος είναι ένα επιχείρημα μέσης τιμής για συναρτήσεις δύο μεταβλητών 
 
           8.1 Θεώρημα. Έστω 2U R⊆  ανοικτό και 2:f U R R⊆ →  της κλάσης 2C . 
Τότε οι μεικτές μερικές παράγωγοι της f είναι ίσες, δηλαδή  

                                                     
2 f

x y

∂
∂ ∂

=
2 f

y x

∂
∂ ∂

. 

          Απόδειξη: Έστω ( )0 0,a x y U= ∈ . Θεωρούμε την ακόλουθη παράσταση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 1 0 2 0 1 0 0 0 2 0 0, , , , ,S h h f x h y h f x h y f x y h f x y= + + − + − + +  όπου τα 

1 20, 0h h≠ ≠  αρκετά μικρά ώστε να έχει νόημα η παράσταση.  

Κρατώντας το 2h  σταθερό, θέτουμε ( ) ( ) ( )0 2 0, ,g x f x y h f x y= + − . 

Έπεται ότι, ( ) ( ) ( )1 2 0 1 0,S h h g x h g x= + − , δηλαδή η S  εκφράζεται ως μια διαφορά 

διαφορών. Από το θεώρημα μέσης τιμής του Διαφορικού Λογισμού για την 

συνάρτηση g , υπάρχει ( )1x x h=  μεταξύ των 0x  και 0 1x h+  ώστε, 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 1 0 1, 'S h h g x h g x g x h= + − = ⋅ , άρα 

( ) ( ) ( )1 2 0 2 0 1, , ,
f f

S h h x y h x y h
x x

∂ ∂ = + − ⋅ ∂ ∂ 
. 

Εφαρμόζοντας άλλη μια φορά το θεώρημα μέσης τιμής, αυτή την φορά στην 

συνάρτηση, ( ) ( ),
f

h y x y
x

∂
=
∂

( η οποία είναι 1C ) βρίσκουμε ( )2y y h=  μεταξύ 0y  και 

0 2y h+  ώστε, ( ) ( ) ( )0 2 0 2'h y h h y h y h+ − = ⋅ .  

Αντικαθιστώντας στην προηγούμενη σχέση καταλήγουμε στην, 

( ) ( )
2

1 2 1 2, ,
f

S h h x y h h
y x

∂
= ⋅ ⋅
∂ ∂

. 

Παρατηρούμε ότι αν ( ) ( )1 2, 0,0h h →  τότε ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 0 0, , ,x y x h y h x y= → . Έπεται 

από την τελευταία σχέση και την συνέχεια της 
2 f

y x

∂
∂ ∂

 στο ( )0 0,x y , ότι 

( )
( ) ( )

( )
1 2

2
1 2

0 0 , 0,0
1 2

,
, lim

h h

S h hf
x y

y x h h→

∂
=

∂ ∂ ⋅
      (1). 

Επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία κρατώντας αυτή την φορά το 1h  σταθερό.  

(Αυτή την φορά θέτομε ( ) ( ) ( )0 1 0, ,g y f x h y f x y= + −  ) 

Έτσι καταλήγουμε στην σχέση ( )
( ) ( )

( )
1 2

2
1 2

0 0 , 0,0
1 2

,
, lim

h h

S h hf
x y

x y h h→

∂
=

∂ ∂ ⋅
   (2)  

Από τις (1) και (2) συμπεραίνουμε ότι ( )
2

0 0,
f

x y
x y

∂
∂ ∂

= ( )
2

0 0,
f

x y
y x

∂
∂ ∂

 άρα 

2 f

x y

∂
∂ ∂

=
2 f

y x

∂
∂ ∂

 στο U . 
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Σημείωση. Το γεγονός ότι η παράσταση  ( )1 2,S h h   γράφεται ως μια διαφορά 

διαφορών με δυο τρόπους (οριζόντια και κατακόρυφα, ένα σχήμα θα βοηθούσε) είναι 
αυτό που επιτρέπει να αποδείξουμε την ισότητα των μεικτών παραγώγων. 
 
 Οι μεικτές παράγωγοι μιας συνάρτησης ( )1,..., ny f x x=  δεν είναι πάντοτε 

ίσες. Δηλαδή η εναλλαγή του ρόλου των μεταβλητών κατά τον υπολογισμό των 
μερικών παραγώγων ανώτερης τάξης δεν οδηγεί πάντοτε στην ίδια παράγωγο.  
 
           Παράδειγμα. Έστω 2:g R R→  φραγμένη συνάρτηση για την οποία τα όρια 

( )( )
0 0

lim lim ,
y x

g x y
→ →

 και ( )( )0 0
lim lim ,
x y

g x y
→ →

 υπάρχουν αλλά δεν είναι ίσα. Θέτομε 

( ) ( ) ( ) 2, , , ,f x y xy g x y x y R= ⋅ ∈ . 

Παρατηρούμε ότι, αν y R∈  τότε 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, 0,
0, lim lim ,

x x

f x y f yf
y y g x y

x x→ →

−∂
= = ⋅

∂
= ( )

0
lim ,
x

y g x y
→

⋅  

Ιδιαίτερα έχουμε ότι, ( )0,0 0
f

x

∂
=

∂
. 

Έπεται ότι ( )
( ) ( )

( )( )
2

0 0 0

0, 0,0
0,0 lim lim lim ,

0y y x

f f
yf x x g x y

y x y→ → →

∂ ∂
−∂ ∂ ∂= =

∂ ∂ −
. 

Αναλόγως, υπολογίζουμε ότι: ( ) ( )( )
2

0 0
0,0 lim lim ,

x y

f
g x y

x y → →

∂
=

∂ ∂
 ( και ( )0,0 0

f

y

∂
=

∂
). 

Από την υπόθεσή μας συμπεραίνουμε ότι ( )
2

0,0
f

x y

∂
∂ ∂

≠ ( )
2

0,0
f

y x

∂
∂ ∂

. Δηλαδή οι μεικτές 

παράγωγοι δεν είναι ίσες. Παρατηρούμε ότι, το όριο 
( ) ( )

( )
, 0,0
lim ,

x y
g x y

→
 δεν υπάρχει και 

ότι η συνάρτηση ( ) ( ), ,f x y xy g x y= ⋅  είναι διαφορίσιμη στο ( )0,0  ( γιατί;). 

Μια συνάρτηση με τις ιδιότητες της g  είναι η ακόλουθη, ( )
2 2

2 2
,

x y
g x y

x y

−
=

+
 αν 

( ) ( ), 0,0x y ≠  και ( )0,0 0g = . Η g  είναι προφανώς φραγμένη, αφού ( ), 1g x y ≤  για 

κάθε ( ) 2,x y R∈ . 

Παρατηρούμε ότι, ( )
0

lim , 1
x

g x y
→

= −  για κάθε y R∈  με 0y ≠  και ( )
0

lim , 1
y

g x y
→

=  για 

κάθε x R∈  με 0x ≠ . Επομένως ( )( )
0 0

lim lim , 1
y x

g x y
→ →

= − ≠ ( )( )0 0
1 lim lim ,

x y
g x y

→ →
= . 

 
         Παρατηρήσεις.  1)Μερικές φορές χρησιμοποιούμε και τον συμβολισμό 

, ,x y zf f f  για τις μερικές παραγώγους: , ,x y z

f f f
f f f

x y z

∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂

 κτλ. 
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Με τον συμβολισμό αυτό έχουμε, ( )
2

xy x y

f f f
f f

y x y x

∂ ∂ ∂ = = = ∂ ∂ ∂ ∂ 
 και 

( )
2

yx y x

f f f
f f

x y x y

 ∂ ∂ ∂
= = = ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (παρατηρούμε ότι η διάταξη των x  και y  

αντιστρέφεται ). 
Με τον ίδιο συμβολισμό η ισότητα των μεικτών παραγώγων, αν υφίσταται, γράφεται 
:     
                                                           xy yxf f= . 

 
2)Έστω : nf U R R⊆ → , U  ανοικτό στον nR . Αν η f  είναι της κλάσης kC  για 

κάποιο 2k ≥ . Τότε για κάθε επιλογή { } { }1,..., 1,2,...,ki i n⊆ ισχύει ότι, 

1 2 1 2
... ...

k k

k k

i i i j j j

f f

x x x x x x

∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 όπου, { }1,..., kj j  είναι μια οποιαδήποτε μετάθεση των 

συμβόλων { }1,..., ki i . Με άλλα λόγια μπορούμε να υπολογίζουμε μερικές παραγώγους 

της f  μέχρι k  τάξης με οποιαδήποτε σειρά αφού καταλήγουμε στο ίδιο αποτέλεσμα.  

Για παράδειγμα, αν 3κ =  και 2n =  τότε, 
3 3 3f f f

x x y x y x y x x

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Σημειώνουμε ότι αν η f  είναι  συνάρτηση n − μεταβλητών τότε τυπικά ορίζονται kn  
μερικές παράγωγοι της f  τάξης k  ( κάποιες βέβαια από αυτές είναι μεταξύ τους 

ίσες). Για παράδειγμα αν f  είναι της κλάσης 2C  υπάρχουν ουσιαστικά 
( )1

2

n n +
 το 

πλήθος μερικές παράγωγοι της f  δεύτερης τάξης, οι εξής: 
2

2
, 1,...,

i

f
i n

x

∂
=

∂
 και οι 

2

,1
j i

f
i j n

x x

∂
≤ < ≤

∂ ∂
. 

 
3)Αν , : nf g U R R⊆ →  ( U  ανοικτό στο nR ) είναι της κλάσης Cλ  ( 0λ ≥ ) τότε οι 

συναρτήσεις ,f g fλ+ , όπου Rλ∈ , f g⋅  και 
f

g
 αν ( ) 0g x ≠  για κάθε x U∈ , είναι 

της κλάσης Cλ  

( Πράγματι,  
( ) ( )

,
i i i i i

f g ff g f

x x x x x

λ
λ

∂ + ∂∂ ∂ ∂
= + = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 και 

( )
,1

i i i

f g f g
g f i n

x x x

∂ ⋅ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ ≤ ≤

∂ ∂ ∂
, έτσι το αποτέλεσμα έπεται από τους παραπάνω 

τύπους με επαγωγή στο λ ). 
 
           Μια διανυσματική συνάρτηση : n mf U R R⊆ → , με ( )1,..., mf f f=  λέγεται 

ότι είναι της κλάσης  Cλ  ( 0λ ≥ ) αν οι συντεταγμένες  συναρτήσεις 1,..., mf f  της f  

είναι όλες της κλάσης Cλ . 
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Το επόμενο αποτέλεσμα γενικεύει ένα αντίστοιχο αποτέλεσμα για συναρτήσεις μιας 
μεταβλητής.  
 
         (*)  8.2 Πρόταση: Έστω nU R⊆  και mV R⊆  ανοικτά και : n mg U R R⊆ → , 

: m pf V R R⊆ →  συναρτήσεις της κλάσης Cλ ( 0λ ≥ ) με ( )g U V⊆ . Τότε η 

h fog=  είναι της κλάσης Cλ .  
          Απόδειξη: Για 0λ =  το αποτέλεσμα αυτό είναι βέβαια γνωστό ( σύνθεση 
συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση). 
Έστω 1λ ≥ . Υποθέτουμε ότι η f  είναι πραγματική συνάρτηση δηλαδή 1p =  και 
αυτό δεν περιορίζει την γενικότητα αφού μια διανυσματική συνάρτηση είναι της 
κλάσης Cλ ⇔ οι συνιστώσες συναρτήσεις είναι Cλ . 
Αν 1λ = . Από τον κανόνα της αλυσίδας έχουμε ότι αν h fog= , ( )1,..., mg y y=  και 

x U∈  τότε: ( ) ( )( ) ( )
1

,1 ,
m

k

ki k i

yh f
x g x x i n x U

x y x=

∂∂ ∂
= ⋅ ≤ ≤ ∈

∂ ∂ ∂∑ . 

Επειδή οι συναρτήσεις , k

k i

yf
og

y x

∂∂
∂ ∂

 είναι συνεχείς για κάθε 1,...,k m=  για κάθε 

1,...,i n=  έπεται ότι η συνάρτηση 
i

h

x

∂
∂

 είναι συνεχής στο U  για κάθε 1,...,i n= . Έτσι 

η h  είναι 1C . 

Αν 2λ = . Θέτουμε ,1k
k

f
f k m

y

∂
= ≤ ≤

∂
 και ,1 ,1kk

i
i

y
i n k m

x
ϕ

∂
= ≤ ≤ ≤ ≤

∂
 τότε 

( )
1

,1
m

k
k i

ki

h
f og i n

x
ϕ

=

∂
= ⋅ ≤ ≤

∂ ∑ . Από τον κανόνα αλυσίδας και τους κανόνες 

παραγώγισης ( δες παρατήρηση (2)) συμπεραίνουμε ότι η 
2

2
i

h

x

∂
∂

 είναι συνεχής στο U  

για κάθε 1,...,i n= , έτσι η h  είναι της κλάσης 2C . 
Πρέπει τώρα να είναι σαφές ότι το γενικό αποτέλεσμα έπεται με επαγωγή στο λ .  
 
Σημείωση. Παρατηρούμε ότι η πρόταση 8.2 όπως και η παρατήρηση 3 ισχύουν και 
για συναρτήσεις της κλάσης C∞  
 
            Εφαρμογές.(*) 1) Έστω ( ), sinxf x y e xy=  και ( ) ( ), , ,x g s t y h s t= =  για 

κάποιες 2C   συναρτήσεις 2, :g h R R→ . Θέτουμε, 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 2, , , , , ,s t f g s t h s t s t Rκ = ∈ . 

Υπολογίστε την 
2

st t s

κ
κ

∂
=
∂ ∂

, χρησιμοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας. [ Η stκ  θα 

υπολογιστεί συναρτήσει  των μερικών παραγώγων πρώτης και δεύτερης τάξης των 
,g h ]. 

        Λύση ( ) ( ) ( )( )2 2, , , ,G f

foG

s t R g s t h s t R R

κ=

∈ → ∈ →
1444444442444444443

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , ,s t foG s t f G s t f g s t h s tκ = = = , ( ) 2,s t R∈ . 
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Από τον κανόνα αλυσίδας για την foG  παίρνουμε 

s

f g f h

s x s y s

κ
κ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= x s y sf g f h⋅ + ⋅ =

( ) ( )sin cos cosx x x
s se xy ye xy g xe xy h+ +   (1) 

Παραγωγίζοντας ως προς t  την sκ  

παίρνουμε: ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )x s t y s t

st x s x s y s y st t tt

f g f h

f g f g f h f hκ

⋅ ⋅

  = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅   144424443 144424443
=  

( ) ( ) ( ) ( )x s x s y s y st t tt
f g f g f h f h⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅     (2) 

Εφαρμόζουμε πάλι τον κανόνα της αλυσίδας στις ( )x t
f  και ( )y t

f  οπότε 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ), , , ,  και , , , ,x ys t f g s t h s t s t f g s t h s t→ → , ( )x xx t xy tt
f f g f h= ⋅ + ⋅  

και ( )y yx t yy tt
f f g f h= ⋅ + ⋅ . 

Οπότε αντικαθιστώντας στην (2) η stκ  γίνεται: 

stκ = ( )xx t xy t s x stf g f h g f g⋅ + ⋅ + ⋅ + ( )yx t yy t sf g f h h⋅ + ⋅ + y stf h⋅  

( )xx t s xy t s t s yy t s x st y stf g g f h g g h f h h f g f h= ⋅ ⋅ + + + ⋅ + ⋅ + ⋅ . 

Παρατηρούμε ότι αυτός ο τελευταίος τύπος είναι συμμετρικός ως προς ( ),s t , 

επαληθεύοντας έτσι την ισότητα st tsκ κ=  ( υπόθεση ότι ,g h  είναι 2C , f  είναι 

βέβαια C∞ ). 
Υπολογίζοντας τις ,xx xyf f  και yyf  βρίσκουμε 

( )2sin 2 cos sinx x x
st s te xy ye xy y e xy g gκ = + − +

( ) ( )cos cos sinx y x
t s s txe xy e xy xye xy h h h g+ − + ( )2 sinx

t sx e xy h h− +

( )sin cosx x
ste xy ye xy g+ ( )cosx

stxe xy h+ . 

Όπου βέβαια εννοείται ότι ( ),x g s t=  και ( ),y h s t= . 

          Σημείωση 
( ) 2, sin 2 cos sinx x x

xxf x y e xy ye xy y e xy= + −  

( ), cos cos sinx x x
xyf x y xe xy e xy xye xy= + −  

( ) 2, sinx
yyf x y x e xy= −  

( ), sin cosx x
xf x y e xy ye xy= +  

( ), cosx
yf x y xe xy=  

 
2) Έστω 2:f R R→   2C  συνάρτηση. Θέτομε ( ) ( ),t f a t b tϕ λ µ= + +  για t R∈ , 

όπου , , ,a b Rλ µ∈ . Τότε ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
2 2

'' 0 , 2 , ,
f f f

a b a b a b
x x y y

ϕ λ λµ µ
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂

. 

         Λύση ( ) 2, f

fo

t R a t b t R Rσ

ϕ σ

λ µ
=

∈ → + + ∈ →
14444444244444443
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( ) ( )( ) ( ), ,t f t f a t b t t Rϕ σ λ µ= = + + ∈ . Από τον κανόνα της αλυσίδας έχουμε ότι  

για 0t R∈  ισχύει ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0

d f dx f dy
t t t t t

dt x dt y dt

ϕ
σ σ

∂ ∂
= ⋅ + ⋅
∂ ∂

=  

( )( ) ( )( )0 0

f f
t t

x y
λ σ µ σ
∂ ∂

= +
∂ ∂

, για απλότητα γράφουμε 

x y

d f f
f f

dt x y

ϕ
λ µ λ µ
∂ ∂

= + = +
∂ ∂

. Συνεπώς 
( ) ( )2

2

yx
d fd fd

dt dt dt

ϕ
λ µ= +  (1) 

( όπου με 
( )xd f

dt
 εννοούμε την παράγωγο της ( ), ,xf a t b t t Rλ µ+ + ∈ ). 

Από τον κανόνα της αλυσίδας παίρνουμε:     

                             

( )

( )

2 2

2

2 2

2

(2)

x x x

y y y

d f f fdx dy f f

dt x dt y dt x y x

d f f fdx dy f f

dt x dt y dt x y y

λ µ

λ µ

∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 


∂ ∂ ∂ ∂ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

Αντικαθιστώντας τις (2) στην (1) παίρνουμε, 
2 2 2 2 2

2 2 2

d f f f f

dt x y x x y y

ϕ
λ λ µ µ λ µ
   ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
=

2 2 2
2 2

2 2
2

f f f

x x y y
λ λµ µ

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂
 

Άρα ( )
2

02

d
t

dt

ϕ
= ( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2
2 2

0 0 02 2
2

f f f
t t t

x x y y
λ σ λµ σ µ σ

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂
 

Για 0 0t =  η τελευταία σχέση δίνει 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2
2 2 2

0 '' 0 , 2 , ,
d f f f

a b a b a b
dt x x y y

ϕ
ϕ λ λµ µ

∂ ∂ ∂
= = + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

 
Ασκήσεις 

1)Έστω nU R⊆  ανοικτό σύνολο ( )2 , :n f U R≥ →  συνάρτηση της κλάσης 3C  και 

{ }1 2 3, , 1,2,...,i i i n∈ . Αποδείξτε ότι αν x U∈  τότε η ( )
1 2 3

3

i i i

f
x

x x x

∂
∂ ∂ ∂

 δεν αλλάζει τιμή 

όταν οι δείκτες 1 2 3, ,i i i  μετατεθούν με οποιονδήποτε τρόπο. Γενικεύστε για 

συναρτήσεις της κλάσης ( )3kC k ≥ . 

[ Υπόδειξη Οι , 1,2,...,
i

f
i n

x

∂
=

∂
 είναι συναρτήσεις της κλάσης 1kC −  αν η f  είναι της 

κλάσης ( )3kC k ≥ ] 

 
2)Για κάθε μια από τις ακόλουθες συναρτήσεις, εξακριβώστε ότι οι μεικτές 

παράγωγοι 
f

x y

∂
∂ ∂

 και 
f

y x

∂
∂ ∂

 είναι ίσες: (α) ( ) 4 4 2 2, 4f x y x y x y= + − ,  

(β) ( ) ( ) ( ) ( )2 2, log , , 0,0f x y x y x y= + ≠ ,  (γ) ( ) ( ) ( )2 2, log , , 0,0f x y x y x y= + ≠ , 

(δ) ( )
2

, tan , 0
x

f x y y
y

 
= ≠ 

 
. 
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3)Επαληθεύστε την xz z xf fω ω=  για την ( ) ( ), , , sinxyzf x y z e xω ω= . 

 
4)Να βρεθούν όλες οι μερικές παράγωγοι δεύτερης τάξης των συναρτήσεων: 

(α) ( )2sin 3z x xy= −  και (β) 2 2 2xyz x y e=  

 
5)Μια συνάρτηση 2:f U R R⊆ →   ( U ανοικτό ) λέγεται αρμονική, αν είναι της 

κλάσης 2C  και ικανοποιεί την εξίσωση Laplace, 
2 2

2 2
0

f f

x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 στο U . Δείξτε ότι οι 

. 
συναρτήσεις (α) ( ) 3 2, 3f x y x xy= − , (β) ( ), cosxf x y e y=  και 

( ) ( ) ( )2 2, log , , 0,0f x y x y x y= + ≠   είναι αρμονικές. 

 
6) Έστω 0p > , ορίζουμε ( ) pf x x= , αν 0x >  και ( ) 0f x =  αν 0x ≤ . Τότε η f  

είναι της κλάσης ( ) , 0nC n ≥ , μόνο αν n p< . Έπεται ότι για κάθε 0n ≥  υπάρχει 

συνάρτηση της κλάσης ( )nC , αλλά όχι της κλάσης ( )1nC + . 
 
7) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση ( ) ( ), ,f x y xy g x y= ⋅ , όπου 2:g R R→  φραγμένη 

συνάρτηση είναι διαφορίσιμη στο ( )0,0 . Αν ( )
2 2

2 2
,

x y
g x y

x y

−
=

+
, όταν ( ) ( ), 0,0x y ≠  

και ( )0,0 0g = , αποδείξτε ότι η f  είναι της κλάσης 1C  στο 2R . 
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Καµπύλες στον nR  
 

           9.1 Ορισµός Μια καµπύλη στον nR  είναι µια συνεχής συνάρτηση 
: nR Rσ Ι ⊆ →  όπου Ι διάστηµα ( συνήθως κλειστό και φραγµένο ) στον R . 

Συνήθως φανταζόµαστε την µεταβλητή t∈Ι  ως τον χρόνο και την καµπύλη ( )σ Ι  ως 

την τροχιά ενός υλικού σηµείου µε διάνυσµα θέσης το ( )tσ  κατά την χρονική στιγµή 

t . 
Αν [ ],a bΙ = , το ( )aσ  είναι το αρχικό σηµείο και το ( )bσ  τελικό σηµείο της σ . Το 

[ ]( ),a bσ  ονοµάζεται και ίχνος της καµπύλης και συµβολίζεται µε [ ]σ . 

Έστω [ ],a bΙ =  και ( ) ( ) ( )( )1 ,..., nt x t x tσ = . Η σ  λέγεται διαφορίσιµη ( αντιστοίχως 
1C ) αν οι συναρτήσεις [ ] ( ), it a b x t R∈ → ∈  για κάθε 1,2,...,i n=  είναι διαφορίσιµες 

( αντιστοίχως 1C )  όπου 1n ≥ . Στην περίπτωση αυτή θέτοµε 

( ) ( ) ( )( ) [ ]' '
1' ,..., , ,nt x t x t t a bσ = ∈ . 

 
         Σηµείωση. Αν [ ]: , na b Rσ → είναι διαφορίσιµη καµπύλη και 0a t b< <  τότε το 

διαφορικό της σ  στο 0t  είναι: ( ) ( )

( )

( )

'
1 0

0

'
0

.
,

.

n

x t

D t h h h R

x t

σ

 
 
 = ⋅ ∈ 
 
 
 

 

Επίσης πρέπει να είναι σαφές ότι: ( ) ( ) ( )0 0
0 0

' lim
h

t h t
t

h

σ σ
σ

→

+ −
= .(Πρβλ. τις 

παρατηρησεις 5 µετα τον Ορισµο 5.4 και 3 στην παραγραφο για τον κανονα της 
αλυσιδας.) 
Η [ ]: , na b Rσ → , ( ) ( ) ( )( )1 ,..., nt x t x tσ =  λέγεται κατά τµήµατα 1C , αν υπάρχει µια 

διαµέριση { }0 ... nt a t bΡ = = < < =  του [ ],a b  ώστε ο περιορισµός [ ]1,k kt tσ −  να είναι 
1C  στο [ ]1,k kt t−  για κάθε 1,2,...,k n=  

 
                Παραδείγµατα: 1) Έστω 2,a b R∈  µε 0b ≠ . Η ευθεία που διέρχεται από 

το a και έχει την διεύθυνση του b  είναι η ( ) ,l t a tb t R= + ∈ . 

Η l  διέρχεται από το a  και 
είναι παράλληλη µε το b . 
Η l  είναι 1C  αφού 

( )' ,l t b t R= ∈  

 
 
 
 
 
 
 

O

α+tb

α

b

α+b
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2)Το ευθύγραµµο τµήµα από το a  στο ,  όπου , nb a b R∈  είναι η καµπύλη 

( ) [ ](1 ) ( ),     0,1t t a tb a t b a tσ = − + = + − ∈   

την καµπύλη αυτή την συµβολίζουµε και µε [ ],a b . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Είναι σαφές ότι το [ ],a b  είναι 

ευθύγραµµο τµήµα της ευθείας ( ) ( ) ,t a t b a t Rσ = + − ∈  ( αν a b≠ ). Επίσης 

( ) [ ]' , 0,1t b a tσ = − ∈ , άρα η σ  είναι 1C  καµπύλη. 

 
3) Αν ( ) 2

1 2,a a a R= ∈  και 0r > . Ο κύκλος κέντρου 

a  και ακτίνας r  είναι η καµπύλη 

( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t a r t t tσ π= + ∈  ή 

( ) ( )1 2cos , sint a r t a r tσ = + + . Η καµπύλη σ  είναι 
1C , αφού ( ) ( ) [ ]' sin ,cos , 0,2t r t t tσ π= − ∈  

Ειδικότερα ο µοναδιαίος κύκλος στο επίπεδο είναι ο 

( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t t t tσ π= ∈ , ( )0,0 , 1a r= =  

 

4) Η καµπύλη ( ) ( )2, ,t t t t Rσ = ∈  έχει ως ίχνος το 

γράφηµα της παραβολής ( ) 2,f x x x R= ∈ .  Η σ  είναι 1C  αφού ( ) ( )' 1,2 ,t t t Rσ = ∈ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

O

l(t)=α+t(b-α),

α

b-α

b

1

-1

σ(t)
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5) Έστω 0 1, ,..., k

nz z z R∈ . Η πολυγωνική γραµµή µε κορυφές τα 0 1, ,..., nz z z  είναι η 

καµπύλη του [ ], : 0,k kR n Rγ → , ( ) ( ) ( ) 11t t z t zλ λγ λ λ += + − + − , [ ], 1t λ λ∈ + , 

0,1,..., 1nλ = − . Η γ  είναι προφανώς κατά τµήµατα 1C  αφού αν [ ], 1t λ λ∈ + , τότε 

( ) 1' t z zλ λγ += − . 

 
         Σηµείωση Ειδικότερα αν 2k =  και 0 1 2, ,z z z  είναι τρία σηµεία του 2R  που δεν 

βρίσκονται στην ίδια ευθεία η πολυγωνική γραµµή µε κορυφές τα 0 1 2, ,z z z  είναι µια 

κατά τµήµατα  1C  καµπύλη η οποία δεν είναι 1C . Πράγµατι οι πλευρικές παράγωγοι 
στο 1z  υπάρχουν αλλά διαφέρουν, αφού ( ) 1 0' t z zγ = −  για [ ]0,1t∈  και 

( ) 2 1' t z zγ = −  για [ ]1,2t∈  και 1 0 2 1z z z z− ≠ −  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

( )
( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

0 1

1 2

1 , 0,1

2 1 , 1,2

t z tz t
t

t z t z t
γ

 − + ∈
= 

− + − ∈
 

Η καµπύλη γ  µε κορυφές τα 0 1, ,..., nz z z  και την παραµέτρηση που δίνουµε 

παραπάνω συµβολίζεται και µε [ ] [ ]0 1 1, ... ,n nz z z z−Ρ = ∪ ∪ . 

 
          Γεωµετρική ερµηνεία της παραγώγου καµπύλης. Έστω [ ]: , na b Rσ →  

διαφορίσιµη καµπύλη και ( )0 ,t α β∈  ώστε ( )0' 0tσ ≠ . 

Η ευθεία ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0' ,t t t t t t Rσ σ= + − ∈ℓ , η οποία διέρχεται από το ( )0tσ  και έχει 

την διεύθυνση του διανύσµατος ( )0' tσ  ονοµάζεται η εφαπτοµένη της καµπύλης σ  

στο ( )0tσ . Το δε διάνυσµα ( )0' tσ  ονοµάζεται το εφαπτόµενο διάνυσµα της σ  στο 

( )0tσ . 

 
 
 
 
 
 
 
 

z0

z1

z2
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Ο ορισµός αυτός δικαιολογείται ως εξής: ο λόγος 
( ) ( )0 0t h t

h

σ σ+ −
 όπου 0h ≠ ( η 

µέση διανυσµατική ταχύτητα του ( )tσ  στο διάστηµα [ ]0 0,t t h+ ) είναι ένα διάνυσµα 

παράλληλο µε το διάνυσµα µε αρχή στο ( )0tσ  και τέλος στο ( )0t hσ + . Όταν το 

0h → , αυτή η παράσταση τείνει στο διάνυσµα ( )0' tσ  ( της στιγµιαίας ταχύτητας). 

 
Ο ακόλουθος ορισµός είναι τώρα φυσιολογικός: 
 
           9.2 Ορισµός. Έστω [ ] 3: ,a b Rσ →  µια 1C - καµπύλη όπου 

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,t x t y t z tσ = . Το διάνυσµα ταχύτητας στο ( )tσ είναι το 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' ' , ' , 't t x t y t z tυ σ= =  και το µέτρο της ταχύτητας του υλικού σηµείου 

είναι ίσο µε ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
' ' ' 's t t x t y t z tσ= = + + . 

Ως επιτάχυνση του υλικού σηµείου ορίζουµε το διάνυσµα: ( ) ( )''a t tσ=  ( αν η σ  

είναι δύο φορές διαφορίσιµη στο [ ],a b ). 

 
         Παραδείγµατα:  1) Έστω 3,a b R∈  και ( ) ( ) [ ]1 , 0,1t t a tb tσ = − + ∈  τότε 

( ) [ ]' , 0,1t b a tσ = − ∈ , ( )' t b aσ = −   και ( ) [ ]0, 0,1a t t= ∈ , δηλαδή έχουµε 

ευθύγραµµη οµαλή κίνηση.  
 
2) Έστω ( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t t t tσ π= ∈ . Τότε ( ) ( ) ( ) [ ]' sin ,cos , 0,2t t t t tυ σ π= = − ∈  

και ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 2
' sin cos 1, 0,2s t t t t tσ π= = − + = ∈ . Παρατηρούµε ότι, 

( ) ( ) ( ) ( )'t t t tσ υ σ σ⋅ = ⋅ ( ) ( )cos ,sin sin ,cost t t t= ⋅ − = cos sin sin cos 0t t t t− ⋅ + ⋅ = , 

[ ]0,2t π∈ . Έτσι το διάνυσµα της ταχύτητας ( )v t είναι κάθετο στο διάνυσµα θέσεως 

( )tσ . Η ταχύτητα είναι σταθερή κατά µέτρο (1 / secrad ).  

Πρόκειται για την οµαλή 
κυκλική κίνηση. 
Η επιτάχυνση του κινητού είναι 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

'' cos , sin

cos ,sin

a t t t t

t t t

σ

σ

= = − − =

− = −

. Εποµένως το διάνυσµα της 
επιτάχυνσης είναι αντίθετο του 

( )tσ  και κατευθύνεται προς το 

κέντρο του κύκλου. 
( Η επιτάχυνση 

( )a t πολλαπλασιασµένη µε την 

µάζα του κινητού µας δίνει την 
λεγόµενη κεντροµόλο δύναµη η 
οποία επιταχύνει το κινητό). 
 

υ(t)=σ΄(t)

α(t)=σ΄΄(t)

σ΄΄(t)

σ(t)

σ΄(t)



 107

 
Μήκος καµπύλης Έστω [ ]: , na b Rσ →  µια καµπύλη ( δηλαδή µια συνεχής 

συνάρτηση από το [ ],a b  στον nR ). Για κάθε διαµέριση { }0 ... nt a t bΡ = = < < =  του 

[ ],a b  θέτοµε ( ) ( ) ( )1
1

,
n

k k
k

L t tσ σ σ −
=

Ρ = −∑ . Αν υπάρχει ( )0 : ,L σΜ > Ρ ≤Μ  για 

κάθε Ρ διαµέριση του [ ],a b  τότε λέµε ότι η καµπύλη έχει µήκος και ως µήκος της 

ορίζουµε τον αριθµό,  
 

                     ( ) ( ) [ ]{ }sup , :  διαµέριση του ,L a bσ σ= Ρ Ρ ≤ Μℓ . 

∆ηλαδή ως µήκος της ( )σℓ   ορίζεται το 

supremum των µηκών όλων των εγγεγραµµένων πολυγωνικών γραµµών στην 
καµπύλη σ .  
Αποδεικνύεται το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα για την απόδειξη του οποίου 
παραπέµπουµε στην βιβλιογραφία. 
 
            9.3 Θεώρηµα. Έστω [ ]: , na b Rσ →  1C  καµπύλη. Τότε η σ  έχει µήκος και     

                                          ( ) ( )'
b

a

t dtσ σ= ∫ℓ     ( ( )
b

a

s t dt= ∫ ) 

 
          Παρατηρήσεις 1) Έστω [ ]: , ma b Rσ →  κατά τµήµατα 1C  καµπύλη. Τότε 

βέβαια η σ  έχει µήκος και αν { }0 ... nt a t bΡ = = < < = : [ ]1,k kt tσ −  είναι 1C  για 

1,2,...,k n=  τότε  

( ) ( )
1

1

'
k

k

tn

k t

t dtσ σ
−

=

=∑ ∫ℓ . Μπορούµε βέβαια πάλι να γράφουµε, ( ) ( )'
b

a

t dtσ σ= ∫ℓ , 

αφού η [ ] ( ), 'a b t t Rσ∋ → ∈  είναι µια φραγµένη συνάρτηση µε πεπερασµένο 

πλήθος ασυνεχειών. 
 

2)Παρατηρούµε ότι ο τύπος  ( ) ( )'
b

a

t dtσ σ= ∫ℓ  που µας υπολογίζει το µήκος µιας 1C  

καµπύλης [ ] 3: ,a b Rσ →  είναι εκ πρώτης όψεως µη αναµενόµενος. Όµως αν 

σκεφθούµε το ( )tσ  ως το διάνυσµα θέσης ενός σωµατιδίου µε ταχύτητα , της οποίας 

το µέτρο ισούται µε  ( )' tσ , που κινείται από το ( )aσ  στο ( )bσ , τότε το µήκος 
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( )σℓ  της σ  δεν είναι παρά η συνολική απόσταση που διανύθηκε. Εποµένως αυτό το 

µήκος θα πρέπει να ισούται µε το ολοκλήρωµα, ( )'
b

a

t dtσ∫ . Αυτό γίνεται ακόµη πιο 

ξεκάθαρο αν σκεφθούµε πως υπολογίζουµε την διανυόµενη απόσταση στις απλές 
κινήσεις, όπως είναι η ευθύγραµµη οµαλή κίνηση ( σταθερή ταχύτητα ctυ = ) και 
ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση ( σταθερή επιτάχυνση ctα = ). 
 
3) Είναι απλό να εξακριβώσουµε ότι µια 1C  καµπύλη [ ]: , na b Rσ →  έχει µήκος και 

µάλιστα, ( ) ( )'
b

a

t dtσ σ≤ ∫ℓ . 

Πράγµατι, έστω { }0 ... mt a t bΡ = = < < = , τυχούσα διαµέριση του [ ],a b . Τότε ισχύει 

η , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1 1

, ' '
k

k

t bm m

k k
k k t a

L t t t dt t dtσ σ σ σ σ
−

−
= =

Ρ = − ≤ =∑ ∑ ∫ ∫   (1). Εποµένως, 

( ) ( ) [ ]{ }sup , :  P διαµέριση του ,L a bσ σ= Ρ ≤ℓ ( ) ( )'
b

a

t dtσ σ=∫ ℓ .  

Η απόδειξη της ανισότητας ( ) ( )
b b

a a

t dt t dtϕ ϕ≤∫ ∫  ( την οποία χρησιµοποιήσαµε ) 

περιγράφεται στις ασκήσεις.  
 
           Παραδείγµατα 1)Έστω ( ) ( )cos ,sint a r t tσ = +  κύκλος κέντρου ( )1 2,a a a=  

και ακτίνας r  στο επίπεδο. Τότε ( ) ( ) [ ]' sin ,cos , 0,2t r t t tσ π= − ∈ , 

( ) ( ) ( )2 2
' cost r snt t rσ = − + = . Συνεπώς, ( ) ( )

2

0

' 2t dt r
π

σ σ π= =∫ℓ . 

 
2)Έστω 0 1 2, ,z z z  τρία διαφορετικά σηµεία του 3R , θεωρούµε την πολυγωνική 

γραµµή, [ ] [ ]0 1 1 2, ,z z z zσ = ∪ ( δηλαδή ( )
( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

0 1

1 2

1 ,          0,1

2 1 , 1,2

t z tz t
t

t z t z t
σ

 − + ∈
= 

− + − ∈
) 

Τότε ( ) ( ) ( )
1 2

0 1

' 't dt t dtσ σ σ= +∫ ∫ℓ . 

Επειδή ( ) 1 0' t z zσ = −  για [ ]0,1t∈  και ( ) 2 1' t z zσ = −  για [ ]1,2t∈  υπολογίζουµε, 

( )
1 2

1 0 2 1 1 0 2 1

0 1

z z dt z z dt z z z zσ = − + − = − + −∫ ∫ℓ . 

z1

z0

z2

 
 



 109

 
 

Ασκήσεις 
1 Προσδιορίστε τα διανύσµατα ταχύτητας, επιτάχυνσης καθώς και την εξίσωση της 
εφαπτοµένης για κάθε µια από τις παρακάτω καµπύλες για την δοσµένη τιµή  του t : 

(α) ( ) ( )2 36 ,3 , , 0r t t t t t= = , ( ) ( )3( ) sin 3 ,cos3 ,2 , 1b t t t t tσ = =  (γ) 

( ) 2 2 1
sin , 1, , 1t t t t

t
σ  = − = 

 
, (δ) ( ) ( ) 1

0, ,0 ,
2

t t tσ = = . Επίσης να βρεθεί το µήκος 

των καµπύλων των παραδειγµάτων (α) και (β) στο διάστηµα [ ]0,1 . 

 
2) Έστω [ ] 3: ,a b Rσ → , 2C  καµπύλη µε µηδενική επιτάχυνση. Αποδείξτε ότι η σ  

είναι ευθύγραµµο τµήµα ή σηµείο. 
 

3)Να βρεθεί η καµπύλη σ  αν ( ) ( )0 0, 5,1σ = −  και ( ) ( )2' , ,tt t e tσ = . 

 
(*) 4) Μία διανυσµατική συνάρτηση [ ] ( )1: , , ,...,n

nf a b R f f f→ =  λέγεται 

ολοκληρώσιµη ( κατά Riemann ) αν κάθε µια από τις συνιστώσες 1,..., nf f  είναι 

ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Θέτοµε τότε, 1 ,...,
b b b

n

a a a

f dx f dx f dx
 

=  
 

∫ ∫ ∫ . Αποδείξτε ότι 

αν η ( )1,..., nf f f=  είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση τότε και η , 2 2
1 ... nf f f= + +  

είναι ολοκληρώσιµη και ισχύει, 
b b

a a

f dx f dx≤∫ ∫ . 

[ Υπόδειξη: Κάθε µία από τις 2
if  είναι ολοκληρώσιµη άρα και το άθροισµά τους 

είναι ολοκληρώσιµη, επειδή η συνάρτηση x  είναι συνεχής στο [ )0,+∞ , έπεται ότι 

και η f  είναι ολοκληρώσιµη. Καθόσον αφορά την ανισότητα παρατηρούµε ότι αν 

θέσοµε  ( )1,..., ny y y= , όπου ,1
b

i i

a

y f dx i n= ≤ ≤∫ , τότε 
b

a

y f dx= ∫  και 

2 2

1 1 1

b bn n n

i i i i i
i i ia a

y y y f dx y f dx
= = =

 
= = ⋅ =  

 
∑ ∑ ∑∫ ∫ . 

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έπεται ότι, ( ) ( ) [ ]
1

, ,
n

i i
i

y f t y f x x a b
=

≤ ⋅ ∈∑ , 

άρα 
2

b

a

y y f dx≤ ⋅ ∫ . Από την οποία έπεται η ζητούµενη ανισότητα ]. 

 
5)Να υπολογιστεί το µήκος των καµπύλων:  

(α)  ( ) ( ) 23
cos ,sin , 0, , 0,

2
t a r t t t r a R

π
σ  = + ∈ > ∈  

 

(β)  ( ) ( ) [ ]{ }, : 0,1 , 1nt t t t nσ = ∈ ≥  

(γ)   ( ) ( ) [ ]{ }, : 0,1 , 1n nt t t t nσ = ∈ ≥ . 



 110

 
6)Έστω [ ] 3: ,a b Rσ →  µια C∞  διαφορίσιµη καµπύλη. Υποθέτουµε ότι ( )' 0tσ ≠  για 

κάθε [ ],t a b∈ . Το διάνυσµα ( ) ( )
( )
'

'

t
t

t

σ

σ
Τ =  ( εφάπτεται στην σ  στο ( )tσ  και επειδή 

( ) 1tΤ = , το Τ ) λέγεται το µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα της σ . 

(α) Αποδείξτε ότι ( ) ( )' 0t tΤ ⋅Τ = . ( Υπόδειξη: Παραγωγίστε την ( ) ( ) 1t tΤ ⋅Τ = ) 

(β) Γράψτε ένα τύπο για το ( )' tΤ  συναρτήσει της σ . 

 
7)Έστω ,f g  δύο πραγµατικές 1C  συναρτήσεις ορισµένες στο διάστηµα [ ],a b , µε 

( ) ( )0 f x g x< <  για κάθε ( ),x a b∈  και ( ) ( ) ( ) ( ),f a g a f b g b= = . Έστω h  η 

διανυσµατική συνάρτηση ορισµένη στο διάστηµα [ ],2a b a−  µε τον ακόλουθο τρόπο: 

( )
( )( ) [ ]

( )( ) [ ]
, ,                     ,

2 , 2 , ,2

t f t t a b
h t

b t g b t t b b a

 ∈
= 

− − ∈ −
 

(α) ∆είξτε ότι η h  παριστάνει  µια καµπύλη  Γ  η οποία έχει µήκος. 
(β) Εξηγείστε, µε την βοήθεια ενός σχήµατος, την γεωµετρική σχέση µεταξύ ,f g  και 
h . 
(γ) Αποδείξτε ότι το σύνολο των σηµείων ( ) ( ) ( ){ }, :  και D x y a x b f x y g x= ≤ ≤ ≤ ≤  

είναι ένα χωρίο του 2R  του οποίου το σύνορο είναι η καµπύλη Γ . 
 
(*) 8) Έστω [ ]: ,f a b R→  κατά τµήµατα 1C  συνάρτηση. 

(α) ∆είξτε ότι η καµπύλη ( ) ( )( ) [ ], , ,t t f t t a bγ = ∈  έχει µήκος το οποίο ισούται µε               

                                                ( ) ( )( )2
1 '

b

a

f t dtγ = +∫ℓ  

(β) Έστω ( ) ( ]sin , 0,1

0,               0

t t
f t t

t

π ∈
= 
 =

. ∆είξτε ότι η f  είναι συνεχής συνάρτηση στο 

[ ]0,1  της οποίας η παράγωγος είναι συνεχής ( ]0,1  αλλά ασυνεχής στο 0. Εν συνεχεία 

δείξτε ότι η καµπύλη ( ) ( )( ) [ ], , 0,1t t f t tγ = ∈  δεν έχει µήκος 
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Κλίση και επιφάνειες στάθµης µιας συνάρτησης 
 

Έστω 3D R⊆  ανοικτό και 3:f D R R⊆ → , 1C  συνάρτηση. Αν κ  πραγµατική 

σταθερά ( µε ( )f Dκ ∈ ) τότε η εξίσωση  

                                                     ( ), ,f x y z κ=   

ορίζει µια επιφάνεια S  στον 3R  ( το υποσύνολο { }( )1S f κ−=  του D ). Η S  

ονοµάζεται συνήθως επιφάνεια στάθµης της f .  
 
          Παραδείγµατα: 1)Έστω ( )3 2 2 2: : , ,f R R f x y z x y z→ = + + . Αν 0κ >  τότε η 

εξίσωση, 2 2 2x y z κ+ + =  ορίζει την επιφάνεια µιας σφαίρας κέντρου ( )0,0,0  και 

ακτίνας r κ=  στον 3R . Ιδιαίτερα αν 1κ = , έχουµε την επιφάνεια της µοναδιαίας 
σφαίρας του 3R . Η συνάρτηση f  είναι βέβαια C∞ . 
 
2) Έστω ( ) ( )2 2 2 3, , , , ,f x y z x y z x y z R= + − ∈  ( 3:f R R→  είναι µια C∞ −  

συνάρτηση). Αν 0κ = , η εξίσωση 2 2 2 2 2 20x y z x y z+ − = ⇔ + =  ορίζει έναν διπλό 

κώνο στο 3R  µε κορυφή στο ( )0,0,0 . 

Πράγµατι, 2 2 2 2 2z x y z x y= + ⇔ = ± + . 

Η εξίσωση 2 2z x y= + , ορίζει έναν ορθό κώνο που βρίσκεται πάνω από το xy  

επίπεδο και η 2 2z x y= − +  ορίζει τον «κατά  κορυφήν» κώνο που βρίσκεται κάτω 

από το xy  επίπεδο. Η επιφάνεια  αυτή σχηµατίζεται µε την περιστροφή µιας ευθείας 

που διέρχεται από το ( )0,0,0  περί τον άξονα των z  και σε γωνία 
4

π
 µε αυτόν.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

nikol

nikol
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3)Έστω ( ), ,f x y z ax y zβ γ= + + , όπου , ,a Rβ γ ∈  µε 0a β γ+ + > . Αν Rκ ∈  

τότε η εξίσωση ax y zβ γ κ+ + = , ορίζει ένα επίπεδο Ε  στον 3R  κάθετο στο 

διάνυσµα ( ), ,a β γ . Είναι βέβαια προφανές ότι η f  είναι C∞  στον 3R . 

 
4)Έστω 2D R⊆  ανοικτό και :g D R→  1C  συνάρτηση. Θέτουµε 

( ) ( ), , ,z g x y x y D= ∈  και ορίζουµε µια συνάρτηση :f D R R× →  θέτοντας, 

( ) ( ) ( ), , , , , ,f x y z z g x y x y D z R= − ∈ ∈ .  

Η f  είναι 1C  συνάρτηση στο 3D R R× ⊆ , αφού οι µερικές παράγωγοί της, 

,
f g f g

x x y y

∂ ∂ ∂ ∂
= − = −

∂ ∂ ∂ ∂
 και 1

f

z

∂
=

∂
, είναι συνεχείς συναρτήσεις. 

Είναι απλό να ελέγξουµε ότι η επιφάνεια S  που ορίζεται από την εξίσωση 

( ) ( ), , 0 ,f x y z z g x y= ⇔ =  συµπίπτει µε το γράφηµα ( )G g  της g . 

Πράγµατι, 

( ) ( ){ }, , : , , 0S x y z D R f x y z= ∈ × = = ( ) ( ){ }, , : ,x y z D R z g x y∈ × = =

( )( ) ( ){ }, , , : ,x y g x y x y D∈ = ( )G g . ( Σηµειώνουµε ότι το D R× είναι ανοικτό 

υποσύνολο του 2R .) 
 
         Παρατήρηση. Ο παραπάνω ορισµός µπορεί βέβαια να διατυπωθεί  για κάθε 

2n ≥  και κάθε 1C  συνάρτηση : nf U R R⊆ → . Αν Rκ ∈  τότε το σύνολο των 

σηµείων ( ) ( )1,..., :n
nx x x R f x κ= ∈ = , ορίζεται ως το σύνολο στάθµης της f . Αν 

2n = , µιλάµε για µια καµπύλη στάθµης  και αν 3n =  για µια επιφάνεια στάθµης.  
Για παράδειγµα, αν ( ) 2 2,f x y x y= +  και 0κ > , τότε η καµπύλη στάθµης που ορίζει 

η εξίσωση 2 2x y κ+ =  είναι ο κύκλος κέντρου ( )0,0  και ακτίνας r κ= . 

Παρατηρούµε ότι το παράδειγµα 4 γενικεύεται και για 1C  συναρτήσεις 
: ng D R R⊆ → . 

 
         10.1 Πρόταση. Έστω nU R⊆  ανοικτό , 0x U∈  και :f U R→  συνάρτηση 

διαφορίσιµη στο 0x . Αν ( ) ( ) ( )0 0 0
1

,..., 0
n

f f
f x x x

x x

 ∂ ∂
∇ = ≠ ∂ ∂ 

, τότε η κλίση ( )0f x∇  

δείχνει προς εκείνη την κατεύθυνση κατά µήκος της οποίας η f  αυξάνει ταχύτερα.  

         Απόδειξη: Έστω nRη∈  µε 1η = . Ο ρυθµός µεταβολής της f  στο 0x  επί της 

ευθείας ( ) 0 ,t x t t Rη= + ∈ℓ  δίνεται από την παράγωγο της f  στο 0x  στην 

κατεύθυνση η , δηλαδή την ποσότητα , ( ) ( ) ( )( )0 0f x Df xη η∇ ⋅ = . 

Όµως ( ) ( ) ( )0 0 0cos cosf x f x f xη η θ θ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ⋅ = ∇ ⋅  όπου [ ]0,θ π∈  η γωνία των 

διανυσµάτων η  και ( )0f x∇ . Αν 0θ =  τότε cos 1θ =  και ο ρυθµός αυτός γίνεται 

µέγιστος. ∆ηλαδή έχουµε τον µέγιστο ρυθµό µεταβολής όταν τα διανύσµατα η  και 

( )0f x∇  είναι παράλληλα και οµόρροπα. 

 

nikol
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          Παραδείγµατα. 1) Σε ποια κατεύθυνση ξεκινώντας από το ( )0,1  αυξάνει 

ταχύτερα η ( ) 2 2,f x y x y= − ; 

           Λύση. ( )0 0,1 ,              2 , 2
f f

x x y
x y

∂ ∂
= = = −

∂ ∂
. Άρα 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1 0,1 , 0,1 0, 2 0,0
f f

f
x y

 ∂ ∂
∇ = = − ≠ ∂ ∂ 

. Έτσι η f  αυξάνει ταχύτερα στην 

κατεύθυνση ( ) ( )0,1 2 0,1 2f j∇ = − ⋅ = − . 

 

2)Έστω ( ) ( ) ( )2 2 2

1
, , , , , 0,0,0f x y z x y z

x y z
= ≠

+ +
. Ποια είναι η κατεύθυνση της 

ταχύτερης αύξησης για την f  στο σηµείο ( )1,1,1 ; 

          Λύση Οι µερικές παράγωγοι της f  στο ανοικτό ( ){ }3 0,0,0U R= −  είναι οι 

( )22 2 2

2f x

x x y z

∂ −
=

∂ + +
, 

( )22 2 2

2f y

y x y z

∂ −
=

∂ + +
 και 

( )22 2 2

2f z

z x y z

∂ −
=

∂ + +
 

Συνεπώς, ( ) ( )2 2 2

2 1 2 1 2 1 2
1,1,1 , , 1,1,1

3 3 3 9
f

⋅ ⋅ ⋅ ∇ = − − − = − 
 

. Έτσι η f  αυξάνει ταχύτερα 

στην κατεύθυνση ( )2
1,1,1

9
− . 

 
           10.2 Θεώρηµα. Έστω 3D R⊆  ανοικτό και :f D R→  1C  συνάρτηση και 

( )0 0 0, ,P x y z=  ένα σηµείο στην επιφάνεια S  που ορίζεται από την εξίσωση 

( ), ,f x y z κ=  όπου κ  σταθερά, ( ( )f Dκ ∈ ). Τότε το διάνυσµα ( )f P∇  είναι 

κάθετο στην S  υπό την ακόλουθη έννοια: Αν v  είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα στο 
0t =  µιας 1C  καµπύλης [ ]: ,c a b S→  µε ( ( )0 ,a b∈  και ) ( )0c P= , τότε    

                                                     ( ) 0f P v∇ ⋅ = . 

         Απόδειξη: Από την υπόθεσή µας, [ ]( ),c a b S⊆ , εποµένως ( )( )f c t κ=  για 

κάθε [ ],t a b∈ . Το εφαπτόµενο διάνυσµα της c  στο ( )0c  είναι το ( )' 0v c= . 

Εφαρµόζουµε τον κανόνα αλυσίδας στην σύνθετη συνάρτηση [ ]: ,foc a b R→  και 

στο 0t = , οπότε έχουµε, λαµβάνοντας υπόψη ότι η foc  είναι σταθερή συνάρτηση, 

ότι 
( ) ( )0 0

d foc

dt
= = ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0 0

f dx f dy f dz
c c c

x dt y dt z dt

∂ ∂ ∂
⋅ + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂
=            

= ( )( ) ( )0 ' 0f c c∇ ⋅ = ( )f P v∇ ⋅                ( όπου ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ], , , ,c t x t y t z t t a b= ∈  
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Γεωµετρική σηµασία της κλίσης: Το f∇  είναι ορθογώνιο στην επιφάνεια όπου η f  
είναι σταθερή. 
 
           Σηµείωση  Το v  και ( )f P∇  µεταφέρονται παράλληλα ώστε να αρχίζουν από 

το ( )0 0 0, ,P x y z= . 

 
           Παρατηρήσεις: 1) Το προηγούµενο θεώρηµα ισχύει για κάθε 1C  συνάρτηση 

: nf D R R⊆ → , ( nD R⊆  ανοικτό ) µε 2n ≥ . Στην περίπτωση 2n = , η ( ),f x y κ=  

ορίζει µια καµπύλη { }( )1C f Dκ−= ⊆ , την καµπύλη στάθµης της f . 

 
2) Αν : nf D R R⊆ → , ( nD R⊆  ανοικτό ) είναι 1C  συνάρτηση, τότε η διανυσµατική 

συνάρτηση, ( ) ( ) ( )
1

: : ,...,n n n

n

f f
f D R R x D f x x x R

x x

 ∂ ∂
∇ ⊆ → ∈ →∇ = ∈ ∂ ∂ 

 

ονοµάζεται διανυσµατικό πεδίο κλίσεων της f  και είναι βέβαια συνεχής. Η 

συνάρτηση αυτή έχει µεγάλη γεωµετρική σηµασία καθώς µας δείχνει συγχρόνως δύο 
πράγµατα, 1ον την κατεύθυνση στην οποία η f  αυξάνει ταχύτερα και 2ον την 
κατεύθυνση που είναι ορθογώνια στις επιφάνειες στάθµης της f . 
 
Από την προηγούµενη συζήτηση οδηγούµαστε στον ακόλουθο ορισµό. 
 
          10.3 Ορισµός Έστω 3:f D R R⊆ →  1C  συνάρτηση ( 3D R⊆  ανοικτό ) και 
S  µια επιφάνεια στάθµης της f , δηλαδή S  ορίζεται από µια εξίσωση της µορφής 

( ), ,f x y z κ= . Το εφαπτόµενο επίπεδο της S  σε ένα σηµείο ( )0 0 0, ,P x y z=  της S , 

ορίζεται από την εξίσωση,  
                                  ( ) ( ) 0f P X P∇ ⋅ − = , αν ( ) ( )0,    X= , ,f P x y z∇ ≠  

                             ⇔ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0
f f f

P x x P y y P z z
x y z

∂ ∂ ∂
− + − + − =

∂ ∂ ∂
 

 Με περισσότερη ακρίβεια το εφαπτόµενο επίπεδο της S  στο P  είναι το σύνολο,  
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( ) ( ){ }3 : 0x R f x x PΕ = ∈ ∇ ⋅ − =  Παρατηρούµε ότι αν c  είναι µια 1C  καµπύλη της 

S  µε ( )0c P= ,  τότε το σηµείο ( )' 0x P c= +  ανήκει στο Ε. 

Σηµειώνουµε ότι στο προηγούµενο θεώρηµα όπως και στον παραπάνω ορισµό θα 
µπορούσαµε εξίσου καλά να είχαµε εργασθεί και στις δύο ή και στις n − διαστάσεις, 
µε τις προφανείς τροποποιήσεις.  
 
           Παρατήρηση. Έστω 2D R⊆  ανοικτό και :g D R→  1C  συνάρτηση. Όπως 

είδαµε στο παράδειγµα (4) η g  ορίζει φυσιολογικά µια 1C  συνάρτηση, 

:f D R R× → , θέτοντας ( ) ( ) ( ), , , , , ,f x y z z g x y x y z D R= − ∈ × . Επίσης 

παρατηρήσαµε ότι η επιφάνεια S  που ορίζεται από την εξίσωση ( ), , 0f x y z =  

συµπίπτει µε το γράφηµα ( )G g  της g . 

Περαιτέρω παρατηρούµε ότι το εφαπτόµενο επίπεδο της S  στο ( )0 0 0, ,P x y z= , όπου 

( ) 0f P∇ ≠ , όπως ορίστηκε προηγουµένως, συµπίπτει µε τον ορισµό του 

εφαπτόµενου επιπέδου του γραφήµατος της g  στο ( )( )0 0 0 0, , ,x y g x y  ( πρβλ. τις 

παρατηρήσεις µετά τον ορισµό του διαφορικού συνάρτησης ). 

Πράγµατι , ( ) ( )0 0,
f g

P x y
x x

∂ ∂
= −

∂ ∂
, ( ) ( )0 0,

f g
P x y

y y

∂ ∂
= −

∂ ∂
 και ( ) 1

f
P

z

∂
=

∂
. Συνεπώς, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0
f f f

P x x P y y P z z
x y z

∂ ∂ ∂
− + − + − =

∂ ∂ ∂
⇔

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0, , 0
g g

x y x x x y y y z z
x y

∂ ∂
− − − − + − =
∂ ∂

⇔

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0, , ,
g g

z g x y x y x x x y y y
x y

∂ ∂
= + − + −

∂ ∂
. 

          Παράδειγµα. Να βρεθεί ένα µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στην επιφάνεια 
2z x y y x= + +  στο σηµείο ( )1,0,1P = . Έστω ( ) ( )2, ,f x y z z x y y x= − + + , 

θεωρούµε την επιφάνεια που ορίζεται από την εξίσωση, 

( ), , 0f x y z = ⇔ 2z x y y x= + + . Το ( )1,0,1P S= ∈ , η κλίση της f  στο ( ), ,x y z  

είναι ( ) ( )2, , , , 2 , 1,1
f f f

f x y z xy x
x y z

 ∂ ∂ ∂
∇ = = − − − ∂ ∂ ∂ 

. Εποµένως, ( ) ( )1, 2,1f P∇ = − − . 

Το  διάνυσµα αυτό είναι κάθετο στην S  στο σηµείο ( )1,0,1P = . Το ζητούµενο 

µοναδιαίο διάνυσµα είναι το 
( )
( )

( )1
1, 2,1

6

f P

f P
η

∇
= = − −

∇
 

Ασκήσεις 
1) Βρείτε την εξίσωση του επιπέδου που εφάπτεται στην επιφάνεια, ( ),z f x y=  

στο σηµείο που υποδεικνύεται:  

(α) ( )3 3 6 , 1,2, 3z x y xy= + − − , (β) cos cos , 0, ,0
2

z x y
π = ⋅  

 
,  

(γ) cos sin , 0, ,1
2

z x y
π = ⋅  

 
, (δ) ( )2 2 , 1,0,1z x y= +  
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2) Βρείτε ένα µοναδικό κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια cos 2zxy e− − =0 στο 

( )1, ,0π  

3)  Έστω ( ), ,r x y z= . Αποδείξτε ότι, 3

1 r

r r

 
∇ = −  
 

 στο ( ){ }3 0,0,0U R= −  

και κατόπιν ότι, 
2 2 2

2 2 2

1 1 1
0

x r y r z r

     ∂ ∂ ∂
+ + =          ∂ ∂ ∂     

. 

4) Έστω 3:f R R→  διαφορίσιµη συνάρτηση στο 3a R∈ . Αποδείξτε ότι ο 

πυρήνας της γραµµικής απεικόνισης ( ) 3:Df a R R→  είναι ο γραµµικός 

υπόχωρος του 3R  που είναι κάθετος στην κλίση ( )f a∇  της f  στο a . 

5) Υπολογίστε την κλίση f∇  για κάθε µια από τις συναρτήσεις: 

(α) ( )
2 2 2

1
, ,f x y z

x y z
=

+ +
 (β) ( ), ,f x y z xy yz xz= + +  

 

(γ) ( ) 2 2 2

1
, ,f x y z

x y z
=

+ +
,                           (δ) ( ) 2, , cosf x y z x y z= + +  

Για κάθε µια από τις παραπάνω συναρτήσεις, ποια είναι η κατεύθυνση της ταχύτερης 
αύξησης στο σηµείο ( )1,1,1 ; 
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Το θεώρηµα του Taylor στη µια µεταβλητή 
 

Έστω RΙ ⊆  ανοικτό διάστηµα a∈Ι  και :f RΙ →  n − φορές διαφορίσιµη 

συνάρτηση στο Ι, ( )1n ≥ .  

Γράφουµε, ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )' ... , ,

!

n
n

n

f a
f x f a f a x a x a R x a x

n
= + − + + − + ∈Ι , όπου 

( ),nR x a  είναι το υπόλοιπο Taylor ( κέντρου a  και τάξης n ) και            

                         ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ), ' ...

!

n
n

n

f a
x a f a f a x a x a

n
Ρ = + − + + −   

το πολυώνυµο Taylor ( κέντρου a  και τάξης n ) της f . ∆ηλαδή        

                                      ( ) ( ) ( ), , ,n nf x x a R x a x= Ρ + ∈Ι . 

Αν  το x  είναι πολύ κοντά στο a  το σφάλµα στην προσέγγιση της f  στο a  γίνεται 

µικρό, υπό την έννοια ότι, 
( )

( )
( ) ( )
( )

, ,
lim 0 lim 0n n

n nx a x a

R x a f x x a

x a x a→ →

−Ρ
= ⇔ =

− −
. 

Πράγµατι, για 1n =  έχοµε ότι, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'

lim ' lim 0
x a x a

f x f a f x f a f a x a
f a

x a x a→ →

− − − −
= ⇔ =

− −
 ή µε τον παραπάνω 

συµβολισµό 
( ) ( ) ( )1 1, ,

lim lim 0
x a x a

f x x a R x a

x a x a→ →

−Ρ
= =

− −
, ( δηλαδή, όχι µόνο ισχύει, 

( ) ( )( )1lim , 0
x a

f x x a
→

−Ρ =  αλλά και ακόµα περισσότερο 
( ) ( )1 ,

lim 0
x a

f x x a

x a→

−Ρ
=

−
). 

Προχωρούµε µε επαγωγή στο 2n ≥ . Υποθέτουµε ότι το θεώρηµα ισχύει για κάθε 
συνάρτηση που είναι 1n −  φορές παραγωγίσιµη και έστω :f RΙ →  n − φορές 
παραγωγίσιµη συνάρτηση στο Ι και a∈Ι . 
Αν ( ),n x aΡ  είναι το πολυώνυµο Taylor της f , επειδή ( ) ( ),nf a a a= Ρ  έπεται ότι 

( ) ( )( ) ( ) ( )lim , 0n
x a

f x x a f a f a
→

−Ρ = − = . 

Προφανώς ισχύει ότι, ( )lim 0
n

x a

x a
→

− = . 

Συνεπώς από τον κανόνα L’ Hospital έχουµε: 

( )
( )

( ) ( )
( )

, ,
lim limn n

n nx a x a

R x a f x x a

x a x a→ →

−Ρ
= =

− −

( ) ( )
( )

'

1

' ,1
lim n

nx a

f x x a

n x a
−→

−Ρ
=

−

( ) ( )
( )

'

1

' ,1 1
lim 0 0n

nx a

f x x a

n nx a
−→

−Ρ
= ⋅ =

−
. 

Το όριο, 
( ) ( )
( )

'

1

' ,
lim 0n

nx a

f x x a

x a
−→

−Ρ
=

−
 από την επαγωγική υπόθεση και εφόσον  

( προφανώς ) το ( )' ,n x aΡ  είναι το πολυώνυµο Taylor ( τάξης 1n −  στο a ) της 

συνάρτησης 'f .  
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             Παράδειγµα. Έστω ( ) 1
, 1

1
f x x

x
= ≠

−
 τότε ( ),0 1 ... n

n x x xΡ = + + +  και 

( )
1

,0 , 1
1

n

n

x
R x x

x

+

= ≠
−

 

Πράγµατι ( ) ( )
( ) 1

!
, 0, 1

1

n

n

n
f x n x

x
+= ≥ ≠

−
, όπως αποδεικνύεται επαγωγικά, έτσι, 

( ) ( )0 !, 0nf n n= ≥ . Συνεπώς 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 20

,0 0 ' 0 ... 1 ...
!

n
n n

n

f
x f f x x x x x

n
Ρ = + + + = + + + + . 

Επίσης 

( ) ( ) ( ) ( )1
,0 ,0 1 ...

1
n

n nR x f x x x x
x

= −Ρ = − + + +
−

=
( )( )1 1 ... 1

1

nx x x

x

− + + + −

−
=

( ) ( )2 11 1 ... ...

1

n nx x x x x

x

+− + + + + + + +

−
=

11 1

1

nx

x

+− +
−

=
1

1

nx

x

+

−
. 

 
              Έστω τώρα RΙ ⊆  ανοικτό διάστηµα a∈Ι  και :f RΙ →  µια συνάρτηση που 

είναι της τάξης 1, 0nC n+ ≥ , τότε το υπόλοιπο Taylor ( ),nR x a  παίρνει τις ακόλουθες  

µορφές: ( ) ( ) ( ) ( )11
, ,

!

x
n n

n

a

R x a x t f t dt x
n

+= − ⋅ ∈Ι∫  ( ολοκληρωτική µορφή του 

υπολοίπου )  

καθώς και την µορφή, ( )
( )

( ) ( ) ( ) 111
, , ,

1 !
nn

nR x a f x a x x a
n

ξ ++= ⋅ − ∈Ι ≠
+

 για κάποιο 

ξ  µεταξύ x και a  ( µορφή Lagrange του υπολοίπου). 
 
Περιγράφουµε σύντοµα την απόδειξη αυτών των αποτελεσµάτων: Έστω x∈Ι  µε 
x a≠  το οποίο σταθεροποιούµε . Ορίζουµε µια συνάρτηση : Rϕ Ι →  µε τον 
ακόλουθο τρόπο, 

( ) ( ),nt R x tϕ = ( ) ( ),nf x x t= −Ρ = ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )' ...

!

n
nf t

f x f t f t x t x t
n

 
− + − + + −  
 

. ∆ηλαδή θεωρούµε το υπόλοιπο Taylor ως συνάρτηση του κέντρου t . 
Παρατηρούµε ότι: 1) ( ) ( ),na R x aϕ =   

και 2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 0n nx R x x f x x x f x f xϕ = = −Ρ = − = . 

Επίσης µε παραγώγιση της σχέσης 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ), ' ...

!

n
n

n

f t
f x x t t f t f t x t x t t

n
ϕ ϕ

 
= Ρ + = + − + + − +  

 
 ως προς t , 

παίρνουµε τον τύπο: 3) ( ) ( ) ( ) ( )11
' ,

!
nnt f t x t t

n
ϕ += − ⋅ ⋅ − ∈Ι . 
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Αποδεικνύουµε τώρα την ολοκληρωτική µορφή του υπολοίπου Taylor: Από το 
θεµελιώδες θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού έχουµε: ( η 'ϕ  συνεχής στο Ι) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11
'

!

x x
nn

a a

x a t dt f t x t dt
n

ϕ ϕ ϕ +− = = − ⋅ −∫ ∫ . 

Επειδή ( ) 0xϕ =  έπεται η ολοκληρωτική µορφή του υπολοίπου, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11
,

!

x
nn

n

a

R x a a f t x t dt
n

ϕ += = ⋅ −∫ . 

Καθόσον αφορά την µορφή Lagrange του υπολοίπου Taylor, εφαρµόζουµε το 
θεώρηµα µέσης τιµής του Cauchy στο διάστηµα µε άκρα a  και x  για τις 

συναρτήσεις ( )tϕ  και ( ) ( ) 1n
g t x t

+
= −   και  βρίσκουµε ξ  µεταξύ x  και a  ώστε: 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

1
' 1!
' 1 !1

nn

n

n

f xx a n f
g x g a g nn x

ξ ξϕ ϕ ϕ ξ
ξ

ξ ξ

+

+
− −−

= = =
− +− + −

. 

Άρα ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) 111
,

1 !
nn

na R x a f x a
n

ϕ ξ ++= = ⋅ −
+

  ( ) ( )0x g xϕ = =   . 

∆ιατυπώνουµε και αποδεικνύουµε τώρα το θεώρηµα µέσης τιµής του Cauchy που 
χρησιµοποιήσαµε στην µορφή Lagrange του υπολοίπου Taylor. 
 
          11.1 Θεώρηµα ( Cauchy ) Έστω [ ], : ,g a b R Rϕ ⊆ →  συναρτήσεις οι οποίες 

είναι συνεχείς στο [ ],a b  και παραγωγίσιµες στο ( ),a b . Τότε υπάρχει ( ),a bξ ∈  

ώστε,                        ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )' 'a b g g a g bϕ ϕ ξ ϕ ξ− ⋅ = − ⋅      (1) 

Αν ( ) ( ) 0g a g b− ≠  και ( )' 0g ξ ≠  τότε η (1) γράφεται ως εξής     

                                                
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
'

'

a b

g a g b g

ϕ ϕ ϕ ξ
ξ

−
=

−
. 

          Απόδειξη: Εφαρµόζουµε το θεώρηµα µέσης τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού ( 
στην µορφή του θεωρήµατος Rolle ) στην συνάρτηση 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )h x a b g x g a g b xϕ ϕ ϕ= − ⋅ − − ⋅ , [ ],x a b∈ . 

Επειδή ( ) ( ) 0h a h b− = , υπάρχει ( ),a bξ ∈  ώστε ( )' 0h ξ = . Έτσι έπεται η (1). 

 
          Σηµείωση. Αν ( ) [ ], ,g x x x a b= ∈ , τότε ( ) [ ]' 1, ,g x x a b= ∈  και έτσι έχουµε το 

συνηθισµένο θεώρηµα µέσης τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού. 
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Σειρές Taylor 
Έστω RΙ ⊆  ανοικτό διάστηµα, a∈Ι  και :f RΙ →  C∞  διαφορίσιµη συνάρτηση. 
Μπορούµε τότε να σχηµατίσουµε την σειρά Taylor της f  στο a  ( µε κέντρο το 
a∈Ι ) 

          (1)   ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

' ... ...
! !

n n
n n

n

f a f a
f a f a x a x a x a

n n

∞

=

+ − + + − + = −∑  

Είναι προφανές ότι η (1) συγκλίνει τουλάχιστον για x a=  µε άθροισµα ( )f a . Το 

ενδιαφέρον βέβαια είναι για ποια άλλα σηµεία x  του Ι ( εκτός του a ) η σειρά Taylor 
συγκλίνει και µάλιστα στην τιµή ( )f x  της συνάρτησης f . Με άλλα λόγια υπάρχουν 

x∈Ι  µε x a≠  ώστε 

                                        (2)               ( )
( ) ( ) ( )

0 !

n
n

n

f a
f x x a

n

∞

=

= −∑ ; 

Επειδή προφανώς ισχύει ότι,  

                                  (3)  ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

, , ,
!

kn
k

n
k

f a
f x x a R x a x n N

k=

= − + ∈Ι ∈∑   

ο τύπος (2) ισχύει ακριβώς, για εκείνα τα x∈Ι  ώστε:  
(4)    ( )lim , 0n

n
R x a

→∞
=  

Αν για x∈Ι , ισχύει ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

lim , 0
!

n
n

n
n

n

f a
R x a f x x a

n

∞

→∞
=

= ⇔ = −∑ , τότε λέµε ότι η 

σειρά Taylor κέντρου a  παριστάνει την f  στο x . 

 

           Παράδειγµα. Έστω ( ) 1
, 1

1
f x x

x
= ≠

−
 τότε 

( ) ( ) ( )
( ) ( )0

0 ' 0 ... ...
!

n
nf

f x f f x x
n

= + + + + = 1 ... ...nx x+ + + +
1

, 1n

n

x x
∞

=

= <∑ . 

Πράγµατι, όπως αποδείξαµε πριν ( ) ( ) ( ),0 ,0 , 1, 1n nf x x R x n x= Ρ + ≥ ≠  όπου, 

( ),0 1 ... n
n x x xΡ = + + +  και ( )

1

,0 , 1
1

n

n

x
R x x

x

+

= ≠
−

. 

Επειδή,  ( )
1

lim ,0 lim 0
1

n

n
n n

x
R x

x

+

→∞ →∞
= =

−
 για κάθε 1x <  έπεται το συµπέρασµα. 

Παρατηρούµε ότι για 1x ≥  η σειρά 
0

n

n

x
∞

=
∑  αποκλίνει. 

 
          Ένα χρήσιµο κριτήριο ( ικανή συνθήκη ) που εξασφαλίζει ότι η σειρά Taylor 
της f  κέντρου a∈Ι , παριστάνει την f  στο διάστηµα Ι είναι το ακόλουθο. 
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         11.2 Θεώρηµα Έστω RΙ ⊆  ανοικτό διάστηµα, a∈Ι  και :f RΙ →  C∞  

διαφορίσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει 0Μ >  ώστε, ( ) ( )nf x ≤ Μ  για 

κάθε x∈Ι  και για κάθε 0n ≥ . Τότε η σειρά Taylor της f  κέντρου a  παριστάνει την 

f  για κάθε x∈Ι . ∆ηλαδή ( )
( ) ( ) ( )

0 !

n
n

n

f a
f x x a

n

∞

=

= −∑  για κάθε x∈Ι . 

       Απόδειξη: Έστω x∈Ι  µε x a≠ . Θεωρούµε την ολοκληρωτική µορφή του 
υπολοίπου Taylor. Υποθέτουµε ότι x a>  τότε έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( )11
,

!

x
nn

n

a

R x a f t x t dt
n

+= ⋅ −∫ ⇒ ( ) ( ) ( )11
,

!

x
nn

n

a

R x a f t x t dt
n

+≤ ⋅ −∫ ≤

( )
!

x
n

a

x t dt
n

Μ
−∫ =

( ) ( )
( )

1 1

0
! 1 1 !

n n

n

x a x a

n n n

+ +

→∞

− −Μ
⋅ = Μ ⋅ →

+ +
 

( Ανάλογα εργαζόµαστε αν x a< ). 
Αν χρησιµοποιούσαµε την µορφή Lagrange θα είχαµε ότι, 

( )
( ) ( )( )

( )

11

,
1 !

nn
n

n

f x a
R x a

n

ξ ++ −
=

+
 για κάποιο nξ  µεταξύ a  και x . Συνεπώς 

( )
( )

1

, 0
1 !

n

n n

x a
R x a

n

+

→∞

−
≤ Μ ⋅ →

+
. 

 

         Εφαρµογές: 1) 
0

,
!

n
x

n

x
e x R

n

∞

=

= ∈∑ . 

Πράγµατι, ( ) 'x xe e=  για  κάθε ( )( )nx xx R e e∈ ⇒ =  για κάθε x R∈  για κάθε 0n ≥ . 

Συνεπώς αν ( ) ,   xf x e x R= ∈   τότε ( ) ( ) 00 1, 0nf e n= = ≥ . 

Έπεται ότι ( )
2

,0 1 ... , 0,
2! !

n

n

x x
x x n x R

n
Ρ = + + + + ≥ ∈  

Επειδή αν 0a >  τότε η ( ) , 0nf f n= ≥  είναι φραγµένη στο διάστηµα [ ],a a− , έπεται 

από την προηγούµενη πρόταση ότι ( )lim ,0 0n
n

R x
→∞

=  για κάθε [ ],x a a∈ − . Επειδή 

0a >  τυχών θετικός αριθµός έχουµε το συµπέρασµα. 
 

2)  Επειδή, όπως αποδεικνύεται µε επαγωγή, ( ) ( )2 1 1
nn x xηµ συν+ = − ⋅  και 

( ) ( )2 1 , 0,
nn x x n x Rηµ ηµ= − ⋅ ≥ ∈  ( συνεπώς, ( ) ( ) ( )2 2 10 0, 0 1

nn nηµ ηµ += = −  και 
( ) 1n xηµ ≤  για κάθε x R∈  , για κάθε 0n ≥ ) από την προηγούµενη πρόταση 

βρίσκουµε,                      ( )
( )

2 1

0

1 ,     
2 1 !

n
n

n

x
x x R

n
ηµ

+∞

=

= − ⋅ ∈
+∑  

Αν  ( ) ,f x x x Rσυν= ∈  τότε έχουµε, ( ) ( )2 1
nn x xσυν συν= − ⋅  και 

( ) ( ) 12 1 1 , , 0
nn x x x R nσυν ηµ++ = − ⋅ ∈ ≥  

Έτσι βρίσκουµε ( ) ( )2 0 1
nnσυν = −  και ( )2 1 0 0, 0n nσυν + = ≥ , επίσης ( ) 1n xσυν ≤  για 

κάθε x R∈ , για κάθε 0n ≥ . 
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Έπεται ότι:                   ( )
( )

2

0

1 ,     
2 !

n
n

n

x
x x R

n
συν

∞

=

= − ⋅ ∈∑ . 

 
Σηµείωση. Με ανάλογες µεθόδους υπολογίζουµε τα ακόλουθα αναπτύγµατα:  

1) ( ) ( )
1 1

0

log 1 1 ,       1
1

n n

n

x
x x

n

+ +∞

=

+ = − ⋅ <
+∑  ( ακριβέστερα ( ]1,1x∈ − . 

2)Αν a R∈ , τότε ( )
0

1 ,       1
a n

n

a
x x x

n

∞

=

 
+ = ⋅ < 

 
∑ , όπου, 

( ) ( )
1, 0

1 ... 1
, 1

!

n
a

a a a n
n n

n

=
  

= − − + 
≥  

 

3) ( ) [ ]
2 1

0

1 ,     1,1
2 1

n
n

n

x
x x

n
τοξεϕ

+∞

=

= − ⋅ ∈ −
+∑ . Η συνάρτηση y xτοξεϕ=  ορίζεται ως 

εξής:  

                            x R∈  και x y y xτοξεϕ εϕ= ⇔ = και ,
2 2

y
π π ∈ − 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                         ,
2 2

x R x y
π π

τοξεϕ  ∈ → = ∈ − 
 

 

Υπενθυµίζουµε ότι, ( ) 2

1
' ,

1
x x R

x
τοξ εϕ = ∈

+
. 

-

+

x1=εφy1

y1

y

0

-1

1

-1

01

x=εφy
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 Το θεώρηµα Taylor στις πολλές µεταβλητές 
 

Ο σκοπός αυτής της παραγράφου είναι η απόδειξη ενός θεωρήµατος τύπου Taylor για 
συναρτήσεις πολλών µεταβλητών. Το θεώρηµα για µια µεταβλητή θα είναι ειδική 
περίπτωση του γενικότερου αποτελέσµατος. Σηµειώνουµε ότι στην πραγµατικότητα 
γνωρίζουµε ήδη µια µορφή του Taylor για διαφορίσιµες συναρτήσεις πολλών 
µεταβλητών.  Πράγµατι, αν : nf U R R⊆ →  ( U  ανοικτό στον nR ) είναι 

διαφορίσιµη στο a U∈  και θέσουµε ( ) ( ) ( ) ( )( )1 , ,R x a f x f a Df a x a x U= − − − ∈  

τότε ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , ,f x f a Df a x a R x a x U= + − + ∈  και από τον ορισµό της 

διαφορισιµότητας έχουµε ότι 
( )1 ,

lim 0
x a

R x a

x a→
=

−
 ( ∆ες και την παράγραφο την σχετική 

µε τον ορισµό της διαφορίσιµης συνάρτησης ). 
Έτσι το ανάπτυγµα Taylor της f  πρώτης τάξης γράφεται ως εξής: 

( ) ( ) ( ) ( )1
1

,
n

i
i i

f
f a h f a h a R h a

x=

∂
+ = + +

∂∑  µε 
( )1

0

,
0

h

R h a

h →→ , όπου έχουµε θέσει, 

( )1, ,..., nh x a h h h= − =  και ( ) ( )1 1, ,R h a R x a= . 

Θα αποδείξουµε ότι το ανάπτυγµα Taylor δεύτερης τάξης έχει ως εξής:   
Αν η : nf U R R⊆ →  είναι της κλάσης 3C , τότε µπορούµε να γράφουµε, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 , 1

1
,

2

n n

i i j
i i ji i j

f f
f a h f a h a h h a R h a

x x x= =

∂ ∂
+ = + + +

∂ ∂ ∂∑ ∑  όπου 

( )2
2 0

,
0

h

R h a

h
→

→  ( στο δεύτερο άθροισµα υπάρχουν 2n  όροι ). 

Σηµειώνουµε ότι για την απόδειξη του θεωρήµατος όπως διατυπώνεται εδώ, αρκεί η 
f  να είναι της κλάσης 2C , η υπόθεση ότι η f  είναι της κλάσης 3C  εξασφαλίζει µια 
πιο εύχρηστη µορφή του υπολοίπου. Για να αποδείξουµε το παραπάνω αποτέλεσµα  
( καθώς και τις µορφές του αναπτύγµατος Taylor ανώτερης τάξης ) στηριζόµαστε 
στην αντίστοιχη θεωρία της µιας µεταβλητής. Ουσιαστικά περιορίζουµε την f  στην 

τοµή του U  µε την ευθεία ( ) ( )t a t x a a th= + − = +ℓ , και εφαρµόζουµε στην 

συνάρτηση ( ) ( )h t f a th= +  την  θεωρία  του αναπτύγµατος Taylor µιας µεταβλητής. 

          Έστω nU R⊆  ανοικτό, : nf U R R⊆ →  συνάρτηση της κλάσης 1, 0mC m+ ≥ . 

Θεωρούµε ένα ευθύγραµµο τµήµα [ ],z w U⊆  ( z w≠ ) και ( ),a z w∈ . Έστω ακόµη 

( ),x z w∈  και ( ) ( )1 ,t t a tx t Rσ = − + ∈  η ευθεία που διέρχεται από τα ,a x . 

Παρατηρούµε ότι υπάρχουν 1 0t <  και 2 1t >  ώστε ( )1t zσ =  και ( )2t wσ =  και 

βέβαια [ ] [ ]0,1 ,a xσ =  

Περιορίζουµε την f  στο [ ],z w  και έστω 

( ) ( )( ) [ ]1 2, ,h t f t t t tσ= ∈  

[ ]1 2, f

h fo

t t U Rσ

σ=

→ →
������������������������
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Επειδή η : R Uσ →  είναι βέβαια C∞  διαφορίσιµη συνάρτηση η [ ]1 2: ,h fo t t Rσ= →  

είναι 1mC + συνάρτηση. ( Προφανώς, [ ] [ ]1 20,1 ,t t⊆ .) 

Έπεται ότι µπορούµε να εφαρµόσουµε το θεώρηµα του Taylor στην h  µε κέντρο το 
0. Έτσι έχουµε: (1) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 , 1 1h f f a h f f xσ σ= = = =  και  

(2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2'' 0 0
0 ' 0 ... ,0 , 0,1

2! !

m
m

m

h h
h t h h t t t R t t

m
= + + + + + ∈  όπου, 

( ) ( ) ( ) ( )1

0

1
,0

!

t
m m

mR t t y h y dy
m

+= − ⋅∫  ( ολοκληρωτική µορφή του υπολοίπου) 

              
( )

( ) ( ) ( )1 11
, 0,

1 !
m m

t th t t
m

ξ ξ+ += ∈
+

( µορφή Lagrange του υπολοίπου) 

Έπεται ιδιαίτερα ότι: 

(3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'' 0 0

1 0 ' 0 ... 1,0
2! !

m

m

h h
h h h R

m
= + + + + + , 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
1

1 1

0

1 1
1,0 1 , 0,1

! 1 !
m m m

mR y h y dy h
m m

ξ ξ+ += − = ∈
+∫ . 

Έστω ( ) ( )1 1,..., , ,...,n na a a x x x= =  και ( ) ( ) ( )( )1 ,..., nt t tσ σ σ=  όπου 

( ) ( )1 ,1k k kt t a tx k nσ = − + ≤ ≤ . 

Ας υποθέσουµε για απλότητα ότι η f  είναι της κλάσης 3( 2)C m = . Θα βρούµε το 
ανάπτυγµα Taylor της f  στο a  δεύτερης τάξης. 

Έτσι έχουµε να υπολογίσουµε τις παραγώγους ( ) ( )' 0 , '' 0h h  και ( )'''h ξ . Θα 

χρησιµοποιήσουµε τον κανόνα αλυσίδας για την συνάρτηση [ ]: 0,1h fo Rσ= → . 

Έτσι έχουµε: ( ) ( )( ) ( )
1

'
n

i

i i

df
h t t t

x dt

σ
σ

=

∂
=

∂∑ = ( )( ) ( ) [ ]
1

, 0,1
n

i i
i i

f
t x a t

x
σ

=

∂
⋅ − ∈

∂∑ ,   (4) 

Άρα,                                 ( ) ( )( )
1

' 0
n

i i
i i

f
h a x a

x=

∂
= −

∂∑ ,   4(α) 

Χρησιµοποιώντας πάλι τον κανόνα αλυσίδας για τις συναρτήσεις, 

[ ] ( )( )0,1 ,1
i

f
t t i n

x
σ

∂
∈ → ≤ ≤

∂
 και παραγωγίζοντας την (4) υπολογίζουµε: 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

'
''

n

i i
i i

dh d
h t t t x a

dt dt x
σ

=

 ∂
= = ⋅ − ∂ 

∑ = ( ) ( )( )
1

n

i i
i i

d f
x a t

dt x
σ

=

  ∂
−  

∂  
∑ =

( ) ( )( ) ( )
2

1 1

n n
j

i i
i j j i

df
x a t t

x x dt

σ
σ

= =

  ∂
− ⋅   ∂ ∂   

∑ ∑ = ( ) ( )( ) ( )
2

1 1

n n

i i j j
i j j i

f
x a t x a

x x
σ

= =

 ∂
− ⋅ − 

∂ ∂  
∑ ∑ =

( )( ) ( ) ( )
2

1, 1

n

i i j j
i j j i

f
t x a x a

x x
σ

= =

∂
⋅ − ⋅ −

∂ ∂∑  

Το τελευταίο άθροισµα έχει τυπικά 2n όρους, επειδή όµως έχουµε υποθέσει την 
συνέχεια των µερικών παραγώγων  δεύτερης τάξης είναι ίσο µε, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )
2 2

2

2
1 1

'' 2
n

i i i i j j
i i j ni i j

f f
h t t x a t x a x a

x x x
σ σ

= ≤ < ≤

∂ ∂
= ⋅ − + − −

∂ ∂ ∂∑ ∑ ,   (5) 
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Είναι σαφές ότι το άθροισµα αυτό αναπτύσσεται σύµφωνα µε τη γνωστή αλγεβρική 

ταυτότητα ( )2 2
1 2

1 1

... 2
n

n i i j
i i j n

z z z z z z
= ≤ < ≤

+ + + = +∑ ∑         
, 1

n

i j
i j

z z
=

 
= 

 
∑  

( Ένα άθροισµα µε 
( ) ( )1 1

2 2

n n n n
n

− +
+ =  όρους ). 

Έπεται ότι: ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

2

2
1 1

'' 0 2
n

i i i i j j
i i j ni i j

f f
h a x a a x a x a

x x x= ≤ < ≤

∂ ∂
= ⋅ − + − −

∂ ∂ ∂∑ ∑ ,  (5α) 

Πρέπει τώρα να έχει γίνει σαφές πως θα προχωρήσουµε. 
Έτσι µε χρήση του κανόνα αλυσίδας και παραγωγίζοντας την (5) υπολογίζουµε: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
3

, , 1

'''
n

i i j j k k
i j k k j i

f
h t t x a x a x a

x x x
σ

=

∂
= ⋅ − − −

∂ ∂ ∂∑ ,   (6) 

Το άθροισµα έχει τυπικά 3n  όρους, επειδή όµως έχουµε υποθέσει την συνέχεια των 
µερικών παραγώγων της f  τρίτης τάξης αναπτύσσεται σύµφωνα µε την ταυτότητα, 

( ) 1

1 2

1

3

1 2 1
, , 1 ... 3 1

,..., 0

3!
... ...

!... !
n

n

n

n
kk

n i j k n
i j k k k k n

k k

z z z z z z z z
k k= + + + =

≥

+ + + = ⋅ ⋅ =∑ ∑ ,   6(α) 

Έπεται από την (3) για 2m =  και από τις 4(α) και 5(α) ότι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

'' 0
1 0 ' 0 1,0

2!

h
h h h R= + + +  ή ( ) ( ) ( )( )

1

n

i i
i i

f
f x f a a x a

x=

∂
= + − +

∂∑  

+ ( )( ) ( )( ) ( )
2 2

2

2
1 1

1
2

2

n

i i i i j j
i i j ni i j

f f
a x a a x a x a

x x x= ≤ < ≤

 ∂ ∂
− + − ⋅ − 

∂ ∂ ∂  
∑ ∑ ( )2 1,0R+ .   (7) 

Η ολοκληρωτική µορφή του υπολοίπου είναι: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2 3
2

0

1
1,0 1

2
R y h y dy= − ⋅ =∫

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 3

2

, , 1 0

1
1 1

2

n

i i j j k k
i j k k j i

f
y y a yx x a x a x a dy

x x x=

∂
= − ⋅ − + − − −

∂ ∂ ∂∑ ∫ ,   7(α) 

Η µορφή Lagrange  του υπολοίπου είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

3
2

, , 1

1 1
1,0

3! 3!

n

i i j j k k
i j k k j i

f
R h x a x a x a

x x x
ξ ξ

=

∂
= = ⋅ − − −

∂ ∂∑ ,   7(β) όπου ξ  

σηµείο του ευθύγραµµου τµήµατος [ ],a x , δηλαδή ( )1 t a txξ = − +  για κάποιο 

[ ]0,1t ∈ . 

Θέτουµε  τώρα ( ) ( )2 2, 1,0R x a R= . Από την ολοκληρωτική µορφή του υπολοίπου και 

επειδή η ολοκληρούµενη συνάρτηση είναι συνεχής ως προς y  θα είναι φραγµένη στο 

[ ]0,1  από κάποια σταθερά 0Μ > . 

Εποµένως 

( )2
, , 1

1
,

2

n

i i j j k k
i j k

R x a x a x a x a
=

≤ Μ ⋅ − − −∑ =
3

1 1

1
...

2 n nx a x aΜ  − + + −   ≤

3
32

1

2
n x a≤ Μ ⋅ ⋅ − . Εδώ χρησιµοποιήσαµε την ανισότητα: 2 2

1
1

...
n

i n
i

x n x x
=

≤ + +∑  
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καθώς και την ταυτότητα 6(α). ( Η ανισότητα προκύπτει από την ανισότητα Cauchy-

Schwartz για τα διανύσµατα ( )1 ,..., nx xκ =  και ( )1,1,...,1  του nR .) 

Έπεται ότι,                        
( )

3

2
2

2

,
0

2 x a

R x a n
x a

x a
→≤ Μ − →

−
. 

Συµπέρασµα:                                
( )2

2

,
lim 0
x a

R x a

x a→
=

−
. 

Τις ίδιες εκτιµήσεις βρίσκουµε και µε την χρήση της µορφής Lagrange του υπολοίπου 
Taylor. ( ∆ες επίσης την παρατήρηση (2) µετά το θεώρηµα Taylor δηλ. το θεώρηµα 
12.1). 

           Εφαρµογή. Έστω 2U R⊆  ανοικτό, ( ),a a β=
�

 και ( ),x x y=
�

 σηµεία του U  

ώστε ,a x U  ⊆ 
� �

 και :f U R→  συνάρτηση της κλάσης 3C . Αποδείξτε ότι υπάρχει 

( ), ,n a xξ ξ  = ∈  
� � �

 ώστε: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
f f

f x y f a a x a a y
x y

β β β β
∂ ∂

= + − + − +
∂ ∂

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2

2 2

1
, 2 , ,

2

f f f
a x a a x a y a y

x x y y
β β β β β

 ∂ ∂ ∂
+ − + − − + − ∂ ∂ ∂ ∂ 

+ 

+ ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
3 3 3

3 2 2

3 2 2

1
[ , 3 , 3 ,

3!

f f f
n x a n x a y n x a y

x x y x y
ξ ξ β ξ β

∂ ∂ ∂
− + − − + − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ ( )( )
3

3

3
, ]

f
n y

y
ξ β

∂
−

∂
. 

Ο παραπάνω τύπος έπεται αµέσως από τους τύπους 7 και 7(β) για 2n = . 

Σηµειώνουµε ότι επειδή 2n =  η ( ) ( )3h ξ  υπολογίζεται σύµφωνα µε το ανάπτυγµα της 

ταυτότητας: ( )3 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2 1 23 3z z z z z z z z+ = + + +  

Επίσης σηµειώνουµε ότι για το υπόλοιπο Taylor έχουµε 

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )
2

2, ,

, , ,
lim 0

, ,x y a

R x y a

x y aβ

β

β→
=

−
, όπου ( ) ( )( ) ( )2 2, , , 1,0R x y a Rβ = ( ) ( )31

3!
h ξ= . 

 
            Παρατήρηση: Αν η : nf U R R⊆ →  είναι 2C  συνάρτηση και a U∈ . Τότε η 
ολοκληρωτική µορφή του υπολοίπου Taylor τάξης 1 είναι 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
1 2

1
, 1 0

, 1 1
n

i i j j
i j i j

f
R a x y y a yx x a x a dy

x x=

∂
= − − + − −

∂ ∂∑ ∫  και η µορφή 

Lagrange είναι, ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
, 1

1
,

2

n

i i j j
i j i j

f
R a x x a x a

x x
ξ

=

∂
= − −

∂ ∂∑  όπου [ ],a x Uξ ∈ ⊆ . 

             Με την εισαγωγή κατάλληλου συµβολισµού για τα διαφορικά ανώτερης 
τάξης µιας συνάρτησης : nf U R R⊆ →  της κλάσης 1mC + , το ανάπτυγµα Taylor της 
f  τάξης m  λαµβάνει µια ( πιο ευκολοµνηµόνευτη ) µορφή που µας απαλλάσσει από 
το να σκεφτόµαστε µε συντεταγµένες. Έτσι ορίζουµε τις ακόλουθες συναρτήσεις.  
                          ( ) : ,        1,2,..., 1,      n

lD f a R R l m a U→ = + ∈  
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                         ( )( ) ( ) ( )1 1
1

,       ,...,
n

n
i n

i i

f
D f a h a h h h h R

x=

∂
= ⋅ = ∈

∂∑  

( ) ( ) ( )
2

2
, 1

n

i j
i j i j

f
D f a h a h h

x x=

∂
= ⋅ ⋅

∂ ∂∑  

( )( ) ( )
3

3
, , 1

n

i j k
i j k i j k

f
D f a h a h h h

x x x=

∂
= ⋅ ⋅ ⋅

∂ ∂ ∂∑  

……………………………………………. 

( )( ) ( )
1 1

1 1 1 1

1

1
,..., 1

...
... m

m m

mn

m k k
k k k k

f
D f a h a h h

x x +

+ +

+

+
=

∂
= ⋅ ⋅ ⋅

∂ ∂∑  

Οι συναρτήσεις ( ) , 1,2,..., 1lD f a l m= +  ονοµάζονται διαφορικά ανώτερης τάξης της 

f  στο a . 
Για παράδειγµα για 3n =  και 2m =  έχουµε:  

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 1 2 3, ,
f f f

D f a h h h a h a h a h
x y z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2
2 1 2 3 1 2 32 2 2

, ,
f f f

D f a h h h a h a h a h
x y z

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂
( )

2

1 22
f

a h h
x y

∂
∂ ∂

+

( )
2

1 32
f

a h h
x z

∂
+

∂ ∂
( )

2

2 32
f

a h h
y z

∂
+

∂ ∂
. 

( )( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

3 3 3
3 1 2 3 1 2 33 3 3

, ,
f f f

D f a h h h a h a h a h
x y z

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂

( ) ( )
3 3

2 2
1 2 1 32 2

3 3
f f

a h h a h h
x y x z

∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂
( )

3
2

1 22
3

f
a h h

x y

∂
+ +

∂ ∂
 

( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3

2 2 2
2 3 1 3 2 3 1 2 32 2 2

3 3 3 6
f f f f

a h h a h h a h h a h h h
y z x z y z x y z

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. 

 Με την βοήθεια των διαφορικών ανώτερης τάξης, το πλήρες θεώρηµα Taylor για 
πολλές µεταβλητές, διατυπώνεται ( και αποδεικνύεται µε την µέθοδο που αναπτύξαµε 
πριν για 2m = ) µε τον ακόλουθο τρόπο. 
 
          12.1 Θεώρηµα  ( Taylor ). Έστω nU R⊆  ανοικτό, a U∈  και :f U R→  

συνάρτηση της κλάσης 1( 0)mC m+ ≥ . Αν ( )x U x a∈ ≠  µε [ ],a x U⊆  τότε υπάρχει 

( ),c a x∈  ώστε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2

1 1
... ,

2! ! m mf x f a D f a x a D f a x a D f a x a R x a
m

= + − + − + + − +

, όπου ( )
( )

( )( )1

1
,

1 !m mR x a D f c x a
m += −

+
 και 

( ),
0m

m x a

R x a

x a
→

→
−

 είναι το υπόλοιπο 

Taylor στο a   τάξης m  της f  στην µορφή Lagrange. 
 

           Παρατηρήσεις: 1) Η συνάρτηση, ( ) ( ) ( )
1

1 1
,...,

...
... l

l l

ln

l k k
k k k k

f
D f a h a h h

x x

∂
= ⋅ ⋅ ⋅

∂ ∂∑  , 

 ( )1,..., nh h h= , αναπτύσσεται σύµφωνα µε την ταυτότητα,   
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                           ( ) ( )
1 2

1

1 2
,..., 1

... ... , 1
l

l

n
l

n k k k
k k

z z z z z z l m
=

+ + + = ⋅ ⋅ ⋅ ≤ ≤∑ . 

Έτσι τυπικά µπορούµε να γράφουµε: 

( ) ( ) ( )
1

1 1

1
,..., 11

... ...
... l

l l

l ln

n k k
k kn k k

f f f
a h a h a h h

x x x x=

 ∂ ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑  ( ∆ες και τις ασκήσεις (1) 

και (2) αυτής της παραγράφου) 
 

2)Αν 1,..., na a R∈  και m N∈  τότε: 
( ) ( )

( )

( )1

1 1
1,..., 0,0,...,0 2 2

1

...
lim 0

...n

m

n n
mx x

n

a x a x

x x
−→

+ +
=

+ +
 

Πράγµατι, θέτουµε ( )1,..., na a a=  και ( )1,..., nx x x= . Από την ανισότητα Cauchy –

Schwarz έπεται ότι αν 0x ≠  τότε: 

( )

( )
1 1

1 1 0
2 2
1

...
0

...

m m m
mn n

m m x

n

a x a x a x
a x

xx x
− − →

+ + ⋅
≤ = ⋅ →

+ +
 

Με χρήση αυτού του ορίου αποδεικνύεται ότι, 
( ),

lim 0m
mx a

R x a

x a→
=

−
. 

Πράγµατι αν ( )1,..., nx x x=  και ( )1,..., na a a=  τότε επειδή οι µερικές παράγωγοι 

τάξης 1m +  της f  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο ( U  και άρα στο ) συµπαγές 

σύνολο [ ],a x U⊆  είναι οµοιόµορφα φραγµένες. Εποµένως, υπάρχει 0Μ >  ώστε, 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) 1

1 1 1

1
, ...

1 ! 1 !

m

m m n nR x a D f c x a x a x a
m m

+

+

Μ
= − ≤ − + + −

+ +
⇒

( )
( )

( ) 1

1 1, ...
0

1 !

m

m n n

m m x a

R x a x a x a

mx a x a

+

→

− + + −Μ
≤ →

+− −
 

 
3) Η µοναδικότητα των συντελεστών του αναπτύγµατος Taylor αποδεικνύεται, κατά 
τρόπο ανάλογο µε την περίπτωση των συναρτήσεων µιας πραγµατικής µεταβλητής. 
( ∆ες και τις ασκήσεις (3) και (4), αυτής της παραγράφου). 
 
4) Έστω : nf U R R⊆ →  C∞  διαφορίσιµη συνάρτηση. Αν a U∈  τότε µπορούµε 
πάλι όπως και στην µία µεταβλητή να σχηµατίσουµε την αντίστοιχη σειρά Taylor της 
f  µε κέντρο το a , δηλαδή τη σειρά,    

                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1
... ...

! mf a D f a x a D f a x a
m

+ − + + − +  

Η σειρά Taylor της f  συγκλίνει στο ( )f x  για εκείνα τα x U∈   µε [ ],a x U⊆ για τα 

οποία ισχύει, ( )lim , 0m
m

R x a
→∞

= . 

 
           Παραδείγµατα: 1)Να βρεθούν τα αναπτύγµατα Taylor δεύτερης τάξης των 

συναρτήσεων: (α) ( ) ( )2
,f x y x y= +  και  (β) ( ) 2 2

1
,

1
f x y

x y
=

+ +
 στο ( )0,0a = . 
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           Λύση Η συνάρτηση ( ) ( )2
,f x y x y= +  είναι C∞  διαφορίσιµη στο 2R . Αν 

( ) ( ){ }2, 0,0x y R∈ −  τότε ( δες και εφαρµογή στην σελίδα 118 ) έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( ), 0,0 0,0 0,0
f f

f x y f x y
x y

∂ ∂
= + ⋅ + ⋅ +

∂ ∂
( ) ( )

2 2
2

2

1
[ 0,0 2 0,0

2

f f
x x y

x x y

∂ ∂
⋅ + ⋅ ⋅ +

∂ ∂ ∂

( ) ( ) ( )( )
2

2
22

0,0 ] , , 0,0
f

y R x y
y

∂
+ ⋅ +

∂
, όπου 

( ) ( )( )
( ) ( )

2

, 0,02 2

, , 0,0
0

x y

R x y

x y →
→

+
, 

( )2
f

x y
x

∂
= +

∂
, ( )2

f
x y

y

∂
= +

∂
,

2

2
2

f

x

∂
=

∂
, 

2

2
2

f

y

∂
=

∂
, 

2

2
f

x y

∂
=

∂ ∂
, 

2

2
f

y x

∂
=

∂ ∂
. 

Άρα ( )0,0 0
f

x

∂
=

∂
, ( )0,0 0

f

y

∂
=

∂
, ( )

2

2
0,0 2

f

x

∂
=

∂
, ( )

2

2
0,0 2

f

y

∂
=

∂
, ( )

2

0,0 2
f

x y

∂
=

∂ ∂
, 

( )
2

0,0 2
f

y x

∂
=

∂ ∂
. Επίσης ( )0,0 0f = . 

Εποµένως, 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
2

1
, 2 2 4 , , 0,0

2
f x y x y xy R x y= + + + = ( ) ( )( )2 2

22 , , 0,0x y xy R x y+ + + . 

Επειδή, 
3 3 3 3

3 3 2 2
0

f f f f

x y x y x y

∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, βρίσκουµε ( ) ( )( )2 , , 0,0 0R x y = . 

Τελικά, ( ) 2 2, 2f x y x y xy= + + , που ήταν αναµενόµενο καθώς η f  είναι 

πολυωνυµική. 
Για το παράδειγµα (β) εργαζόµαστε αναλόγως. 
 

2)Υπολογίστε το ανάπτυγµα Taylor δεύτερης τάξης για την ( ) ( ), 1
y

f x y x= +  µε 

κέντρο το ( ) ( ), 0,2a β = . 

         Λύση Η f είναι C∞  διαφορίσιµη στο ανοικτό ( ) 21,D R R= − +∞ × ⊆ . 

Παρατηρούµε ότι, ( ) 1
1

yf
y x

x

−∂
= +

∂
, ( ) ( )1 log 1

yf
x x

y

∂
= + ⋅ +

∂
, 

( ) ( )
2

2

2
1 1

yf
y y x

x

−∂
= − +

∂
, ( ) ( ) ( )( )

2
2

2
log 1 1 log 1 1

y yf
x x x x

y y

∂ ∂
= + ⋅ + = + +

∂ ∂
, 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

1 log 1 1 log 1
y yf

x x x x
x y x x

∂ ∂ ∂
= + ⋅ + + + ⋅ +

∂ ∂ ∂ ∂
= ( ) ( )1

1 log 1
y

y x x
−

+ ⋅ + +

( ) 1
1

y
x

−
+                                                 ( Επίσης, 

( )( ) ( )
2

1 1
1 1

y yf
y x y x

y x y y

− −∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
= ( ) ( ) ( )

2
1 1

1 1 log 1
y y f

x y x x
x y

− − ∂
+ + + ⋅ + =

∂ ∂
, 

όπως βέβαια ήταν αναµενόµενο). 

Έπεται ότι, ( ) ( )2
0,2 1 0 1f = + = , ( ) ( )2 1

0,2 2 1 0 2
f

x

−∂
= + =

∂
, 

( ) ( ) ( )2
0,2 1 0 log 1 0

f

y

∂
= + ⋅ =

∂
, ( )

2
0

2
0,2 2(2 1)(1 0) 2

f

x

∂
= − + =

∂
, 

( ) ( ) ( )
2

2

2
0,2 log 1 0 1 0 0

f

y

∂
= + ⋅ + =

∂
, ( ) ( ) ( ) ( )

2
2 1 2 1

0,2 2 1 0 log 1 0 1 0 1
f

x y

− −∂
= + ⋅ + + + =

∂ ∂
. 
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Συνεπώς, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0,2 0,2 0 0,2 2
f f

f x y f x y
x y

 ∂ ∂
= + − + − ∂ ∂ 

+  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2

2 2

1
0,2 0 2 0,2 0 2 0,2 2

2!

f f f
x x y y

x x y y

 ∂ ∂ ∂
+ − + − − + − ∂ ∂ ∂ ∂ 

+

( ) ( )( ) ( ) ( )2
2

1
, , 0,2 1 2 0 2 [2 2 1 2

2
R x y x y x x y= + + ⋅ − + + ⋅ ⋅ − + ( )2

0 2 ]y⋅ − +  

+ ( ) ( )( )2 , , 0,2R x y = ( )( )21
1 2 2 2 2

2
x x x y+ + + − + ( ) ( )( )2 , , 0,2R x y =

( )21 2 2x x x y+ + + − + ( ) ( )( )2 , , 0,2R x y , όπου, 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
2

2 , 0,22

, , 0,2
0

2
x y

R x y

x y
→→

+ −
. 

 
3). Να αναπτυχθεί σε σειρά Taylor µε κέντρο το ( )0,0  η συνάρτηση 

( ) ( ) 2, , ,x yf x y e x y R+= ∈ . 

          Λύση Η f  είναι βέβαια C∞  διαφορίσιµη συνάρτηση. 

Πράγµατι, x yf f
e

x y
+∂ ∂

= =
∂ ∂

 στο 2R . Εποµένως ( ),
m

x y
k l

f
e f x y

x y
+∂

= =
∂ ∂

 για κάθε 

1m ≥  και 0, 0 :l k k l m≥ ≥ + = . 

Έπεται ότι αν ( ) ( )1 2 1 2, , ,a a a h h h= =  τότε,  

( )( ) ( ) ( ) 1 2 1 2
1 1 2 1 2

a a a af f
D f a h a h a h e h e h

x y
+ +∂ ∂

= + = ⋅ + ⋅
∂ ∂

( )1 2
1 2

a ae h h+= +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

2 2 2
22 2

2 1 1 2 2 1 22 2
2 a af f f

D f a h a h a h h a h e h h
x x y y

+∂ ∂ ∂
= + + = +

∂ ∂ ∂ ∂
 

……………………………………………………………………….. 

( )( ) ( )1 2
1 2.......................................

ma a
mD f a h e h h+= = +  

Εποµένως, αν ( ) ( ){ }2, 0,0x x y R= ∈ −
�

 και ( )0,0a =  τότε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2

1 1
, 0,0 0,0 0,0 ... 0,0 , , 0,0

2! ! m mf x y f D f x D f x D f x R x y
m

= + + + + +
� � �

όπου, ( ) ( )( )
( )

( )( )1

1
, , 0,0 ,

1 !m mR x y D f c x y
m +=

+
 για κάποιο 

( ) ( )( ) ( )1 20,0 , , , ,c x y c c c∈ = . 

Άρα 

( ), x yf x y e += = ( ) ( ) ( )
( )

( )1 2
2 11 1 1

1 ...
2! ! 1 !

m mc cx y x y x y e x y
m m

+++ + + + + + + + +
+

. 

Επειδή η ( )( ) [ ], , 0,1f t x y t ∈  είναι φραγµένη στο [ ]0,1  ως συνεχής, υπάρχει 

1 20 : 0 c ce +Μ > ≤ ≤ Μ  για κάθε ( ) ( ) ( )1 2, 0,0 , ,c c c x y= ∈   . 

Έπεται ότι, 
( )

( ) ( )
( )

1 2

1
11

0
1 ! 1 !

m
mc c

m

x y
e x y

m m

+
++

→∞

+
+ ≤ Μ →

+ +
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Έτσι συµπεραίνουµε ότι, 

( ) ( ) ( ) ( ) 2

0

1 ... ... , ,
! !

m m

x y

m

x y x y
e x y x y R

m m

∞
+

=

+ +
= + + + + + = ∈∑  

Σηµειώνουµε ότι η ( ) ( ) 2, , ,x yf x y e x y R+= ∈ , µπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά Taylor 

µε κέντρο το ( )0,0  ευκολότερα, χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της 

( ) ,zg z e z R= ∈  ( και την µοναδικότητα των συντελεστών της σειράς Taylor). 

Πράγµατι, θέτουµε z x y= +  και έχουµε 
2

1 ... ...
2! !

n
z z z

e z
n

= + + + + +  

Συνεπώς, ( ) ( ) ( )2

1 ... ...
2! !

n

x y x y x y
e x y

n
+ + +

= + + + + +  

 
Ασκήσεις 

1)Αποδείξτε την ταυτότητα: ( ) 1

1

1

1 2 1
,..., 0 1
...

!
... ...

!... !
n

n

n

N kk
n n

k k n
k k N

N
z z z z z

k k≥
+ + =

+ + + = ∑ , 2, 1n N≥ ≥  

           [ Υπόδειξη: Για 2n = , έχουµε το γνωστό µας διώνυµο του Newton. 
Προχωρήστε µε επαγωγή στο n ] 
 
2)Έστω nU R⊆  ανοικτό, a U∈  και :f U R→ συνάρτηση της κλάσης NC ( )1N ≥ . 

Αποδείξτε ότι για το διαφορικό m − τάξης της f  στο a ( )1 m N≤ ≤  ισχύει: Αν 

( )1,...,
n

nh h h R= ∈  τότε, ( )( ) ( )
1

1 1
,..., 1

...
... m

m m

mn

m j j
j j j j

f
D f a h a h h

x x=

∂
= ⋅

∂ ∂∑ =  

= ( )1 2

1 2

1

1

1 2
,..., 0 1 1 2

...

!
...

!... ! ...
n

n

n

n

m
kk k
n kk k

k k n n
k k m

m f
h h h a

k k x x x≥
+ + =

∂
∂ ∂ ∂∑   

 
3)Έστω ( ),x yΡ  πολυώνυµο βαθµού ( )m m N≤ ∈ . Αποδείξτε ότι η σχέση 

( ) ( )

( )

( ), 0,0 2 2

,
lim 0

mx y

x y

x y
→

Ρ
=

+
 έπεται ότι το Ρ είναι ταυτοτικά µηδέν. 

Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό αποδείξτε την µοναδικότητα των 
συντελεστών του αναπτύγµατος Taylor για µια συνάρτηση δύο µεταβλητών. 
 

4)Έστω ( )1,..., nx xΡ  πολυώνυµο βαθµού m≤ . Αποδείξτε ότι αν, 
( )1

0

,...,
lim 0n

mx

x x

x→

Ρ
=  

( ( )1,..., nx x x=  και 2 2
1 ... nx x x= + + ), τότε το πολυώνυµο είναι ταυτοτικά µηδέν. 

Αποδείξτε τώρα την µοναδικότητα των συντελεστών του αναπτύγµατος Taylor για 
µια συνάρτηση n −  µεταβλητών 
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Ακρότατα πραγματικών συναρτήσεων 
 

            13.1 Ορισμός. Έστω nU R , 0x U  και : nf U R R   συνάρτηση τότε: 

1)Το 0x  λέγεται τοπικό ελάχιστο της f  αν υπάρχει περιοχή V  του 0x  ώστε 

   0f x f x  για κάθε x V U  . 

Το 0x  λέγεται τοπικό μέγιστο  της f  αν υπάρχει περιοχή V  του 0x  ώστε 

   0f x f x  για κάθε x V U  . 

Το 0x  λέγεται τοπικό ή σχετικό ακρότατο της f  αν είναι είτε τοπικό ελάχιστο είτε  

τοπικό μέγιστο της f . 

Υποθέτουμε περαιτέρω ότι U  ανοικτό υποσύνολο στον nR  και f  διαφορίσιμη 

συνάρτηση, το σημείο 0x  λέγεται κρίσιμο σημείο της f  αν, 

   0 00 0
i

f
f x x

x


   


 για κάθε 1, 2,...,i n . Ένα κρίσιμο σημείο που δεν είναι 

τοπικό ακρότατο λέγεται σαγματικό σημείο για την f . 
 Κατ’ αναλογία με τον Λογισμό συναρτήσεων μιας μεταβλητής ισχύει η ακόλουθη 
γενίκευση  του θεωρήματος Fermat: 
  
         13.2 Θεώρημα Αν nU R  ανοικτό, η : nf U R R   είναι διαφορίσιμη στο 

U  και η f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 0x U  τότε  0 0f x  , δηλαδή το 

0x  είναι κρίσιμο σημείο για την f . 

         Απόδειξη: Υποθέτουμε χωρίς περιορισμό της γενικότητας ότι η f  παρουσιάζει 

τοπικό μέγιστο στο 0x U . Αν nh R  με 0h   περιορίζουμε την f  στην ευθεία 

  0t x th  , δηλαδή θεωρούμε την    0g t f x th   η οποία ορίζεται σε 

κατάλληλο διάστημα  ,  , 0  . Παρατηρούμε ότι, 

       0 00g f x f x th g t     για κάθε  1 1,t     για κάποιο 10    , 

δηλαδή η g  παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο 0x . Επειδή η g  ως σύνθεση 

διαφορίσιμων  ( της  t  και  f x ) είναι διαφορίσιμη στο  ,   έπεται από το 

θεώρημα Fermat για διαφορίσιμες συναρτήσεις μιας μεταβλητής ότι  ' 0 0g  . Όμως 

από τον κανόνα της αλυσίδας,      0 0
1

' 0
n

i
i i

f
g x h f x h

x


    

 ,  1,..., nh h h . 

Το ίδιο συμπέρασμα έπεται από το γεγονός ότι,  ' 0g  ισούται με την παράγωγο της 

f  στο 0x  στην κατεύθυνση h , δηλαδή      0 0
1

' 0
n

i
i i

f
g f x h x h

x


    

 , όπου 

 1,..., nh h h  με 1h  .  

Έπεται από τα παραπάνω ότι:  0 0f x h    για κάθε nh R   0
1

0
n

i
i i

f
x h

x


 

  

για κάθε  1,...,
n

nh h h R  . Έτσι συμπεραίνουμε ότι,  0 0f x    0 0
i

f
x

x





 για 

κάθε 1, 2,...,i n . 

nikol

nikol

nikol
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            Σημείωση. Το προηγούμενο αποτέλεσμα μας λέει ότι αν αναζητούμε τα 
τοπικά ακρότατα μιας διαφορίσιμης συνάρτησης : nf U R R  , τότε θα πρέπει να 
ψάξουμε στα κρίσιμα σημεία. Εφόσον: 
                0x  τοπικό ακρότατο της 0f x  κρίσιμο σημείο της f . 

 
            Παραδείγματα: 1) Να βρεθούν τα κρίσιμα σημεία της   2 2,f x y x y xy   

Έχουμε ότι, 2 22 , 2
f f

xy y xy x
x y

 
   

 
. 

Εξισώνοντας τις μερικές παραγώγους με μηδέν παίρνουμε το σύστημα : 
2

2

2 0

2 0

xy y

xy x

  


 
       αφαιρώντας, παίρνουμε 2 2x y x y    . 

Αντικαθιστώντας το x y  στην πρώτη εξίσωση, βρίσκουμε ότι 2 2 22 3 0y y y    

οπότε 0y   και άρα 0x  . Αν x y  , τότε 2 2 22 0y y y     , δηλαδή 0y   και 
επομένως 0x  . 
Επομένως το μοναδικό κρίσιμο σημείο της f  είναι το  0,0 . 

Επειδή   3, 2f x x x  το οποίο παίρνει και θετικές και αρνητικές για x  κοντά στο 0, 

το  0,0  δεν είναι τοπικό ακρότατο της f , επομένως είναι σαγματικό σημείο της f . 

 
2)Έστω   2 2,f x y x y  . 

Παρατηρούμε ότι 2
f

x
x





 και 2

f
y

y





. 

Επομένως το σύστημα: 

0
2 0

0
2 00

f
xx

x y
f y
y

         


. 

Έτσι το μοναδικό κρίσιμο σημείο της f  είναι το  0,0 . Επειδή 

    2 20,0 0 ,f f x y x y     για κάθε   2,x y R  το σημείο  0,0  είναι τοπικό ( 

μάλιστα oλικο ) ελάχιστο για την f . 
 
3) Έστω   2 2,f x y x y   

Παρατηρούμε ότι 2
f

x
x





, 2

f
y

y


 


. Συνεπώς το σύστημα 

0

0

f

x
f

y

 
 


   ,                    

έχει ως μόνη λύση το  0,0 . Συμπεραίνουμε ότι το μόνο κρίσιμο σημείο της f  είναι 

το  0,0 . Εξετάζοντας απ’ ευθείας τις τιμές της f  σε σημείο κοντά στην αρχή των 

αξόνων, βλέπουμε ότι    2,0 0,0 0f x x f    και    20, 0,0 0f y y f    . 
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Έπεται ότι το 
 0,0  δεν είναι 

τοπικό ακρότατο 
για την f , 
επομένως είναι 

σαγματικό σημείο για την f . 
 

4) Έστω  ,f x y x y  . Τότε έχουμε 
f

y
x





, 

f
x

y





 και το σύστημα 

0

0

f

x
f

y

 
 


 ,έχει 

ως μόνη λύση το σημείο   0,0 . Το σημείο  0,0  είναι το μόνο κρίσιμο σημείο της 

f  και είναι σαγματικό σημείο αφού για ,x y  ομόσημα έχουμε  , 0f x y xy   και 

για ,x y  ετερόσημα έχουμε,  , 0f x y xy  . 

Παρατηρούμε ότι,      2 21
,

4
f x y x y x y      , άρα αν θέσουμε u x y   και 

v x y   η συνάρτηση γίνεται       2 21
, , ,

4
f x u v y u v u v  , που είναι η 

περίπτωση του παραδείγματος (3). 
 
5)Θεωρούμε την συνάρτηση,   2 2 3 2 2 3,f x y x y ax x y xy y          , όπου 

0, 0    και , , ,a     τυχόντες πραγματικοί αριθμοί. 

Παρατηρούμε ότι, αν θέσομε   3 2 2 3,x y ax x y xy y        τότε,    

                                             
   

 
2 2, 0,0

,
lim 0

x y

x y

x y


 




. 

Πράγματι, αρκεί να παρατηρήσουμε ότι, 
3 2

02 2 2 2
0

x

x x xx

x y x y


        

 
, 

2 2

02 2 2 2
0

x

xy x xy

x y x y


        

 
 και παρομοίως για τις συναρτήσεις, 

3

02 2
0

y

y

x y  


 και  
2

02 2
0

y

x y

x y  


. 

Έπεται ότι, υπάρχει 
 
2 2

, 1
0 :

2

x y
r

x y


 

 


, όταν 2 20 x y r   . 

Συνεπώς,          2 2 2 21
, , 0,0 0

2
f x y x y x y x y f            για 

2 2x y r  , που σημαίνει ότι η f  έχει τοπικό ελάχιστο στο  0,0 . 

Παρατηρούμε ότι το δευτεροβάθμιο μέρος της συνάρτησης κυριαρχεί και καθορίζει 
την συμπεριφορά της συνάρτησης πλησίον του σημείου  0,0 . 
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          Τετραγωνικές μορφές. Μια πολυωνυμική συνάρτηση : nf R R  ομογενής 
και 2ου βαθμού ονομάζεται τετραγωνική μορφή ή και τετραγωνική συνάρτηση ( όλα 
τα μονώνυμα της f  είναι της μορφής ,1 ,i jx x i j n  ). 

 
           Παραδείγματα 1)    2 2 2, , , , , ,f x y ax xy y x y R a R         είναι 

τετραγωνική μορφή δύο μεταβλητών ( γενική μορφή ). 
 
2) Η   2 2 2, ,f x y z ax y z xy xz yz          ,   3, ,x y z R , , , , , ,a R       

είναι τετραγωνική μορφή 3 μεταβλητών ( γενική μορφή ). 
 
3) Οι   2 2, 2f x y x y    και   2 2, 2g x y x y x xy     δεν είναι τετραγωνικές 

μορφές αφού στην f  εμφανίζεται σταθερός όρος ( μονώνυμο μηδενικού βαθμού ) 
και στην g  το πρωτοβάθμιο μονώνυμο x . 
 
4)Η   2 2, 2f x y x y   και   2 2, ,f x y z x y xz    είναι τετραγωνικές μορφές 2 και 

3 μεταβλητών αντίστοιχα.  
 
             Παρατηρήσεις: (1) Μια τετραγωνική μορφή : nf R R  γράφεται στην 

γενική της μορφή ως,             1
, 1

,...,
n

n ij i j
i j

f x x a x x


   2

1 1

n

ii i ij i j
i i j n

a x a x x
   

 
  
 
  (1) 

Με την βοήθεια του n n  πίνακα  ija   μπορούμε να γράψουμε την (1) ως εξής,      

                                             

1

2

1 1,..., ,..., .

.
n n

n

x

x

f x x x x

x

 
 
 
  
 
 
 
 

    (2) 

Μπορούμε ακόμη να υποθέσουμε ότι ο  ija   είναι συμμετρικός ( δηλαδή ij jia a  

για κάθε ,i j  ) αφού η f δεν μεταβάλλεται αν αντικαταστήσουμε το ija  με το 

2
ij ji

ij

a a
b


 , αφού i j j ix x x x . (Άρα,   2

1
1 1

,..., 2
n

n ii i ij i j
i i j n

f x x a x a x x
   

   .) 

 
2)Ο τετραγωνικός χαρακτήρας της f  φαίνεται και από την      

                                     2
1 1,..., ,..., ,      n nf x x f x x R     . 

 
Μας ενδιαφέρουν κυρίως οι τετραγωνικές μορφές δύο μεταβλητών και 
δευτερευόντως οι τετραγωνικές μορφές τριών ή περισσοτέρων μεταβλητών. 
 
            Παράδειγμα: Έστω   2 2,f x y ax xy y     η γενική τετραγωνική μορφή 

δύο μεταβλητών. Θέτοντας '
2

  , μπορούμε να γράψουμε: 
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  2 2, 2 'f x y ax xy y    . Η f  δίνεται από τον συμμετρικό πίνακα 

' 2
'

2

aa



   

 
  

   
    

 

, αφού   2 2, 2 'f x y ax xy y      
'

,
'

a x
x y

y


 
  
  
  

. 

Έτσι μια τετραγωνική μορφή δύο μεταβλητών θα γράφεται:   
                                                  2 2, 2f x y ax xy y    . 

Σημειώνουμε ότι αν ο πίνακας της f  είναι αντιστρέψιμος, δηλαδή αν 2 0   , 

τότε το  0,0  είναι το μοναδικό κρίσιμο σημείο της f  ( γιατί; ) 

 
          13.3 Ορισμός Μια τετραγωνική μορφή : nf R R  λέγεται: 

(α) Θετικά ορισμένη, αν   0f x   για κάθε nx R  με 0x  και  

(β) Αρνητικά ορισμένη, αν   0f x   για κάθε nx R  με 0x  . 

(γ) Η f  λέγεται θετικά ημιορισμένη αν   0f x   για κάθε nx R .  

Ανάλογα ορίζεται και η αρνητικά ημιορισμένη τετραγωνική μορφή. 
(δ) Η f  λέγεται αόριστη αν υπάρχουν , nx y R  ώστε    0f x f y   

Προφανώς,  0 0f   για κάθε τετραγωνική μορφή, αφού δεν περιέχει σταθερό όρο ( 

διάφορο του μηδενός ). 
Παρατηρούμε ότι: 1) Αν η f  είναι θετικά ( αντιστοίχως αρνητικά ) ορισμένη τότε το 

0 nR  είναι ολικό  ελάχιστο ( αντιστοίχως ολικό μέγιστο ) για την f . Ανάλογες 
παρατηρήσεις ισχύουν και για τις ημιορισμένες τετραγωνικές μορφές. 
2) Αν η f  είναι θετικά ή αρνητικά ορισμένη τότε ο συμμετρικός πίνακας Α που 

ορίζει την f  (υπενθυμίζουμε ότι,    

1

1 1

.
,..., ,...,

.n n

n

x

f x x x x

x

 
 
  
 
 
 

 για κάποιο 

συμμετρικό πίνακα Α ) είναι αντιστρέψιμος ( γιατί; ). 
Η συμπεριφορά μιας τετραγωνικής μορφής δύο μεταβλητών κοντά στο σημείο  0,0  

περιγράφεται στην επόμενη 
 
         13.4 Πρόταση. Έστω   2 2, 2f x y ax xy y     τετραγωνική μορφή δύο 

μεταβλητών. Τότε, ισχύουν τα ακόλουθα: 
(ι) Αν 0a   και 2 0a    τότε η f  είναι θετικά ορισμένη άρα το  0,0  είναι 

ολικό ελάχιστο για την f .   

(ιι) Αν 0a   και 2 0a    τότε η f  είναι αρνητικά ορισμένη άρα το  0,0  είναι 

ολικό μέγιστο για την f . 

(ιιι) Αν 2 0a   , το σημείο  0,0  είναι σαγματικό σημείο της f . 

(ιν) Αν 2 0a    τότε η f  στο  0,0  έχει, (α) μέγιστο ή ελάχιστο ανάλογα αν 

0a   ή 0a   και (β) αν 0a  , μέγιστο ή ελάχιστο ανάλογα αν 0  ή 0  . 
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         Απόδειξη: Αν 0a    τότε  , 2f x y xy  με 0   και εύκολα βλέπουμε 

ότι το  0,0  είναι σαγματικό σημείο της f  ( δες και το παράδειγμα (4)). 

Παρατηρούμε ακόμη ότι τότε 2 2 0a       και η περίπτωση αυτή εντάσσεται 
στην (ιιι). Υποθέτουμε λοιπόν χωρίς περιορισμό της γενικότητας ότι 0a  . 
Αντιμετωπίζοντας την f  ως συνάρτηση του x   ή του y  και ενθυμούμενοι ότι ένα 
τριώνυμο παραγοντοποιείται  «συμπληρώνοντας τα τετράγωνα» έχουμε , 

  2 2, 2f x y a x xy y
a a

     
 


2 2

2 22
y y y

a x x y
a a a a

               
     

  


2 2

2
2

a
a x y y

a a

        
   

. ( Αν 0  , τότε εναλλάσσοντας το a  με το   και το 

x  με το y  έχομε:  
2 2

2
2

,f x y y x x
  
 

   
     

   
 ) 

Έπεται ότι: (ι) Αν 0a   και 2 0a   , στο σημείο  0,0  η f  έχει ελάχιστη τιμή. 

(ιι) Αν 0a   και 2 0a    στο σημείο  0,0  η f  παίρνει μέγιστη τιμή. 

(ιιι) Αν 2 0a    το σημείο  0,0  είναι σαγματικό σημείο της f . 

Πράγματι, αν 0y  τότε οι ρίζες της εξίσωσης  , 0f x y   ως προς x , είναι οι 

 1 1y y   και  2 2y y  , όπου, 
2

, 1, 2i

a
i

a

  


  
  . 

Έπεται εύκολα ότι για 0y  με y  μικρό αριθμό, υπάρχουν 1 2,x x R  με 1 2,x x  

μικρούς αριθμούς ώστε  1, 0f x y   και  2 , 0f x y   ( ο 1x  θα είναι εκτός του 

διαστήματος των ριζών  1 y  και  2 y  και ο 2x  θα επιλεγεί εντός αυτού του 

διαστήματος ). Συνεπώς το  0,0  είναι σαγματικό σημείο της f . 

Σημειώνουμε ότι το τελευταίο συμπέρασμα ισχύει ακόμη και αν 0a   ( με την 
προϋπόθεση ότι 2 0a   ). Πράγματι αν 0  , εναλλάσσοντας τους ρόλους των 

a  και   βρίσκουμε  
2 2 2

2
,

x
f x y y x

 
 

  
    

   
. 

Από όπου εύκολα συμπεραίνουμε ότι το  0,0  είναι πράγματι σαγματικό σημείο της 

f . 

(ιν) Αν 2 0a    και 0a   τότε  
2

,
y

f x y a x
a

   
 

. 

Από όπου έπεται αμέσως ο πρώτος ισχυρισμός. 
Αν 2 0a    και 0a  , τότε 0   και άρα   2,f x y y , από όπου έπεται ο 

δεύτερος ισχυρισμός. 
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          Παρατήρηση. Έστω  1
1 ,

,..., n ij i j
i j n

f x x a x x
 

  , μια τετραγωνική μορφή που 

ορίζεται από τον συμμετρικό πίνακα  
1 ,ij i j n

a
 

  . Στο μάθημα της Γραμμικής 

Άλγεβρας αποδεικνύεται ότι: 
1)Η f  είναι θετικά ορισμένη (   0f x   για κάθε nx R  με 0x  ) αν και μόνο αν 

όλες οι ιδιοτιμές του πίνακα Α είναι θετικές. 
2)Η f  είναι αρνητικά ορισμένη (   0f x   για κάθε nx R  με 0x  ) αν και μόνο αν 

όλες οι ιδιοτιμές του πίνακα Α είναι αρνητικές. 
3) Η f  είναι θετικά ημιορισμένη (   0f x   για κάθε nx R ) αν και μόνο αν όλες οι 

ιδιοτιμές του  είναι 0 . 
Η f  είναι αρνητικά ημιορισμένη (   0f x   για κάθε nx R ) αν και μόνο αν όλες οι 

ιδιοτιμές του   είναι 0 . 
4) Η f  είναι αόριστη αν και μόνο αν ο   έχει αρνητικές και θετικές ιδιοτιμές. 
Δηλαδή η f  δεν είναι θετικά αλλά ούτε αρνητικά ημιορισμένη. 
Επίσης υπενθυμίζουμε τα ακόλουθα για ένα τετραγωνικό πίνακα  . 
5) Οι ιδιοτιμές του   είναι οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης ( 
χαρακτηριστικού πολυωνύμου ) του  , δηλαδή της  det 0   , όπου   ο 

ταυτοτικός πίνακας. 
6) Για την ορίζουσα det  του   ισχύει ότι det  το γινόμενο των ιδιοτιμών του 
 . 
7) Αν ο   είναι επιπλέον συμμετρικός τότε οι ιδιοτιμές του είναι όλες πραγματικές. 
Είναι εύκολο να ελέγξουμε τους ισχυρισμούς (1), (2), (3) και (4) στην περίπτωση 
μιας τετραγωνικής μορφής δύο μεταβλητών. 

Έστω,    2 2, 2 ,
a x

f x y ax xy y x y
y


 

 
  

      
  

. 

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα 
a 
 
 

   
 

 είναι το 

 
   

det
    

a  
 

  





. Επομένως 

       20 0a                  2 2 0a a         . 

Η διακρίνουσα του τριωνύμου     είναι η  2 24a      . 

Οι πραγματικές ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου     είναι 

οι, 1 2

a    
  και 2 2

a    
 . Οι ρίζες αυτές είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα 

Α. Το γινόμενο των ριζών του     είναι το 2det a       το δε άθροισμα των 

ριζών του είναι το S a   . 
Εύκολα τώρα διαπιστώνουμε τους παραπάνω  ισχυρισμούς . 
Παρατηρούμε ότι αν οι ρίζες είναι ετερόσημες, δηλαδή το 2 0a      ( η f  

είναι αόριστη τετραγωνική μορφή )τότε το  0,0  είναι σαγματικό σημείο της f . 

 

nikol
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         13.5 Ορισμός. Έστω nU R  ανοικτό, 0x U  και :f U R  συνάρτηση της 

κλάσης 2C . Η  Εσσιανή ( Hessian) της f  στο 0x  είναι η τετραγωνική μορφή 

 0 : nHf x R R  που ορίζεται ως, 

                            
2

0 0
, 1

n

i j
i j i j

f
Hf x h x h h

x x




  ,  1,...,
n

nh h h R  . 

 
Παρατηρούμε ότι: 1) Η  0f x  είναι ακριβώς το διαφορικό δεύτερης τάξης της f  

στο 0x , δηλαδή    0 2 0f x D f x  . 

Υπενθυμίζουμε ότι από την συνέχεια των μερικών παραγώγων δεύτερης τάξης της 
f , έχουμε ότι αν  1,...,

n
nh h h R   τότε: 

      
2 2

2
2 0 0 02

1 1

2
n

i i j
i i j ni i j

f f
D f x h x h x h h

x x x   

 
 

     και άρα η Εσσιανή είναι 

πράγματι τετραγωνική μορφή. 
Ακόμη ότι το ανάπτυγμα Taylor δεύτερης τάξης της f  στο 0x  είναι το 

           0 0 1 0 2 0 2 0

1
,

2!
f x h f x D f x h D f x h R h x      όπου  2 0,R h x  είναι το 

υπόλοιπο Taylor της f  στο 0x  για το οποίο ισχύει 
 2 0

20

,
lim 0
h

R h x

h
 . 

 
2) Ο πίνακας  ( Hesse ) που δίνει την τετραγωνική μορφή  0f x , δηλαδή την 

Εσσιανή, είναι ο συμμετρικός πίνακας 

 

     

     

     

2 2 2

0 0 02
1 2 1 1

22 2

00 02
0 21 2 2

2 2 2

0 0 02
1 2

.....

......

................. .................. ...............

...

n

n

n n n

f f f
x x x

x x x x x

ff f
xx x

f x x xx x x

f f f
x x x

x x x x x

   
      
  
 

        
 
 
   
      

 των δευτέρων μερικών 

παραγώγων της f  στο 0x . 
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Παρατηρούμε ότι,         

1

2

0 1 0 0
, 1

.
,...,

.

n

n i j
i j i j

n

h

f
f x h h h f x x h h

x x

h


 
 

            
 
 

 , 

όπου  1,...,
n

nh h h R   και ακόμη ότι  

1

0

.

.

n

f

x

f x

f

x

  
    
 
 

     
 
 
  
     

. 

 
         13.6 Λήμμα Έστω : nR R   τετραγωνική μορφή. Αν η   είναι θετικά 

ορισμένη τότε υπάρχει σταθερά 0   ώστε,   2
h h    για κάθε nh R . 

         Απόδειξη: Έστω  
, 1

n

ij i j
i j

h a h h


    και  1 : 1n nS h R h    , ορίζουμε την 

συνάρτηση    1: :ng S R g h h    , δηλαδή περιορίζουμε την   στο 1nS  . 

Επειδή η g  είναι συνεχής ( η   είναι συνεχής στον nR  ως πολυώνυμο) και η 

επιφάνεια 1nS   της μοναδιαίας σφαίρας του nR  είναι συμπαγές σύνολο η g  

επιτυγχάνει ελάχιστη τιμή στην 1nS  , η οποία είναι βεβαίως θετικός αριθμός, αφού η 

  είναι θετικά ορισμένη. Έστω   min : 1 0g h h    . Επειδή η   είναι 

τετραγωνική μορφή θα έχουμε, ότι αν 0h   τότε, 

  2 2 2h h h
h h h h g h

h h h

     
                   

     
. Αν 0h   το 

αποτέλεσμα είναι προφανώς σωστό. 
 
           Πρόκειται να αποδείξουμε ένα αποτέλεσμα για διαφορίσιμες συναρτήσεις 
πολλών μεταβλητών που γενικεύει το ακόλουθο κλασσικό αποτέλεσμα για μια 
πραγματική μεταβλητή. 
Αν R   είναι ανοικτό διάστημα, 0x   και :f R   είναι μια συνάρτηση της 

κλάσης 2C  ώστε  0' 0f x   τότε: 

(ι) Αν  0'' 0f x  , το 0x  είναι τοπικό ελάχιστο της f  

(ιι) Αν  0'' 0f x  , το 0x  είναι τοπικό μέγιστο της f . 

 
Έστω nU R  ανοικτό, 0x U  και :f U R  συνάρτηση της κλάσης 3C  ώστε το 

0x  είναι κρίσιμο σημείο της f . Επειδή τότε  0 0f x  , το ανάπτυγμα Taylor της 

f στο 0x , δεύτερης τάξης γράφεται ως εξής: 

                                   0 0 0 2 0

1
,

2
f x h f x f x h R h x     . 

nikol



 141

Η γενίκευση στην οποία αναφερθήκαμε έχει ως ακολούθως. 
 
         13.7 Θεώρημα (Κριτήριο της δεύτερης παραγώγου .) Αν η : nf U R R   

είναι της κλάσης 3C   και το 0x U  είναι ένα κρίσιμο σημείο της f  τότε: 

(ι) Αν η Εσσιανή  0f x  είναι θετικά ορισμένη, δηλαδή αν οι ιδιοτιμές του 

Εσσιανού πίνακα  0f x    της  0f x  είναι όλες θετικές , τότε το  0x  είναι τοπικό 

ελάχιστο για την  f . 

(ιι) Αν η Εσσιανή  0f x  είναι αρνητικά ορισμένη, δηλαδή αν οι ιδιοτιμές του 

 0f x    είναι όλες αρνητικές, τότε το  0x  είναι τοπικό μέγιστο για την  f . 

        (ιιι) Αν η Εσσιανή   0f x  δεν είναι θετικά αλλά ούτε αρνητικά ημιορισμένη, 

δηλαδή  ο  0f x    έχει αρνητικές και θετικές ιδιοτιμές τότε το 0x  είναι σαγματικό 

σημείο της f . 

Απόδειξη: Όπως παρατηρήσαμε ήδη ο τύπος του Taylor στο 0x , δεύτερης τάξης 

γράφεται         0 0 0 2 0

1
,

2
f x h f x f x h R h x      όπου 

 2 0
20

,
lim 0
h

R h x

h
 . 

(ι) Επειδή η   0H f x  είναι θετικά ορισμένη από το προηγούμενο Λήμμα έπεται ότι 

υπάρχει 0   ώστε    2

0f x h h   για κάθε nh R . 

Αφού 
 2 0

2 0

,
0

h

R h x

h
 , υπάρχει 0 : 0 h     τότε   2

2 0,
2

R h x h


 . 

Συνεπώς, αν 0 h    τότε,        0 2 0 0 0

1
0 ,

2
f x R h x f x h f x      . Άρα 

   0 0f x f x h   για κάθε 0h   με h  , δηλαδή το 0x  είναι ( γνήσιο ! ) τοπικό 

ελάχιστο για την f . 

Η απόδειξη στην περίπτωση που η  0f x  είναι αρνητικά ορισμένη είναι παρόμοια  

( εξάλλου έπεται αν εφαρμόσουμε τα παραπάνω στην f  ) και έτσι παραλείπεται. 

(ιιι) Έστω 1 2, nh h R  ώστε,   1 0 1

1
0

2
f x h     και   2 0 2

1
0

2
f x h    . Είναι 

σαφές ότι υπάρχει 0   ώστε : 0 t  
  22 1 0

1 12

1

,
0

R th x
h

th
     και 

  22 2 0
2 22

2

,
0

R th x
h

th
    . 

Έπεται ότι αν 0 t    τότε, 

        0 1 0 0 1 2 1 0

1
,

2
f x th f x f x th R th x     

      2
0 0 1 2 1 0

1
,

2
f x f x h t R th x         2

0 1 2 1 0 0,f x t R th x f x    ,  

( εφόσον      2 2 2
1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1 0, 0 , , 0t R th x t R th x t R th x         ). 
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Ανάλογα βρίσκουμε: 

        0 2 0 0 2 2 2 0

1
,

2
f x th f x f x th R th x     

     2
0 2 2 2 0 0,f x t R th x f x   . 

Άρα για 0 t    έχουμε,      0 2 0 0 1f x th f x f x th    , από όπου 

συμπεραίνουμε ότι η f  δεν έχει τοπικό ακρότατο στο 0x  . Δηλαδή το 0x  είναι 

σαγματικό σημείο της f . 
              
Ακολούθως εφαρμόζουμε το προηγούμενο θεώρημα και την πρόταση 13.4 σε μια 
συνάρτηση δύο μεταβλητών. 
 
Έστω λοιπόν  ,z f x y  πραγματική συνάρτηση της κλάσης 3C , ορισμένη στο 

ανοικτό υποσύνολο U  του 2R  και  0 0,x x y U 


 κρίσιμο σημείο της f , δηλαδή 

    0
f f

x x
x y

 
 

 

 
. 

Θέτομε,      
2 2 2

2 2
, ,

f f f
a x x x

x x y y
   

  
   

  
 και 2a    . 

Η ποσότητα 2a     ονομάζεται διακρίνουσα και ισούται με την ορίζουσα του 

Εσσιανού πίνακα της f  στο  0 0,x x y


. ( Παρατηρούμε ότι ο Εσσιανός πίνακας της 

f  στο ακόλουθο θεώρημα είναι αντιστρέψιμος, εφόσον η ορίζουσά του ισούται με 
2 0a     .) 

 
          13.8 Θεώρημα Ισχύουν τα ακόλουθα: 
(ι) Αν 0a   και 2 0a   , η f  έχει τοπικό ελάχιστο στο  0 0,x y  

(ιι) Αν 0a   και 2 0a   , η f  έχει τοπικό μέγιστο στο  0 0,x y  

(ιιι) Αν 2 0a   , το  0 0,x y  είναι σαγματικό σημείο της f . 

         Απόδειξη: Ας συμβολίσουμε με Q  την Εσσιανή  0 0,f x y  της f  στο 

 0 0,x x y


. Τότε έχουμε,        
2 2 2

2 2
1 2 1 1 2 22 2
, 2

f f f
Q h h x h x h h x h

x x y y

  
  
   

  
, όπου 

  2
1 2,h h R . 

Συνεπώς σύμφωνα με τον συμβολισμό που υιοθετήσαμε     
                                     2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 2, 2 , ,Q h h ah h h h h h R     . 

Οι ισχυρισμοί (ι) , (ιι) και (ιιι) είναι τώρα εύκολη συνέπεια του προηγούμενου 
θεωρήματος σε συνδυασμό με την πρόταση 13.4. 
  
Σημείωση. Μια ενδιαφέρουσα απευθείας απόδειξη του ισχυρισμού (ιιι) του 
θεωρήματος 13.8 έχει ως ακολούθως: 
 Παρατηρούμε ότι επειδή  
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 2 0a    από τον ισχυρισμό (ιιι) της πρότασης 13.4 το  0,0 είναι σαγματικό 

σημείο της Q , επομένως υπάρχουν σημεία  0 1,u u u


 και  0 1,v v v


 του 2R  ώστε 

  0Q u 


 και   0Q v 


. 

Υποθέτουμε, όπως μπορούμε, ότι 1u v 
 

. 

Έστω  0 : ,x U   


, θεωρούμε τις συναρτήσεις ( της κλάσης 3C ) που 

ορίζονται από τους τύπους,    t f x tu  
 

 και    t f x tv  
 

 για t  . 

Εφαρμόζοντας τον κανόνα αλυσίδας δύο φορές στις συναρτήσεις   και   ( δηλαδή 
στις   και '  και   και ' ), υπολογίζουμε ότι  

   ' 0 0f x u    
 

 και    '' 0 0Q u  


 

   ' 0 0f x v   
 

 και    '' 0 0Q u  


. 

Έπεται από την θεωρία της μιας πραγματικής μεταβλητής ότι η   επιτυγχάνει στο 0 
τοπικό ελάχιστο και η   τοπικό μέγιστο. Συμπεραίνουμε ότι,  

             0 0f x tv t f x t f x tu          
    

 για αρκετά μικρό t . 

Είναι σαφές από αυτές τις ανισότητες  ότι η f  δεν μπορεί να έχει στο σημείο 

 0 0,x x y


 τοπικό ακρότατο, έτσι το  0 0,x x y


 είναι πράγματι σαγματικό σημείο 

της f . 
 
Οι υπολογισμοί, με τον κανόνα της αλυσίδας, των '  και ''  στην προηγούμενη 

απόδειξη έχουν ως εξής: Για  ,t     έχουμε, 

     0 1'
f f

t x tu u x tu u
x y

  
     
 

   
, άρα,     0 0''

f
t x tu u u

x x
          

 
 

   0 1

f
x tu u u

y x

        

    1 0

f
x tu u u

x y

  
      

    1 1

f
x tu u u

y y

  
     

 
  

      
2 2 2

2 2
0 0 1 12 2

2
f f f

x tu u x tu u u x tu u
x y x y

  
       

   

     
 

Συνεπώς,    ' 0 0f x u    
 

 και    
2

2
02

'' 0
f

x u
x

 
 



  

2

0 12
f

x u u
x y




 


  

 
2

2
12

f
x u

y


 


   0Q u 


. 

Οι υπολογισμοί για τις '  και ''  είναι παρόμοιοι. 
 
           Παρατηρήσεις: 1) Η συμπεριφορά μιας συνάρτησης f  της κλάσης 3C  κοντά 

στο κρίσιμο σημείο 0x  υπό την προϋπόθεση ότι ο Εσσιανός πίνακας  0f x    είναι 

αντιστρέψιμος ( στην περίπτωση που η f  είναι δύο μεταβλητών αυτό σημαίνει ότι η 

διακρίνουσα, 2 0a     ) καθορίζεται από το δευτεροβάθμιο μέρος της, δηλαδή 

την Εσσιανή  0f x  της f .Τα κρίσιμα σημεία στα οποία ο  0f x    είναι 
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αντιστρέψιμος ονομάζονται μη εκφυλισμένα, τα υπόλοιπα κρίσιμα σημεία όπου ο 

 0f x    δεν είναι αντιστρέψιμος ονομάζονται εκφυλισμένα . 

 
2)Η μελέτη μιας 3C  συνάρτησης δύο μεταβλητών συνοψίζεται ως εξής: 

(α) Βρίσκουμε τα κρίσιμα σημεία της f  λύνοντας το σύστημα 

0

0

f

x
f

y

 
 


 

(β) Υπολογίζουμε τις Εσσιανές των κρίσιμων σημείων της f :  
(ι) κάποιες από αυτές μπορεί να είναι θετικά ορισμένες, υποδεικνύοντας τα σχετικά 
ελάχιστα, κάποιες μπορεί να είναι αρνητικά ορισμένες υποδεικνύοντας τα σχετικά 
μέγιστα ( 2 0a     ). 
(ιι) Κάποιες μπορεί να μην είναι ούτε θετικά ούτε αρνητικά ορισμένες 
υποδεικνύοντας τα σαγματικά σημεία ( αν 0  ). 
(γ) Τα κρίσιμα σημεία για τα οποία 2 0a     ( μη εκφυλισμένα κρίσιμα σημεία 
) είναι ( τοπικά ) μέγιστα και ελάχιστα ή σαγματικά σημεία. Τα υπόλοιπα κρίσιμα 
σημεία όπου 0   εκφυλισμένα κρίσιμα σημεία), συνήθως ελέγχονται απευθείας. 
3) Το ‘’ Κριτήριο της δεύτερης παραγώγου’’ ( θεώρημα 13.7) μπορεί να αποφανθεί 
υπό την προϋπόθεση ότι το κρίσιμο σημείο είναι μη εκφυλισμένο, διότι τότε όλες οι 
ιδιοτιμές του Εσσιανού πίνακα είναι μη μηδενικές, από όπου έπεται ότι μια από τις 
τρείς περιπτώσεις του θεωρήματος ισχύει. Παραδείγματα όπως τα 

   4 4,f x y x y    και 4 4x y , δείχνουν ότι η f  μπορεί να έχει ελάχιστο, μέγιστο 

ή σαγματικό σημείο αντίστοιχα στο  0,0 , ενώ ο Εσσιανός πίνακας στο σημείο αυτό 

είναι ο μηδενικός πίνακας 
            Παραδείγματα: 1) Να μελετηθούν τα κρίσιμα σημεία της συνάρτησης    
                                  3 2 2 2, 4 ,     ,f x y x x y y y x y R     . 

            Λύση 2 23 2 , 2 4
f f

x xy x y
x y

 
    

 
. Επιλύουμε το σύστημα 

 2

2 2

0
3 2 03 2 0

2 4 0 2 40

f
x x yx xyx

f x y x y
y

                  


2

2

3 2 0
0

2 4
2 4

0

x y
x

x y
x y

x

  
         
     

. 

Το πρώτο σύστημα έχει ως λύσεις τις 0x   και 2y   . 

Το δεύτερο σύστημα είναι ισοδύναμο με το 

2

2

3 4 0

2 4

0

x x

x y

x

   
 

  
  

 και έχει ως λύσεις τις 

1x   και 
3

2
y    και 4x    και 6y   

Έτσι οι λύσεις του αρχικού συστήματος είναι:    3
0, 2 , 1, , 4,6

2
    
 

. 

Έπεται ότι τα κρίσιμα σημεία της f  είναι    3
0, 2 , 1, , 4,6

2
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Οι δεύτερες μερικές παράγωγοι της f  είναι: 
2

2
6 2

f
x y

x


 


, 

2

2
2

f

y


 


 και 

2 2

2
f f

x
x y y x

 
 

   
. Στο κρίσιμο σημείο  0 0,x y  η 

Εσσιανή είναι:        
2 2 2

2 2
1 2 0 0 1 0 0 1 2 0 0 22 2
, , 2 , ,

f f f
Q h h x y h x y h h x y h

x x y y

  
  
   

. 

(Ι) Στο κρίσιμο σημείο  0, 2  έχουμε: 4, 0, 2a       . Επομένως 0a   και 

   2 24 2 0 8 0a         . Άρα η f  έχει στο  0, 2  τοπικό μέγιστο. 

(ΙΙ) Στο κρίσιμο σημείο 
3

1,
2

  
 

 έχουμε: 
2

2

3 3
1, 6 2 6 3 3

2 2

f
a

x

                  
, 

2 3
1, 2

2

f

x y
         

 και 
2

2

3
1, 2

2

f

y
         

. 

 Συνεπώς  2 23 2 2 10 0a          και άρα το 
3

1,
2

  
 

 είναι σαγματικό 

σημείο για την f . 

(ΙΙΙ) Στο κρίσιμο σημείο  4,6  έχουμε: 

   
2

2
4,6 6 4 2 6 24 12 12

f
a

x


           


,    
2

4,6 2 4 8
f

x y
 
      
 

 και 

 
2

2
4,6 2

f

y
 
   


. Συνεπώς,      22 12 2 8 24 64 40 0a              και 

το  4,6  είναι σαγματικό σημείο για την f . 

Η μελέτη μας μπορεί να συνοψισθεί στον ακόλουθο πίνακα: 
x  y  

xxa f  xyf   yyf   2a     Κατάταξη 

0 2  4  0 2 8 Τοπικό μέγιστο 
1 3

2
  

3  2 2  10  Σαγματικό σημείο 

4  6 12  8  2 40  Σαγματικό σημείο 
 
2) Μελετήστε τα κρίσιμα σημεία της συνάρτησης     
                       2 2 2 2 2, 5 8 5 ,       ,f x y x y x xy y x y R     . ( Πρβλ το παράδειγμα 

(5) μετά το θεώρημα 13.2) 

        Λύση 22 10 8
f

xy x y
x


  


 και 22 8 10

f
x y x y

y


  


 

Έτσι έχουμε να επιλύσουμε το σύστημα 

0

0

f

x
f

y

 
 


 δηλαδή το 
2

2

2 10 8 0

2 8 10

xy x y

x y x y

   


 
  (1) 

Παρατηρούμε ότι αν 0x   τότε ( και μόνο τότε ) 0y  . 
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Άρα μία λύση είναι η    , 0,0x y  . Υποθέτοντας ότι 0x   ( και άρα 0y  ) 

πολλαπλασιάζουμε την δεύτερη εξίσωση με y  και την πρώτη με x  και 

καταλήγουμε στο 

2 2 2

2 2 2 2 2

2 10 8 0

2 8 10 0

0

x y x xy

x y xy y x y

x

   
 
      
  

 

Συνεπώς με την υπόθεση ότι 0x   ( και 0y  ) το αρχικό σύστημα ισοδυναμεί με το 

2 2

2

1 και 1

1 και 1

3 και 32 8 10 0
3 και 3

x y

x y x y

x yx y x y
x y

    
                  
     

 

Έτσι οι λύσεις του συστήματος (1) και άρα τα κρίσιμα σημεία της f  είναι τα 

ακόλουθα          0,0 , 1, 1 , 1,1 , 3,3 , 3, 3    . 

Οι δεύτερες μερικές παράγωγοι της f  είναι:  
2

2
2

2 10
f

y
x


 


, 

2

4 8
f

xy
x y


 

 
 και 

2
2

2
2 10

f
x

y


 


 

Η Εσσιανή της f  στο κρίσιμο σημείο  0 0,x y  

είναι:         
2 2 2

2 2
0 0 1 2 0 0 1 0 0 1 2 0 0 22 2
, , , 2 , ,

f f f
Q x y h h x y h x y h h x y h

x x y y

  
  
   

. 

(Ι) Στο κρίσιμο σημείο  0,0  έχουμε: 

 
2

2
0,0 10

f
a

x


  


,  
2

0,0 8
f

x y
 
  
 

 και  
2

2
0,0 10

f

y
 
  


 

Συνεπώς 10 0a     και     22 10 10 8 100 64 36 0a           . 

Άρα το  0,0  είναι τοπικό μέγιστο για την f . 

(ΙΙ) Στο κρίσιμο σημείο  1, 1  έχουμε:  
2

2
1, 1 8

f
a

x


   


,  
2

1, 1 12
f

x y
 
   
 

, 

 
2

2
1, 1 8

f

y
 
   


.  

Συνεπώς  ( 8a    ) και     22 8 8 12 64 144 0a          . Άρα το  1, 1  

είναι σαγματικό σημείο για την f . 

(ΙΙΙ) Στο κρίσιμο σημείο  1,1  έχουμε:  
2

2
1,1 8

f
a

x


   


,  
2

1,1 12
f

x y
 
   
 

, 

 
2

2
1,1 8

f

y
 
   


.  

Συνεπώς  ( 8a    ) και     22 8 8 12 64 144 0a          . Άρα το  1,1  

είναι σαγματικό σημείο για την f . 
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(IV) Στο κρίσιμο σημείο  3,3  έχουμε:  
2

2
2

3,3 2 3 10 8
f

a
x


    


, 

 
2

3,3 4 3 3 8 28
f

x y
 
     
 

 και  
2

2
2

3,3 2 3 10 8
f

y
 
    


 

Συνεπώς ( 8a   και ) 2 2 28 8 28 64 28 0a        . Έτσι το  3,3  είναι επίσης 

σαγματικό σημείο για την f . 

(V) Στο κρίσιμο σημείο  3, 3   έχουμε:    
2

2

2
3, 3 2 3 10 8

f
a

x


       


, 

     
2

3, 3 4 3 3 8 28
f

x y
 
         
 

 και    
2

2

2
3, 3 2 3 10 8

f

y
 
       


. 

Έπεται όπως προηγουμένως ότι 2 2 28 8 28 64 28 0a        . 

Έτσι και το σημείο  3, 3   είναι επίσης σαγματικό σημείο για την f . 

 
3)Να μελετηθούν τα κρίσιμα σημεία της συνάρτησης   
                                       3 3 2, , 3 9f x y z x x y y z     . 

           Λύση Οι μερικές παράγωγοι πρώτης τάξης της f  είναι οι, 23 3
f

x
x


 


, 

23 9
f

y
y


  


, 2

f
z

z





. 

Οι μερικές παράγωγοι της f  δεύτερης τάξης είναι οι 
2

2
6

f
x

x





, 

2

2
6

f
y

y


 


, 

2

2
2

f

z





 όλες οι υπόλοιπες μικτές παράγωγοι της f  δεύτερης τάξης είναι ταυτοτικά 

μηδέν ( 
2

0
f

x y




 
, 

2

0
f

x z




 
, κτλ). 

Έπεται ότι ο Εσσιανός πίνακας της f  στο  0 0 0, ,x y z  είναι ο 

 
0

0 0 0 0

6 0 0

, , 0 6 0

0 0 2

x

f x y z y

 
       
 
 

. 

Η Εσσιανή  0 0 0, ,Q f x y z   είναι η τετραγωνική μορφή: 

     
2 2

2 2
1 2 3 0 0 0 1 0 0 0 22 2
, , , , , ,

f f
Q h h h x y z h x y z h

x y

 
 
 

  
2

2
0 0 0 32
, ,

f
x y z h

z




  

     
2 2 2

0 0 0 1 2 0 0 0 1 3 0 0 0 2 32 , , , , , ,
f f f

x y z h h x y z h h x y z h h
x y x z y z

   
        

 

2 2 2
0 1 0 2 36 6 2x h y h h   ,   3

1 2 3, ,h h h h R  . 
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Τα κρίσιμα σημεία  0 0 0, ,x y z  της f  είναι οι λύσεις του συστήματος 

0

0

0

f

x
f

y

f

z




 





2

2

11 0

3 0 3

0 0

xx

y y

z z

   
 

      
  

 

Συνεπώς τα κρίσιμα σημεία της f  είναι τα ακόλουθα: (α)  1, 3,0 , (β)  1, 3,0 , 

(γ)  1, 3,0   και (δ)  1, 3,0 . 

Έτσι έχουμε: 

(α) Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα  1, 3,0f  είναι το 

     6 6 3 2         , που έχει ρίζες τις 1 6  , 2 6 3   , 3 2  . 

Επειδή οι ρίζες αυτές είναι ετερόσημες το κρίσιμο σημείο  1, 3,0  είναι σαγματικό 

σημείο της f . 

(β) Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα  1, 3,0f   είναι το 

     6 6 3 2        , που έχει ρίζες τις 1 6  , 2 6 3  , 3 2   οι 

οποίες είναι θετικές, άρα το κρίσιμο σημείο  1, 3,0  είναι τοπικό ελάχιστο της f . 

(γ) Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα  1, 3,0f    είναι το 

     6 6 3 2         , που έχει ρίζες τις 1 6   , 2 6 3  , 3 2  . 

Επειδή οι ρίζες αυτές είναι ετερόσημες το κρίσιμο σημείο  1, 3,0   είναι 

σαγματικό σημείο της f . 

(δ) Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα  1, 3,0f   είναι το 

     6 6 3 2          , που έχει ρίζες τις 1 6   , 2 6 3   , 3 2  . 

Επειδή οι ρίζες αυτές είναι ετερόσημες το κρίσιμο σημείο  1, 3,0  είναι σαγματικό 

σημείο της f . 
 

4)Έστω    2 2

2 2
2, , ,

x y

ax by
f x y x y R

e 


  , όπου 0a b  . Αποδείξτε ότι η συνάρτηση 

f  έχει ολικό μέγιστο στο σημείο    0 0, 1,0x y  . 

            Λύση 
     

 

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2

x y x y

x y

ax by e ax by ef x x
x e

 



 
     


=

 
2 2

2 22
x y

x a ax by

e 

 
, 

  2,x y R . 

Έπεται ότι ( λόγω συμμετρίας): 
 

2 2

2 22
x y

y b ax byf

y e 

 



,   2,x y R . 
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Η συνάρτηση  ,f x y  είναι βέβαια C   διαφορίσιμη στο 2R  ως πηλίκο των C   

διαφορίσιμων συναρτήσεων 2 2ax by  ( πολυωνυμική ) και της 
2 2x ye  . 

Λύνουμε τώρα το σύστημα 

0

0

f

x
f

y

 
 


 για να βρούμε τα κρίσιμα σημεία της f . 

Έτσι έχουμε το αλγεβρικό σύστημα:  

 

 
 
 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2
0 0

2 0
0

x y

x y

x a ax by
x ax by ae

y b ax by y ax by b

e





  
         

      


(1). 

Μια προφανής λύση του συστήματος (1) είναι η 0x y  . 

Οι υπόλοιπες λύσεις του (1) είναι οι λύσεις των συστημάτων 
2

0

0

x

by b




 
 και 

2

0

0

y

ax a




 
, οι οποίες είναι οι 0, 1x y   και 0, 1x y    για το πρώτο και 

1, 0x y   και 1, 0x y    για το δεύτερο.  

Έτσι οι λύσεις του (1) και άρα τα κρίσιμα σημεία της f  είναι οι ακόλουθες:  0,0 , 

 0,1 ,  0, 1 ,  1,0 ,  1,0 . 

Παρατηρούμε ότι:  0,0 0f  ,    0,1 0, 1
b

f f
e

    και    1,0 1,0
a

f f
e

   , 

άρα η μεγαλύτερη τιμή είναι η    1,0 1,0
a

f f
e

     (2) 

          Ισχυρισμός: 
 

 
,
lim , 0

x y
f x y


  

          Απόδειξη ισχυρισμού. Προφανώς ισχύει    
2 2

2 2

0 ,
x y

a x y
f x y

e 


  , 

  2,x y R . Θέτουμε 2 2z x y   και παρατηρούμε ότι 

 ,z z x y    . 

Όπως είναι γνωστό από τον Απειροστικό Λογισμό μιας μεταβλητής 

0 0
z zz z

z az

e e     για κάθε a R .  

Έπεται ότι, 
 

 2 2

2 2

,
0

x yx y

a x y

e



     2 2

2 2

,
, 0

x yx y

ax by
f x y

e



  . 

            Έστω τώρα 0   αρκετά μεγάλο ώστε:    , 0 ,
a

x y f x y
e

    . 

( Η ύπαρξη τέτοιου   έπεται από τον ισχυρισμό ). Είναι τότε σαφές ότι, 

    1,0 0, .  

Έπεται τότε ότι:  
 

 
 

 
2, ,

1,0 sup , sup ,
x y x y R

a
f f x y f x y

e  
    (3) 
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Από την (3) συμπεραίνουμε ότι για να βρούμε το 
 

 
2,

sup ,
x y R

f x y


 αρκεί να 

περιοριστούμε στον κλειστό δίσκο   0, . 

Επειδή η f  συνεχής και   0,  συμπαγές σύνολο η f  επιτυγχάνει μέγιστη τιμή 

 0 0,x y  στον δίσκο   0,  άρα και στον 2R . Το σημείο  0 0,x y  θα είναι ένα από 

τα κρίσιμα σημεία της f , δηλαδή ένα από τα  0,0 ,  0,1 ,  0, 1 ,  1,0 ,  1,0 . 

Επειδή από την (2) την μεγαλύτερη τιμή την παίρνει στο  1,0 ,( και το  1,0 ) και η 

τιμή αυτή  είναι    1,0 1,0
a

f f
e

   , έπεται ότι στο  1,0  ( και στο  1,0 ) η 

f παίρνει την μέγιστη τιμή της. 
            
   Συμπέρασμα: Αν 0a b   τότε,    

                  2 2

2 2

0 , 1,0 1,0
x y

ax by a
f x y f f

ee 


       για κάθε   2,x y R . 

Παρατήρηση Το παράδειγμα 4 μπορεί να αντιμετωπιστεί και ως εξής: Η συνάρτηση 

  , 0
z

z
g z z

e
   παίρνει την μέγιστη τιμή της στο 1z   ( όπως μπορεί να ελεγχθεί με 

παραγώγους ή με ένα επιχείρημα συμπάγειας όπως στο παράδειγμα 4). Θέτομε 

2 2z x y   και παρατηρούμε ότι: 2 2 2 2

2 2 2 2

, 0
zx y x y

ax by x y z a
a a z

e ee e 

 
    . 

Επειδή,  1,0
a

f
e

 , έπεται ότι το  1,0  είναι θέση ολικού μεγίστου για την f  

 
Ασκήσεις 

1)Έστω  2: 0,f R    συνεχής συνάρτηση ώστε 
 

 
,
lim , 0

x y
f x y


 . Αποδείξτε 

ότι η f  επιτυγχάνει μέγιστη τιμή στον 2R . Γενικεύστε στον nR . 

2)Έστω 3:f R R  μια τετραγωνική συνάρτηση τριών μεταβλητών  ώστε, 

  2 2 2, ,f x y z ax y z xy xz yz          . Αποδείξτε ότι μπορούμε να 

γράψουμε,    , , , ,

x

f x y z x y z y

z

 
   
 
 

, όπου Α ο συμμετρικός πίνακας, 

        
2 2

       
2 2

        
2 2

a
 

 

  

 
 
 
    
 
  
 

. Γενικεύστε για μια τετραγωνική συνάρτηση 

n  μεταβλητών. 
 

3)Μελετήστε τα κρίσιμα σημεία των συναρτήσεων:  
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(α)     2 22 2 1, 1 x yf x y x y e     , (β)   2 2

9
,

1

x
f x y

x y


 
 

(γ)  , xyf x y e , (δ)   1 1
, 2f x y xy

x y
    

(ε)   2 2 32
,f x y x y

xy
   ,   (στ)    , , 4f x y z xyz x y z     

4)Δείξτε ότι η   2 2 2, ,f x y z x y z    έχει ένα κρίσιμο σημείο, το οποίο δεν 

είναι τοπικό ακρότατο. Περιγράψτε τις επιφάνειες στάθμης της f . 

5)Έστω   2 2 2, , 3 2 2 2f x y z x y z xy xz     . Δείξτε ότι το 0 είναι η ελάχιστη 

τιμή της f . 

6) Θεωρούμε την συνάρτηση f  του παραδείγματος 5( μετά το θεώρημα 13.2) 

(α) Αποδείξτε ότι το  0,0  είναι κρίσιμο σημείο για την f . 

(β)  Υπολογίστε την Εσσιανή  0,0f  και συμπεράνατε ότι το  0,0  είναι 

τοπικό ελάχιστο για την f . 

7)(*) Έστω  ija   συμμετρικός n n  πίνακας. Θέτομε  
, 1

,
n

ij i j
i j

x y a x y


    

όπου    1 1,..., , ,..., n
n nx x x y y y R   . Αποδείξτε ότι: 

(α) Η Β είναι μια συμμετρική διγραμμική μορφή επί του nR , δηλαδή ισχύουν: 
(ι)    , ,x y y x   , (ιι)        , , , ,x y x y x y R         , 

(ιιι)      1 2 1 2, , ,x x y x y x y       

και (άρα) (ιν)      1 2 1 2, , ,x y y x y x y      

(β) Η απεικόνιση  ,nx R x x   είναι μια τετραγωνική μορφή επί του nR  

(γ) Αν η Β είναι μια συμμετρική διγραμμική μορφή επί του nR  με την επιπλέον 
ιδιότητα ότι  , 0, 0x x x     ( η Β είναι θετικά ορισμένη). Τότε η Β λέγεται 

ένα εσωτερικό γινόμενο επί του nR . ( Το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο το 
παίρνουμε θεωρώντας την διγραμμική μορφή  ,x y  που ορίζει ο ταυτοτικός 

n n  πίνακας n ). Αποδείξτε ότι: 

1) Για ένα εσωτερικό γινόμενο  ,x y  ισχύει η ανισότητα Cauchy-Schwartz,    

                                         , , ,x y x x y y     . 

2) Η απεικόνιση  ,nx R x x x


    , έχει τις ιδιότητες της Ευκλείδειας 

νόρμας: 
(ι) 0, nx x R   και 0 0x x   , 

(ιι) , , nx x R x R       και 

(ιιι) , , nx y x y x y R     ( τριγωνική ανισότητα). 

Μια τέτοια απεικόνιση ονομάζεται νόρμα επί του nR .  
[ Υπόδειξη. Για  το (γ) 1). Έστω , nx y R  με 0y  . Παρατηρούμε ότι,  

                    (3)        20 , , 2 , ,x ty x ty x x t x y t y y           
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 για κάθε t R . Η δεξιά πλευρά της ταυτότητας (3) είναι ένα τριώνυμο φ(t)  ως προς 

t  με ελάχιστη τιμή στο 
 
 0

,

,

x y
t

y y


 


. Αντικαθιστώντας το t  με το 0t  στην 

ταυτότητα (3) βρίσκουμε      
 

2

0 0

,
0 , ,

,

x y
x t y x t y x x

y y


      


, από όπου 

έπεται η ζητούμενη ανισότητα. ( Εναλλακτικά παρατηρούμε ότι, επειδή 
  0,t t R     και ο συντελεστής  ,y y  του 2t  είναι θετικός, θα πρέπει η 

διακρίνουσα του τριωνύμου να είναι,       2
4 , 4 , , 0x y x x y y        

επομένως,      , , ,x y x x y y     .). [Καθόσον αφορά το (γ) 2), 

χρησιμοποιήστε την ανισότητα Cauchy-Schwartz  για να αποδείξετε την τριγωνική 
ανισότητα.] 
Άσκηση 8) (*) Έστω   τυχούσα νόρμα στον nR . Αν   συμβολίζει την Ευκλείδεια 

νόρμα, αποδείξτε ότι, υπάρχουν σταθερές 0m   και 0   ώστε για κάθε nx R ,      
                                                      m x x x   . 

[ Υπόδειξη Θέτομε  1max ,..., nn e e   , όπου  1,..., ne e  η συνήθης βάση του 

nR . Αν  1,...,
n

nx x x R   τότε 1 1 ... n nx x e x e  , άρα 
1 1

n n

i i i
i i

x x e x
n 


    . 

Όμως , 1, 2,...,ix x i n   . Επομένως x x    (1). Από την (1) έπεται ότι 

, , nx y x y x y R       η οποία έπεται ότι η   είναι ( Lipschitz και άρα ) 

συνεχής συνάρτηση επί του nR . Η   ως συνεχής επιτυγχάνει ελάχιστη τιμή επί του 

συμπαγούς συνόλου  1 : 1n nS x R x    . Έστω  1min : 0nm x x S    . Η 

ανισότητα , nm x x x R   αποδεικνύεται όπως η αντίστοιχη ανισότητα στο Λήμμα 

13.6.] 
Σχόλιο (*) Έχοντας μια νόρμα στον nR  μπορούμε να ορίσουμε σφαίρες ανοικτά και 
κλειστά σύνολα ( όρια συναρτήσεων και ακολουθιών ) ακριβώς με τον ίδιο τρόπο 
όπως και για την Ευκλείδεια νόρμα. Το αποτέλεσμα που περιγράφεται στην άσκηση 
8) μας λέει ότι όλες οι νόρμες στον nR  είναι μεταξύ τους ισοδύναμες και άρα ορίζουν 
τα ίδια ανοικτά σύνολα ( τις ίδιες συγκλίνουσες  ακολουθίες, συνεχείς συναρτήσεις 
κτλ.) με την Ευκλείδεια νόρμα. Ακόμη σημειώνουμε ότι δεν προέρχονται όλες οι 
νόρμες στον nR  από κάποιο εσωτερικό γινόμενο ( όπως περιγράφεται στην άσκηση 

7)). Ένα παράδειγμα τέτοιας νόρμας είναι η  1
1

, ,...,
n

n
i n

i

x x x x x R


    

Προσοχή η επόμενη παράγραφος που είναι «το θεώρημα της αντίστροφης 
απεικόνισης» αρχίζει πάλι από την σελίδα 152. 
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Το θεώρηµα αντίστροφης απεικόνισης 
 
Έστω RΙ ⊆  ανοικτό διάστηµα, :f RΙ →  διαφορίσιµη της κλάσης 1C  και 

a∈Ι ( ): ' 0f a ≠ . Τότε από την συνέχεια της 'f  υπάρχει 0δ > ( ): ,a aδ δ− + ⊆ Ι  και 

( )' 0f x ≠  για κάθε ( ),x a aδ δ∈ − + . 

Συνεπώς, είτε ( )' 0f x >  για κάθε ( ),x a aδ δ∈ − +  αν ( )' 0f a >  ή ( )' 0f x <  για 

κάθε ( ),x a aδ δ∈ − +  αν ( )' 0f a < . Έπεται ότι η f  είναι 1 1−  στο ( ): ,a aδ δ− +  

( γνήσια µονότονη στο ( ): ,a aδ δ− + ) και ακόµη ότι η ( )1 ,g f a aδ δ−= − +  είναι 

διαφορίσιµη συνάρτηση και ( )
( )
1

'
'

g y
f x

=  για ( ),x a aδ δ∈ − +  και ( )y f x= . 

∆ηλαδή η υπόθεση ότι η f  είναι 1C  στο Ι και ότι ( )' 0f a ≠  για κάποιο a∈Ι  έπεται 

ότι η f  είναι τοπικά αντιστρέψιµη στο a , µε άλλα λόγια αν y  «κοντά» στο ( )f a  

µπορούµε να λύσουµε µοναδικά την εξίσωση ( )y f x=  για x  «κοντά» στο a . Ο 

σκοπός µας είναι η παρουσίαση του αντίστοιχου αποτελέσµατος στις πολλές 
µεταβλητές. 
 
           14.1 Θεώρηµα ( Αντίστροφης απεικόνισης ). Έστω nD R⊆  ανοικτό και 

: n nf D R R⊆ →  1C  απεικόνιση. Αν a D∈  ώστε ( )( )det 0f aJ ≠ , τότε η f  είναι 

τοπικά αντιστρέψιµη στο a , δηλαδή υπάρχουν ανοικτά σύνολα , nU V R⊆  µε a U∈  

και ( )b f a V= ∈ , ώστε η f U  να είναι ( )1 1, f U V− =  και η αντίστροφη απεικόνιση 
1 :g f V U−= →  να είναι της κλάσης 1C . Επί πλέον για τον πίνακα Jacobi της g  

ισχύει:                                 ( )( ) ( )

1

f xg f x
J J

−
 =    για x U∈ . 

Αν η f  είναι της κλάσης , 1pC p ≥ , τότε το ίδιο είναι και η 1g f U−= . 

 
         Σηµείωση. Έστω ( )1,..., nf f f= , το συµπέρασµα µε άλλα λόγια του 

θεωρήµατος είναι το ακόλουθο. 
Αν ( )1,..., ny y y=  είναι σηµείο «κοντά» στο ( )b f a=  τότε το σύστηµα των 

εξισώσεων 

( )
( )

( )

1 1 1

2 1 2

1

,...,

,...,

..........................

,...,

n

n

n n n

f x x y

f x x y

f x x y

=


=


 =

 έχει ακριβώς µια λύση «κοντά» στο a . Επί πλέον η 

εξάρτηση των λύσεων ( ) ( )1 1 1 1,..., ,..., ,...,n n n nx x y y x x y y= =  ( ή ( ) ,1i ix g y i n= ≤ ≤  

όπου 1g f −=  και ( )1,..., ng g g= ) από τα 1,..., ny y  είναι 1C  ( ή pC ). 

Καθόσον αφορά τις µερικές παραγώγους ,1i

i

g
i n

y

∂
≤ ≤

∂
 των λύσεων 

( ) ,1i ix g y i n= ≤ ≤ , παρατηρούµε ότι επειδή ο πίνακας Jacobi ( ) ( ),g yJ y f x=  είναι 
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αντίστροφος του ( )f xJ , όπου ( )
1 ,

i
g y

j i j n

g
J

y
≤ ≤

 ∂
=   ∂ 

 και ( )
1 ,

i
f x

j i j n

f
J

x
≤ ≤

 ∂
=   ∂ 

,οι µερικές 

παράγωγοι, ( ) ,1 ,i

j

g
y i j n

y

∂
≤ ≤

∂
 υπολογίζονται λύνοντας ένα γραµµικό σύστηµα 2n  

εξισώσεων µε 2n αγνώστους, το οποίο προκύπτει από την εξίσωση των πινάκων,                    
                                         [( ) ( ) ( ), ,g y f xJ J y f x x U⋅ = Ι = ∈  ] 

                                     όπου 
1 0

0 1

 
Ι =  

 
 ο ταυτοτικός πίνακας. 

 
         Συµβολισµός: Έστω : n mf U R R⊆ →  διαφορίσιµη συνάρτηση, 

( )1,..., mf f f= . Αν a U∈  τότε ο πίνακας Jacobi ( )f aJ  της f  στο a  µερικές φορές 

θα συµβολίζεται και µε     ( )
( )
( )

( )1

1

,...,

,...,
m

f a
n

f f
J a

x x

∂
=
∂

   ( ( )
1
1

i

i mj
j n

f
a

x ≤ ≤
≤ ≤

 ∂
=   ∂ 

). 

 
          Παραδείγµατα. 1) Η απεικόνιση 2 2:f R R→  που ορίζεται από την, 

( ) ( ), cos , sinx xf x y e y e y= , είναι τοπικά αντιστρέψιµη σε κάθε σηµείο του 2R  αλλά 

δεν είναι 1 1− . 
         Λύση Θέτοµε cosxu e y=  και sinxv e y= . Ο πίνακας Jacobi της f  είναι ο 

( )
( )

, cos sin

, sin cos

x x

f x x

u u

x yu v e y e y
J

v vx y e y e y
x y

∂ ∂ 
 ∂ ∂  ∂ − = = =  ∂ ∂∂    
 ∂ ∂ 

 και η ορίζουσά του είναι η 

( )
( ) ( )2 2 2 2,

det cos sin 0
,

x xu v
e y y e

x y

 ∂
= + = >  ∂ 

 για κάθε ( ) 2,x y R∈ . 

Έπεται προφανώς από το θεώρηµα αντιστρόφου συναρτήσεως ότι η f  είναι τοπικά 

αντιστρέψιµη σε κάθε σηµείο ( ) 2,x y R∈ . Η f  δεν είναι 1 1− , αφού 

( ) ( ), 2 ,u x y u x yπ+ =  και ( ) ( ), 2 ,v x y v x yπ+ =  για κάθε ( ) 2,x y R∈ . 

 
          Παρατηρούµε ότι, το παράδειγµα που εξετάσαµε µας δείχνει ότι το ακόλουθο 
αποτέλεσµα ( συνέπεια του θεωρήµατος Darboux) από τον Λογισµό της µίας 
µεταβλητής δεν ισχύει για συναρτήσεις δύο µεταβλητών:  
Έστω RΙ ⊆  ανοικτό διάστηµα και :f RΙ →  διαφορίσιµη ώστε ( )' 0f x ≠  για κάθε 

x∈Ι , τότε είτε ( )' 0f x >  για κάθε x∈Ι  ή ( )' 0f x <  για κάθε x∈Ι . Εποµένως η f  

είναι γνήσια µονότονη και έτσι είναι 1 1− . 
 

         Σηµείωση. Οι µερικές παράγωγοι , , ,
x x y y

u v u v

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

 υπολογίζονται λύνοντας το 

σύστηµα: 
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1

1 0 1 1
,

0 1 det detf f
f f

x v y v
J J

u y J u x J
−

  ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ = ⇔ = ⋅ = − ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ 

,

1 1
 και 

det detf f

x u y u

v y J v x J

∂ ∂ ∂ ∂
= − ⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
, όπου 2det x

fJ e= . 

Συνεπώς, 
cos

x

x y

u e

∂
=

∂
, 

sin
x

x y

v e

∂
=

∂
, 

sin
x

y y

u e

∂
= −

∂
 και 

cos
x

y y

v e

∂
=

∂
. ( Θέτοµε 1g f −= , 

οπότε, ( ) ( ) ( )( ), , , ,g u v x u v y u v=  και g

x x

u vJ
y y

u v

∂ ∂ 
 ∂ ∂=  
∂ ∂ 

 
∂ ∂ 

). 

 

            Παράδειγµα 2 Θεωρούµε τις εξισώσεις, 
4 4x y

u
x

+
=  και sin cosx y v+ = . 

Κοντά σε ποια σηµεία ( ),x y  µπορούν να επιλυθούν ως προς ,x y  αυτές οι εξισώσεις 

( εννοούµε να εκφράσουµε τα x  και y  ως  ( ),x x u v=  και ( ),y y u v= ); 

            Λύση Εδώ έχουµε την απεικόνιση, ( )2 2: : ,f D R R f u v⊆ → =  µε 

( )
4 4

,
x y

u x y
x

+
=  και ( ), sin cosv x y x y= + . 

Το πεδίο ορισµού της f  είναι το ( ){ }2, : 0D x y R x= ∈ ≠ , που βέβαια είναι ανοικτό 

σύνολο. Ο πίνακας Jacobi της f  στο ( ),x y D∈  είναι, 

( )
( )

4 4 3

2

     3 4,      

,
      cos          sin

f

u u
x y y

x yu v
J x x

v vx y
x y

x y

∂ ∂
−∂ ∂∂

= = =
∂ ∂∂

−
∂ ∂

 και η ορίζουσά του: 

( )
( ) ( )

3
1 2 4 4

2

, sin 4
det 3 cos

,

f f y y
y x x

x y x x

 ∂
= − −  ∂ 

 

Σε εκείνα τα σηµεία ( ),x y  όπου αυτή η έκφραση ορίζεται και δεν µηδενίζεται 

µπορούµε να επιλύσουµε τις εξισώσεις ως προς x  και y . Εποµένως µπορούµε να 

επιλύσουµε τις εξισώσεις κοντά σε εκείνα τα σηµεία ( ),x y  για τα οποία 0x ≠  και 

επί πλέον, ( )4 4 3sin 3 4 cosy y x xy x− ≠ . ( Τα σηµεία αυτά συνιστούν ένα ανοικτό 

υποσύνολο του 2R  και άρα του D  ). 

Για παράδειγµα, αν 0 2
x

π
=  και 0 2

y
π

=  τότε 

( )
( )

( )

4 4 4

2
1 2

0 0 2 2

3
, 2 2 2

det , 0
, 4

2 2

f f
x y

x y

π π π
π

π π

     −      ∂      = = = ≠  ∂     
   
   

. Εποµένως µπορούµε να 

λύσουµε τις δοσµένες εξισώσεις ως προς x  και y  κοντά στο ,
2 2

π π 
 
 

. 
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           Σηµείωση: Οι παράγωγοι των λύσεων, , , ,
x x y y

u v u v

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

 υπολογίζονται 

σύµφωνα µε το θεώρηµα αντιστρόφου συναρτήσεως, αντιστρέφοντας τον πίνακα 

Jacobi της f . Έτσι έχουµε: f

u u

x y
J

v v

x y

∂ ∂ 
 ∂ ∂ =
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

, g

x x

u vJ
y y

u v

∂ ∂ 
 ∂ ∂=  
∂ ∂ 

 
∂ ∂ 

. 

( Γράφουµε, 1g f −=  και τότε, ( ) ( ) ( )( ), , , ,g u v x u v y u v= ). Άρα, 

1 0

0 1f g g fJ J J J
 

⋅ = ⋅ =  
 

⇔
1

det f

x v

u y J

∂ ∂
= ⋅

∂ ∂
, 

1

det f

y v

u x J

∂ ∂
= − ⋅

∂ ∂
,

1

det f

x u

v y J

∂ ∂
= − ⋅

∂ ∂
,

1

det f

y u

v x J

∂ ∂
= ⋅

∂ ∂
. 

Έτσι βρίσκουµε: 
( )

2

4 4 3
sin

sin 3 4 cos

x x
y

u y y x xy x

∂
= − ⋅

∂ − −
, 

( )
3 2

4 4 3

4

sin 3 4 cos

x y x

v x y y x xy x

∂
= − ⋅

∂ − −
=

( )
3

4 4 3

4

sin 3 4 cos

y x

y y x xy x

−

− −
. 

Ανάλογα υπολογίζουµε και τις παραγώγους ,
y y

u v

∂ ∂
∂ ∂

. 

Παρατηρούµε ότι οι παράγωγοι που βρήκαµε εκφράζονται µέσω των x  και y  και όχι 

των u  και v . Ο υπολογισµός αυτών των παραγώγων σε ένα σηµείο ( )0 0,x y  δίνει την 

τιµή της παραγώγου στο ( ) ( )( )0 0 0 0, , ,u x y v x y . Για παράδειγµα αν 0 0 2
x y

π
= =  τότε 

( ) ( )
3

0 0 0 0, , , 1
4

u x y v x y
π

= = . Έτσι, 
( )

( )3

2
0 0

4 4 3
,1 0 0 0 0 0 04

sin

sin 3 4 cos

x yx

u y y x y x xπ 
  
 

−∂
=

∂ − −
=

2

2

π
. 

( Θυµίζουµε ότι, ( ) ( ), , ,x x u v y y u v= =  και ( )( ) ( )0 00 0

1

,, f x yg f x y
J J

−
   =   

, όπου 1g f −=  

η τοπική αντίστροφη της f  στο ( )0 0,x y .  

Παρατηρούµε ότι το θεώρηµα αντιστρόφου συναρτήσεως µας υποδεικνύει την 
ύπαρξη λύσεων σε εξισώσεις και µας λέει πώς να διαφορίσουµε τις λύσεις αν και 
ενδέχεται να µην είναι δυνατόν να καταγράψουµε τις λύσεις αυτών των εξισώσεων. 
 

3)Έστω : n ng R R→  1C  συνάρτηση, ώστε ( ) 2
, ng x x x R≤ Μ ∈  για κάποια 

σταθερά 0Μ > . Αν : n nL R R→  είναι γραµµικός ισοµορφισµός, τότε η συνάρτηση 

( ) ( ) ( )f x g x L x= + , nx R∈  είναι τοπικά αντιστρέψιµη στο 0. 

Λύση Παρατηρούµε ότι αν : n nT R R→  η σταθερά συνάρτηση 0 ( ( ) 0T x =  για κάθε 
nx R∈ ) τότε ( παρατηρώντας ότι ( )0 0g = )  

( ) ( ) ( )0 0

0

g x g T x

x

− − −

−
=

( ) 2g x x

x x

Μ⋅
≤ = xΜ  για κάθε 0x ≠ . 
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Συνεπώς 
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0
lim lim 0

0x x

g x g T x
x

x→ →

− − −
≤ Μ ⋅ =

−
. Έπεται ότι ( )0 0Dg = Τ = . 

Άρα για την 1C  συνάρτηση, f g L= +  έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0Df Dg DL Dg L L= + = + = . 

Επειδή L  γραµµικός ισοµορφισµός ο πίνακας Jacobi ( )0fJ  ο οποίος ταυτίζεται µε τον 

πίνακα της γραµµικής L  είναι αντιστρέψιµος, έτσι έχουµε το συµπέρασµα 
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Το θεώρηµα πεπλεγµένων συναρτήσεων 
 

Έστω 2:F D R R⊆ →  µια ( τουλάχιστον ) 1C  συνάρτηση ορισµένη στο ανοικτό D  

και ( )0 0,x y D∈  ώστε ( )0 0, 0F x y = . Ενδιαφερόµαστε για την ύπαρξη µοναδικής 

διαφορίσιµης συνάρτησης f  ορισµένης σε µια περιοχή V  του 0x  ώστε ( )0 0y f x=  

και επιπλέον ( )( ), 0F x f x =  για κάθε x V∈ . Το ενδιαφέρον µας αυτό δικαιολογείται 

και από το γεγονός ότι οι επίπεδες καµπύλες ορίζονται συνήθως από εξισώσεις της 
µορφής ( ), 0F x y = . Έτσι θα θέλαµε να γνωρίζουµε, αφενός αν οι καµπύλες αυτές 

είναι τοπικά γραφήµατα διαφορίσιµων συναρτήσεων , δηλαδή αν µπορούµε να 
γράψουµε ( ) ,y f x x= ∈Ι  και συνεπώς ( )( ), 0,F x f x x= ∈Ι , όπου Ι διάστηµα του 

R , και αφετέρου να υπολογίσουµε την παράγωγο 
df

dx
 της f . 

Για παράδειγµα, αν ( ) 2 2, 1F x y x y= + − , τότε για κάθε ( ) 2 2 2
0 0 0 0, : 1x y R x y∈ + =  µε 

0 1x ≠ ± , µπορούµε να ορίσουµε ως ( )f x την κατάλληλη τετραγωνική ρίζα της 

συνάρτησης 21 x− . Το σηµείο 0y  καθορίζει ποια ρίζα πρέπει να πάρουµε: Έτσι αν 

0 0y >  τότε η ( ) ( )21 , 1,1f x x x= − ∈ −  ικανοποιεί την απαίτησή µας ενώ αν 0 0y <  

τότε η ( ) ( )21 , 1,1f x x x= − − ∈ −  είναι η ζητούµενη συνάρτηση. Τα σηµεία ( )1,0  

και ( )1,0−  αποκλείονται καθώς οι συναρτήσεις [ ] 21,1 1x x∈ − → −  και 

[ ] 21,1 1x x∈ − → − −  δεν παραγωγίζονται στα σηµεία 1±  ( εξάλλου υπάρχουν 

σηµεία ( ),0x  πολύ κοντά στο ( )1,0  ή στο ( )1,0−  όπου η τετραγωνική ρίζα της 
21 x−  δεν ορίζεται ). 

Παρατηρούµε ότι αν ( ) ( )0 0, 1,0x y =  ή ( )1,0−  τότε 

( )0 0, 0
F

x y
y

∂
=

∂
. 

Εποµένως, φαίνεται ότι µια συνθήκη του τύπου 

( )0 0, 0
F

x y
y

∂
≠

∂
 είναι αναγκαία ώστε τοπικά να 

υπάρχει µοναδική διαφορίσιµη συνάρτηση f  µε 

( )0 0f x y=  και ( )( ), 0F x f x = . 

Στην γενική περίπτωση, θεωρούµε µια «οµαλή» 
συνάρτηση : n m mF D R R R⊆ × →  και µελετούµε 

την εξίσωση ( ), 0F x y =  ή ισοδύναµα το σύστηµα 

των εξισώσεων  

                                                    

( )
( )

( )

1 1 1

2 1 1

1 1

,..., , ,..., 0

,..., , ,..., 0

.......................................

,..., , ,..., 0

n m

n m

m n m

F x x y y

F x x y y

F x x y y

=


=


 =

 

1

1

-1 x0

y0

O

-1
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Όπου βέβαια, ( )1,..., mF F F= . Ο σκοπός µας είναι να επιλύσουµε το ανωτέρω 

σύστηµα των m − εξισώσεων ως προς τους αγνώστους 1 2, ,..., my y y  και να εκφράσοµε 

τις λύσεις ως συναρτήσεις των 1,..., nx x  δηλαδή 

( )1 1 1,..., ny y x x= ,…, ( )1,...,m m ny y x x= . 

 
           14.2 Θεώρηµα ( Πεπλεγµένης συνάρτησης). Έστω n mD R R⊆ ×  ανοικτό, και 

: mF D R→  συνάρτηση της κλάσης pC  ( 1p ≥ ), ( )1,..., mF F F=  και ( ),a b D∈  µε 

( ), 0F a b =  ( na R∈  και mb R∈ ). Θεωρούµε τον πίνακα    

                                        

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

1

, ..... ,

............................

, ..... ,

m

m m

m

F F
a b a b

y y

F F
a b a b

y y

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 ∆ =
 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

 

( ( ) ( ) ( )( )1, , ,..., ,mF x y F x y F x y= , όπου ( )1,..., nx x x= , ( )1,..., my y y= , ( ),x y D∈ ), 

και υποθέτουµε για την ορίζουσά του ότι det 0∆ ≠ . Τότε υπάρχει ανοικτό σύνολο 
nU R⊆  µε a U∈  και µια µοναδική συνάρτηση : mf U R→  της κλάσης pC  ώστε, 

( )f a b=  και ( )( ), 0F x f x = για κάθε x U∈ . ( Εννοείται ότι ( )U f U D× ⊆ ). 

 
             Σηµείωση. Το θεώρηµα πεπλεγµένης συναρτήσεως µπορεί να αποδειχθεί µε 
εφαρµογή του θεωρήµατος αντιστρόφου συναρτήσεως στην συνάρτηση: 

( ) ( )( ), , ,n m n mx y D R R x F x y R R∈ ⊆ × → ∈ × . 

 
           Παρατήρηση. Από την εξίσωση ( )( ), 0,F x f x x U= ∈  µπορούµε να 

υπολογίσουµε τις µερικές παραγώγους της f , δηλαδή τις 

1 ,..., , 1,2,...,m

i i i

fff
i n

x x x

 ∂∂∂
= = ∂ ∂ ∂ 

, όπου ( )1,..., mf f f= , µε χρήση του κανόνα 

αλυσίδας. 
Έστω για απλότητα 1m = , δηλαδή : nf U R V R⊆ → ⊆  και : nF D R R R⊆ × → . 

Ορίζουµε, : ng U R R→ ×  µε ( )1,..., ,ng fπ π= , όπου iπ   η i  προβολή, 1,2,...,i n=  

και παρατηρούµε ότι, ( )1,..., ,nFog F fπ π= , άρα αν ( )1,..., nx x x U= ∈  τότε,  

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1,..., ,..., , ,..., ,..., ,n n n nFog x x F x x f x x F x x y= =  όπου ( )1,..., ny f x x= . 

Έπεται από τον κανόνα αλυσίδας ότι ( g Fn n

Fog

U R D R R R⊆ → ⊆ × →
�������������������������

) αν 1 i n≤ ≤  

τότε: 
1

n
k

ki k i i i i

Fog F F f F F f

x x x y x x y x

π

=

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∑  (1) αφού, 
0,

1,
k

i

i k

i kx

π ≠∂
= 

=∂ 
. 
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Επειδή όµως, ( )( ), 0F x f x =  για κάθε x U∈ , έπεται ότι ( ) 0
i

Fog
x

x

∂
=

∂
 για κάθε 

x U∈ . Συνεπώς η (1) δίνει 0
i i

F F f

x y x

∂ ∂ ∂
+ ⋅ =

∂ ∂ ∂
⇔ i

i

F

xf
Fx
y

∂
∂∂

= −
∂∂
∂

, όπου ο υπολογισµός 

γίνεται στα σηµεία x U∈  µε ( ) 0
F

x
y

∂
≠

∂
. 

Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση που 1m =  ο πίνακας ∆  του θεωρήµατος 

πεπλεγµένης συνάρτησης ( είναι 1 1×  και ) είναι ο αριθµός ( ), 0
F

a b
y

∂
≠

∂
. 

Στην γενική περίπτωση οι ,1 ,1j

i

f
i n j m

x

∂
≤ ≤ ≤ ≤

∂
 της συνάρτησης ( )1,..., mf f f=  

υπολογίζονται ως εξής. Από τον κανόνα της αλυσίδας για την συνάρτηση 
: n mFog U R R⊆ →  όπου ( )1 1,..., , ,...,n mg f fπ π=  έχουµε για το διαφορικό της Fog  

στο x U∈ , ( )1,..., nx x x= , ( ) ( ) ( ) ( )0 D Fog x DF y oDg x= =  όπου 

( ) ( ) ( )( )1 1 1 1,..., , ,..., ,..., ,...,n n m ny g x x x f x x f x x= =  

Άρα για τους αντίστοιχους πίνακες Jacobi έχουµε: 

( )( ) ( ) ( )0 D Fog x DF y Dg x= = ⋅            ή ( )0 ,
I

A B
C

 
= ⋅ 

 
 (1), όπου, 

1 1

1

1

n

m m

n

F F

x x

A

F F

x x

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 =
 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

, 

1 1

1

1

m

m m

m

F F

y y

B

F F

y y

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 =
 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

, 

1 1

1

1

n

m m

n

f f

x x

C

f f

x x

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 =
 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

  

και I ο ταυτοτικός n n×  πίνακας . 
Έπεται από την (1) ότι, 0 A BC= + ή 1C B A−= − . 
Από την τελευταία εξίσωση υπολογίζουµε τις ζητούµενες µερικές παραγώγους 

,1 ,1j

i

f
i n j m

x

∂
≤ ≤ ≤ ≤

∂
 της συνάρτησης f . 

 
             Παράδειγµα 1 Έστω ότι δίδεται το σύστηµα των εξισώσεων: 

( )
2

3 2 6

0
 

0

xu yv

xv y u

 + =
Σ 

+ =
 

(α) Μπορεί το (Σ) να επιλυθεί ως προς u  και v  συναρτήσει των x  και y  κοντά στα 
σηµεία: (ι) 1, 1, 1x y u= = − =  και 1v = −  
και (ιι) 0, 1, 0, 0x y u v= = = = ; 

(β) Υπολογίστε την 
u

x

∂
∂

 στο 1x =  και 1y = −  και 0, 1x y= = , αν υπάρχει. 

           Λύση Θεωρούµε την συνάρτηση ( )2 2 2
1 2: , ,F R R R F F F× → =  όπου, 

( ) 2
1 , , ,F x y u v xu yv= +  και ( ) 3 2 6

2 , , ,F x y u v xv y u= + . Η F  είναι της κλάσης C∞  στο 
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2 2 4R R R× ≅  και ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 3 2 61, 1,1, 1 1 1 1 1 ,1 1 1 1 0,0F − − = ⋅ + − ⋅ − ⋅ − + − ⋅ = , 

επίσης ( ) ( )0,1,0,0 0,0F = . 

Θέλουµε να διαπιστώσουµε αν µπορούµε να λύσουµε το σύστηµα ως προς ( ),u x y  

και ( ),v x y .  

Έτσι θεωρούµε την ορίζουσα, 

1 1

2 5 2
2 2

             2
det

6    3
    

F F
x yvu v

F F y u xv
u v

∂ ∂
∂ ∂∆ = = =
∂ ∂
∂ ∂

2 2 3 53 12x v y u v− . 

Στο σηµείο ( ) ( ), , , 1, 1,1, 1x y u v = − −  έχουµε ότι 
1   2

det 9 0
6   3

∆ = = − ≠ . Έπεται από το 

θεώρηµα πεπλεγµένης συνάρτησης ότι υπάρχει µοναδική λύση του (Σ) ως προς 

( ) ( ), , ,u x y v x y  κοντά στο σηµείο ( ) ( ), , , 1, 1,1, 1x y u v = − − . 

∆ιαφορίζοντας ως προς x  τις εξισώσεις του συστήµατος (Σ) βρίσκουµε:  

( ) ( ) ( ) 2
2 2x yu v

xu yv u x v y
x x x x x

∂ ∂∂ ∂ ∂
+ = ⋅ + ⋅ + ⋅ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= 2 0

u v
u x yv

x x

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
 και 

( ) ( ) 3 2 6
3 2 6 3 6 2x v y u

xv y u v x u y
x x x x x

∂∂ ∂ ∂ ∂
+ = ⋅ + + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= 3 2 2 53 6

v u
v xv y u

x x

∂ ∂
+ ⋅ + ⋅

∂ ∂
= 0

. 

∆ηλαδή (Σ΄) 
3 2 2 5 3 2 5 2

2 0 2 0

3 6 0 6 3 0

u v u v
u x yv u x yv

x x x x
v u u v

v xv y u v y u xv
x x x x

 ∂ ∂  ∂ ∂ + + = + + =     ∂ ∂ ∂ ∂⇔   
∂ ∂ ∂ ∂   + + = + + =

  ∂ ∂ ∂ ∂  

 

Θέτοντας 1, 1, 1x y u= = − =  και 1v = −  στις παραπάνω εξισώσεις καταλήγουµε στο 

σύστηµα: 
1 2 0

1 6 3 0

u v

x x
u v

x x

∂ ∂ + + = ∂ ∂


∂ ∂− + + =
 ∂ ∂

Απαλείφοντας την 
v

x

∂
∂

 βρίσκουµε: 
5

9

u

x

∂
=

∂
  και 

7

9

v

x

∂
= −

∂
   ( εννοείται στο σηµείο, ( ) ( ), 1, 1x y = − ). 

Καθόσον αφορά το σηµείο 0, 1, 0x y u= = =  και 0v = , παρατηρούµε ότι det 0∆ = , 
έτσι το θεώρηµα πεπλεγµένης συνάρτησης δεν µπορεί να αποφανθεί αν οι εξισώσεις 
του (Σ) επιλύονται µοναδικά σε αυτό το σηµείο. 
Παρατηρούµε ακόµη ότι η ορίζουσα του συστήµατος (Σ΄) συµπίπτει µε την 

2 5 2

          2
det

6    3

x yv

y u xv
∆ =  η οποία για 0, 1, 0, 0x y u v= = = =  µηδενίζεται. Έτσι η 

u

x

∂
∂

 στο 

0, 1x y= =  δεν υπάρχει. 
 
          Σηµείωση ∆ιαφορίζοντας ως προς y  τις εξισώσεις του (Σ) και θέτοντας στις 
προκύπτουσες εξισώσεις 1, 1, 1x y u= = − =  και 1v = −  µπορούµε να υπολογίσουµε 

τις παραγώγους, 
u

y

∂
∂

 και 
v

y

∂
∂

 στο ( ) ( ), 1, 1x y = − . 
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         Επανερχόµαστε τώρα στο ερώτηµα που θέσαµε στην αρχή αυτής της 
παραγράφου και το επιλύουµε, µε την βοήθεια του θεωρήµατος πεπλεγµένης 
συνάρτησης, για συναρτήσεις τριών µεταβλητών. Η γενίκευση στις n − διαστάσεις 
αφήνεται ως άσκηση. 
 
        Εφαρµογή  Η επιφάνεια στάθµης έστω S  που ορίζεται από την εξίσωση 

( ) 0, ,F x y z c= , όπου ( ), ,F x y z είναι µια 1C  συνάρτηση, είναι τοπικά το γράφηµα 

µιας 1C  συνάρτησης δύο µεταβλητών στο σηµείο ( )0 0 0, ,x y z S∈ , υπό την 

προϋπόθεση ότι ( )0 0 0, , 0F x y z∇ ≠ . 

Πράγµατι, έστω ότι η F  ορίζεται και είναι 1C  στο ανοικτό υποσύνολο D  του 3R  και 
έστω ακόµη ( )0 0 0, ,x y z S∈  µε ( )0 0 0, , 0F x y z∇ ≠ . Άρα µία τουλάχιστον από τις 

µερικές παραγώγους της F  στο ( )0 0 0, ,x y z  δεν µηδενίζεται. Ας υποθέσουµε ότι 

( )0 0 0, , 0
F

x y z
z

∂
≠

∂
. Εφαρµόζουµε το θεώρηµα πεπλεγµένης συνάρτησης στην 

0g F c= − , συνεπώς ( )0 0 0, , 0g x y z =  και ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , , , 0
g F

x y z x y z
z z

∂ ∂
= ≠

∂ ∂
. 

Έπεται ότι υπάρχουν 2U R⊆ και V R⊆  ανοικτά σύνολα µε ( )0 0,x y U∈ , 0z V∈  και 

µια µοναδική 1C  συνάρτηση :f U V→  µε ( )0 0 0,f x y z=  ώστε  

                                 ( )( ), , , 0g x y f x y =  για κάθε ( ),x y U∈ . 

Ισοδύναµα: ( )( ) 0, , ,F x y f x y c=  για κάθε ( ),x y U∈ . 

Έτσι η επιφάνεια στάθµης S  που ορίζεται από την εξίσωση ( ) 0, ,F x y z c=  

ταυτίζεται πλησίον του ( )0 0 0, ,x y z  µε το γράφηµα µιας 1C − συνάρτησης 
2:f U R R⊆ → . Έπεται ιδιαίτερα ότι αν ( ), , 0F x y z∇ ≠  για κάθε ( ), ,x y z S∈  τότε: 

Για κάθε ( ), ,x y z S∈  η S  πλησίον του ( ), ,x y z  ταυτίζεται µε το γράφηµα µιας 
1C − συνάρτησης δύο µεταβλητών. 

Σηµειώνουµε ακόµη ότι: ( )
( )

( )

( )

( )

0 0 0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0

, , , ,
,

, , , ,

g F
x y z x y zf x xx y

g Fx x y z x y z
z z

∂ ∂
∂ ∂ ∂= − = −

∂ ∂∂
∂ ∂

 και 

( )
( )

( )

( )

( )

0 0 0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0

, , , ,
,

, , , ,

g F
x y z x y z

f y y
x y

g Fy x y z x y z
z z

∂ ∂
∂ ∂ ∂

= − = −
∂ ∂∂
∂ ∂

. 

Από τις εξισώσεις αυτές παίρνουµε και την εξίσωση του εφαπτόµενου επιπέδου Ε της 
S  στο ( )0 0 0, ,x y z :  

                                   ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , , , 0x x y y z z g x y z− − − ⋅∇ = ,  

( πρβλ και τον σχετικό ορισµό στην παράγραφο για τις επιφάνειες στάθµης. ) 
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            Παράδειγµα 2. Θεωρούµε την επιφάνεια S  που ορίζεται από την εξίσωση 
3 2 2 33 8 3 1x y xz z y+ + − = . Να βρεθούν  σηµεία ( ), ,x y z  της επιφάνειας S  πλησίον 

των οποίων η S  ταυτίζεται µε το γράφηµα µιας 1C  συνάρτησης ( ),z f x y= . 

            Λύση Θα χρησιµοποιήσουµε την εφαρµογή του θεωρήµατος πεπλεγµένης 
συνάρτησης που συζητήσαµε προηγουµένως. 
Έστω ( ) 3 2 2 3, , 3 8 3 1F x y z x y xz z y= + + − − . Η F  είναι βέβαια C∞  συνάρτηση (ως 

πολυωνυµική) και η επιφάνεια S  ορίζεται από την εξίσωση ( ), , 0F x y z = . 

Ουσιαστικά ο στόχος µας είναι να επιλύσουµε την εξίσωση ( ), , 0F x y z =  ως προς z  

ώστε το z  να εκφράζεται ως συνάρτηση µόνο των µεταβλητών x  και y . Από την 
προηγούµενη εφαρµογή αυτό µπορεί να γίνει κοντά σε εκείνα τα σηµεία 

( )0 0 0, ,x y z S∈  ώστε, ( )0 0 0, , 0
F

x y z
z

∂
≠

∂
 (1). Επειδή, 216 9

F
xz z y

z

∂
= −

∂
, έπεται από 

την (1) ότι τα ζητούµενα σηµεία ( ), ,x y z S∈  είναι εκείνα για τα οποία ισχύει, ότι, 

( )216 9 0 16 9 0xz z y z x zy− ≠ ⇔ − ≠ ⇔ 0z ≠  και 16 9 0x zy− ≠ . Για παράδειγµα τα 

σηµεία του 3R , 3
2

0,1,
3

 
  
 

 και 3
1 1

0, ,
3 3

 
−  

 
 ικανοποιούν αυτές τις προϋποθέσεις. 

 
Ασκήσεις 

1)Αποδείξτε ότι η εξίσωση 53 4xy z xz+ + =  λύνεται ως προς z  σαν συνάρτηση του 

( ),x y  κοντά στο ( )1,0,1 . Υπολογίστε τις 
z

x

∂
∂

 και 
z

y

∂
∂

 στο ( )1,0 . 

 
2)Ελέγξτε απ’ ευθείας ( χωρίς την χρήση του θεωρήµατος πεπλεγµένης συνάρτησης) 
σε ποια σηµεία µπορούµε να λύσουµε την εξίσωση, ( ) 2, 3 1 0F x y y y x= + + + =  ως 

προς y  συναρτήσει του x . Στην συνέχεια επαληθεύστε την απάντηση σας µε την 
απάντηση που δίνει το θεώρηµα πεπλεγµένης συνάρτησης. 

Υπολογίστε την 
dy

dx
. 

 

3) ∆είξτε ότι το σύστηµα των εξισώσεων 

23 0

2 0

2 2 3 2 0

x y z u

x y z u

x y z u

 + − + =


− + + =
 + − + =

 µπορεί να επιλυθεί 

ως προς , ,x y u  συναρτήσει του z , ως προς , ,x z u  συναρτήσει του y , ως προς , ,y z u  
συναρτήσει του x , αλλά όχι ως προς , ,x y z  συναρτήσει του u . 
 
4)Θεωρούµε την πολυωνυµική συνάρτηση ( ) 3 2 3 2, 2 3 2 3f x y x x y y= − + + . 

(α) Βρείτε τα (τέσσερα) σηµεία ( ),x y  του 2R  στα οποία ισχύει ( ), 0f x y∇ = . 

Αποδείξτε ότι η f  έχει ακριβώς ένα τοπικό µέγιστο και ένα τοπικό ελάχιστο στο 2R . 

(β) Έστω S  η καµπύλη του 2R  που ορίζεται από την εξίσωση ( ), 0f x y = . Να 

βρεθούν εκείνα τα σηµεία ( )0 0,x y  της S  που δεν έχουν καµία περιοχή U  στην 
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οποία η εξίσωση ( ), 0f x y =  να µπορεί να επιλυθεί ως προς y  συναρτήσει του x  (ή 

ως προς x  συναρτήσει του y ). 
 

5)Έστω ( ) ( ) ( ){ }
2 2

2
2 2 2 2

, , , , 0,0
x y xy

f x y x y R
x y x y

 −
= ∈ − + + 

. Αντιστρέφεται τοπικά η 

f  κοντά στο σηµείο ( )0,1 ; 

 
6)∆είξτε ότι η επιφάνεια της µοναδιαίας σφαίρας του 3R , 

( ){ }2 3 2 2 2, , : 1S x y z R x y z= ∈ + + =  έχει την ιδιότητα ότι για κάθε ( ) 2, ,a Sβ γ ∈  η 
2S  κοντά στο ( ), ,a β γ  είναι το γράφηµα µιας συνάρτησης δύο µεταβλητών. Τέτοιες 

επιφάνειες ονοµάζονται συνήθως οµαλές επιφάνειες   και ο ορισµός αυτός 
επεκτείνεται εύκολα στον ( 2)nR n ≥ . Γενικεύστε το παραπάνω αποτέλεσµα για την 

Ευκλείδεια µοναδιαία σφαίρα του ( 2)nR n ≥ . 
 
7)∆είξτε ότι οι επιφάνειες, του 3R  που ορίζονται από τις εξισώσεις: 

4 3 2 1 0x y z− + − = , 4 22 1 0x y z+ + − =  και 5 2 32 3 2 0x y z+ + − =  είναι οµαλές. 
 
8)∆είξτε ότι η επιφάνεια που ορίζεται από την εξίσωση 2 2 2 0x y z+ − =  δεν είναι 

οµαλή κοντά στο ( )0,0,0  
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 Ακρότατα υπό συνθήκη και οι πολλαπλασιαστές του Lagrange 
 

Ας υποθέσουµε ότι ένας δεδοµένος χώρος θερµαίνεται και η θερµοκρασία στο σηµείο 

( ), ,x y z  αυτού του χώρου δίδεται από την συνάρτηση ( ), ,x y zΤ . Ας υποθέσουµε ότι 

η επιφάνεια ( ),z f x y=  βρίσκεται σ’ αυτόν τον χώρο και ότι θέλουµε να βρούµε το 

σηµείο ( )0 0 0,z f x y=  αυτού του χώρου όπου η θερµοκρασία είναι µέγιστη (ή 

ελάχιστη). Με άλλα λόγια ποια είναι η µέγιστη ( ή η ελάχιστη) τιµή της Τ κάτω από 
την συνθήκη ( ή περιορισµό) ( ),z f x y=  και που αυτή  η µέγιστη τιµή 

επιτυγχάνεται;  
Ο σκοπός µας σ’ αυτήν την παράγραφο είναι να συζητήσουµε µεθόδους που να 
αντιµετωπίζουν προβλήµατα αυτού του τύπου. Μια πολύ κοµψή και χρήσιµη µέθοδος 
για την επίλυση τέτοιων προβληµάτων αναπτύχθηκε από τον Lagrange.  
 
         15.1 Θεώρηµα ( των πολλαπλασιαστών του Lagrange) 
Έστω nU R⊆  ανοικτό και :f U R→  1C  συνάρτηση. Έστω ακόµη :g U R→  1C  

συνάρτηση, 0x U∈
���

, ( )0g x c=
���

 και S  η επιφάνεια στάθµης που ορίζεται από την 

εξίσωση ( )g x c=
�

( δηλαδή ( ){ }:S x U g x c= ∈ =
� �

). Υποθέτουµε ότι ( )0 0g x∇ ≠
���

. 

Αν η f S ,  δηλαδή ο περιορισµός της f  στο S , έχει τοπικό ακρότατο στο σηµείο 

0x
���

, τότε υπάρχει πραγµατικός λ  ώστε ( ) ( )0 0f x g xλ∇ = ∇
��� ���

. 

         Απόδειξη: Ας υποθέσουµε για λόγους απλότητας ότι 3n = . Έστω ότι το 

( )0 0 0 0, ,x x y z=
���

 είναι τοπικό µέγιστο για την f S , εποµένως υπάρχει 0δ >  και µια 

σφαίρα ( )0,x UδΒ ⊆
���

 ώστε αν ( )0,x x Sδ∈Β
� ���

∩  τότε ( ) ( )0f x f x≤
� ���

. Μπορούµε να 

υποθέσουµε, εν ανάγκη περιορίζοντας τις f  και g  στη σφαίρα ( )0,x δΒ
���

 ότι 

( )0,U x δ= Β
���

. Όπως γνωρίζουµε το εφαπτόµενο επίπεδο Ε της επιφάνειας S  στο 0x
���

 

ορίζεται από την εξίσωση ( ) ( )0 0 0 0, , 0x x y y z z g x− − − ⋅∇ =
���

 (1). 

Ο ορισµός αυτός δικαιολογείται, όπως είδαµε στην σχετική παράγραφο, από το 

γεγονός ότι αν [ ]: ,a b Sγ →  1C  καµπύλη της S  µε ( ) 00 xγ =
���

 ( 0a b< < ) και ( )' 0γ  

είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα της γ  στο 0t =  τότε το ( )' 0γ  είναι κάθετο στο 

( )0g x∇
���

 ( ( ) ( )0' 0 g xγ ⊥ ∇
���

). Επειδή η f S  έχει µέγιστο 0x
���

 η [ ]: ,fo a b Sγ →  έχει 

µέγιστο στο 0t = , άρα από το θεώρηµα του Fermat  του Λογισµού της µιας 

µεταβλητής ( ) 0 0t

d
fo

dt
γ = = .  

Από την άλλη µεριά ο κανόνας της αλυσίδας δίνει ότι 

( ) ( ) ( )0 00 ' 0t

d
fo f x

dt
γ γ== = ∇ ⋅

���
. 

Συµπεραίνουµε από τις παραπάνω παρατηρήσεις ότι το διάνυσµα ( )0f x∇
���

 είναι 

κάθετο στο εφαπτόµενο διάνυσµα ( )' 0γ  της γ , το οποίο είναι βέβαια παράλληλο µε 

το επίπεδο Ε που ορίζεται από την εξίσωση (1). 
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Ισχυριζόµαστε ότι το ( )0f x∇
���

 είναι κάθετο στο Ε και συνεπώς παράλληλο µε το 

διάνυσµα ( )0g x∇
���

. Πράγµατι, έστω v
�

 τυχόν µη µηδενικό διάνυσµα παράλληλο µε το 

Ε, εποµένως υπάρχει ( ), ,x x y z= ∈Ε
�

 ώστε 0v x x= −
� � ���

. Είναι αρκετό να δείξουµε ότι 

το v
�

 είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα καµπύλης σ  της S  στο ( ) 00 xσ = .  Όπως είναι 

γνωστό, από µια εφαρµογή του θεωρήµατος πεπλεγµένης συνάρτησης ( σελίδα 151 ), 

εφόσον ( )0 0g x∇ ≠
���

 η επιφάνεια S  πλησίον του 0x
���

 είναι το γράφηµα µιας 

συνάρτησης δύο µεταβλητών έστω ( ),z h x y= , ( δηλαδή υπάρχουν 2V R⊆  ανοικτό, 

RΙ ⊆  ανοικτό διάστηµα µε ( )0 0, ,V U x y V×Ι ⊆ ∈  και µοναδική 1C  συνάρτηση 

:h V R→Ι ⊆  ώστε ( )0 0 0,h x y z=  και ( )( ), , ,g x y h x y c=  για κάθε ( ),x y V∈ ). 

Θεωρούµε την καµπύλη που ορίζεται µε τον τύπο ( όπου ( ), ,x x y z= ∈Ε
�

 ώστε 

0 0v x x= − ≠
� � ���

) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )0 0 0 0 0 0 0 0, , ,t x t x x y t y y h x t x x y t y yσ = + − + − + − + − . 

Πρέπει να είναι σαφές ότι για 0ε >  αρκετά µικρό η σ  ορίζεται στο ( ),ε ε−  και είναι 

µια 1C  καµπύλη της S . Παρατηρούµε ότι 

( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 00 , , , , ,x y h x y x y z xσ = = =
���

.  

Από τον κανόνα αλυσίδας έπεται ότι 

( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0 0 0 0 0 0' 0 , , , ,t

d h h
x x y y x y x x x y y y

dt x y

σ
σ =

 ∂ ∂
= = − − − + − ∂ ∂ 

 (2)  

Η συνάρτηση 2:h V R R⊆ →  είναι 1C  εποµένως το γράφηµά της έχει εφαπτόµενο 

επίπεδο στο ( )0 0 0 0, ,x x y z=
���

 το οποίο έχει εξίσωση της µορφής 

( )( ) ( )( )0 0 0 0 0 0 0, ,
h h

z z x y x x x y y y
x y

∂ ∂
= + − + −

∂ ∂
  (3) 

Το επίπεδο που ορίζεται από την (3) ταυτίζεται όµως µε το επίπεδο Ε που ορίζεται 

από την (1), αφού η S  και το γράφηµα της h  πλησίον του ( )0 0 0 0, ,x x y z=
���

 

ταυτίζονται. Με περισσότερη ακρίβεια έχουµε ( όπως προκύπτει από τους 
υπολογισµούς που κάναµε στην εφαρµογή του θεωρήµατος πεπλεγµένης συνάρτησης 

της σελίδας 151 ) ότι ( )
( )
( )

0

0 0

0

,

g
xh xx y

gx x
z

∂
∂ ∂= −

∂∂
∂

���

���  και ( )
( )

( )

0

0 0

0

,

g
x

h y
x y

gy x
z

∂
∂ ∂

= −
∂∂
∂

���

��� . 

Αντικαθιστώντας αυτές τις δύο ισότητες στην (3) παίρνουµε την (1). Από την (3) και 
την (2) έπεται αµέσως ότι το εφαπτόµενο διάνυσµα της σ  στο 0t =  είναι το 

( ) ( )0 0 0' 0 , ,x x y y z z vσ = − − − =
�

. Έπεται, εφόσον η σ  είναι καµπύλη της S , ότι 

( )0f x v∇ ⊥
��� �

. Ουσιαστικά αποδείξαµε ότι το διάνυσµα ( )0f x∇
���

 είναι κάθετο σε 

οποιοδήποτε ( µη µηδενικό ) διάνυσµα παράλληλο του επιπέδου Ε, συνεπώς το 

( )0f x∇
���

 είναι πράγµατι κάθετο στο Ε. 
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Εφόσον τα διανύσµατα ( )0f x∇
���

 και  ( )0g x∇
���

 είναι κάθετα στο ίδιο επίπεδο, είναι 

µεταξύ τους παράλληλα και άρα αφού ( )0 0g x∇ ≠
���

 συµπεραίνουµε ότι το ( )0f x∇
���

 

είναι πολλαπλάσιο του ( )0g x∇
���

, που είναι και το συµπέρασµα του θεωρήµατος. 

 
         Έπεται προφανώς από το προηγούµενο θεώρηµα το ακόλουθο αποτέλεσµα 
γεωµετρικού χαρακτήρα. 
 
         15.2 Πόρισµα. Αν η συνάρτηση f  περιορισµένη σε µια επιφάνεια S  έχει 

τοπικό ακρότατο στο 0x
���

 τότε το ( )0f x∇
���

 είναι κάθετο στην S  στο 0x
���

. 

 
         Παρατηρήσεις. 1) Τα προηγούµενα αποτελέσµατα µας υποδεικνύουν ότι για να 
βρούµε τα ακρότατα µιας συνάρτησης υπό συνθήκη ( περιορισµό ) πρέπει να 

ψάξουµε ανάµεσα σε εκείνα τα 0x
���

 που ικανοποιούν τα συµπεράσµατα του 

θεωρήµατος ή του πορίσµατος. Το αν αυτά είναι πράγµατι µέγιστα ή ελάχιστα ή 
τίποτα από τα δύο, πρέπει να ελεγχθεί µε άλλους τρόπους, πχ µε γεωµετρικά 
επιχειρήµατα. 
2) Ο αριθµός λ  που εµφανίζεται στην απόδειξη του προηγούµενου θεωρήµατος 
ονοµάζεται πολλαπλασιαστής του Lagrange. 
 
          Το θεώρηµα των πολλαπλασιαστών του Lagrange γενικεύεται µε τον ακόλουθο 
τρόπο. 
 
          15.3 Θεώρηµα. Έστω nU R⊆  ανοικτό και :f U R→  1C  συνάρτηση. Έστω 

ακόµη 1,..., :kg g U R→ , k − το πλήθος 1C  συναρτήσεις όπου k n<  και S  η 

επιφάνεια που ορίζεται από τις εξισώσεις ( )1 1 1,..., ng x x c= , …., ( )1,...,k n kg x x c= , ( 

δηλαδή ( ) ( ){ }1 1,..., : ,..., , 1,2,...,n nS x x U g x x c kλ λ λ= ∈ = = ). Έστω 0x S∈
���

 ώστε τα 

διανύσµατα ( ) ( )1 0 0,..., kg x g x∇ ∇
��� ���

 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Αν η f  περιορισµένη 

στην S ( δηλαδή η f S ) έχει τοπικό ακρότατο τότε υπάρχουν σταθερές 1,..., k Rλ λ ∈  

ώστε                             ( ) ( ) ( )0 1 1 0 0... k kf x g x g xλ λ∇ = ∇ + + ∇
��� ��� ���

. 

 
Η απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος είναι ανάλογη µε την απόδειξη του 
θεωρήµατος των πολλαπλασιαστών του Lagrange και έτσι παραλείπεται.  
 
          Παρατήρηση. Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι για να βρούµε τις θέσεις 
ακροτάτων τιµών µιας συνάρτησης πάνω σε µια επιφάνεια ( ή τοµή επιφανειών ) 
πρέπει να επιλύσουµε ένα σύστηµα εξισώσεων, πχ στην περίπτωση του θεωρήµατος 

nikol

nikol
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15.1 πρέπει να επιλύσουµε το σύστηµα 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1
1 1

1 1

1

,..., ,...,

............................................

,..., ,...,

,...,

n n

n n
n n

n

f f
x x x x

x x

f f
x x x x

x x

g x x c

λ

λ

∂ ∂ =∂ ∂


 ∂ ∂ =
∂ ∂


=

ως προς 

1,..., nx x  και λ   

          Παραδείγµατα 1) Να βρεθεί σηµείο πάνω στην επιφάνεια 2 1z xy− =  το οποίο 

είναι πλησιέστερα στο ( )0,0,0Ο = . 

          Λύση Αυτό που ζητάµε είναι να ελαχιστοποιήσουµε την συνάρτηση 
2 2 2x y z+ + , ισοδύναµα την συνάρτηση ( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= + +  πάνω στην 

επιφάνεια S  που ορίζεται από την εξίσωση ( ), , 1g x y z = , όπου ( ) 2, ,g x y z z xy= − . 

Έχουµε ότι  

                                              

2 , 2 , 2

, , 2

f f f
x y z

x y z

g g g
y x z

x y z

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= − = − =

∂ ∂ ∂

. 

Θα επιλύσουµε σύµφωνα µε το θεώρηµα των πολλαπλασιαστών του Lagrange, το 

σύστηµα: ( ), , , , , 1
f g f g f g

g x y z
x x y y z z

λ λ λ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = = = = 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ως προς , ,x y z  και λ . 

Αντικαθιστώντας  τις µερικές παραγώγους βρίσκουµε το σύστηµα  

( ) ( ) ( ){ }22 ,2 ,2 2  και 1x y y x z z z xyλ λ λ= − = − = − = . 

Η τρίτη εξίσωση του συστήµατος µας δίνει 1λ =  υπό την προϋπόθεση ότι 0z ≠ . 

Έτσι οι δύο πρώτες εξισώσεις ( για 1λ =  ) δίνουν 
2

2

x y

y x

= − 
 

= − 
 και το σύστηµα αυτό 

έχει την µηδενική λύση, 0x y= = . Θέτοντας 0x y= =  στην τέταρτη εξίσωση 
βρίσκουµε 1z = ± . 
Έτσι για 1λ =  έχουµε τις λύσεις: ( ) ( )0,0,1 , 0,0, 1− . 

Υποθέτουµε τώρα ότι 0z =  τότε η τέταρτη εξίσωση γίνεται 1xy = − , εποµένως τα x  
και y  είναι και τα δύο διαφορετικά του µηδενός και ετερόσηµα. Το σύστηµα των δύο 

πρώτων εξισώσεων γράφεται, 
2 0

2 0

x y

x y

λ
λ

+ = 
 

+ = 
. 

Αν το δούµε ως γραµµικό σύστηµα των x  και y  τότε η ορίζουσα των συντελεστών 

των αγνώστων είναι η 24 λ− . Αν 24 0λ− ≠ , τότε 0x y= =  και αυτό αποκλείεται, 

εποµένως 24 0 2λ λ− = ⇔ = ± . Η τιµή 2λ = −  αποκλείεται αφού τότε η εξίσωση 

( )2x yλ= −  γίνεται ( )2 2 2x y y= − − = , συνεπώς x y=  ( τα x  και y  οφείλουν να 

είναι ετερόσηµα). Έτσι αποµένει να εξετάσουµε την τιµή 2λ = . Στην περίπτωση 
αυτή η εξίσωση ( )2x yλ= −  γίνεται ( )2 2x y x y= − ⇒ = − , οπότε αντικαθιστώντας 

στην εξίσωση 1xy = −  βρίσκουµε ότι 2 21 1 1x x x− = − ⇔ = ⇔ = ± . Συνοψίζοντας 
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έχουµε ότι στην περίπτωση που 0z =  οι λύσεις του αρχικού συστήµατος είναι οι 
2λ =  και ( )1, 1,0−  και ( )1,1,0− . ( Παρατηρείστε ότι για όλες τις λύσεις που βρήκατε 

ισχύει, ( ), , 0g x y z∇ ≠ ) 

Οι τιµές της συνάρτησης f  στις λύσεις ( ), ,x y z  που βρήκαµε είναι οι ακόλουθες: 

( ) ( )1, 1,0 1,1,0 2f f− = − =  και ( )0,0, 1 1f ± = . 

Έτσι συµπεραίνουµε ότι τα σηµεία ( )0,0,1  και ( )0,0, 1−  της επιφάνειας 2 1z xy− =  

είναι πλησιέστερα στο ( )0,0,0 . Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη αρκεί να 

παρατηρήσουµε ότι 2 1z xy− = ⇒ ( )( )2 2 2 1 0,0, 1x y z f+ + ≥ = ± . 

Πράγµατι, αν 2 1z xy− =  τότε 2 2 2 2 2 1 1x y z x y xy+ + = + + + ≥  αφού 2 2 0x y xy+ + ≥  
για κάθε ,x y R∈ . ( Η τελευταία ανισότητα είναι προφανής συνέπεια της ταυτότητας 

( )( )3 3 2 2x y x y x y xy− = − + +  ). 

2)Να βρεθούν τα σηµεία της ευθείας 1x y+ =  στα οποία η συνάρτηση 

( ) 2 2, 1f x y x y= − −  παίρνει την µέγιστη και την ελάχιστη τιµή υπό την προϋπόθεση 

ότι 0x ≥  και 0y ≥ . 

            Λύση Η καταρχήν συνθήκη είναι η 1x y+ = , έτσι θέτοµε ( ),g x y x y= + . Η 

επί πλέον υπόθεση 0x ≥  και 0y ≥ σηµαίνει ότι αναζητούµε την µέγιστη και την 

ελάχιστη τιµή της f  στο τµήµα εκείνο της ευθείας ( ), 1g x y =  που συνδέει τα 

σηµεία ( )1,0a =  και ( )0,1b = . Επειδή η f  είναι συνεχής και το ευθύγραµµο τµήµα 

[ ] 2,a b R⊆  συµπαγές σύνολο η f επιτυγχάνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή σε σηµεία 

του [ ],a b . Θα χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange. 

Παρατηρούµε ότι 2 , 2 , 1
f f g

x y
x y x

∂ ∂ ∂
= − = − =

∂ ∂ ∂
 και 1

g

y

∂
=

∂
 

Έτσι έχουµε να επιλύσουµε το σύστηµα 

( )
( )

2 1

2 1

1

x

y

x y

λ λ

λ λ

− = =

− = =

 + =

 η µόνη λύση αυτού του 

συστήµατος είναι 
1

2
x y= =  και 1λ = − . Παρατηρούµε ότι        

                                        
2 2

1 1 1 1 1
, 1

2 2 2 2 2
f
     = − − =     
     

. 

Οι τιµές στα άκρα του ευθύγραµµου τµήµατος [ ],a b  είναι 

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

1,0 1 1 0 0

0,1 1 0 1 0

f a f

f b f

= = − − =

= = − − =
 

Έτσι συµπεραίνουµε ότι η µέγιστη τιµή της f περιορισµένης στο [ ],a b  είναι 
1

2
στο 

1 1
,

2 2
 
 
 

 και η ελάχιστη 0 στα σηµεία ( )1,0   και ( )0,1 , αφού ( ) 2 2, 1 0f x y x y= − − ≥  

για κάθε ( ) [ ], ,x y a b∈  
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Σηµειώνουµε ότι στα παραπάνω συµπεράσµατα µπορούµε να καταλήξουµε και 
γεωµετρικά, όπως φαίνεται 
και από το σχήµα 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3) Βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης ( ), ,f x y z x y z= + +  υπό τις συνθήκες 
2 2 2x y+ =  και 1x z+ =  

Λύση Εδώ έχουµε δύο περιορισµούς ( ) 2 2
1 , , 2 0g x y z x y= + − =  και 

( )2 , , 1 0g x y z x z= + − = . 

Η πρώτη εξίσωση είναι η εξίσωση µιας κυλινδρικής επιφάνειας µε βάση τον κύκλο 
2 2 2x y+ =  του xy  επιπέδου και άξονα τον άξονα των z . Η δεύτερη είναι η εξίσωση 

ενός επιπέδου που είναι κάθετο στο xz επίπεδο και διέρχεται από τα σηµεία ( )0,0,1  

και ( )1,0,0 . Αναζητούµε τα ακρότατα της f  στην τοµή αυτών των δύο επιφανειών . 

Πρέπει να βρούµε 1, , ,x y z λ  και 2λ  τέτοια ώστε 

( ) ( ) ( )
( )
( )

1 1 2 2

1

2

, , , , , ,

και , , 0

      , , 0

f x y z g x y z g x y z

g x y z

g x y z

λ λ∇ = ∇ + ∇ 


= 
= 

  (1) 

Παρατηρούµε ότι, ( )1,1,1f∇ = , ( )1 2 , ,0g x y∇ =  και ( )2 1,0,1g∇ =  και επισηµαίνουµε 

ότι τα διανύσµατα ( )1 2 , ,0g x y∇ =   και ( )2 1,0,1g∇ = είναι γραµµικά ανεξάρτητα, 

εφόσον το ( ), ,x y z  ανήκει στην τοµή των δύο επιφανειών. 

Αντικαθιστώντας τις κλίσεις στην πρώτη από τις εξισώσεις του συστήµατος (1) 
καταλήγουµε στο σύστηµα πέντε εξισώσεων µε πέντε αγνώστους ( τους 1 2, , , ,x y z λ λ ) 

                                                            

1 2

1 2

1 2

2 2

1 2 1

1 2 0

1 0 1

2

1

x

y

x y

x z

λ λ

λ λ

λ λ

= + ⋅ 
= + ⋅ 

= ⋅ + ⋅ 
+ = 
+ = 

  (2) 

Από την τρίτη εξίσωση έπεται ότι 2 1λ = , άρα οι δύο πρώτες γίνονται 12 0xλ =  και 

12 1yλ = . Αφού από την δεύτερη πρέπει να είναι 1 0λ ≠  έπεται ότι 0x = . Άρα από τις 

δύο τελευταίες εξισώσεις του συστήµατος (2) συνάγοµε ότι 1z =  και 2y = ±  

O

(1,0)=α

(0,1)=b

M

x

y
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Συνεπώς τα ακρότατα που ζητάµε πρέπει να είναι τα ( )0, 2,1  και ( )0, 2,1− . 

Υπολογίζοντας τις τιµές της f  έχουµε ( )0, 2,1 0 2 1 1 2 0f − = − + = − <  και  

( )0, 2,1 0 2 1 1 2 0f = + + = + > . Άρα το µεν ( )0, 2,1−  δίνει την ελάχιστη τιµή 

και το ( )0, 2,1  την µέγιστη τιµή. 

Σηµειώνουµε ότι το σύνολο ( ){ }3 2 2, , : 2 και 1 0S x y z R x y x z= ∈ + − + − = , δηλαδή 

η τοµή των δύο επιφανειών είναι, όπως εύκολα µπορεί να αποδειχθεί, κλειστό και 
φραγµένο σύνολο, άρα συµπαγές. Έτσι η συνεχής συνάρτηση f  επιτυγχάνει µέγιστη 
και ελάχιστη τιµή στην S . 

 
Ασκήσεις 

1)Βρείτε την µέγιστη τιµή της ( ),f x y xy=  υπό την συνθήκη 2 2 5x y+ =  

 
2)Βρείτε την ελάχιστη τιµή της ( ) 2 2,f x y x y= +  υπό την συνθήκη 1xy =  

 
3)Βρείτε την ελάχιστη τιµή της ( ) 2 2,f x y x y= −  υπό την συνθήκη 2 2 4x y+ =  

 

4)Βρείτε την µέγιστη τιµή της ( ) ( )2, logf x y xy=  υπό την συνθήκη 2 22 3 8x y+ =  

για 0x >  
 
5)Έστω ( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= . ∆είξτε ότι η µέγιστη τιµή της f  στην σφαίρα 

2 2 2 2x y z R+ + =  είναι 
6

27

R
. 

 
6)Βρείτε την ελάχιστη τιµή της ( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= + +  υπό τις συνθήκες 4x y+ =  

και 6y z+ = . 
 
7)Βρείτε την µέγιστη τιµή της ( ), ,f x y z xyz=  υπό τις συνθήκες 2 2 3x y+ =  και 

2y z=  
 
8)Βρείτε την µέγιστη τιµή της ( ), ,f x y z xy xz= +  υπό τις συνθήκες 2 3 5x z+ =  και 

4xy =  
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ΙΙΙ  Ολοκληρωτικός Λογισµός πολλών µεταβλητών 
 

Βασικές έννοιες στη µια µεταβλητή 
 

Έστω [ ]: ,f a b R→  φραγµένη συνάρτηση ( , ,a b R a b∈ < ). Αν 

{ }0 ... nt a t bΡ = = < < =  είναι διαµέριση του [ ],a b  θέτοµε, 

( ) ( )1
1

,
n

k k k
k

U f t t −
=

Ρ = Μ −∑ , όπου ( ) [ ]{ }1sup : ,k k kf t t t t−Μ = ∈ , 1, 2,...,k n=  το άνω 

άθροισµα της f  ως προς Ρ και ( ) ( )1
1

,
n

k k k
k

L f m t t −
=

Ρ = −∑ , όπου 

( ) [ ]{ }1inf : ,k k km f t t t t−= ∈ , 1, 2,...,k n=  το κάτω άθροισµα της f  ως προς Ρ. 

Αποδεικνύονται εύκολα οι ακόλουθες ιδιότητες: 
1) ( ) ( ), ,L f U fΡ ≤ Ρ   για κάθε διαµέριση Ρ του [ ],a b . 

2) Αν QΡ ⊆ ( η Q  είναι λεπτότερη της Ρ ) τότε ( ) ( ), ,L f L f QΡ ≤  και 

( ) ( ), ,U f Q U f≤ Ρ  

3) Για κάθε ζεύγος ,QΡ  διαµερίσεων του [ ],a b  ισχύει ( ) ( ), ,L f U f QΡ ≤  

(Για την απόδειξη θεωρούµε την QΡ∪  και χρησιµοποιούµε την (2)). 
Έπεται ότι: 

( ) [ ]{ }sup , :  διαµέριση του ,L f a bΡ Ρ ≤ ( ) [ ]{ }inf , :  διαµέριση του ,U f a bΡ Ρ . 

Οι αριθµοί  

( ) ( ) [ ]{ }sup , :  διαµέριση του ,
b

a

f x dx L f a b= Ρ Ρ∫ ,

( ) ( ) [ ]{ }inf , :  διαµέριση του ,
b

a

f x dx U f a b= Ρ Ρ∫  ονοµάζονται κάτω και άνω 

ολοκλήρωµα της f . Προφανώς ( ) ( )
b b

a a

f x dx f x dx≤∫ ∫ . 

Η f  λέγεται ότι είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο [ ],a b  αν και µόνο αν : 

( ) ( )
b b

a a

f x dx f x dx=∫ ∫ . Η κοινή τιµή του άνω και κάτω ολοκληρώµατος ονοµάζεται 

ολοκλήρωµα Riemann της f  στο [ ],a b , και συµβολίζεται µε ( )
b

a

f x dx∫  δηλαδή       

                                         ( )
b

a

f x dx∫ = ( ) ( )
b b

a a

f x dx f x dx=∫ ∫ . 

Έστω [ ]: ,f a b R→  φραγµένη συνάρτηση και { }0 ... nt a t bΡ = = < < =  διαµέριση του 

[ ],a b  τότε κάθε άθροισµα της µορφής ( ) ( )1
1

n

k k k
k

f x t t −
=

−∑ , όπου [ ]1,k k kx t t−∈ , 

1, 2,...,k n= , είναι τυχούσα επιλογή ενδιάµεσων σηµείων σχετικά µε την διαµέριση Ρ, 
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ονοµάζεται ένα άθροισµα Riemann ως προς Ρ και συνήθως συµβολίζεται µε ( ),S f Ρ  

ή ( )( ), , kS f xΡ  αν θέλουµε να δώσουµε έµφαση στην επιλογή ενδιάµεσων σηµείων 

( )kx . Παρατηρούµε ότι αν Ρ είναι διαµέριση του [ ],a b  τότε ισχύει 

( ) ( ) ( ), , ,L f S f U fΡ ≤ Ρ ≤ Ρ  για κάθε άθροισµα Riemann ( ),S f Ρ . 

Ο αριθµός ( ) { }1max :1k kt t k nδ −Ρ = − ≤ ≤  ονοµάζεται λεπτότητα της διαµέρισης Ρ. 

Οι ολοκληρώσιµες συναρτήσεις χαρακτηρίζονται µε τον ακόλουθο τρόπο. 
 
         16.1 Θεώρηµα Έστω [ ]: ,f a b R→  φραγµένη συνάρτηση τα ακόλουθα είναι 

ισοδύναµα: 
(ι) Η f  είναι ολοκληρώσιµη 

(ιι) Για κάθε 0ε >  υπάρχει διαµέριση Ρ του [ ],a b  ώστε ( ) ( ), ,U f L f εΡ − Ρ ≤  

(ιιι) Υπάρχει RΙ∈  ώστε, για κάθε 0ε >  υπάρχει 0δ >  τέτοιο ώστε αν  Ρ διαµέριση 

του [ ],a b  µε  ( )δ δΡ ≤  τότε,   ( ),S f εΡ − Ι ≤   

για κάθε άθροισµα Riemann ( ),S f Ρ . ( Τότε, ( )
b

a

f x dxΙ = ∫ .) 

 
Σηµειώνουµε ότι ο ισχυρισµός (ιι) του θεωρήµατος ονοµάζεται κριτήριο του 
Riemann. 
 
Με την βοήθεια της οµοιόµορφης συνέχειας και του κριτηρίου Riemann 
αποδεικνύεται επίσης το ακόλουθο θεµελιώδες. 
 
         16.2 Θεώρηµα Αν η [ ]: ,f a b R→  είναι συνεχής τότε είναι ολοκληρώσιµη 

κατά Riemann 
 
Παρατηρούµε ότι το ίδιο αποτέλεσµα µπορεί να αποδειχθεί ( µε λίγο περισσότερη 
προσπάθεια ) και για µια φραγµένη συνάρτηση µε πεπερασµένο πλήθος ασυνεχειών.  
 
Οι βασικές ιδιότητες του ολοκληρώµατος Riemann περιγράφονται στην  
         16.3 Πρόταση. Έστω [ ], : ,f g a b R→  φραγµένες συναρτήσεις. Τότε ισχύουν 

τα ακόλουθα: 
(ι) Αν οι ,f g  είναι ολοκληρώσιµες τότε και η f gλ µ+  είναι ολοκληρώσιµη και 

ισχύει ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f g x dx f x dx g x dxλ µ λ µ+ = +∫ ∫ ∫ , για κάθε , Rλ µ ∈ . 

(ιι) Αν η f  είναι ολοκληρώσιµη τότε και η f  είναι ολοκληρώσιµη και ισχύει η 

θεµελιώδης ανισότητα             ( ) ( )
b b

a a

f x dx f x dx≤∫ ∫ . 

(ιιι) Αν a c b< <  τότε η f  είναι ολοκληρώσιµη στο [ ],a b  αν και µόνο αν οι [ ],f a c  

και [ ],f c b  είναι ολοκληρώσιµες. Ισχύει τότε  

                                   ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ . 
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        Παρατηρήσεις 1) Έστω [ ]: ,f a b R→  ολοκληρώσιµη ( π.χ. συνεχής) 

συνάρτηση. Έπεται τότε από τον ισχυρισµό (ιιι) του χαρακτηρισµού των Riemann 
ολοκληρώσιµων συναρτήσεων ( θεώρηµα 16.1 ) ότι:  
Αν ( )nΡ  είναι ακολουθία διαµερίσεων του [ ],a b  µε ( ) 0nδ Ρ →  τότε 

( ) ( )lim ,
b

n
n

a

S f f x dx
→+∞

Ρ = ∫ , για κάθε ακολουθία αθροισµάτων Riemann 

( ), , 1nS f nΡ ≥ . 

Ιδιαίτερα έπεται ότι: ( )
1

lim
bn

n
k a

b a b a
f a k f x dx

n n→+∞
=

− − + = 
 

∑ ∫  ( γιατί;) 

        Αντιστρόφως: Αν η [ ]: ,f a b R→  είναι φραγµένη συνάρτηση, ( )nΡ  είναι 

ακολουθία διαµερίσεων του [ ],a b  και RΙ∈  ώστε ( )lim , n
n

S f
→+∞

Ρ = Ι , για κάθε 

ακολουθία αθροισµάτων Riemann ( ), , 1nS f nΡ ≥  τότε αποδεικνύεται, πάλι µε τον 

ισχυρισµό (ιιι) του θεωρήµατος 16.1, ότι η f  είναι ολοκληρώσιµη και βέβαια    

                                                        ( )
b

a

f x dxΙ = ∫ . 

2) Ακόµη είναι χρήσιµο να υπενθυµίσουµε ότι αν [ ], : ,f g a b R→  είναι 

ολοκληρώσιµες τότε και η f g⋅  είναι ολοκληρώσιµη.  
 

Ολοκλήρωση συναρτήσεων πολλών µεταβλητών 
 
         16.4 Ορισµός Με τον όρο n − διάστατο ορθογώνιο στον nR  θα εννοούµε ένα 

καρτεσιανό γινόµενο της µορφής 1 2 ... nℜ = Ι ×Ι × ×Ι  όπου 1,..., nΙ Ι  διαστήµατα του R , 

οποιουδήποτε είδους ( ανοικτά, κλειστά, ηµιανοικτά, φραγµένα ή µη φραγµένα κτλ.) . 
Αν όλα τα διαστήµατα 1,..., nΙ Ι  είναι ανοικτά ( αντίστοιχα κλειστά ) στο R  θα 

ονοµάζουµε το ορθογώνιο ℜ  ανοικτό ( αντίστοιχα κλειστό). 
Αν όλα τα διαστήµατα 1,..., nΙ Ι  είναι φραγµένα ορίζουµε ως n − διάστατο όγκο η 

µέτρο του ℜ  τον αριθµό ( ) ( ) ( )1 ... nµ µ µℜ = Ι ⋅ ⋅ Ι  όπου για ένα φραγµένο διάστηµα 

RΙ ⊆  ο αριθµός ( )µ Ι  είναι το µήκος του. Έτσι αν τα άκρα του Ι είναι οι αριθµοί 

a και b  µε a b<  τότε ( ) b aµ Ι = − , π.χ. αν ( ]0,1Ι =  τότε ( ) 1 0 1µ Ι = − = . 

 
        Έχοντας ως οδηγό τις ιδέες από τον Ολοκληρωτικό Λογισµό της µιας 
µεταβλητής µπορούµε να επεκτείνουµε την έννοια του ολοκληρώµατος στις πολλές 
µεταβλητές. 
 
∆ίνουµε τον ορισµό του ολοκληρώµατος Riemann, για λόγους απλότητας, στην 
περίπτωση των δύο µεταβλητών. Η επέκταση του ορισµού στην περίπτωση  των 
τριών ή περισσοτέρων µεταβλητών µπορεί να γίνει εύκολα από τον αναγνώστη.  
 
        Έστω [ ] [ ]1 1 2 2, ,a b a bℜ = ×  κλειστό ορθογώνιο του Ευκλειδείου επιπέδου 2R . 

Θεωρούµε µια φραγµένη συνάρτηση :f Rℜ → . Αν { }1 0 1 1... nt a t bΡ = = < < =  και 
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{ }2 0 2 2... mx a x bΡ = = < < =  είναι διαµερίσεις των διαστηµάτων [ ]1 1,a b  και [ ]2 2,a b  

αντίστοιχα, το καρτεσιανό γινόµενο 1 2Ρ = Ρ ×Ρ  ονοµάζεται διαµέριση του 

ορθογωνίου ℜ . Είναι σαφές ότι η Ρ υποδιαιρεί το ℜ  σε m n⋅  το πλήθος ορθογώνια 
τα οποία είναι τα  
                               [ ] [ ], 1 1, , ,1 ,1k k kt t x x k n mλ λ λ λ− −ℜ = × ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Θέτουµε ( ) ( ), ,
1
1

, k k
k n

m

U f λ λ

λ

µ
≤ ≤
≤ ≤

Ρ = Μ ⋅ ℜ∑  όπου  

( ) ( ){ }, ,sup , : , ,1 ,1k kf x y x y k n mλ λ λΜ = ∈ℜ ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Επίσης θέτοµε ( ) ( ), ,
1
1

, k k
k n

m

L f m λ λ

λ

µ
≤ ≤
≤ ≤

Ρ = ⋅ ℜ∑   όπου 

( ) ( ){ }, ,inf , : , ,1 ,1k km f x y x y k n mλ λ λ= ∈ℜ ≤ ≤ ≤ ≤ .  

Οι ποσότητες ( ),U f Ρ  και ( ),L f Ρ  ονοµάζονται άνω και κάτω αθροίσµατα της f  

ως προς Ρ και έχουν ιδιότητες ανάλογες µε αυτές στην περίπτωση της µιας 
µεταβλητής. Έτσι έχουµε: 
1) ( ) ( ), ,L f U fΡ ≤ Ρ  για κάθε διαµέριση Ρ του ℜ ( προφανές). 

2) Αν ( ) ( ), ,Q L f L f QΡ ⊆ ⇒ Ρ ≤  και ( ) ( ), ,U f Q U f≤ Ρ  

3) ( ) ( ), ,L f U f QΡ ≤  για κάθε ζεύγος διαµερίσεων Ρ και Q  του ℜ . 

Σηµειώνουµε ότι, αν 1 2 1 2,Q Q QΡ = Ρ ×Ρ = ×  τότε: 

                                         1 1Q QΡ ⊆ ⇔ Ρ ⊆  και 2 2QΡ ⊆ . 

Επίσης, QΡ ⊆  σηµαίνει ότι κάθε κλειστό υποορθογώνιο της Q  περιέχεται σε κάποιο 
κλειστό υποορθογώνιο της Ρ . 

Οι αριθµοί ( ) ( ){ }, sup , :  διαµέριση του f x y L f
ℜ
−

= Ρ Ρ ℜ∫  και 

( ) ( ){ }, inf , :  διαµέριση του f x y dxdy U f
−

ℜ

= Ρ Ρ ℜ∫  ονοµάζονται κάτω και άνω 

ολοκλήρωµα της f . Προφανώς ( ),f x y dxdy
ℜ
−

≤∫ ( ),f x y dxdy
−

ℜ
∫ . Αν οι αριθµοί αυτοί 

είναι ίσοι µεταξύ τους, λέµε ότι η f  είναι Riemann ολοκληρώσιµη και θέτοµε,     

                        ( ) ( ), ,f x y dxdy f x y dxdy
ℜ ℜ

−

= =∫ ∫ ( ),f x y dxdy
−

ℜ
∫ . 

Έστω [ ] [ ]1 1 2 2, ,a b a bℜ = ×  κλειστό ορθογώνιο του 2R  και 1 2Ρ = Ρ ×Ρ  διαµέριση του 

ℜ , όπου { }1 0 1 1... nt a t bΡ = = < < =  και { }2 0 2 2... mx a x bΡ = = < < =  και :f Rℜ →  

φραγµένη συνάρτηση. 

Κάθε άθροισµα της µορφής, ( ) ( ), ,
1
1

k k
k n

m

f z λ λ

λ

µ
≤ ≤
≤ ≤

⋅ ℜ∑  όπου, [ ] [ ], 1 1, ,k k kt t x xλ λ λ− −ℜ = ×  

και , ,k kz λ λ∈ℜ , 1 k n≤ ≤ , 1 mλ≤ ≤  είναι επιλογή ενδιαµέσων σηµείων των 

ορθογωνίων της διαµέρισης 1 2Ρ = Ρ ×Ρ , ονοµάζεται ένα άθροισµα Riemann σε σχέση 
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µε την Ρ και συµβολίζεται µε ( ),S f Ρ  ή ( )( ),, , kS f z λΡ . Παρατηρούµε ότι αν Ρ 

διαµέριση του ℜ  τότε ισχύει, ( ) ( ) ( ), , ,L f S f U fΡ ≤ Ρ ≤ Ρ  για κάθε άθροισµα 

Riemann ( ),S f Ρ . 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι το διπλό ολοκλήρωµα ( ),f x y dxdy
ℜ
∫  ερµηνεύεται και ως 

όγκος. Αυτό φαίνεται καλύτερα αν υποθέσουµε ότι ( ), 0f x y ≥  για κάθε ( ),x y ∈ℜ  

 

          Σηµείωση. Αν 1 2Ρ = Ρ ×Ρ  είναι διαµέριση του ορθογωνίου ℜ  τότε ( µε τους 

παραπάνω συµβολισµούς ) ο αριθµός ( ) ( ){ },max :1 ,1kdiam k n mλδ λΡ = ℜ ≤ ≤ ≤ ≤  

ονοµάζεται λεπτότητα της διαµέρισης Ρ, όπου ( ),kdiam λℜ  είναι η διάµετρος, ( 

δηλαδή το µήκος της διαγωνίου ) του υποορθογωνίου ,k λℜ . 

 
Όλα τα βασικά αποτελέσµατα του Λογισµού ολοκλήρωσης στην µια µεταβλητή 
ισχύουν και αποδεικνύονται µε τις προφανείς τροποποιήσεις στην απόδειξή τους ( η 
οποία αφήνεται ως άσκηση ) και για διπλά ή πολλαπλά ολοκληρώµατα.  
 
         16.5 Θεώρηµα Έστω :f Rℜ →  φραγµένη συνάρτηση. Τα ακόλουθα είναι 
ισοδύναµα: 
(ι) Η f  είναι ολοκληρώσιµη. 
(ιι) Κριτήριο Riemann: Για κάθε 0ε >  υπάρχει διαµέριση Ρ του ℜ  ώστε 

( ) ( ), ,U f L f εΡ − Ρ <  

(ιιι) Υπάρχει RΙ∈  ώστε, για κάθε 0ε >  υπάρχει 0δ > : αν Ρ διαµέριση του ℜ  και 

( )δ δΡ ≤  τότε ( ),S f εΡ − Ι ≤ ,  για κάθε άθροισµα Riemann ( ),S f Ρ . ( Τότε 

( ),f x y dxdy
ℜ

Ι = ∫ .) 

 
         16.6 Θεώρηµα Αν η :f Rℜ →  είναι συνεχής ( ή φραγµένη µε πεπερασµένο 
πλήθος ασυνεχειών ) τότε είναι ολοκληρώσιµη. 
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         16.7 Πρόταση Έστω , :f g Rℜ →  φραγµένες συναρτήσεις στο κλειστό 

ορθογώνιο [ ] [ ]1 1 2 2, ,a b a bℜ = ×  τότε ισχύουν:  

(ι) Αν οι ,f g  είναι ολοκληρώσιµες τότε και η f gλ µ+  είναι ολοκληρώσιµη και 

ισχύει, ( )f g dxdy fdxdy gdxdyλ µ λ µ
ℜ ℜ ℜ

+ = +∫ ∫ ∫  για κάθε , Rλ µ ∈ . 

(ιι) Αν η f  είναι ολοκληρώσιµη τότε και η f  είναι ολοκληρώσιµη και    

                                            ( ) ( ), ,f x y dxdy f x y dxdy
ℜ ℜ

≤∫ ∫  

(ιιι) Αν 1 ... Nℜ = ℜ ℜ∪ ∪  είναι διαµέριση του ℜ  σε κλειστά υποορθογώνια τότε η 

(φραγµένη) συνάρτηση :f Rℜ →   είναι ολοκληρώσιµη στοℜ  αν και µόνο αν είναι 

ολοκληρώσιµη στο καθένα από τα 1,..., Nℜ ℜ . Ισχύει τότε 

( ) ( ) ( )
1

, , ... ,
N

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy
ℜ ℜ ℜ

= + +∫ ∫ ∫ . ( Εννοείται ότι τα εσωτερικά 

( )int kℜ  των ,1k k Nℜ ≤ ≤  είναι ανά δύο ξένα σύνολα.) 

 
         Παρατηρήσεις. 1)Έστω :f Rℜ →  ολοκληρώσιµη συνάρτηση και ( ) 1n n≥

Ρ , 

ακολουθία διαµερίσεων του ℜ  µε ( ) 0nδ Ρ →  τότε ( ) ( )lim , ,n
n

S f f x y dxdy
→∞

ℜ

Ρ = ∫  για 

κάθε ακολουθία αθροισµάτων Riemann ( ), , 1nS f nΡ ≥ . 

        Αντιστρόφως: Αν η :f Rℜ →  είναι φραγµένη συνάρτηση, ( )nΡ  είναι 

ακολουθία διαµερίσεων του ℜ  και RΙ∈  ώστε ( )lim , n
n

S f
→∞

Ρ = Ι  για κάθε ακολουθία 

αθροισµάτων Riemann ( ), , 1nS f nΡ ≥ , τότε η f  είναι ολοκληρώσιµη και 

( ),f x y dxdy
ℜ

= Ι∫  

2)Αν οι , :f g Rℜ →  είναι ολοκληρώσιµες τότε και η f g⋅  είναι ολοκληρώσιµη. 
 
Έπεται από την προηγούµενη παρατήρηση, το ακόλουθο αποτέλεσµα: 
 
         16.8 Πρόταση Έστω [ ] [ ]1 1 2 2: , ,f a b a b Rℜ = × →  ολοκληρώσιµη συνάρτηση ( 

π.χ. f  συνεχής) τότε:  

(1) 
( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2

1 2
1
1

lim , ,
m

k nn
m

b a b a b a b a
f a k a f x y dxdy

m n n m
λ

λ
→∞

≤ ≤ ℜ→∞
≤ ≤

 
− − − −  + + =  ⋅  

  

∑ ∫  

                 ( 1 1 2 2
, 1 2, ,1 ,1k

b a b a
z a k a k n m

n mλ λ λ
− − = + + ≤ ≤ ≤ ≤ 

 
). 

(2) 
( )( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2

1 22
1 ,

lim , ,
n

k n

b a b a b a b a
f a k a f x y dxdy

n n nλ

λ
→∞

≤ ≤ ℜ

− − − − ⋅ + + =  
  

∑ ∫  

 

                       ( 1 1 2 2
, 1 2, ,1 ,k

b a b a
z a k a k n

n nλ λ λ
− − = + + ≤ ≤ 

 
). 
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         Σηµείωση Οι παραπάνω ορισµοί καθώς και τα αποτελέσµατα διατυπώνονται 
και αποδεικνύονται µε τις προφανείς τροποποιήσεις για κάθε διάσταση 2n ≥ , 
δηλαδή για µια φραγµένη συνάρτηση :f Rℜ → , όπου ℜ  το κλειστό ορθογώνιο 

[ ] [ ]1 1, ... ,n na b a b× ×  του Ευκλειδείου χώρου nR . Έτσι θεωρούµε διαµερίσεις 

1 ... nΡ = Ρ × ×Ρ  του ℜ  ( όπου iΡ  διαµέριση του [ ], ,1i ia b i n≤ ≤ ) σε κλειστά 

υποορθογώνια και κατόπιν τα άνω και κάτω αθροίσµατα ( ),U f Ρ  και ( ),L f Ρ , 

καθώς και τα αθροίσµατα Riemann ( ),S f Ρ  κτλ. Ο λόγος για τον οποίο 

περιοριστήκαµε στην διάσταση 2n = , είναι αφενός γιατί στο επίπεδο xy  οι έννοιες 
είναι γεωµετρικά πιο οικείες και ξεκάθαρες και αφετέρου για να αποφύγουµε τις 
τεχνικές δυσκολίες µε την εµφάνιση πολλών δεικτών. 
 
Καθόσον αφορά την ορολογία και το συµβολισµό παρατηρούµε τα ακόλουθα: Για 

2n ≥  το ολοκλήρωµα ονοµάζεται πολλαπλό ολοκλήρωµα. 
 
 Όταν 2n =  ή 3n =  χρησιµοποιούνται οι όροι διπλό  και τριπλό ολοκλήρωµα.  Ένα 

πολλαπλό ολοκλήρωµα συµβολίζεται συνήθως µε ( ),fdx f x dx
ℜ ℜ
∫ ∫  ή 

( ) ( )1 1,..., ,...,n nf x x d x x
ℜ
∫ . 

Επίσης χρησιµοποιείται ο συµβολισµός ( )1 1,..., ...n nf x x dx dx
ℜ
∫  αντί του 

( ) ( )1 1,..., ,...,n nf x x d x x
ℜ
∫ . Ειδικότερα για τα διπλά και τριπλά ολοκληρώµατα 

χρησιµοποιούµε τους συµβολισµούς:  

                                ( ),f x y dxdy
ℜ
∫∫  και ( ), ,f x y z dxdydz

ℜ
∫∫∫ . 

 
         Παραδείγµατα:  1)Έστω ℜ  κλειστό ορθογώνιο στον 2R  και :f Rℜ →  µια 
συνάρτηση µε σταθερή τιµή έστω c R∈ . Πρέπει να είναι σαφές ότι από τον ορισµό 

του διπλού ολοκληρώµατος έχουµε: ( )cdxdy c µ
ℜ

= ⋅ ℜ∫ . 

Γενικότερα, ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1,..., ...n n ncd x x c c b a b aµ
ℜ

= ⋅ ℜ = ⋅ − ⋅ ⋅ −∫  αν 

[ ] [ ]1 1, ... ,n na b a bℜ = × ×  κλειστό ορθογώνιο του nR . 

 
2) Έστω 2

1 : R Rπ →  η πρώτη προβολή, δηλαδή ( )1 ,x y xπ =  για κάθε ( ) 2,x y R∈ . 

Το γράφηµα της ( γραµµικής ) συνάρτησης 1π  είναι το επίπεδο z x= , το οποίο  

συµβολίζουµε µε Ε. Ζητούµε να υπολογίσουµε το διπλό ολοκλήρωµα xdxdy
ℜ
∫  στο 

κλειστό ορθογώνιο [ ] [ ]1 1 2 2, ,a b a bℜ = ×  του πρώτου τεταρτηµόριου του xy  επιπέδου, 
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µε χρήση µόνο του ορισµού του ολοκληρώµατος. 

E

O

R

y

x

z

 
 
Είναι βέβαια σαφές ότι το ολοκλήρωµα αυτό είναι ο όγκος του στερεού κάτω από το 
γράφηµα της 1π  ( δηλαδή το επίπεδο Ε ) και πάνω από το ορθογώνιο 

[ ] [ ]1 1 2 2, ,a b a bℜ = × . Ο όγκος αυτός υπολογίζεται εύκολα γεωµετρικά, έτσι 

βρίσκουµε ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1
1 1 2 22 2

b ab a
V b a b aµ

++ = ℜ ⋅ = − ⋅ − ⋅ 
 

. 

Θα υπολογίσουµε αυτό τον όγκο, δηλαδή το διπλό ολοκλήρωµα xdxdy
ℜ
∫  

χρησιµοποιώντας τον ορισµό του ολοκληρώµατος.  

Έστω 0ε > , επιλέγουµε N ∈ℕ  ώστε 
( ) ( )2

1 1 2 2b a b a

N
ε

− ⋅ −
≤ . 

Θεωρούµε την διαµέριση 1 2Ρ = Ρ ×Ρ  του ℜ , [ ] [ ]1 1 2 2, ,a b a bℜ = × , όπου, 

{ }1 0 1 1 1... Nt a t t bΡ = = < < < = , { }2 0 2 2... Nx a x bΡ = = < < =  και 1 1
1k

b a
t a k

N

−
= + , 

2 2
2k

b a
x a k

N

−
= + , 0,1,...,k N= . Συνεπώς [ ] [ ], 1 1, ,k k kt t x xλ λ λ− −ℜ = ×  και 

( ) ( ) ( )1 1 2 2
,k

b a b a

N Nλµ
− −

ℜ = ⋅ . 

Παρατηρούµε ότι,  

( ) ( ), ,U f L fΡ − Ρ = ( ) ( ), , ,
1 ,

k k k
k N

mλ λ λ
λ

µ
≤ ≤

Μ − ℜ∑ = ( ) ( )1 ,
1 ,

k k k
k N

t t λ
λ

µ−
≤ ≤

− ⋅ ℜ∑ =

( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 2

1 ,k N

b a b a b a

N N Nλ≤ ≤

− − − 
⋅ 

 
∑ =

( ) ( )2

1 1 2 22
3

b a b a
N

N

− ⋅ −
⋅ =

( ) ( )2

1 1 2 2b a b a

N

− ⋅ −

ε≤  
Έπεται από το κριτήριο του Riemann ότι η 1π  είναι ολοκληρώσιµη. 
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Στην συνέχεια θα υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα της 1π  στο ℜ . Παρατηρούµε ότι αν 

για µια φραγµένη πραγµατική συνάρτηση f  ορισµένη στο κλειστό ορθογώνιο ℜ  του 
2R ( ή του nR ) υπάρχει ακολουθία διαµερίσεων , 1n nΡ ≥  του ℜ  ώστε 

( ) ( ), , 0n n n
U f L f →∞Ρ − Ρ →  τότε η f  είναι ολοκληρώσιµη στο ℜ  και αν 

( )f x dx
ℜ

Ι = ∫  τότε,               ( ) ( )lim , lim ,n n
n n

U f L f
→∞ →∞

Ρ = Ρ = Ι . 

Η παρατήρηση αυτή έπεται εύκολα από τον ορισµό του ολοκληρώµατος και το 
κριτήριο  Riemann ( ∆ες επίσης την παρατήρηση1, καθώς και την πρόταση 16.8  ). 
Είναι σαφές ότι τα παραπάνω βρίσκουν εφαρµογή στην 1π ℜ αν για τον θετικό 

ακέραιο N  ορίσουµε ως NΡ  την διαµέριση 1 2Ρ ×Ρ  του ℜ  που ορίσαµε 

προηγουµένως. Έτσι είναι αρκετό να υπολογίσουµε το όριο: 

( ) ( ),
1 ,

lim , limN k k
N N

k N

U f t λ
λ

µ
→∞ →∞

≤ ≤

Ρ = ⋅ ℜ∑ =
( )( )1 1 2 2

2
1 ,

lim k
N

k N

b a b a
t

Nλ
→∞

≤ ≤

− −
⋅∑ =

( ) ( )1 1 2 2
2

1 ,

lim k
N

k N

b a b a
t

N λ
→∞

≤ ≤

− − 
 
 

∑ =
( ) ( )1 1 2 2

2
1

lim
N

k
N

k

b a b a
N t

N→∞
=

− −  
⋅ ⋅  
  

∑   (1) 

Το άθροισµα 1 1 1 1
1 1

1 1 1

N N N

k
k k k

b a b a
t a k Na k

N N= = =

− − = + = + 
 

∑ ∑ ∑ =  

=
( )1 1

1

1

2

N Nb a
Na

N

+−
+ ⋅ =

( ) ( )1 1 1 1

2

N b a b a+ + −
  (2)   ( άθροισµα των N − πρώτων 

όρων αριθµητικής προόδου). 
Αντικαθιστώντας στο όριο (1) το άθροισµα (2) βρίσκουµε 
 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 1 1
2

lim
2N

b a b a N b a b a
N

N→∞

− − + + − 
⋅ ⋅  

 
= ( )( ) ( )1 1

1 1 2 2 2

b a
b a b a

+
− −

( ) ( )2 2
1 1 2 2

1

2
b a b a= − − . 

Σηµείωση. Το στερεό τον όγκο του οποίου υπολογίσαµε είναι ένα ορθό πρίσµα µε 
βάση τραπέζιο  ( το επίπεδο του οποίου είναι παράλληλο µε το zx  επίπεδο) µε βάσεις 
µήκους 1 1,a b  και ύψος 1 1b a− , άρα το εµβαδόν του τραπεζίου είναι 

( ) ( )1 1 1 1

1

2
a b b aΕ = + ⋅ − . Το ύψος του πρίσµατος ισούται µε 2 2b a− , συνεπώς ο όγκος 

του είναι, ( ) ( ) ( )2 2
2 2 1 1 2 2

1

2
V E b a b a b a= ⋅ − = − ⋅ −  .  
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Σύνολα µέτρου µηδέν στον nR  και ο χαρακτηρισµός του Lebesgue  
των Riemann ολοκληρωσίµων συναρτήσεων 
 
          17.1 Ορισµός. Έστω nRΑ⊆ , λέµε ότι το Α έχει n − διάστατο µέτρο µηδέν αν, 

για κάθε 0ε >  υπάρχει ακολουθία ανοικτών n − διάστατων ορθογωνίων ( )nℜ  ώστε   

                                           
1

n
n

∞

=

Α⊆ ℜ∪  και ( )
1

n
n

µ ε
∞

=

ℜ ≤∑ . 

Γράφουµε τότε ( ) 0nµ Α = ή ( ) 0µ Α =  ( και λέµε ότι το Α έχει µέτρο µηδέν) αν δεν 

υπάρχει αµφιβολία για την διάσταση. 
Είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι η έννοια του  n − διάστατου µέτρου µηδέν δεν 
εξαρτάται από το είδος των ορθογωνίων που καλύπτουν το Α, έτσι µπορούµε π.χ. να 
αντικαταστήσουµε στον ορισµό τα ανοικτά µε κλειστά ορθογώνια.  
        Παραδείγµατα 1) Κάθε αριθµήσιµο υποσύνολο του nR  έχει  n − διάστατο 
µέτρο µηδέν. 
Πράγµατι, έστω { }1,..., ,... n

kx x RΑ = ⊆ . Αν 0ε > , επιλέγουµε για κάθε 1k ≥  ένα 

ανοικτό ορθογώνιο n
k RΙ ⊆  µε k kx ∈Ι  ώστε ( )

2k k

ε
µ Ι ≤ . Έπεται προφανώς ότι 

1
k

k

∞

=

Α⊆ Ι∪  και ( )
1 1 1

1

2 2k k k
k k k

ε
µ ε ε

∞ ∞ ∞

= = =

Ι ≤ = ⋅ =∑ ∑ ∑  

 
2) Κάθε ευθεία του 2R  έχει διδιάστατο µέτρο µηδέν. 
Ας αποδείξουµε το αποτέλεσµα – για λόγους απλότητας- για την ευθεία των 
πραγµατικών αριθµών, δηλαδή το σύνολο ( ){ } 2,0 :x x R RΑ = ∈ ⊆ . Έστω 0ε > , 

καλύπτουµε τότε την ευθεία Α µε την ακολουθία των ορθογωνίων 

[ ] 1 1
, , , 1

2 2 2 2n n n
n n n

n n

ε ε
+ +

 ℜ = − × − ≥  
.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Είναι προφανές ότι 
1

n
n

∞

=

Α⊆ ℜ∪ . Επειδή ( ) , 1
2n n

n
ε

µ ℜ = ≥  και 

( )
1 1 1

1

2 2n n n
n n n

ε
µ ε ε

∞ ∞ ∞

= = =

ℜ = = ⋅ =∑ ∑ ∑ , έχουµε το συµπέρασµα.  

 
         Παρατηρήσεις 1) Η έννοια του n − διάστατου µέτρου µηδέν εξαρτάται από τον 
χώρο που «ζει» το σύνολο που εξετάζουµε, έτσι η ευθεία των πραγµατικών έχει 
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διδιάστατο  µέτρο µηδέν ως υποσύνολο του 2R , όµως ως υποσύνολο του εαυτού της 
έχει βέβαια (µονοδιάστατο ) µέτρο που είναι διαφορετικό του µηδενός ( αφού 
απειρίζεται ). 
 
2) Το προηγούµενο αποτέλεσµα γενικεύεται σε κάθε διάσταση ( 2n ≥ ). Έτσι 
αποδεικνύεται ότι κάθε υπερεπίπεδο του nR  ( 2n ≥ ) έχει n − διάστατο µέτρο µηδέν. 
( Άσκηση). 
 
∆εν είναι δύσκολο να αποδειχθεί και το ακόλουθο αποτέλεσµα η απόδειξη του οποίου 
αφήνεται ως άσκηση. 
 
          17.2 Πρόταση Έστω , 1k kΑ ≥  µια ακολουθία υποσυνόλων του nR  που το 

καθένα έχει n − διάστατο µέτρου µηδέν, τότε το σύνολο 
1

n
n

∞

=

Α = Α∪  έχει n − διάστατο 

µέτρου µηδέν. 
 
Σύνολα διδιάστατου µέτρου µηδέν στον  2R   που παρουσιάζουν µεγάλο ενδιαφέρον 
για εµάς είναι τα γραφήµατα συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων πραγµατικής 
µεταβλητής.  
 
         17.3 Θεώρηµα Έστω [ ]: ,f a b R R⊆ →  ολοκληρώσιµη συνάρτηση ( ιδιαίτερα 

η f  είναι συνεχής ) τότε το γράφηµα της f  έχει διδιάστατο µέτρο µηδέν. 
         Απόδειξη: Έστω 0ε > , επειδή f  είναι ολοκληρώσιµη ικανοποιεί το κριτήριο 

Riemann. Άρα υπάρχει διαµέριση { }0 1 ... nt a t t bΡ = = < < < =  του [ ],a b , ώστε αν 

( ) [ ]{ }1inf : ,k k km f x x t t−= ∈  και ( ) [ ]{ }1sup : ,k k kf x x t t−Μ = ∈ , 1,2,...,k n=  τότε 

( ) ( ) ( )( )1
1

, ,
n

k k k k
k

U f L f t t m ε−
=

Ρ − Ρ = − Μ − ≤∑  (1). 

Παρατηρούµε ότι τα ορθογώνια [ ] [ ]1, , , 1,2,...,k k k k kt t m k n−ℜ = × Μ =  καλύπτουν το 

γράφηµα της f , ( ) ( )( ) [ ]{ }, : ,G f x f x x a b= ∈ . Πράγµατι, αν [ ],x a b∈  τότε υπάρχει 

{ }1,2,...,k n∈  ώστε [ ]1,k kx t t−∈ , άρα ( )( ) [ ] [ ]1, , ,k k k k kx f x t t m−∈ × Μ =ℜ . 

Επί πλέον από την (1) έπεται προφανώς ότι ( ) ( )( )1
1 1

n n

k k k k k
k k

t t mµ ε−
= =

ℜ = − Μ − ≤∑ ∑ . 

Συνεπώς το ( )G f  έχει διδιάστατο µέτρο µηδέν. 

          Στην περίπτωση που η f  είναι συνεχής, τότε όπως γνωρίζουµε ικανοποιεί το 
κριτήριο του Riemann ( ισοδύναµα είναι ολοκληρώσιµη ). Ας υπενθυµίσουµε την 
απόδειξη αυτού του ισχυρισµού: 
Έστω 0ε > , επειδή η f  είναι οµοιόµορφα συνεχής, ως συνεχής στο συµπαγές [ ],a b , 

υπάρχει 0δ > , ώστε [ ], ,x y a b∈  και x y δ− ≤  τότε ( ) ( )f x f y
b a

ε
− ≤

−
  (2). 

Επιλέγουµε  µια διαµέριση { }0 1 ... nt a t t bΡ = = < < < =  του [ ],a b  µε λεπτότητα 

( ) { }1max :1k kt t k nδ δ−Ρ = − ≤ ≤ ≤  και παρατηρούµε ( µε τον προηγούµενο 

συµβολισµό ) ότι όπως έπεται από την (2)  θα έχουµε, ( ) ( ), ,U f L fΡ − Ρ =  
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= ( ) ( ) ( )1 1
1 1

n n

k k k k k k
k k

m t t t t
b a

ε
ε− −

= =

Μ − ⋅ − ≤ ⋅ − =
−∑ ∑ . 

Έτσι η f  ικανοποιεί το κριτήριο του Riemann και συνεπώς είναι ολοκληρώσιµη. 
 
Το προηγούµενο θεώρηµα αποδεικνύεται µε τον ίδιο τρόπο και για συναρτήσεις 
πολλών µεταβλητών.  
 
          17.4 Θεώρηµα Έστω ℜ  κλειστό ορθογώνιο του nR  και 

:f Rℜ→ ολοκληρώσιµη συνάρτηση ( ιδιαίτερα η f  είναι συνεχής) τότε το 

γράφηµα της f έχει 1n + − διάστατο µέτρο µηδέν ( ως υποσύνολο του 1nR + ). 
 

         Παραδείγµατα 1) Ο µοναδιαίος κύκλος ( ){ }1 2 2 2, : 1S x y R x y= ∈ + =  του 2R  

έχει διδιάστατο µέτρο µηδέν. 
Πράγµατι, ο 1S  είναι ένωση του άνω και του κάτω ηµικυκλίου που είναι γραφήµατα 

των συναρτήσεων ( ) [ ]21 , 1,1f x x x= − ∈ −  και  ( ) [ ]21 , 1,1g x x x= − − ∈ −  

αντίστοιχα. Εποµένως ( )1
2 0Sµ = . 

 

2) Η επιφάνεια της µοναδιαίας σφαίρας ( ){ }2 2 2 2, , : 1S x y z x y z= + + =  του 3R  έχει 

τρισδιάστατο µέτρο µηδέν αφού µπορεί να γραφεί ως ένωση του άνω και του κάτω 

ηµισφαιρίου που είναι γραφήµατα  των συναρτήσεων, ( ) ( )2 2, 1f x y x y= − +  και 

( ) ( )2 2, 1g x y x y= − − + , µε κοινό πεδίο ορισµού τον κλειστό δίσκο 

� ( ) ( ){ }2 2 20,1 , : 1x y R x yΒ = ∈ + ≤  του Ευκλειδείου επιπέδου. 

 
Τα δύο προηγούµενα παραδείγµατα εύκολα γενικεύονται στον nR . Έτσι η επιφάνεια 

( ){ }1 2 2
1 1,..., : ... 1 , 2n n

n nS x x R x x n− = ∈ + + = ≥  της µοναδιαίας σφαίρας του nR  έχει 

n − διάστατο µέτρο µηδέν ( Άσκηση). 
 

3) Η καµπύλη ( παραβολή) ( ){ }2, :C x x x R= ∈  έχει διδιάστατο µέτρο µηδέν. 

Πράγµατι, θέτοµε ( ) [ ]{ }2, : ,nC x x x n n= ∈ −  για n N∈ , τότε η nC  είναι γράφηµα της 

συνεχούς συνάρτησης ( ) 2f x x=  περιορισµένης στο διάστηµα [ ],n n− . Επειδή 

( )2 0nCµ =  για κάθε 1n ≥  και       
1

n
n

C C
∞

=

=∪      έχοµε το συµπέρασµα. 

 
∆ιατυπώνουµε τώρα, χωρίς απόδειξη, ένα σηµαντικό αποτέλεσµα του Lebesgue που 
χαρακτηρίζει τις κατά Riemann  ολοκληρώσιµες συναρτήσεις.  
 
           17.5 Θεώρηµα Έστω ℜ  κλειστό ορθογώνιο του nR  και :f Rℜ→  φραγµένη 
συνάρτηση. Οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι: 
(ι) Η f  είναι ολοκληρώσιµη. 
(ιι) Το σύνολο των σηµείων ασυνέχειας της f  έχει n − διάστατο µέτρο µηδέν.  
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                              Jordan  µετρήσιµα υποσύνολα του nR . 
Η θεωρία ολοκλήρωσης που αναπτύξαµε µέχρι τώρα αφορά πολλαπλά 

ολοκληρώµατα ( )f x dx
ℜ
∫  όπου ℜ  κλειστό ορθογώνιο του Ευκλειδείου χώρου nR . 

Όµως στις εφαρµογές είναι απαραίτητο να έχουµε έναν ορισµό του πολλαπλού 
ολοκληρώµατος σε µια κλάση υποσυνόλων του nR  ευρύτερη των ορθογωνίων. Έτσι 
δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό.  
 
         17.6 Ορισµός. Έστω nRΑ⊆  φραγµένο και :f RΑ→  φραγµένη συνάρτηση. 

Έστω ακόµη ℜ  ένα κλειστό ορθογώνιο του  nR  που περιέχει το Α, ορίζουµε µια 

συνάρτηση g  επί τουℜ  µε τον ακόλουθο τρόπο: ( )
( ) ,  αν 

0,  αν 

f x x
g x

x

∈Α
= 

∈ℜ−Α
 

Η f  λέγεται ολοκληρώσιµη ( κατά Riemann ) επί του Α αν το ολοκλήρωµα  

( Riemann ) ( )g x dx
ℜ
∫  υπάρχει. Γράφουµε τότε ( ) ( )f x dx g x dx

Α ℜ

=∫ ∫  

 
          Σηµείωση ∆εν είναι δύσκολο να αποδείξουµε ( π.χ. θεωρώντας τα αθροίσµατα 

Riemann που προσεγγίζουν το ( )g x dx
ℜ
∫ ) ότι το ολοκλήρωµα ( )f x dx

Α
∫  είναι 

ανεξάρτητο του ορθογωνίου που περιέχει το Α.  
 
Ας εξετάσουµε τον καινούριο ορισµό µε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα: Έστω 

( ) ( )2 2, , ,f x y x yx x y R= + ∈  και Α ο κλειστός µοναδιαίος δίσκος του 2R , δηλαδή 

( ){ }2 2, : 1x y x yΑ = + ≤ . Το τετράγωνο [ ] [ ]1,1 1,1ℜ = − × −  περιέχει τον δίσκο Α και 

µένει να εξακριβώσουµε αν το ολοκλήρωµα ( ),g x y dxdy
ℜ
∫  υπάρχει όπου 

( )
( )

( )

2 , ,
,

0,   ,

x xy x y
g x y

x y

 + ∈Α
= 

∈ℜ−Α
 

Παρατηρούµε ότι η g  δεν είναι συνεχής 
στο τετράγωνο ℜ , µάλιστα τα σηµεία 
ασυνέχειας της g είναι ακριβώς τα 
σηµεία του µοναδιαίου κύκλου 

( ){ }1 2 2, : 1S x y x y= + =  που έχουν 

βέβαια άπειρο ( υπεραριθµήσιµο ) 
πλήθος. Παρόλα αυτά η συνάρτηση 
g είναι ολοκληρώσιµη στο ℜ  όπως 
έπεται εύκολα από τον χαρακτηρισµό 
των Riemann ολοκληρωσίµων 
συναρτήσεων του Lebesgue  και το 
γεγονός ( που ήδη γνωρίζουµε ) ότι 

καµπύλες όπως ο κύκλος που είναι πεπερασµένες ενώσεις γραφηµάτων συνεχών 
συναρτήσεων έχουν µέτρο µηδέν.  
Από το παράδειγµα που µόλις εξετάσαµε προκύπτει ότι πρέπει να είµαστε 
προσεκτικοί µε τον ορισµό του πολλαπλού ολοκληρώµατος πάνω από ένα φραγµένο  
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σύνολο nRΑ⊆  που δώσαµε πριν, και αυτό διότι η διαδικασία αυτή εισάγει 
καινούριες ασυνέχειες στην συνάρτησή µας ( που βρίσκονται στο σύνορο του Α ) και 
αυτό βρίσκεται σε αντίθεση µε τον χαρακτηρισµό Lebesgue των ολοκληρωσίµων 
συναρτήσεων. Από το ίδιο παράδειγµα ( αλλά και από άλλα παραδείγµατα ) 
προκύπτει ακόµη ότι σύνολα κατάλληλα για την ολοκλήρωση είναι αυτά που το 
σύνορό τους είναι σχετικά οµαλό. 
 
Ας ξεκινήσουµε την διερεύνηση των συνόλων µε οµαλό σύνορο ( ως προς την 
ολοκλήρωση ) µε την ακόλουθη.  
       Παρατήρηση. Έστω  nRΑ⊆ , θεωρούµε την χαρακτηριστική συνάρτηση 

f xΑ=  του συνόλου Α. Τότε είναι εύκολο να αποδείξουµε ότι αν nx R∈ , το x  είναι 

σηµείο ασυνέχειας της f  αν και µόνο αν το x  ανήκει στο σύνορο του Α. ( Άσκηση ). 

Υπενθυµίζουµε ότι το σύνορο ∂Α  του Α ορίζεται ως, nR∂Α = Α −Α∩  και ακόµη ότι 

ισχύει η εξίσωση ,         ( ) ( )int intn nR R= − Α ∂Α Α∪ ∪ . 

Έπεται αµέσως από των χαρακτηρισµό του Lebesgue  των Riemann ολοκληρωσίµων 
συναρτήσεων και την παρατήρηση αυτή η ακόλουθη. 
 

17.7Πρόταση Έστω nRΑ⊆  φραγµένο σύνολο και f xΑ= . Τα ακόλουθα είναι 

ισοδύναµα: 
(ι) Η f  είναι ολοκληρώσιµη. 

(ιι) Το σύνορο του Α έχει n − διάστατο µέτρο µηδέν ( ( ) 0nµ ∂Α = ). 

 
       17.8 

Ορισµός Θα λέµε ότι ένα φραγµένο υποσύνολο nRΑ⊆  έχει περιεχόµενο ή 
ότι είναι Jordan µετρήσιµο υποσύνολο του nR , αν η χαρακτηριστική συνάρτησή του 
f xΑ=  είναι ολοκληρώσιµη, ισοδύναµα αν ( ) 0nµ ∂Α =  ( σύµφωνα µε την 

προηγούµενη πρόταση). 
 Αν το nRΑ⊆  είναι Jordan µετρήσιµο ορίζουµε τότε ( ως n − διάστατο) περιεχόµενο 

ή (n − διάστατο ) όγκο του Α τον αριθµό ( ) 1n dxµ
Α

Α = ∫ x dxΑ
ℜ

 
= 
 
∫ , δηλαδή το 

ολοκλήρωµα Riemann της χαρακτηριστικής συνάρτησης του Α. Ο όγκος του Α 
συµβολίζεται και µε ( )V Α . 

Ο ορισµός του όγκου είναι φυσιολογικός επειδή ο χώρος κάτω από το γράφηµα της 
f xΑ=  είναι µια « κυλινδρική» περιοχή µε βάση το σύνολο Α και ύψος 1. 
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          Παρατηρήσεις 1) Έστω nRΑ⊆  φραγµένο, τότε το Α είναι Jordan µετρήσιµο 

µε περιεχόµενο µηδέν ( δηλαδή ( ) 1 0n dxµ
Α

Α = =∫  ) αν και µόνο αν, για κάθε 0ε >  

υπάρχει µια πεπερασµένη ακολουθία 1,..., Nℜ ℜ  από ορθογώνια ώστε 
1

N

k
k=

Α⊆ ℜ∪  και 

( )
1

N

k
k

µ ε
=

ℜ ≤∑  ( η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση). Έπεται προφανώς ότι αν το Α έχει 

περιεχόµενο µηδέν τότε έχει και µέτρο µηδέν.  
 
2)Αν nRΑ⊆  είναι συµπαγές τότε το Α έχει (n − διάστατο) µέτρο µηδέν , αν και µόνο 
αν, έχει (n − διάστατο) περιεχόµενο µηδέν ( Άσκηση ). 
Έπεται ιδιαίτερα ότι αν nRΑ⊆  φραγµένο, τότε Α Jordan  µετρήσιµο αν και µόνο αν 
το σύνορό του έχει περιεχόµενο µηδέν. 
 
3)Ένα φραγµένο υποσύνολο nRΑ⊆  ενδέχεται να έχει µέτρο µηδέν αλλά όχι 
περιεχόµενο µηδέν. Ένα τέτοιο παράδειγµα ( στην διάσταση 1n =  ) είναι το σύνολο 

[ ]0,1QΑ = ∩  των ρητών του διαστήµατος [ ]0,1 . Πράγµατι η χαρακτηριστική 

συνάρτηση f xΑ=  ( = η συνάρτηση του Dirichlet ), δεν είναι ολοκληρώσιµη στο 

[ ]0,1 , αφού για κάθε διαµέριση Ρ του [ ]0,1  έχουµε ότι ( ), 0L f Ρ =  και ( ), 1U f Ρ = . 

Είναι βέβαια σαφές ότι το Α ως αριθµήσιµο υποσύνολο του R  έχει ( µονοδιάστατο ) 
µέτρο µηδέν. ( Σηµειώνοµε ότι, το σύνορο ∂Α  του Α είναι το σύνολο [ ]0,1  και άρα 

( ) 1µ ∂Α = .) 

 
4)Η κλάση nJ  των Jordan µετρήσιµων υποσυνόλων του nR  είναι µια άλγεβρα, 

δηλαδή είναι κλειστή για τις πεπερασµένες ενώσεις και τοµές, καθώς και για τα 
συµπληρώµατα. ( Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση. Παρατηρήστε ότι 

( ) ( ) ( )∂ Α Β ⊆ ∂ Α ∂ Β∪ ∪  για , nRΑ Β⊆ ). 

 
Τα σύνολα της άλγεβρας nJ  έχουν οµαλό σύνορο και αυτό επιτρέπει την 

ολοκλήρωση φραγµένων συναρτήσεων πάνω σε αυτά οι οποίες είναι σχετικά οµαλές. 
 
        17.9Θεώρηµα Έστω nRΑ⊆  Jordan µετρήσιµο σύνολο και :f RΑ→  
φραγµένη συνάρτηση. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα: 
(ι) Η f  είναι ολοκληρώσιµη επί του Α. 
(ιι) Το σύνολο των σηµείων ασυνέχειας της f  στο Α είναι σύνολο µέτρου µηδέν.  

       Απόδειξη: Έστω ℜ  κλειστό ορθογώνιο του nR  που περιέχει το Α. Επεκτείνουµε 
την f  σε µια συνάρτηση :g Rℜ→  ( σύµφωνα µε τον σχετικό ορισµό ) θέτοντας 

( )
( ) ,

0,

f x x
g x

x

∈Α
= 

∈ℜ−Α
 

Παρατηρούµε ότι η g  παραµένει φραγµένη και ότι ασυνέχειες της f  
κληροδοτούνται στην g . Όµως η g  ενδέχεται να έχει ασυνέχειες σε κάποια ή και σ’ 
όλα από τα συνοριακά σηµεία του Α. Επειδή το Α είναι Jordan  µετρήσιµο έπεται 
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προφανώς ότι η g  είναι ολοκληρώσιµη ακριβώς τότε αν το σύνολο των σηµείων 
ασυνέχειας της f  έχει µέτρο µηδέν.  
 
Έπεται προφανώς το ακόλουθο 
        17.10 Πόρισµα Έστω nRΑ⊆  Jordan µετρήσιµο. Αν η συνάρτηση :f RΑ→  
είναι συνεχής και φραγµένη τότε η f  είναι ολοκληρώσιµη επί του Α. 
 
        Παραδείγµατα Jordan  µετρήσιµων συνόλων. 1) Κάθε πεπερασµένο 
υποσύνολο του nR  έχει περιεχόµενο µηδέν ( προφανές). 
Γενικότερα κάθε φραγµένο υποσύνολο nRΑ⊆  µε πεπερασµένο σύνολο σηµείων 
συσσώρευσης ( Α΄ πεπερασµένο ) έχει περιεχόµενο µηδέν ( Άσκηση ). 
 
2)Κάθε  φραγµένο ορθογώνιο ℜ  του nR  είναι Jordan µετρήσιµο σύνολο ( αν 

[ ] [ ]1 1, ... ,n na b a bℜ = × ×  τότε ο όγκος του είναι ( ) ( ) ( )1 1 ... n nV b a b aℜ = − − ). 

 
3)Κάθε σφαίρα του Ευκλειδείου χώρου ( ανοικτή ή κλειστή ) είναι Jordan µετρήσιµο 
σύνολο. Αυτό το αποτέλεσµα το έχουµε ήδη αποδείξει για την µοναδιαία σφαίρα του 

nR  ( αφού η επιφάνειά της 1nS −  έχει µέτρο µηδέν ). Το γενικότερο αποτέλεσµα 
αποδεικνύεται παρόµοια. Ιδιαίτερα στο R  κάθε φραγµένο διάστηµα είναι Jordan 
µετρήσιµο ( γιατί;). 
 
4)Κάθε φραγµένο υποσύνολο του 2R  του οποίου το σύνορο αποτελείται από ένα 
πεπερασµένο σύνολο γραφηµάτων συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων πραγµατικής 
µεταβλητής είναι Jordan µετρήσιµο. Γενικότερα, κάθε φραγµένο υποσύνολο του 

( )2nR n ≥ , του οποίου το σύνορο είναι πεπερασµένη ένωση γραφηµάτων συνεχών 

συναρτήσεων 1n −  µεταβλητών είναι Jordan µετρήσιµο, αφού τότε το σύνορό του 
έχει n − διάστατο µέτρο µηδέν. 
 
5)Έστω [ ]: ,f a b R→  ολοκληρώσιµη συνάρτηση ώστε 0f ≥  στο [ ],a b . Τότε το 

σύνολο ( ) [ ] ( ){ }2, : ,  και 0D t z R t a b z f t= ∈ ∈ ≤ ≤  είναι Jordan µετρήσιµο στο 2R ( 

Άσκηση). 
 
        Παρατήρηση Αποδεικνύεται ότι κάθε φραγµένο και κυρτό υποσύνολο του nR  
είναι Jordan µετρήσιµο. 
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Υπολογισµός διπλών  ολοκληρωµάτων µε διαδοχική ολοκλήρωση 
 

Υπάρχουν δύο θεµελιώδη αποτελέσµατα που µας βοηθούν να υπολογίζουµε 
πολλαπλά ολοκληρώµατα. 
Το πρώτο αποτέλεσµα σχετίζεται µε τον υπολογισµό ενός πολλαπλού 
ολοκληρώµατος µε διαδοχική ολοκλήρωση και είναι το θεώρηµα Fubini  και το 
δεύτερο που θα εξετάσουµε αργότερα µε την αλλαγή µεταβλητής. 
∆ιατυπώνουµε το θεώρηµα Fubini προς το παρόν για συναρτήσεις δύο µεταβλητών. 
 
           18.1 Θεώρηµα (Fubini ) Έστω [ ] [ ] 2, ,a b c d Rℜ = × ⊆  κλειστό ορθογώνιο 

στον 2R  και :f Rℜ→  φραγµένη συνάρτηση. 
(ι) Αν η f  είναι συνεχής στο ℜ  τότε 

( ) ( ) ( ), , ,
b d d b

a c c a

f x y dxdy f x y dy dx f x y dx dy
ℜ

   
= =   

   
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  όπου το σύµβολο 

( ),
b d

a c

f x y dy dx
 
 
 
∫ ∫ , σηµαίνει ότι η συνάρτηση [ ] ( ), ,

d

c

x a b f x y dy∈ → ∫  

ολοκληρώνεται στο [ ],a b . 

(ιι) Έστω ότι η f  είναι ολοκληρώσιµη στο ℜ . Αν επιπλέον τα ολοκληρώµατα 

( ),
d

c

f x y dy∫  υπάρχουν για κάθε [ ],x a b∈  τότε ( η [ ] ( ), ,
d

c

x a b f x y dy∈ → ∫   

ολοκληρώνεται στο [ ],a b  και) ισχύει ( ) ( ), ,
b d

a c

f x y dxdy f x y dy dx
ℜ

 
=  

 
∫ ∫ ∫ . 

Ανάλογα αν τα ολοκληρώµατα ( ),
b

a

f x y dx∫  υπάρχουν για κάθε [ ],y c d∈  τότε 

( ) ( ), ,
d b

c a

f x y dxdy f x y dx dy
ℜ

 
=  

 
∫ ∫ ∫ . 

Συνεπώς αν όλες αυτές οι συνθήκες ισχύουν ταυτόχρονα τότε 

( ) ( ) ( ), , ,
b d d b

a c c a

f x y dxdy f x y dy dx f x y dx dy
ℜ

   
= =   

   
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

 
           Παρατηρήσεις. 1) Οι υποθέσεις που κάναµε στον ισχυρισµό (ιι) του 
θεωρήµατος είναι περισσότερες απ’ ότι στον (ι). Είναι όµως αναγκαίες γιατί αν η f  

δεν είναι παντού συνεχής δεν έπεται αναγκαία ότι το ολοκλήρωµα ( ),
d

c

f x y dy∫  θα 

υπάρχει για κάθε [ ],x a b∈ . 

 
2) Ένα ανάλογο αποτέλεσµα ισχύει και για συναρτήσεις n − µεταβλητών µε 2n ≥ . 

Αν π.χ. η [ ] [ ] [ ]: , , ,f a b c d u v R× × →  είναι συνεχής και ( ), ,f x y z dxdydz
ℜ

Ι = ∫  είναι η 

τιµή του τριπλού ολοκληρώµατος, τότε υπάρχουν 3! 6=  διαδοχικά ολοκληρώµατα 
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της συνάρτησης ( ), ,f x y z  όλα µεταξύ τους ίσα. Π.χ. 

( ) ( ), , , ,
b d v d v b

a c u c u a

f x y z dz dy dx f x y z dx dz dy
      

Ι = =               
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 
Ποιοτική εξήγηση του θεωρήµατος Fubini 

Έστω [ ] [ ]: , ,f a b c d R× →  συνεχής µε 0f ≥ . Αν τεµαχίσουµε τον όγκο κάτω από το 

γράφηµα της f  σε λεπτές φέτες π.χ. παράλληλες µε το yz επίπεδο, τότε 
προσεγγιστικά ο όγκος αυτός ισούται µε το άθροισµα των ποσοτήτων 

( ),
d

c

f x y dy x
 

⋅∆ 
 
∫ , αφού ( ),

d

c

f x y dy∫  είναι το εµβαδόν κάτω από το γράφηµα της 

[ ] ( ): , ,xf y c d f x y R∈ → ∈ . 

Έπεται προφανώς ότι: ( ) ( ), ,
b d

a c

f x y dxdy f x y dy dx
ℜ

 
=  

 
∫ ∫ ∫   (1). 

Με ανάλογη διαδικασία τεµαχισµού σε φέτες παράλληλες µε το xz  επίπεδο 

καταλήγουµε στον τύπο ( ) ( ), ,
d b

c a

f x y dxdy f x y dx dy
ℜ

 
=  

 
∫ ∫ ∫  (2)  

Τελικά από τις (1) και (2) λαµβάνουµε τον τύπο του Fubini: 

( ) ( ) ( ), , ,
b d d b

a c c a

f x y dxdy f x y dy dx f x y dx dy
ℜ

   
= =   

   
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Ως ένα αλγεβρικό ανάλογο του θεωρήµατος Fubini αναφέρουµε και την γνωστή 

ταυτότητα:                           
, 1 1 1

n n n

a aκλ κλ
κ λ κ λ= = =

 
=  

 
∑ ∑ ∑  

Το θεώρηµα Fubini µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για τον υπολογισµό 
ολοκληρωµάτων συναρτήσεων που δεν είναι ορισµένες αναγκαία σε ορθογώνια του 

2R . Αυτό µπορεί  να γίνει αν το συνδυάσουµε µε τα αποτελέσµατα των 
προηγουµένων παραγράφων.  
Στην πράξη έχουµε το ακόλουθο πολύ χρήσιµο αποτέλεσµα που είναι συνέπεια του 
θεωρήµατος Fubini. 
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        18.2 Θεώρηµα Έστω [ ], : ,a b Rϕ ψ →  συνεχείς συναρτήσεις ώστε ( ) ( )x xϕ ψ≤  

για κάθε [ ],x a b∈ . Θέτοµε ( ) ( ) ( ){ }2, :  και D x y R a x b x y xϕ ψ= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Έστω :f D R→  συνεχής. Τότε ( ) ( )
( )

( )

, ,
xb

D a x

f x y dxdy f x y dy dx
ψ

ϕ

 
 =
 
 

∫ ∫ ∫ . 

        Απόδειξη: Παρατηρούµε ότι το D  είναι συµπαγές υποσύνολο του 2R  ( γιατί; ) 
και η f  ως συνεχής στο D  είναι φραγµένη. Έστω [ ] [ ], ,a b c dℜ = ×  κλειστό 

ορθογώνιο ώστε D ⊆ℜ  ( µπορούµε να πάρουµε ως ( ) [ ]{ }min : ,c x x a bϕ= ∈  και 

( ) [ ]{ }max : ,d x x c dψ= ∈  αφού οι ,ϕ ψ  είναι συνεχείς). Ορίζουµε την συνάρτηση 

:g Rℜ→  ώστε ( )
( ) ( )

( )
, ,  αν ,

,
0,      αν ,

f x y x y D
g x y

x y D

∈
= 

∈ℜ−
 

Τα σηµεία ασυνέχειας της g  είναι όλα στο σύνορο του D , το οποίο είναι ένωση των 
γραφηµάτων των συναρτήσεων ,ϕ ψ  και δύο κατακόρυφων ευθυγράµµων τµηµάτων 

του 2R , έτσι το D∂  έχει διδιάστατο µέτρο µηδέν  και η g  από το  θεώρηµα 17.9  της 
σελίδας 176 ( ή το  πόρισµα 17.10  της σελίδας 176 ) είναι ολοκληρώσιµη.  

Έπεται ότι                             ( ) ( ), ,
D

f x y dxdy g x y dxdy
ℜ

=∫ ∫   (1) 

Από το θεώρηµα Fubini έχουµε ( ) ( ), ,
b d

a c

g x y dxdy g x y dy dx
ℜ

 
=  

 
∫ ∫ ∫  (2), αφού τα 

ολοκληρώµατα ( ),
d

c

g x y dy∫  υπάρχουν για κάθε [ ],x a b∈  και µάλιστα, 

( ) ( )
( )

( )

, ,
xd

c x

g x y dy f x y dy
ψ

ϕ

=∫ ∫  (3).  

( Η συνάρτηση [ ] ( ), ,y c d g x y∈ →  είναι ολοκληρώσιµη για κάθε [ ],x a b∈  αφού 

είναι φραγµένη και ενδεχοµένως ασυνεχής µόνο στα σηµεία ( )xϕ  και ( )xψ ).  

Από τις εξισώσεις (1),(2) και (3) έπεται το συµπέρασµα.  
 
         Παρατηρήσεις 1) Ένας ανάλογος τύπος ισχύει και για σύνολα της µορφής, 

( ) [ ] ( ) ( ){ }2, : ,  και D x y R y c d y x yϕ ψ= ∈ ∈ ≤ ≤  όπου [ ], : ,c d Rϕ ψ →  συνεχείς 

συναρτήσεις και ( ) ( )y yϕ ψ≤  για κάθε [ ],y c d∈ . Αν :f D R→  συνεχής 

συνάρτηση τότε:           ( ) ( )
( )

( )

, ,
yd

D c y

f x y dxdy f x y dx dy
ψ

ϕ

 
 =
 
 

∫ ∫ ∫ . 

Σηµειώνουµε ακόµη ότι το θεώρηµα 18.2 ισχύει και µε την υπόθεση ότι η f  είναι 

ορισµένη στο εσωτερικό ( )int D  του D  και είναι συνεχής και φραγµένη εκεί ( γιατί; 

). ∆ες επίσης και την άσκηση 5(β) αυτής της παραγράφου.  
 
2) Τα υποσύνολα του 2R  που εµφανίζονται στην διατύπωση του  θεωρήµατος 18.2 
καθώς και στην παρατήρηση (1) ονοµάζονται χωρία του τύπου 1 και του τύπου 2. 
Μερικές φορές ονοµάζονται και x − απλά αντίστοιχα y −απλά σύνολα.  
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Χωρία τύπου 3 ονοµάζονται αυτά που µπορούν να έχουν ταυτόχρονα και τις δύο 
περιγραφές, δηλαδή να είναι του τύπου 1 αλλά και του τύπου 2. Ένα τέτοιο 
παράδειγµα είναι ο µοναδιαίος δίσκος. Συνήθως τα χωρία τύπου 1,2 και 3, 
αναφέρονται και ως στοιχειώδη χωρία. Παρατηρούµε ότι ένα στοιχειώδες χωρίο είναι 
συµπαγές υποσύνολο του 2R . 
 
3) Στην περίπτωση που στο  θεώρηµα 18.2 ( πόρισµα του Fubini ) έχουµε ( ), 1f x y =  

για ( ),x y D∈  τότε , 

                                          ( )
D

dxdy D= Α =∫  το εµβαδό του D . 

Πράγµατι, 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

, ,
x xb b

D a x a x

f x y dxdy f x y dy dx dy dx
ψ ψ

ϕ ϕ

   
   = =
   
   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ = ( ) ( )( )
b

a

x x dxψ ϕ− =∫ το εµβαδόν 

του χωρίου D , όπως γνωρίζουµε και από το Λογισµό της µιας µεταβλητής (πρβλ και 
µε τον ορισµό 17.8 του όγκου ενός Jordan µετρήσιµου συνόλου στην σελίδα 174). 
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Το θεώρηµα µέσης τιµής για πολλαπλά ολοκληρώµατα 
 

Όπως και στον Λογισµό της µιας µεταβλητής τα πολλαπλά ολοκληρώµατα 
ικανοποιούν µια ιδιότητα µέσης τιµής.  
 
       18.3 Λήµµα Έστω nRΑ⊆  Jordan µετρήσιµο και , :f g RΑ→  ολοκληρώσιµες 
συναρτήσεις, τότε ισχύουν  

(ι) Αν f g≤  ( δηλαδή ( ) ( )f x g x≤  για κάθε x∈Α ) τότε ( ) ( )f x dx g x dx
Α Α

≤∫ ∫ . 

(ιι) Αν ( )f x ≤ Μ  για κάθε x∈Α  τότε ( ) ( )f x dx V
Α

≤ Μ ⋅ Α∫ . 

       Απόδειξη: Αρκεί να αποδείξουµε την ανισότητα όταν Α είναι κλειστό ορθογώνιο 

του nR . Από τον ορισµό του ολοκληρώµατος Riemann  έπεται ότι ( ) 0g f dx
Α

− ≥∫  

και συνεπώς έπεται η ζητούµενη ανισότητα. 

(ιι) Η ( )f x ≤ Μ  για κάθε x∈Α  ισοδυναµεί  µε την ( )f x−Μ ≤ ≤Μ  για κάθε 

x∈Α           (1)  
Επειδή οι σταθερές(όταν είναι ορισµένες σε Jordan µετρήσιµα σύνολα) είναι 

ολοκληρώσιµες και ( )dx V
Α

Μ =Μ⋅ Α∫  ( Πρβλ το παράδειγµα 1 µετά την Προτ. 16.7). 

Έπεται από την (1) ότι, ( ) ( ) ( )V f x dx V
Α

−Μ ⋅ Α ≤ ≤ Μ ⋅ Α∫  και άρα η προς απόδειξη 

ανισότητα.  
 
         18.4 Θεώρηµα ( µέσης τιµής για ολοκληρώµατα ). Αν η :f RΑ→  είναι 

συνεχής και το Α Jordan µετρήσιµο συµπαγές και συνεκτικό, τότε υπάρχει 0x ∈Α  

ώστε                                         ( ) ( ) ( )0f x dx f x V
Α

= ⋅ Α∫ . 

Αν ( ) 0V Α ≠ , η ποσότητα 
( )

( )1
f x dx

V Α

⋅
Α ∫  ονοµάζεται η µέση τιµή της f  επί του 

Α. 

        Απόδειξη: Έστω 
( )

( )1
f x dx

V
λ

Α

= ⋅
Α ∫ . ( Αν ( ) 0V Α =  τότε το αποτέλεσµα 

έπεται προφανώς από τον ισχυρισµό (ιι) του Λήµµατος 18.3 ). Θέτοµε 

( ){ }min :m f x x= ∈Α  και ( ){ }max :f x xΜ = ∈Α  ( επειδή f  συνεχής και Α 

συµπαγές η f  έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή στο Α ). Συνεπώς ( )m f x≤ ≤ Μ  για 

κάθε x∈Α . 

Άρα από το Λήµµα 18.3 έπεται ότι ( ) ( ) ( )m V mdx f x dx dx V
Α Α Α

⋅ Α = ≤ ≤ Μ =Μ⋅ Α∫ ∫ ∫ , 

ή                                                 
( )

( )1
m f x dx

V Α

≤ ≤ Μ
Α ∫  
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Επειδή το Α είναι συνεκτικό και η f  συνεχής, η f  ικανοποιεί το θεώρηµα 

ενδιαµέσου τιµής , και άρα υπάρχει 0x ∈Α  ώστε ( )
( )

( )0

1
f x f x dx

V Α

= ⋅
Α ∫ . 

 
          Παρατήρηση. Μια πιο προσεκτική εξέταση της απόδειξης µας δείχνει ότι η 
υπόθεση της συµπάγειας δεν είναι απαραίτητη αρκεί βέβαια η f  να υποτεθεί 
φραγµένη.  
 
Ένα υποσύνολο Α του nR  λέγεται κατά τόξα συνεκτικό, αν για κάθε ,z ω∈Α  
υπάρχει καµπύλη γ  του Α που συνδέει το z  µε το ω , δηλαδή υπάρχει συνεχής 

συνάρτηση [ ]: ,a bγ →Α  ώστε ( )a zγ =  και ( )bγ ω= . Είναι εύκολο να 

αποδείξουµε ότι κάθε κατά τόξα συνεκτικό σύνολο είναι και συνεκτικό. Η απόδειξη 
έπεται όπως και για τα κυρτά σύνολα µε χρήση του Λήµµατος 3.20. Όπως έπεται από 
τα αποτελέσµατα της σχετικής παραγράφου ( για τα συνεκτικά σύνολα ) 
παραδείγµατα κατά τόξα συνεκτικών συνόλων είναι βέβαια τα κυρτά σύνολα καθώς 
και τα ανοικτά και συνεκτικά σύνολα. Επίσης δεν είναι δύσκολο να αποδειχθεί το 
ακόλουθο αποτέλεσµα η απόδειξη του οποίου αφήνεται ως άσκηση:  
 
            18.5 Πρόταση Κάθε στοιχειώδες χωρίο D  του επιπέδου είναι κατά τόξα 
συνεκτικό και άρα συνεκτικό σύνολο.  
 
Από το αποτέλεσµα αυτό και το θεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα έπεται 
αµέσως το ακόλουθο. 
 
           18.6 Θεώρηµα. Έστω 2D R⊆  στοιχειώδες χωρίο και :f D R→  συνεχής. 

Τότε για κάποιο ( )0 0,x y D∈  ισχύει ότι ( ) ( ) ( )0 0, ,
D

f x y dxdy f x y V D= ⋅∫ . 

           Απόδειξη Υπενθυµίζουµε ότι ένα στοιχειώδες χωρίο είναι συµπαγές σύνολο, 
επειδή είναι και συνεκτικό το συµπέρασµα είναι προφανής συνέπεια του θεωρήµατος 
18.4.  
 

Ασκήσεις 
 
1) Έστω [ ]: , , 1,2,...,k k kf a b R k n→ = , Riemann ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. 

Θέτοµε [ ] [ ]1 1, ... ,n na b a bℜ = × ×  και ορίζουµε την συνάρτηση :F Rℜ→  ώστε 

( ) ( ) ( )1 1 1,..., ...n n nF x x f x f x= . 

Αποδείξτε ότι, ( ) ( ) ( )1 1
1

,..., ,...,
k

k

bn

n n k
k a

F x x d x x f t dt
=ℜ

=∏∫ ∫  

(*) 2)Έστω [ ] [ ], ,a b c dℜ = ×  κλειστό ορθογώνιο του 2R  και :f Rℜ→  φραγµένη 

συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι για κάθε [ ],y c d∈  η συνάρτηση, 

[ ] ( ): , ,yf x a b f x y∈ →  είναι αύξουσα και ότι για κάθε [ ],x a b∈  η συνάρτηση, 

[ ] ( ): , ,xf y c d f x y∈ →  είναι επίσης αύξουσα. Αποδείξτε ότι η f  είναι 

ολοκληρώσιµη στο ℜ . 
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3)Ορίζουµε µια συνάρτηση f  στο τετράγωνο [ ] [ ]0,1 0,1Q = ×  ως εξής: 

( )
0 , αν είτε ο  ή ο  είναι άρρητος

, 1
, αν  ο  είναι  ρητός και , όπου  και  είναι σχετικά πρώτοι θετικοί ακέραιοι 

x y
f x y m

y x m n
n n




= 
=

 

Αποδείξτε ότι, ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

, , , 0
Q

f x y dx f x y dx dy f x y dxdy
 

= = = 
 

∫ ∫ ∫ ∫ , όµως ότι το 

( )
1

0

,f x y dy∫  δεν υπάρχει αν ο x  είναι ρητός. 

 
4)Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: στο [ ] [ ]0,1 0,1ℜ = ×  

(α) m nx y dxdy
ℜ

⋅∫  όταν ,m n N∈  

(β) ( )ax by c dxdy
ℜ

+ +∫  

(γ) ( )sin x y dxdy
ℜ

+∫ . 

Καθώς και τα ολοκληρώµατα στο [ ] [ ]0, 0,Q π π= ×  

(δ) 2 2sin sin
Q

x ydxdy⋅∫  

(ε) ( )cos
Q

x y dxdy+∫ . 

 
(*) 5)Έστω :f Q R→  συνεχής , όπου [ ] [ ], ,Q a b c d= × . Για κάθε εσωτερικό σηµείο 

( )1 2,x x  του Q , ορίζουµε ,      ( ) ( )
1 2

1 2, ,
x x

a c

F x x f x y dy dx
 

=   
 
∫ ∫ . 

Αποδείξτε ότι: ( ) ( ) ( )
2 2

1 2 1 2 1 2, , ,
F F

x x x x f x x
x y y x

∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
 σε κάθε εσωτερικό σηµείο 

( )1 2,x x  του Q . 

Σκεφθείτε την σχέση του θεωρήµατος Fubini µε την ισότητα των µεικτών 
παραγώγων. 
 

(*) 6) Έστω [ ]: , na b Rγ →  καµπύλη µε µήκος. Θέτοµε [ ] ( ) [ ]{ }: ,t t a bγ γ= ∈  δηλαδή 

[ ]γ  είναι το σύνολο τιµών ή ίχνος της γ . Αποδείξτε ότι το [ ]γ  είναι Jordan 

µετρήσιµο µε n − διάστατο περιεχόµενο µηδέν. 
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               Παραδείγµατα (1)Υπολογίστε το διπλό ολοκλήρωµα 
D

xydxdy∫ , όπου D  

είναι το επίπεδο χωρίο µεταξύ της παραβολής 2y x=  και των ευθειών 0y =  και 
2x = . 

 

                Λύση ( ){ }2 2, : 0 2 και 0D x y R x y x= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤  

    ( ){ }, : 0 4 και 2x y y y x= ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Το D  είναι χωρίο του τύπου 3 έτσι έχουµε 

   

222 2 2

0 0 0 0
2

y xx

D y

xy
xydxdy xydy dx dx

=

=

   
= =       

∫ ∫ ∫ ∫   

2 5

0

16

2 3

x
dx= =∫ , επειδή D  είναι του τύπου 1. 

Επίσης επειδή D  είναι και του τύπου 2, 
υπολογίζουµε 

24 2 4 2

0 0 2

x

D y x y

x y
xydxdy xydx dy dy

=

=

   
 = = =     

∫ ∫ ∫ ∫
4 2

0

16
2

2 3

y
y dy

 
− = 

 
∫ . 

 
2)Υπολογίστε το διπλό ολοκλήρωµα 

( )
D

x y dxdy+∫ , όπου το D  το τρίγωνο που καθορίζεται από τις ευθείες 0y = , 2y x=  

και 1x = . 

             Λύση ( ){ } ( ), : 0 1 και 0 2 , : 0 2, 1
2

y
D x y x y x x y y x

 = ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

 

Το D  είναι χωρίο τύπου 3 
Επειδή το D  είναι τύπου 1 υπολογίζουµε: 

( ) ( )
1 2

0 0

x

D

x y dxdy x y dy dx
 

+ = + = 
 

∫ ∫ ∫
21

2

00

1

2

y x

y

xy y dx
=

=

 + =  ∫

( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2

0

1 1
2 2 0 0

2 2
x x x x dx
  + − +    
∫

11
2 3

00

4 4
4

3 3
x dx x

 = = =  ∫  

Επειδή το D  είναι και τύπου 2 υπολογίζουµε: 
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( ) ( )
12 1 2

2

0 0
2

2

1

2

x

y
y xD

x y dxdy x y dx dy x xy dy
=

=

 
   + = + = +     
 

∫ ∫ ∫ ∫ =
2 2 2

0

1

2 8 2

y y
y dy

 
+ − − 

 
∫ =

22 3

0

5

2 2 24

y

y

y y y
=

=

 
+ − 

 

5 8 4
1 2 10

24 3

⋅ = + − − =  
. 

 
3) Υπολογισµός όγκου µε χρήση διπλού ολοκληρώµατος 

Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που φράσσεται από πάνω από το επίπεδο z y=  και 
από κάτω στο xy  επίπεδο από το πρώτο τεταρτηµόριο D  του µοναδιαίου δίσκου 

2 2 1x y+ ≤ . 

          Λύση Η συνάρτηση ( ),z f x y=  που ολοκληρώνουµε στο D  είναι η 

( ),z f x y y= =  ( η δεύτερη προβολή 2
2 : R Rπ → ) 

Το D  είναι χωρίο του τύπου 3. Εποµένως ο ζητούµενος όγκος V  υπολογίζεται µε 
δύο τρόπους: 
 

 
21 1

0 0

x

D

V ydxdy ydy dx
− 

 = =
 
 

∫ ∫ ∫ =

211

0 0

y

ydx dy
− 

 
 
 
∫ ∫ . Υπολογίζουµε το δεύτερο 

διαδοχικό ολοκλήρωµα και έτσι βρίσκουµε: 
211

0 0

y

V ydx dy
− 

 = =
 
 
∫ ∫ ( )

1
2

0

1y y dy−∫ =

( )
13

2 2

0

1 1
1

3 3
y

 
− − = 
 

. Το D  περιγράφεται 

ως:          ( ){ }2, : 0 1,0 1D x y x y x= ≤ ≤ ≤ ≤ −  ( τύπου 1) 

                    ( ){ }2, : 0 1,0 1x y y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ −  ( τύπου 2) 

Για τον υπολογισµό της παράγουσας, 21y y dy−∫ , θέτοµε 21u y= − , συνεπώς 

( )2du y dy= − . Έπεται ότι,  

( )2 21 1
1 1 2

2 2
y y dy y y dy udu− = − − − = −∫ ∫ ∫ =

( )
2

3
3 32

22 2

1

1 1 1
1

32 3 3
2

u y

u
u y

= −

 
 

− = − = − − 
 
 

. 
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 Αλλαγή της σειράς ολοκλήρωσης 
Έστω 2D R⊆  χωρίο τύπου 3 και :f D R→  συνεχής συνάρτηση. Το D  
περιγράφεται µε δύο τρόπους ( ως τύπου 1 και 2) και άρα     
   ( ) ( ) ( ){ }1 2, :  και D x y a x b x y xϕ ϕ= ≤ ≤ ≤ ≤ =      

       = ( ) ( ) ( ){ }1 2, :  και x y c y d y x yψ ψ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Έχουµε εποµένως τους τύπους: 

                       ( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )2 2

1 1

, , ,
x xb d

D a x c x

f x y dxdy f x y dy dx f x y dx dy
ϕ ψ

ϕ ψ

   
   = =
   
   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

 
Αν θέλουµε να υπολογίσουµε το ένα από τα δύο διαδοχικά ολοκληρώµατα – και 

τελικά το διπλό ολοκλήρωµα ( ),
D

f x y dxdy∫  - µπορούµε να το κάνουµε 

υπολογίζοντας το άλλο ( εκείνο που υπολογίζεται ευκολότερα ). Αυτή η τεχνική 
λέγεται αλλαγή της σειράς ολοκλήρωσης 
 
         Παραδείγµατα. 1)Να υπολογισθεί το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται ( 
φράσσεται) από την παραβολή 2 2y x= −  και την ευθεία y x= . 
         Λύση Το χωρίο D  είναι του τύπου 1 και του τύπου 2, αφού  

( ){ }2, : 1 2, 2D x y x x y x= − ≤ ≤ − ≤ ≤ = ( ){ }
1

, : 2 1, 2 2

D

x y y y x y− ≤ ≤ − − + ≤ ≤ +
�������������������

∪

( ){ }
2

, : 1 2, 2

D

x y y y x y− ≤ ≤ ≤ ≤ +
���������������

 

 
Σχήµα Ι 
Περιγραφή τύπου 1: 21 2, 2x x y x− ≤ ≤ − ≤ ≤  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

4

2

-2

-4

-5 5

g x( ) = xf x( ) = x2-2
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Σχήµα ΙΙ 

Περιγραφή 
τύπου 2: 
 
 

 
 
 
 
Υπολογίζοντας  το εµβαδόν του D  ως χωρίο του τύπου 1, έχοµε: 

( )
2

2

1 2

x

D x

D dxdy dy dx
− −

 
Α = =   

 
∫ ∫ ∫ = ( )( )

2
2

1

2x x dx
−

− −∫ = ( )
2

2

1

2x x dx
−

− +∫ =

22 3

1

2
2 3

x x
x

−

 
− + 

 

9

2
=  

Αν, όµως, θεωρηθεί ως χωρίο τύπου 2, είναι αναγκαίο να το διασπάσουµε σε δύο 
µέρη  ( χωρία) όπως στο Σχήµα ΙΙ. 
Εποµένως το εµβαδόν ( )DΑ  δίδεται από το άθροισµα των διαδοχικών 

ολοκληρωµάτων: ( )
1 2D D

D dxdy dxdyΑ = +∫ ∫ =
21

2 2

y

y

dx dy
+−

− − +

 
 
 
 
∫ ∫ +

22

1

9
...

2

y

y

dx dy
+

−

 
  = =
 
 
∫ ∫ . 

Είναι σαφές ότι ο υπολογισµός του εµβαδού ( )DΑ  θεωρώντας το D  ως χωρίο τύπου 

1 είναι συντοµότερος.  
           Σηµείωση Τα σηµεία τοµής της παραβολής 2 2y x= −  και της ευθείας y x=  
βρίσκονται λύνοντας την εξίσωση 

2 2x x− = ( )( )2 2 0 2 1 0x x x x⇔ − − = ⇔ − + = ⇔ 2x = ή 1x = − .  

Άρα τα σηµεία τοµής είναι τα ( )2,2 , ( )1, 1− − . 

 
Από το προηγούµενο παράδειγµα συµπεραίνουµε ότι η µορφή του χωρίου 
ολοκλήρωσης D  µπορεί να καθορίζει ποια διάταξη ( διαδοχικής ) ολοκλήρωσης είναι 
περισσότερο κατάλληλη για τον υπολογισµό µας. Όπως θα δούµε όµως στο επόµενο 
παράδειγµα η προς ολοκλήρωση  συνάρτηση παίζει και αυτή ρόλο στην επιλογή της 
σειράς ολοκλήρωσης. 
 

2)Υπολογίστε το διαδοχικό ολοκλήρωµα 
2

1 1

0

y

x

e dy dx
 
 
 
∫ ∫ . 

4

2

-2

-4

-5 5

g x( ) = xf x( ) = x2-2
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         Λύση ∆εν µπορούµε να υπολογίσουµε το δοσµένο ολοκλήρωµα µε την διάταξη 

η οποία δίδεται καθώς η παράγουσα της συνάρτησης 
2yy R e R∈ → ∈  δεν είναι 

στοιχειώδης συνάρτηση ( δεν µπορεί να υπολογισθεί ) 
Έτσι το δοσµένο ολοκλήρωµα θα υπολογισθεί αντιστρέφοντας την σειρά 
ολοκλήρωσης. Το χωρίο ολοκλήρωσης δίδεται στο ακόλουθο σχήµα και είναι βέβαια 
τύπου 3.  
Παρατηρούµε ότι, 

2 2
1 1

0

y y

D x

e dxdy e dy dx
 

= = 
 

∫ ∫ ∫ ( )2 2 2
11 1

1 0

00 0 0

1 1

2 2

y
y y ye dx dy ye dy e e e

   = = = −       
∫ ∫ ∫ = ( )1

1
2

e −    

(1) 

( ){ }, : 0 1, 1D x y x x y= ≤ ≤ ≤ ≤ (τύπου 1) 

    ( ){ }, : 0 1,0x y y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ( τύπου 2) 

 
(1) Για τον υπολογισµό της 

παραγούσης 
2yye dy∫ , θέτοµε 

2u y=  άρα 2du ydy= . Έπεται ότι, 
2 21 1

2
2 2

y y uye dy e ydy e du= =∫ ∫ ∫ =

2

1

2
u

u y

e
=

. 

 
 
 

            Παράδειγµα 3. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα: 

(1)  
( )

1 1

53
0 1y

dx
ydy

x

 
 
 + 
∫ ∫  και  (2)   

( )

1 1

75
0 1y

dx
ydy

x

 
 
 + 
∫ ∫ . 

           Λύση (1) Πρόκειται για µία από τις δύο εκφράσεις του διπλού ολοκληρώµατος 

( )531D

y
dxdy

x+
∫  στο ακόλουθο χωρίο D  που είναι τύπου 3, 

( ){ }
 τύπου 2

, : 0 1 και 1D x y y y x= ≤ ≤ ≤ ≤
�������������

= ( ){ }
τύπου 1

, : 0 1 και 0x y x y x≤ ≤ ≤ ≤
�������������

. 

Ισχύει ότι, 

( ) ( )

1 1

5 53 3
0

τύπου 2

1 1D y

y y
dxdy dx dy

x x

 
 =
 + + 

∫ ∫ ∫
�������

=
( )

1

53
0 0

τύπου 1

1

y
dy dx

x

χ 
 
 + 
∫ ∫
���������

 

Το δοσµένο διαδοχικό ολοκλήρωµα 
υπολογίζεται δύσκολα. Έτσι, 



 199

υπολογίζουµε το δεύτερο διαδοχικό ολοκλήρωµα που προκύπτει από την έκφραση 
του D  ως χωρίο τύπου 1. 
Έτσι έχουµε: 

( )

1

53
0 0 1

x y
dy dx

x

 
 
 + 
∫ ∫ =

( )

1 2

53
0 0

1

21

y x

y

y
dx

x

=

=

   ⋅    + 
∫ =

( )

1 2

53
0

1

2 1

x
dx

x
⋅

+
∫ =

( )
( )

231 2 4

5 53
0 1 1

11 1 1 1

2 3 6 6 41

d x du u

ux

−∗+  
⋅ = =  − +
∫ ∫ =

24

4

1

1 1 1 1 1

6 4 6 2 4 4

u−   − = − ⋅ −     
 

* Εδώ χρησιµοποιούµε την αλλαγή µεταβλητής 3 21 3u x du x dx= + ⇔ =  

(2) Όσον αφορά το 2ο διαδοχικό ολοκλήρωµα 
( )

1 1

75
0 1y

dx
ydy

x

 
 
 + 
∫ ∫ , παρατηρούµε ότι 

το χωρίο ολοκλήρωσης είναι το ( ){ }, : 0 1  και 1D x y y y x= ≤ ≤ ≤ ≤  και είναι 

τύπου 2, αλλά και τύπου 1, αν γραφεί ως ( ){ }2, : 0 1 και 0D x y x y x= ≤ ≤ ≤ ≤  

          Έτσι αντί του δοθέντος διαδοχικού 
ολοκληρώµατος, που υπολογίζεται δύσκολα 
υπολογίζουµε το διαδοχικό ολοκλήρωµα που 
προκύπτει από την έκφραση του D  ως χωρίο 
τύπου 1 . 

( )

21

75
0 0 1

x y
dy dx

x

 
 
 + 
∫ ∫ =

( )

2
1 2

75
0 0

1

21

y x

y

y
dx

x

=

=

      + 
∫

=
( )

1 4

75
0

1

2 1

x
dx

x
=

+
∫

( )
( )

51

75
0

11 1

2 5 1

d x

x

+
⋅

+
∫ =

2

7
1

1

10

du

u∫

=
2

6
1

1 1 1

10 6 u
 − ⋅   

=
1 1 63

1
60 64 60 64
 − − =  ⋅ 

 Το    

Παρατηρηση.Το ολοκλήρωµα 
2

1 1

0

y

x

e dy dx
 

Ι =  
 
∫ ∫  του παραδείγµατος (2), 

υπολογίζεται και µε ολοκλήρωση κατά µέρη: Θέτοµε ( ) [ ]
2

1

, 0,1y

x

G x e dy x= ∈∫  και 

παρατηρούµε ότι ( ) ( ) [ ]
2 2 2

1

0 0

' , 0,1
x

y y xG x e dy e dy G x e x= − ⇒ = − ∈∫ ∫ . 

Άρα, 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1

0
0 0 0

' 'G x dx x G x dx xG x xG x dxΙ = = = − =  ∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )
2 2

1 1

0 0

1
1 ... 1

2
x xG x e dx xe dx e− − = = = −∫ ∫ . 
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Υπολογισµός τριπλών ολοκληρωµάτων µε διαδοχική ολοκλήρωση 
 

Στην παράγραφο αυτή θα δούµε πως µπορεί να χρησιµοποιηθεί το θεώρηµα Fubini 
για τον υπολογισµό τριπλών ολοκληρωµάτων. Ξεκινούµε µε την διατύπωση του 
θεωρήµατος Fubini για τριπλά ολοκληρώµατα. 
 
           19-1 Θεώρηµα Έστω [ ] [ ] [ ]1 1 2 2 3 3, , ,a b a b a bℜ = × ×  κλειστό ορθογώνιο στον 

3R  και :f Rℜ→  φραγµένη συνάρτηση, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:  

1)Αν η f  είναι συνεχής τότε η f  είναι ολοκληρώσιµη στο R  και αν fdx
ℜ

Ι = ∫ , τότε 

τα έξι διαδοχικά ολοκληρώµατα που παίρνουµε µεταθέτοντας τα , ,dx dy dz π.χ. 

( )
31 2

1 2 3

, ,
bb b

a a a

f x y z dz dy dx
  
  

    
∫ ∫ ∫ , ( )

32 1

2 1 3

, ,
bb b

a a a

f x y z dz dx dy
  
  

    
∫ ∫ ∫  κτλ είναι όλα ίσα µε τον 

αριθµό Ι. 

2)Έστω ότι η f  είναι ολοκληρώσιµη στο ℜ , αν το ολοκλήρωµα ( )
3

3

, ,
b

a

f x y z dz∫  

υπάρχει  για κάθε ( ) [ ] [ ]1 1 2 2, , ,x y a b a b∈ ×  τότε ( η συνάρτηση 

( ) [ ] [ ] ( )
3

3

1 1 2 2, , , , ,
b

a

x y a b a b f x y z dz∈ × → ∫  ολοκληρώνεται στο [ ] [ ]1 1 2 2, ,a b a b×  και ) 

ισχύει                           ( )
[ ] [ ]

3

1 1 2 2 3, ,

, ,
b

a b a b a

f dx f x y z dz dxdy
ℜ ×

 
=  

 
 

∫ ∫ ∫ . 

Ανάλογα, αν το ολοκλήρωµα ( )
[ ] [ ]1 1 2 2, ,

, ,
a b a b

f x y z dxdy
×
∫  υπάρχει για κάθε [ ]3 3,z a b∈  

έπεται ότι,                     ( )
[ ] [ ]

3

3 1 1 2 2, ,

, ,
b

a a b a b

fdx f x y z dxdy dz
ℜ ×

 
 =
 
 

∫ ∫ ∫ . 

 
Στην συνέχεια θα δούµε πως τριπλά ολοκληρώµατα µπορούν να υπολογισθούν πάνω 
από στερεά χωρία που δεν είναι ορθογώνια. Θα υποθέσουµε ότι το στερεό χωρίο 
ολοκλήρωσης είναι ένα Jordan  µετρήσιµο υποσύνολο του 3R  ειδικού τύπου ( πού 
είναι ανάλογος µε τα επίπεδα χωρία ολοκλήρωσης που εξετάσαµε σε προηγούµενες 
παραγράφους). 
Με περισσότερη ακρίβεια, θα υποθέσουµε ότι το χωρίο ολοκλήρωσης D  φράσσεται 
από πάνω από µια επιφάνεια ( ),z u x y=  και από κάτω από µια επιφάνεια ( ),z v x y=  

και ακόµα ότι προβάλλεται στο xy  επίπεδο σε ένα χωρίο Α είτε του τύπου 1 είτε του 
τύπου 2. Έτσι το D  περιγράφεται ως εξής: 
                              ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , : ,  και , ,D x y z x y v x y z u x y= ∈Α ≤ ≤ . 

Αν π.χ. το Α είναι του τύπου 1 και ( ) ( ) ( ){ }2
1 2, :  και x y R a x b x y xϕ ϕΑ = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤  

όπου [ ]1 2, : ,a b Rϕ ϕ →  συνεχείς συναρτήσεις µε ( ) ( )1 2x xϕ ϕ≤  για κάθε [ ],x a b∈  

τότε, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2, , :  ,   και , ,D x y z a x b x y x v x y z u x yϕ ϕ= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ . 
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        19.2 Θεώρηµα Έστω D  στερεό χωρίο, 3D R⊆ , το οποίο φράσσεται από πάνω 

από µια επιφάνεια ( ),z u x y= , από κάτω από µια επιφάνεια ( ),z v x y=  και 

προβάλλεται στο xy  επίπεδο σε ένα χωρίο Α. Αν το Α είναι είτε του τύπου 1 είτε του 
τύπου 2, και η :f D R→  συνεχής ( ή φραγµένη µε αριθµήσιµο το πολύ πλήθος 
ασυνεχειών ) συνάρτηση τότε η f  είναι ολοκληρώσιµη επί του D  και 

( )
( )

( )

( )
,

,

, , ,
u x y

D A v x y

f dx f x y z dz d x y
 
 =
 
 

∫ ∫ ∫ , ( ( ), ,x x y z=  στο πρώτο ολοκλήρωµα) 

Ειδικότερα: (ι) Αν το Α είναι του τύπου 1 και,  

( ) ( ) ( ){ }2
1 2, :  και x y R a x b x y xϕ ϕΑ = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤  τότε 

( )
( )

( )

( )

( )2

1

,

,

, ,
x u x yb

D a x v x y

f dx f x y z dzdydx
ϕ

ϕ

=∫ ∫ ∫ ∫ ,    ( ( ), ,x x y z=  στο πρώτο ολοκλήρωµα) 

(ιι) Αν το Α είναι του τύπου 2 και ( ) ( ) ( ){ }2
1 2, :  και x y R c y d g y x g yΑ = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤  

τότε ( )
( )

( )

( )

( )2

1

,

,

, ,
g y u x yd

D c g y v x y

f dx f x y z dzdxdy=∫ ∫ ∫ ∫ ,    ( ( ), ,x x y z=  στο πρώτο ολοκλήρωµα) 

 
         Παρατηρήσεις: 1) Το προηγούµενο θεώρηµα αποδεικνύεται ( όπως και το 
ανάλογό του για διπλά ολοκληρώµατα ) µε την βοήθεια του θεωρήµατος Fubini ( 
αφού επεκτείνουµε την f  σε ένα κλειστό ορθογώνιο ℜ  που περιέχει το D ) και τον 
χαρακτηρισµό των Riemann ολοκληρωσίµων συναρτήσεων. Απλώς παρατηρούµε ότι 
οι ασυνέχειες της f  είναι µέτρου µηδέν αφού βρίσκονται στο σύνορο του D , το 
οποίο είναι πεπερασµένη ένωση γραφηµάτων συνεχών συναρτήσεων ( δύο 
µεταβλητών ) και άρα µέτρου µηδέν, δηλαδή D  Jordan µετρήσιµο.  
 
2)Τα υποσύνολα D  του 3R  που εµφανίζονται στην διατύπωση του προηγουµένου 
θεωρήµατος ονοµάζονται στερεά ( ή τρισδιάστατα ) χωρία τύπου 1. Ανάλογα 
ορίζονται τα στερεά χωρία τύπου 2 µε προβολή του D  στο yz  επίπεδο και τα στερεά 

χωρία τύπου 3 µε προβολή του D  στο xz  επίπεδο.  Ένα χωρίο που είναι του τύπου 

1,2 και 3 ονοµάζεται χωρίο τύπου 4. Ένα παράδειγµα τέτοιου χωρίου είναι η 
µοναδιαία σφαίρα 2 2 2 1x y z+ + = . 
 
3)Αν η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι η σταθερά ίση µε 1, δηλαδή ( ), , 1f x y z =  

τότε                                ( )
D

dx V D=∫ =ο όγκος του D   (1) 

Πράγµατι, 
( )

( )

( )
,

,

,
u x y

D A v x y

f dx dz d x y
 
 = =
 
 

∫ ∫ ∫ ( ) ( )( ) ( ), , ,
A

u x y v x y d x y−∫ =

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
A A

u x y d x y v x y d x y−∫ ∫ =ο όγκος του D , ( αφού ( ) ( ), ,u x y v x y≥  για 

κάθε ( ),x y D∈  και το διπλό ολοκλήρωµα παριστάνει τον όγκο κάτω από το 

γράφηµα της ολοκληρωτέας συνάρτησης ). Εξάλλου ο τύπος (1) έχει δοθεί και ως ο 
ορισµός του όγκου Jordan  µετρήσιµου συνόλου 3D R⊆ . 
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Παραδείγµατα υπολογισµού τριπλών ολοκληρωµάτων. 
1)Να βρεθεί ο όγκος του στερεού D που περικλείεται από τις επιφάνειες 2 23z x y= +  

και 2 28z x y= − − . 

         Λύση Ο όγκος ( )V D  δίδεται από το ολοκλήρωµα ( )
D

V D dzdydx= ∫∫∫ , ( 

( )
D

V D dx= ∫ ) δηλαδή το τριπλό ολοκλήρωµα της ( ), , 1F x y z =  επί του D . Για να 

βρούµε τα όρια ολοκλήρωσης σχεδιάζουµε το D . 

Οι επιφάνειες ( ){ }2 2
1 , , : 3S x y z z x y= = +  και ( ){ }2 2

2 , , : 8S x y z z x y= = − −  

τέµνονται στην καµπύλη ( ){ }2 2 2 2
1 2 , , : 2 4 και 3S S S x y z x y z x y= = + = = +∩  

( 2 2 2 2 2 23 8 2 4x y x y x y+ = − − ⇒ + = ). Η προβολή του S  στο xy  επίπεδο είναι η 

έλλειψη: 2 22 4x y+ = . Παρατηρούµε ότι το εσωτερικό αυτής της έλλειψης είναι 

( ){ }2 2, : 2 4x y x yℜ = + < . Επίσης ότι,  

( ) 2 2, 2 4x y x y∈ℜ⇔ + < ⇔ 2 2 2 23 8x y x y+ < − − . 

Το χωρίο ( ){ }2 2, : 2 4x y x yℜ = + ≤  είναι του τύπου 1, πράγµατι, 

( )
2 24 4

, : 2 2 και 
2 2

x x
x y x y

 − − 
ℜ = − ≤ ≤ − ≤ ≤ 

  
. 

Έπεται ότι,  
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( )
2 2

2 2 2 24 4
, , : 2 2,   και 3 8

2 2

x x
D x y z x y x y z x y

 − − 
= − ≤ ≤ − ≤ ≤ + ≤ ≤ − − 
  

 και 

( )
D

V D dzdydx= =∫∫∫

2

2 2

2 22

4
82 2

2 34
2

x
x y

x yx

dz dydx

−
− −

− +−
−

 
 
  

∫ ∫ ∫ = ( )

2

2

4
2 2

2 2

2 4
2

8 2 4

x

x

x y dydx

−

− −
−

− −∫ ∫ =

( )
2

2

4
2 2

2 3

42
2

4
8 2

3

x
y

x
y

x y y dx

−
=

−− =−

 − −  ∫ = ( )
3

2 2 2 2
2

2

4 8 4
2 8 2

2 3 2

x x
x dx

−

 
 − − − −     

 
∫ =

3 3
2 2 22 2

2

4 8 4
8

2 3 2

x x
dx

−

 
   − − −         

∫ = ( )
2 3

2 2

2

4 2
4

3
x dx

−

−∫ = 8 2π  ( κάνοντας την αλλαγή 

µεταβλητής 2sinx u= 2cos 2cos
dx

u dx udu
du

⇒ = − ⇒ = ). 

 
          Σηµείωση Το προηγούµενο ολοκλήρωµα θα µπορούσε να υπολογιστεί και ως 

η διαφορά των διπλών ολοκληρωµάτων επί του ℜ , 

( ) ( ) ( )1 2, ,V F x y dxdy F x y dxdy
ℜ ℜ

Α = −∫ ∫ ,  όπου ( ) 2 2
1 , 8F x y x y= − −  και 

( ) 2 2
2 , 3F x y x y= + , όπου ( )

2 24 4
, : 2 2 και 

2 2

x x
x y x y

 − − 
ℜ = − ≤ ≤ − ≤ ≤ 

  
= το 

εσωτερικό της έλλειψης µαζί µε το σύνορο 
 
2)Να βρεθούν τα όρια της ολοκλήρωσης για τον υπολογισµό του τριπλού 

ολοκληρώµατος: ( ), ,
D

f x y z dzdydx∫∫∫ , όπου :f D R→  συνεχής συνάρτηση και: 

(α) ( ){ }3 2 2 2 2, , :D x y z R x y z a= ∈ + + ≤ , ( )0a > . 

(β) D =  το τετράεδρο µε κορυφές ( ) ( ) ( )0,0,0 , 1,1,0 , 0,1,0  και ( )0,1,1  . 

        Λύση (α) Η κλειστή σφαίρα κέντρου ( )0,0,0  και ακτίνας 0a >  περιγράφεται 

ως το σύνολο D  των ( ) 3, ,x y z R∈  ώστε: a x a− ≤ ≤ , 2 2 2 2a x y a x− − ≤ ≤ −  και 

2 2 2 2 2 2a x y z a x y− − − ≤ ≤ − −  

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 



 204

 
 
 
Η σφαίρα είναι χωρίο τύπου (4) µπορεί να περιγραφεί ( λόγω συµµετρίας ) µε 

προβολές σε όλα τα επίπεδα. Έτσι π.χ. έχουµε: 2 2 2 2,a y a a y x a y− ≤ ≤ − ≤ ≤ −  

και 2 2 2 2 2 2a x y z a x y− − − ≤ ≤ − − . 

Έπεται από την πρώτη περιγραφή ότι,  

( ), ,
D

f x y z dzdydx∫∫∫ = ( )
2 2 22 2

2 2 2 2 2

, ,
a x ya a x

a a x a x y

f x y z dzdydx
− −−

− − − − − −

∫ ∫ ∫  και από την δεύτερη 

( ), ,
D

f x y z dzdxdy∫∫∫ = ( )
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

, ,
a y a x ya

a a y a x y

f x y z dzdxdy
− − −

− − − − − −

∫ ∫ ∫ . 

Αν ( ), , 1f x y z =  η σταθερά συνάρτηση ίση µε 1, βρίσκουµε τον όγκο της σφαίρας 

D , έτσι από την πρώτη περιγραφή έχουµε V = ( ), ,
D

f x y z dzdydx∫∫∫ =
D

dzdydx =∫∫∫
2 2 22 2

2 2 2 2 2

a x ya a x

a a x a x y

dzdydx
− −−

− − − − − −

∫ ∫ ∫ . Κρατώντας τα x  και y  σταθερά και ολοκληρώνοντας ως 

προς z  παίρνουµε ,                 

                                        
2 2

2 2

2 2 22
a a x

a a x

V a x y dy dx
−

− − −

 
 = − −
 
 
∫ ∫ . 

Επειδή το x  είναι σταθερό στο ολοκλήρωµα ως προς dy , αυτό το ολοκλήρωµα είναι 

της µορφής 2 2y dy
β

β

β
−

−∫  µε 2 2a xβ = − . Αυτό το ολοκλήρωµα παραστάνει το 

εµβαδόν ενός ηµικυκλίου ακτίνας β , οπότε 
2 2 2

2 2

2 2

a x
y dy

β

β

β π
β π

−

−
− = = ⋅∫  

Έπεται ότι, ( )
2 2

2 22
2

a a

a a

a x
V dx a x dxπ π

− −

−
= ⋅ = − =∫ ∫

3
2

3

a

a

x
a xπ

−

 
− = 

 

34

3
aπ .  

∆ηλαδή βρίσκουµε τον γνωστό µας από την Γεωµετρία τύπο για τον όγκο της 
σφαίρας. 
(β)  
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Η προβολή του δοθέντος τετραέδρου στο xy  επίπεδο είναι το ( κλειστό ) ορθογώνιο ( 

στο ( )0,1,0 )  τρίγωνο µε κορυφές τα ( ) ( ) ( )0,0,0 , 0,1,0 , 1,1,0 , το οποίο είναι ένα 

χωρίο τύπου 1 στο xy  επίπεδο και περιγράφεται ως τα ( ) 2,x y R∈ : 0 1x≤ ≤  και 

1x y≤ ≤ , δηλαδή ( ){ }2, : 0 1 και 1x y R x x yℜ = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από τα ( ) ( )0,0,0 , 1,1,0  και ( )0,1,1  είναι η 

y x z= +  και επειδή το τρίγωνο µε κορυφές ( ) ( )0,0,0 , 1,1,0  και ( )0,1,1  προβάλλεται 

στο ℜ , έχουµε ότι 0 z y x≤ ≤ − . Έτσι το τετράεδρο έχει την ακόλουθη περιγραφή: 
0 1, 1x x y≤ ≤ ≤ ≤  και 0 z y x≤ ≤ − . 

Έπεται ότι: ( ) ( )
1 1

0 0

, , , ,
y x

D x

f x y z dzdydx f x y z dzdydx
−

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

Ιδιαίτερα αν ( ), , 1f x y z =  ( η σταθερά συνάρτηση ίση µε 1 ) θα υπολογίσουµε τον 

όγκο ( )V D  του D  :  

( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0

y x

x x

V D dz dy dx y x dy dx
−    

= = −          
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =

11 2

0 2

y

y x

y
xy dx

=

=

 
− 

 
∫ =

1 2

0

1

2 2

x
x dx

 
− + 

 
∫

=
13 2

0
6 2 2

x x x 
− + 

 
=

1 1 1 1

6 2 2 6
− + = . 

Αν προβάλλουµε το τετράεδρο στο xz  επίπεδο τότε η προβολή του είναι το 
ορθογώνιο στο ( )0,0,0  τρίγωνο µε κορυφές τα ( ) ( ) ( )0,0,0 , 0,0,1 , 1,0,0  το οποίο 

περιγράφεται ως τα ( ) 2, : 0 1x z R x∈ ≤ ≤  και 0 1z x≤ ≤ − , δηλαδή 

( ){ }2, : 0 1 και 0 1x y R x z xΤ = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ − . 

Αν ( ),x z ∈Τ  τότε το ( ), ,x y z D∈  αν και µόνο αν ( βλέπε σχήµα ), 1x z y+ ≤ ≤ . 

Έπεται ότι το τετράεδρο έχει και την ακόλουθη περιγραφή: 

( ){ }3, , : 0 1,0 1  και 1D x y z R x z x x z y= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ − + ≤ ≤  

Έπεται ότι,          ( ) ( )
1 1 1

0 0

, , , ,
x

D x z

f x y z dydzdx f x y z dydzdx
−

+

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

Αν ( ), , 1f x y z = , βρίσκουµε πάλι ( )
1 1 1

0 0

1

6

x

x z

V D dydzdx
−

+

= =∫ ∫ ∫  

        Σηµείωση Ο όγκος του τετραέδρου ( )
D

V D dxdydz= ∫∫∫  µπορεί να υπολογισθεί 

και ως διπλό ολοκλήρωµα. Αφού το D  µπορεί να θεωρηθεί ως το στερεό που 
φράσσεται από πάνω από το επίπεδο z y x= −  και από κάτω στο xy  επίπεδο από το 

τρίγωνο ( ){ }2, : 0 1 και 1x y R x x yℜ = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ .  
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Έτσι έχουµε ( ) ( )
1 1

0

1
...

6x

y x dxdy y x dy dx
ℜ

 
− = − = = 

 
∫∫ ∫ ∫ . Ανάλογη παρατήρηση και 

για τον όγκο της σφαίρας 2 2 2 2 , ( 0)x y z a a+ + ≤ > . Έτσι έχουµε, ( )2 ,
A

V f x y dxdy= ∫ , 

όπου ( ){ }2 2 2 2, : ,A x y a x a a x y a x= − ≤ ≤ − − ≤ ≤ −  και 

( ) ( )2 2 2, , ,f x y a x y x y A= − − ∈ . 

 
 

Ασκήσεις 
1)Σχεδιάστε το χωρίο ολοκλήρωσης και υπολογίστε τα ακόλουθα διπλά 
ολοκληρώµατα: 

(α) 
4 4

0 0

x

xydydx
−

∫ ∫ , (β) 
2

3 21

2 4

y

y y

dxdy
+

− +
∫ ∫ , (γ) ( )

3 4

0 1

x

x y dydx
−

+∫ ∫  

 
2)Υπολογίστε τα διπλά ολοκληρώµατα: 

(α) 
D

ydxdy∫ , όπου D  είναι το χωρίο που φράσσεται από τις καµπύλες 

,   2y x y x= = −  και 0y = . 

(β) 2
D

xdxdy∫ , όπου D  είναι το χωρίο που φράσσεται από τις καµπύλες 

2 1,  ,  2x y y x x= = =  και 0y = . 
 
3)Σχεδιάστε το χωρίο ολοκλήρωσης και υπολογίστε τα ακόλουθα διπλά 
ολοκληρώµατα µε δύο τρόπους: 

(α) 
4 4

0 0

x

xydydx
−

∫ ∫ , (β) 
1 2

0

x
y x

x

e dydx−∫ ∫ , (γ) 
log

1 0

xe

xydydx∫ ∫ . 

 
4)Βρείτε τον όγκο κάτω από την επιφάνεια 2z x y= + +  και πάνω από το χωρίο D  

του xy  επιπέδου που φράσσεται από τις καµπύλες 2y x=  και 2y = . 
 
5)Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα 

                         (α)              ( ) ( )
21 2

2 2 2 2

0 0 1 0

y y

x y dxdy x y dxdy
−

+ + +∫ ∫ ∫ ∫         και    

   (β)    � � �
�
�

�

√�
�

�

	

�
� 

αλλάζοντας την τάξη της ολοκλήρωσης. 
 
6)Βρείτε τον όγκο κάτω από την επιφάνεια 2 2z x y= +  και πάνω από το τετράγωνο 

του xy  επιπέδου που φράσσεται από τις καµπύλες 1x ≤  και 1y ≤ . 

 
7)Υπολογίστε τα διαδοχικά ολοκληρώµατα: 

(α) 
4 3 5

1 2 2

dxdydz
−
∫ ∫ ∫ , (β) 

2 1 2
2 3

1 0 1

8x yz dxdydz
−

∫ ∫ ∫  , (γ) 
2 4

1 0 1

cosyz xydzdxdy
π

−
∫ ∫ ∫  και  
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(δ) 
4 2 3

2 2
1 1 0

z x x y
dydxdz

x y

⋅

−

−
+∫ ∫ ∫  

 
8)Υπολογίστε τα τριπλά ολοκληρώµατα: 

(α) ( )2 2

D

x y y z dxdydz+∫ , όπου D  είναι το ορθογώνιο 1 3,  1 1x y≤ ≤ − ≤ ≤  και 

2 4z≤ ≤ . 

(β) 
D

xyzdxdydz∫ , όπου D  είναι το τετράεδρο µε κορυφές ( ) ( ) ( )0,0,0 , 1,0,0 , 0,1,0  και 

( )0,0,1 . 

(γ) 
D

xdxdydz∫ , όπου D  είναι το στερεό που φράσσεται από το παραβολοειδές 

2 2z x y= +  και το επίπεδο 1z = . 

(δ) 
D

yzdxdydz∫ ,  όπου D  είναι το στερεό στο πρώτο ογδοηµόριο που φράσσεται από 

τα ηµισφαίρα  2 29x y z= − −  και τα επίπεδα συντεταγµένων. 

 
9)Έστω 3:f R R→  συνεχής συνάρτηση. 
(α) Γράψτε έξι διαδοχικά ολοκληρώµατα µε τα κατάλληλα όρια ολοκλήρωσης τα 

οποία είναι  ίσα µε το ολοκλήρωµα, ( ), ,
D

f x y z dxdydz∫ , όπου D  το στερεό: 

2 4y x≤ ≤ , 0 2y≤ ≤  και 0 4z x≤ ≤ − . 
(β) Αλλάξτε την τάξη ολοκλήρωσης στα ακόλουθα διαδοχικά ολοκληρώµατα, όπως 
υποδεικνύεται: 

(ι) ( )
1

0 0 0

, ,
yx

f x y z dzdydx dzdxdy→∫ ∫ ∫  

(ιι) ( )
2 1

1 0 0

, ,
z x

f x y z dydxdz dydzdx
−

→∫ ∫ ∫  

(ιιι) ( )
2 22 4 4

0 0 0

, ,
x x

f x y z dzdydx dydxdz
− −

→∫ ∫ ∫  
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 Το θεώρηµα Αλλαγής µεταβλητής και οι µετασχηµατισµοί 
συντεταγµένων 

 
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει η δεύτερη βασική µέθοδος υπολογισµού πολλαπλών 
ολοκληρωµάτων είναι αυτή της αλλαγής µεταβλητής, την οποία έχουµε ήδη 
συναντήσει στον Λογισµό της µιας µεταβλητής. Υπενθυµίζουµε το θεώρηµα αλλαγής 
µεταβλητής στην περίπτωση αυτή. Έστω [ ]: ,g c d R→   1C  συνάρτηση και f  

συνεχής στο διάστηµα [ ]( ),g c d  τότε, ( )
( )

( )

( )( ) ( )'
g d d

g c c

f x dx f g t g t dt= ⋅∫ ∫       (1). 

Θέτοµε [ ],c dΙ =  και ( )J g= Ι . 

Ας υποθέσουµε ότι ( )' 0g x ≠  για κάθε x∈Ι , εποµένως είτε ( )' 0g x >  για κάθε x∈Ι  

( και άρα g  γνήσια αύξουσα ) ή ( )' 0g x <  για κάθε x∈Ι  ( και άρα g  γνήσια 

φθίνουσα ). Αν ( )' 0g x >  για κάθε x∈Ι  τότε η (1) γράφεται,   

                                   ( ) ( )( ) ( )
( )

'
g

f x dx f g t g t dt
Ι Ι

= ⋅∫ ∫    (2)    

( αφού τότε, ( ) ( ) ( ),g g c g dΙ =     ). 

Αν ( )' 0g x <  για κάθε x∈Ι  τότε η (1) γράφεται, 

                                    ( ) ( )( ) ( )
( )

'
g

f x dx f g t g t dt
Ι Ι

= − ⋅∫ ∫  (3)  

( αφού τότε ( ) ( ) ( ),g g d g cΙ =     ). 

Οι (2) και (3) µπορούν να γραφούν µε ενιαίο τρόπο ως εξής: 

                                    ( ) ( )( ) ( )
( )

'
g

f x dx f g t g t dt
Ι Ι

= ⋅∫ ∫    (4) 

( Η (4) ισχύει ακόµη και όταν c d>  ) Η τελευταία αυτή µορφή είναι εκείνη η οποία 
θα γενικευθεί στα πολλαπλά ολοκληρώµατα. Η συνάρτηση g  η οποία 
µετασχηµατίζει τις µεταβλητές θα αντικατασταθεί από ένα µετασχηµατισµό των 
συντεταγµένων, που ορίζεται ως εξής:  
  
      20.1 Ορισµός. Έστω nU R⊆  ανοικτό. Μια συνάρτηση : n ng U R R⊆ →  
καλείται ένας µετασχηµατισµός των συντεταγµένων αν ισχύουν τα ακόλουθα: 
(ι) Η g είναι 1C  συνάρτηση. 
(ιι) Η g  είναι 1 1−  

(ιιι) Η Ιακωβιανή ορίζουσα ( )( )det 0g xJ ≠  για κάθε x U∈ . 

 
Σηµειώνουµε ότι οι (ι) και (ιιι) έχουν ως συνέπεια ότι η g είναι ανοικτή απεικόνιση ( 

δηλαδή ( )g V  ανοικτό στον nR  για κάθε V U⊆  µε V  ανοικτό στον nR ), ιδιαίτερα 

έπεται ότι το ( )W g U=  είναι ανοικτό υποσύνολο του nR . Από το θεώρηµα 

αντίστροφης συνάρτησης έπεται ότι η 1 :g W U− →  είναι 1C  συνάρτηση. Μια τέτοια 
συνάρτηση g  ονοµάζεται αµφιδιαφόριση. (Πρβλ. και το βιβλίο [1]) 
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       20.2 Θεώρηµα ( Αλλαγής µεταβλητής για πολλαπλά ολοκληρώµατα) 

Έστω , nRΑ Β⊆  Jordan µετρήσιµα σύνολα, nU R⊆  ανοικτό µε UΑ⊆  και 

: ng U R→  µετασχηµατισµός συντεταγµένων µε ( )g Α = Β . Αν η :f RΒ→  είναι 

ολοκληρώσιµη ( π.χ. f  συνεχής στο Β ) τότε η det :gfog J R⋅ Α→  είναι 

ολοκληρώσιµη και ισχύει, ( )
( )

( )( ) ( )det g x
g

f y dy f g x J dx
Β= Α Α

=∫ ∫    (1). 

      Σηµείωση 20.2.1 Το θεώρηµα αλλαγής µεταβλητής ισχύει και µε την υπόθεση 
ότι τα , nRΑ Β⊆  είναι ανοικτά Jordan µετρήσιµα σύνολα, η :g Α→Β  είναι 

µετασχηµατισµός συντεταγµένων µε ( )g Α = Β  και ακόµη ότι οι συναρτήσεις 

det gJ  και 
1

det gJ
 είναι φραγµένες επί του Α ( δες το [5] σ. 505-6)  

        Παρατηρήσεις. 1) Αν η f  είναι η σταθερά συνάρτηση 1f ≡ , τότε ο τύπος (1) 
δίνει για το n − διάστατο όγκο ( περιεχόµενο ) του Β:         

                                              ( ) ( )det g xV J dx
Α

Β = ∫     (2). 

Ο τύπος (2) ερµηνεύεται γεωµετρικά ως εξής:  
Η Ιακωβιανή ορίζουσα det gJ  του µετασχηµατισµού g  µας δίνει το µέτρο της 

µεταβολής που ο g  επιφέρει στους όγκους ( ή στα εµβαδά αν 2n =  ). Αυτό φαίνεται 

καλύτερα στην περίπτωση που ο : n ng R R→  είναι ένας γραµµικός 

µετασχηµατισµός, οπότε gJ L= , όπου L  ο πίνακας του γραµµικού µετασχηµατισµού 

g  ( πρβλ το παράδειγµα 2 µετά τον ορισµό 5.4 ) και εποµένως   

                                         ( ) ( )det detV L dx V L
Α

Β = = Α ⋅∫ . 

 

2) Αν 2n =  ( ) ( ) ( )( ), , , ,g u v x u v y u v=  και συµβολίσουµε µε 
( )
( )

,

,

x y

u v

∂

∂
 την det gJ  

τότε οι τύποι (1) και (2) γράφονται και ως εξής 

                             ( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )

,
, , , ,

,g

x y
f x y dxdy f x u v y u v dudv

u vΒ= Α Α

∂
=

∂∫ ∫    (3) 

                                                  ( ) ( )
( )

,

,

x y
V dudv

u vΑ

∂
Β =

∂∫    (4). 
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          Ένας από τους σκοπούς ( ίσως ο πλέον σηµαντικός )του θεωρήµατος αλλαγής 
µεταβλητής είναι να µας δώσει µια µέθοδο µε την οποία κάποια διπλά, τριπλά ή 
πολλαπλά ολοκληρώµατα απλοποιούνται. Έτσι µπορεί να συναντήσουµε ένα 

ολοκλήρωµα ( )f y dy
Β
∫ , όπου είτε η f  ή το χωρίο Β είναι πολύπλοκα και ο 

απευθείας υπολογισµός του ολοκληρώµατος είναι δύσκολος. Με κατάλληλη επιλογή 
του µετασχηµατισµού συντεταγµένων, η προς ολοκλήρωση συνάρτηση ή ( γεγονός 

που είναι σηµαντικότερο ) το καινούργιο χωρίο Α ( )( )1g −= Β  ενδέχεται να 

απλοποιούνται και το ολοκλήρωµα ( )( ) ( )det g xf g x J dx
Α
∫  να υπολογίζεται 

ευκολότερα. 
 

Αλλαγή µεταβλητής στο διπλό ολοκλήρωµα 
 

          Στην συνέχεια θα εξετάσουµε κάποιους χρήσιµους µετασχηµατισµούς 
συντεταγµένων στο 2R . 
 

1)Ο µετασχηµατισµός των πολικών συντεταγµένων στο 2R . 
Έστω 2 2:g R R→ ( ) ( ): , cos , sing r r rθ θ θ= , δηλαδή, cosx r θ=  και siny r θ=  

Η g  είναι βέβαια µια C∞  απεικόνιση καθώς οι συντεταγµένες συναρτήσεις 

( ), cosx r rθ θ=  και ( ), siny r rθ θ=  της g  είναι C∞  διαφορίσιµες. Το ζεύγος ( ),r θ  

είναι οι πολικές συντεταγµένες του ( ) 2,x y R∈  µε ( ) ( ), 0,0x y ≠ . Η g  δεν είναι 1 1−  

απεικόνιση, αν όµως περιορίσουµε κατάλληλα το πεδίο ορισµού της µπορεί να γίνει 
1 1− . Για παράδειγµα αν απαιτήσουµε ότι 0r >  και 0 2θ π≤ <  ( ή π θ π− < ≤  ) τότε 

η ( ) [ )0, 0,2g π+∞ ×  είναι 1 1−  και ( ) [ )( ) ( ){ }20, 0,2 0,0g Rπ+∞ × = − . Αν 

περιορίσουµε ακόµη την g  στο ανοικτό σύνολο ( ) ( )0, 0,2U π= +∞ ×  τότε το 

( ) ( ){ }2 ,0 : 0g U R x x= − ≥  είναι επίσης ανοικτό σύνολο και η g  γίνεται 

αµφιδιαφόριση αφού η αντίστροφή της ( ) ( ) ( )1 : : , ,h g g U U h x y r θ−= → = , όπου 

2 2r x y= +  και ( )0,2 : cosx rθ π θ∈ =  και siny r θ=  είναι επίσης C∞  διαφορίσιµη 

συνάρτηση. ( Η συνάρτηση 1h g −=  µας δίνει ουσιαστικά την τριγωνοµετρική µορφή 
του µιγαδικού 0x iy+ ≠ .) Η ορίζουσα του πίνακα Jacobi της g  είναι 

( )
( ) ( )2 2

   
cos  sin,

cos sin
sin     cos,

    

x x
rx y r r r

y y rr

r

θ θθ θ θ
θ θθ

θ

∂ ∂
−∂ ∂ ∂= = = + =

∂ ∂∂
∂ ∂

. 

 
 
 
 
 
 
 
 O
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O τύπος αλλαγής µεταβλητής από πολικές σε καρτεσιανές συντεταγµένες είναι, όπως 
προκύπτει από τον γενικό τύπο (3), 

                            ( )
( )

( ), cos , sin
g

f x y dxdy f r r rdrdθ θ θ
Β= Α Α

= ⋅∫ ∫  (5) 

Το εµβαδόν του ( )g Α = Β  δίνεται από τον τύπο που ( προκύπτει από τον (4) ) 

                                                      ( )V rdrdθ
Α

Β = ∫                 (6) 

Το Α είναι βέβαια ένα Jordan µετρήσιµο σύνολο στο επίπεδο rθ  των πολικών 

συντεταγµένων µε ( ) ( )0, 0,2πΑ⊆ +∞ ×  και το Β η εικόνα του στο καρτεσιανό 

xy − επίπεδο µέσω του πολικού µετασχηµατισµού.  

              
 
             Πολικό επίπεδο                                                  Καρτεσιανό επίπεδο 

Η εικόνα του ανοικτού ορθογωνίου ( ) ( )0,1 0,2πΑ = ×  µέσω του πολικού 

µετασχηµατισµού g  είναι ο ανοικτός µοναδιαίος δίσκος εκτός της ακτίνας 

( ) ( )0,0 , 1,0   . ∆ηλαδή ( ) ( ){ } ( ){ }2 2, : 1 ,0 : 0 1g x y x y x xΑ = Β = + < − ≤ < . Η εικόνα 

του ( ] [ )0,1 0,2πℜ = ×  είναι ο κλειστός µοναδιαίος δίσκος εκτός του σηµείου ( )0,0 . 

 
2) Έστω 2 2: R RΤ →  µια 1 1−  γραµµική απεικόνιση ώστε, 

( ) ( ), ,u v au v u vβ γ δΤ = + + , 2,u v R∈ . Επειδή Τ είναι 1 1−  ο πίνακας 
a β
γ δ
 

Α =  
 

 

που δίνει την Τ  είναι αντιστρέψιµος και έχει ορίζουσα det 0aδ βγΑ = − ≠ . Επίσης η 

Τ  είναι και επί του 2R  ( )( )2 2R RΤ =  αφού είναι γραµµική και 1 1− . Εδώ έχουµε 

x au vβ= +  και y u vγ δ= + . 
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Η Τ  είναι βέβαια C∞ −απεικόνιση ως γραµµική. Η Ιακωβιανή ορίζουσα της Τ  είναι 

η 
  

    
det 0

    
   

x x
au vJ a

y y

u v

β
δ βγ

γ δΤ

∂ ∂
∂ ∂= = = − ≠
∂ ∂
∂ ∂

. 

Αυτό το αποτέλεσµα ήταν αναµενόµενο αφού η Τ  είναι γραµµική και εποµένως 

( )D aΤ = Τ  για κάθε 2a R∈ . 

Η απεικόνιση Τ  ως γραµµική απεικονίζει ( παράλληλες ) ευθείες σε ( παράλληλες ) 
ευθείες και άρα παραλληλόγραµµα σε παραλληλόγραµµα. 
Η Τ  δεν διατηρεί αναγκαία τις γωνίες ( εκτός αν a δ=  και β γ= −  ). 
Ο τύπος αλλαγής µεταβλητής στην περίπτωση του γραµµικού µετασχηµατισµού 

( ) ( ), ,u v au v u vβ γ δΤ = + +  είναι ο ακόλουθος ( Α είναι βέβαια ένα Jordan  

µετρήσιµο υποσύνολο του 2R ). 

( )
( )

( ), ,f x y dxdy a f au v u v dudvδ βγ β γ δ
Β=Τ Α Α

= − + +∫ ∫ . 

Το εµβαδόν του ( )Β = Τ Α  είναι το, 

 

 
          Σηµείωση. Το προηγούµενο αποτέλεσµα γενικεύεται εύκολα και για 
γραµµικές 1 1−  απεικονίσεις : n nR RΤ →  για κάθε 1n ≥ . 
 

          Παραδείγµατα 1) Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα ( )2 2 1x y dxdy
ℜ

+ +∫ , 

όπου ℜ  είναι το εσωτερικό του κύκλου 2 2 4x y+ = , δηλαδή 

( ){ }2 2, : 4x y x yℜ = + < . 

         Λύση Στο παράδειγµα αυτό το ℜ  είναι σε καρτεσιανές συντεταγµένες. 
Οφείλουµε να το περιγράψουµε σε πολικές συντεταγµένες, δηλαδή να βρούµε το 

( )1D g −= ℜ  όπου ( ) ( ), cos , sing r r rθ θ θ=  ο πολικός µετασχηµατισµός. Το 

εσωτερικό D  του κύκλου 2 2 4x y+ =  σε πολικές συντεταγµένες περιγράφεται ως 

εξής: ( ){ }, : 0 2,0 2D r rθ θ π= ≤ < ≤ < . Το ℜ  σε καρτεσιανές συντεταγµένες 

περιγράφεται ως ( ){ }2 2, : 2 2 και 4 4x y x x y xℜ = − < < − − < < −  και βέβαια 

( )g D =ℜ  όπου g  ο πολικός µετασχηµατισµός δηλαδή το ℜ  είναι χωρίο τύπου 1. 

Έτσι το δοθέν διπλό ολοκλήρωµα ( χρησιµοποιώντας την περιγραφή τύπου 1 του ℜ  ) 

γράφεται ως: ( ) ( )
2

2

2 4
2 2 2 2

2 4

1 1
x

x

x y dxdy x y dy dx
−

ℜ − − −

 
 + + = + +
 
 

∫ ∫ ∫ . 

Το ολοκλήρωµα αυτό είναι αρκετά δύσκολο να υπολογισθεί. Χρησιµοποιώντας όµως 
τον τύπο αλλαγής µεταβλητής και τον πολικό µετασχηµατισµό βρίσκουµε: 

( ) ( )V dxdy a dudv a Vδ βγ δ βγ
Β Α

Β = = − = − ⋅ Α∫ ∫
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( )
( )

( )2 2 1 cos , sin
g D D

x y dxdy f r r rdrdθ θ θ
ℜ=

+ + = =∫ ∫ ( )2 1
D

r rdrdθ+∫ =

( )
2 2

2

0 0

1r rdrd
π

θ+∫ ∫ = ( )
22 2 2 24 2

3

0 0 0 00

6
4 2

r r
r r dr d d d

π π π

θ θ θ
   

+ = + =   
  

∫ ∫ ∫ ∫ = [ ]206 12
π

θ π= . 

( Πρβλ και την παρατήρηση στο τέλος της παραγράφου ) 
2) Έστω 1 2a aπ π− < < <  και [ ]1 2: ,a a Rϕ →  συνεχής µε ( ) 0ϕ θ >  για κάθε 

[ ]1 2,a aθ ∈ . 

Να υπολογισθεί το εµβαδόν του συνόλου ( )g Α = Β  ( όπου g  ο πολικός 

µετασχηµατισµός και ) ( ) ( ){ }1 2, :  και 0r a a rθ θ ϕ θΑ = ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Από τον τύπο (4) εφαρµοσµένο για τον πολικό µετασχηµατισµό, βρίσκουµε 

( )
( )2

1 0

a

a

V rdrd rdr d
ϕ θ

θ θ
Α

 
Β = =  

 
 

∫ ∫ ∫ =
( )

( )( )
2 2

1 1

2
2

0

1

2 2

ra a

a ar

r
d d

ϕ θ

θ ϕ θ θ
=

=

 
= 

 
∫ ∫ . Έτσι το εµβαδόν 

του ( )g Α = Β  που είναι ένα Jordan µετρήσιµο χωρίο του 2R  ( που σε πολικές 

συντεταγµένες φράσσεται από τις ευθείες 1aθ =  και 2aθ =  και την καµπύλη 

( )r ϕ θ= ) δίνεται από τον παραπάνω τύπο. 

3) Υπολογίστε το εµβαδόν που περικλείεται από την καµπύλη 2 2 cos 2r a θ= , όπου 
0a > . 

         Λύση Φτιάχνουµε σε καρτεσιανές συντεταγµένες το γράφηµα αυτής της 
καµπύλης, ( που ονοµάζεται ληµνίσκος ) ώστε να καθορίσουµε τα όρια 
ολοκλήρωσης. 

Εδώ η συνάρτηση [ ] ( ): 0,  είναι η cos 2R aϕ π ϕ θ θ→ = . 

Για να ολοκληρώσουµε στο γραµµοσκιασµένο χωρίο, αφήνουµε το r , 

0 cos 2r a θ≤ ≤  και το θ , 0
4

π
θ≤ ≤ . 

( ), : 0  και 0 cos 2
4

r r a
π

θ θ θ Α = ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

 χωρίο τύπου ΙΙ στο πολικό επίπεδο, 
3 5 7

0, , , , 2
4 4 4 4

π π π π
θ π π π       ∈               

∪ ∪ ∪
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θ r  
0 

4

π
 

a  
 
0 

3

4

π
 

π  

0 
 
a  

Λόγω συµµετρίας του χωρίου που περικλείεται από την 2 2 cos 2r a θ= , το ζητούµενο 
εµβαδόν είναι 4 φορές το εµβαδόν που βρίσκεται στο πρώτο τεταρτηµόριο.  
Έτσι έχουµε:  

( )
cos24

0 0

a

rdr d

π
θ

θ
 

Α Β = =  
 
∫ ∫

cos2

24

0 0
2

r a

r

r
d

θπ

θ

=

=

 
 
 
∫ =

24

0

cos 2

2

a
d

π

θ
θ∫ =

2 4

0

sin 2

2 2

a
π

θ 
  

=
2

2 2

a

⋅
2

4

a
= . Άρα το ζητούµενο εµβαδό ισούται µε 

2
24

4

a
a= . 

          Σηµείωση. (α) Παρατηρούµε ότι το εµβαδόν του τµήµατος του ληµνίσκου που 
βρίσκεται στο 1ο τεταρτηµόριο µπορεί να προκύψει και από παράδειγµα (2) µε           

1 20
4

a a
π

= < =  και ( ) cos 2 , 0,
4

a
π

ϕ θ θ θ  = ∈   
 

Έτσι έχουµε:                ( )( )
24 4

2 2

0 0

1 1
cos 2

2 2 4

a
d a d

π π

ϕ θ θ θ θ= =∫ ∫  

(β) Επίσης από το παράδειγµα (2) µε ( ) [ ]1 2, ,a a aϕ θ θ= ∈ −    ( )0a > λαµβάνουµε το 

εµβαδόν του δίσκου ( ){ }2 2 2, :x y x y aℜ = + ≤ . Πράγµατι, αν ( )1 2,a aℜ είναι η εικόνα 

του ορθογωνίου [ ] [ ]1 20, ,a a a×  µέσω του g  τότε, 

( )( )
( )1 2

1 2

,

,
a a

V a a dxdy
ℜ

ℜ = =∫ ( )
2

1

2 2
2 1

1 1

2 2

a

a

a d a a aθ = −∫ . Λαµβάνοντας όρια θα έχουµε, 

( )( ) ( )
1

2

2 2
1 2

1
lim , 2

2a
a

V a a a a
π
π

π π
→
→−

ℜ = = . ( Πρβλ. και την παρατήρηση στο τέλος της 

παραγράφου ). 

4) Αποδείξτε ότι ισχύει: 
2 2

0 0

lim
2

u
x x

u
e dx e dx

π+∞
− −

→+∞
= =∫ ∫  και κατά συνέπεια:       



 215

                                                       
2xe dx π

+∞
−

−∞

=∫ . 

Λύση Θεωρούµε την συνεχή συνάρτηση ( ) ( )2 2

,
x y

f x y e
− +

= , ( ) 2,x y R∈  και 

υπολογίζουµε τα διπλά ολοκληρώµατα ( ),
uD

f x y dxdy∫ , ( ),
uR

f x y dxdy∫  και 

( )
2

,
uD

f x y dxdy∫ , όπου ( ){ }2 2 2, : 0, 0 και uD x y x y x y u= ≥ ≥ + ≤ ,    

( ){ }2 2 2
2 , : 0, 0 και 4uD x y x y x y u= ≥ ≥ + ≤  και [ ] [ ]0, 0, , 0uR u u u= × > . Έπεται ότι 

2u u uD R D⊆ ⊆  

 
( ) ( )2 2 2 2 2 2

0 0 0 0u

u u u u
x y x y x y

R

e dxdy e dxdy e e dy dx
− + − + − − 

= = ⋅ 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =
2 2

0 0

u u
x ye e dy dx− − 

 
 
∫ ∫ =

2 2

0 0

u u
x ye dx e dy− −⋅∫ ∫ =

2

2

0

u
xe dx− 

 
 
∫ . ( Θεώρηµα Fubini ) 

( )2 2 2
2

0 0u

u
x y r

D

e dxdy re drd

π

θ
− + −= =∫ ∫ ∫ ( ) ( )2 2

2 2

00 0

1 1
1 1

2 2

u
r ue d e d

π π

θ θ− − − = − =  ∫ ∫ ( )21
1

2 2
ue

π −⋅ − . 

Εδώ χρησιµοποιούµε τον πολικό µετασχηµατισµό ( ) ( ), cos ,sing r rθ θ θ=  και 

παρατηρούµε ότι [ ]0, 0,
2 ug u D
π  × =    

. Επίσης για τον υπολογισµό του 
2

0

u
rre dr−∫  

κάνουµε την αλλαγή µεταβλητής, 2 2
dx

x r r
dr

= − ⇒ = − , άρα 

2

0

u
rre dr−∫ =

2

0

1

2

u
xe dx

−

− ∫ =
2

0

1

2

uxe
−

 −   ( ) ( )2 21 1
1 1

2 2
u ue e− −= − − = −  

Ανάλογα υπολογίζουµε: ( ) ( )
2 2 2

2

41
4

u

x y u

D

e dxdy e
π− + −= −∫  

Επειδή 2u u uD R D⊆ ⊆  και ( )2 2

0
x y

e
− +

>  για κάθε ( ) 2,x y R∈ , έπεται ότι 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

2u u u

x y x y x y

D R D

e dxdy e dxdy e dxdy
− + − + − +

≤ ≤∫ ∫ ∫        για κάθε 0u > . 
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Έτσι συµπεραίνουµε ότι : ( ) ( )2 2 2
1 1

42 2

0

1 1
2 2

u
u x ue e dx e

π π− − −⋅ − ≤ ≤ ⋅ −∫ , 0u > . 

Από την τελευταία ανισότητα λαµβάνοντας όρια δηλαδή αφήνοντας u →+∞ , 

ευρίσκουµε                               
2

0 2
xe dx

π+∞
− =∫ . 

 
5) Έστω Ρ το παραλληλόγραµµο που φράσσεται από τις ευθείες 

2 , 2 2,y x y x y x= = − =  και 1y x= + . Υπολογίστε το xydxdy
Ρ
∫  κάνοντας την αλλαγή 

µεταβλητής x u v= −  και 2y u v= −  δηλαδή ( ) ( ), ,2u v u v u vΤ = − − . 

          Λύση Ο Τ  είναι ένας γραµµικός 1 1−  µετασχηµατισµός ( 

( )
1 1

,
2 1

u
u v

v

−  
Τ =   −  

 και ο πίνακας 
1 1

2 1

− 
Α =  − 

 είναι αντιστρέψιµος αφού 

( )det 1 1 2 1 2 1 0Α = − − − ⋅ = − + = > ). 

Παρατηρούµε ότι ( )1− ∗Τ Ρ = Ρ  ,όπου ∗Ρ  είναι το ορθογώνιο που ορίζεται από τις 

ευθείες  0, 2, 0, 1v v u u= = − = =  

Επιπλέον , 
( )
( )

  
1 1,

det det 1
2 1,

  

x x
x y u v

y yu v

u v

∂ ∂ 
  −∂  ∂ ∂= = =   ∂ ∂ −∂     
∂ ∂ 

 όπως ήταν αναµενόµενο 

αφού Τ γραµµική συνάρτηση και άρα το διαφορικό της συµπίπτει µε τον εαυτό της.  
Έπεται από το θεώρηµα αλλαγής µεταβλητής ( τύπος (3) και από την εφαρµογή (2) ) 
ότι 

( )
( )( )det 2xydxdy u v u v dudv

∗∗ ΡΡ=Τ Ρ

= Α ⋅ − − =∫ ∫ ( ) ( )2u v u v dudv
∗Ρ

= − − =∫

( )
0 1

2 2

2 0

2 3u uv v dudv
−

− + =∫ ∫
10 2

3 2

2 0

2 3

3 2

u v
u v u du

−

 
− + = 

 
∫

0
2

2

2 3

3 2
v v dv

−

 − + 
 ∫ =

03
2

2

2 3

3 4 3

v
v v

−

 
− + 

 
( )2 8 12

2 3 3 7
3 3 3
   = − − − − = − − − =      

. 
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Παρατήρηση. Οι τύποι (3) και (4) του θεωρήµατος αλλαγής µεταβλητής ισχύουν και 
όταν οι συνθήκες ότι ο µετασχηµατισµός g  είναι 1C  και 1-1 δεν ικανοποιούνται σε 
κάποια σηµεία ή σε ένα πεπερασµένο σύνολο καµπυλών µέτρου µηδέν. Η 
παρατήρηση αυτή, την οποία ήδη έχουµε ( σιωπηρά) χρησιµοποιήσει στα 
παραδείγµατα, µπορεί να δικαιολογηθεί χρησιµοποιώντας το ίδιο το θεώρηµα και την 
σηµείωση 20.2.1. Ας ελέγξουµε πως µπορεί να γίνει αυτό µε ένα παράδειγµα. Έστω 
ℜ  ο κλειστός δίσκος 2 2 , 0x y a a+ ≤ >  του xy  επιπέδου. Η εικόνα του τετραγώνου 

[ ] [ ]0, 0,2a π×  µέσω του πολικού µετασχηµατισµού g  είναι ο δίσκος ℜ . 

Παρατηρούµε ότι ( ) ( ) ( ) [ ],0 ,2 ,0 , 0,g r g r r r aπ= = ∈  και η g  δεν είναι 1 1− . 

Θεωρούµε το τετράγωνο ( ) [ ] [ ], , 0,2D aρ ε ρ π ε= × − , όπου 0 aρ< <  και 

0 2ε π< <  στο πολικό επίπεδο και την εικόνα του ( ),ρ εℜ  µέσω του g . 

2

-2

-10 -5 5 10r

θ

2π-ε

αρ

 
 

Οι συνθήκες του θεωρήµατος ικανοποιούνται τώρα για τον g  και τα χωρία 

( ) ( ), , ,D ρ ε ρ εℜ  έτσι έχουµε:  

( )( )
( ) ( )

2 2 2 2

, , 0 0

,
2 2

a

D

a
V dxdy rdrd rdr d d

π ε π ε

ρ ε ρ ε ρ

ρ
ρ ε θ θ θ

− −

ℜ

   
ℜ = = = = −       

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

( )
2 2

2
2 2

a ρ
π ε

 
= − − 

 
. 

Λαµβάνοντας όρια συµπεραίνουµε ότι                    

                         ( )( ) ( )
2 2

2

0 0

lim , lim 2
2 2a a

a
V a

ρ ρ
ε ε

ρ
ρ ε π ε π

→ →
→ →

 
ℜ = − − = 

 
 

Ανάλογα επιχειρήµατα µπορεί να εφαρµοσθούν και στη γενική περίπτωση και βέβαια 
ανάλογες παρατηρήσεις ισχύουν και στην περίπτωση τριπλών ή πολλαπλών 
ολοκληρωµάτων. 
 

2

-2

-10 -5 5 10

y

xΟ

α

R(ρ,ε)
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Αλλαγή µεταβλητής στο τριπλό ολοκλήρωµα 
 

Υπενθυµίζουµε ( Θεωρηµα 20.2 ) το γενικό τύπο αλλαγής µεταβλητής στο πολλαπλό 

ολοκλήρωµα: ( )
( )

( )( ) ( )det g x
g

f y dy f g x J dx
Β= Α Α

= ⋅∫ ∫     (1),  

όπου , nRΑ Β⊆  Jordan µετρήσιµα υποσύνολα του nR , : ng U R→  µετασχηµατισµός 

συντεταγµένων µε ( )g Α = Β , nU R⊆ , ανοικτό µε UΑ⊆  και :f RΒ→  

ολοκληρώσιµη συνάρτηση. 
Στην περίπτωση 3n =  ( περίπτωση τριπλού ολοκληρώµατος ) ο τύπος (1) γράφεται: 

( ( ) 3 3 3,   , ,    : ,   g R g U R U RΑ = Β Α Β∈ → Α⊆ ⊆  ). 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
, ,

, , , , , , , , , , , , , ,
, ,g

x y z
f x y z d x y z f x u v y u v z u v d u v

u v
ω ω ω ω

ωΒ= Α Α

∂
=

∂∫ ∫  

(2) 

όπου 
( )
( )

, ,

, ,

x y z

u v ω
∂

∂
 συµβολίζει την ορίζουσα του πίνακα Jacobi 

x x x

u v
y y y

u v

z z

v

z
u

ω

ω

ω

 ∂ ∂ ∂
 
∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

∂
∂

 του 

µετασχηµατισµού συντεταγµένων ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , , ,g u v x u v y u v z u vω ω ω ω= . 

Επίσης από τον τύπο (2) για ( ), , 1f x y z =  ( η σταθερή συνάρτηση ίση µε 1 ) 

παίρνουµε τον όγκο ( )V Β  του Β :       ( ) ( )
( )

( )
, ,

, ,
, ,

x y z
V d u v

u v
ω

ωΑ

∂
Β =

∂∫ . 

        Εφαρµογές. 1) Ο µετασχηµατισµός των κυλινδρικών συντεταγµένων.  
Έστω  

3 3:g R R→ ( ) ( ): , , cos , sin ,g r z r r zθ θ θ=  δηλ. cos , sinx r y rθ θ= =  και z z=  (1) 

Έπεται ότι η g  είναι µία C∞  απεικόνιση καθώς οι συντεταγµένες συναρτήσεις 

( ), ,x r zθ , ( ), ,y r zθ , ( ), ,z r zθ  της g  είναι C∞  διαφορίσιµες. Η τριάδα ( ), ,r zθ  

είναι οι κυλινδρικές συντεταγµένες ενός σηµείου ( ) ( ){ }3, , 0,0, :x y z R z z R∈ − ∈ . 

Με άλλα λόγια αν ένα σηµείο ( ), ,x y z  δεν ανήκει στον άξονα των z , τότε 

µετατρέπουµε το ( ),x y  σε πολικές συντεταγµένες και αφήνουµε την συντεταγµένη 

z  αµετάβλητη.   
Η απεικόνιση που ορίζουν οι εξισώσεις (1) δεν είναι βέβαια 1 1− , αν όµως 
περιορίσουµε κατάλληλα το πεδίο ορισµού της γίνεται 1 1− . Έτσι αν απαιτήσουµε 

0r >  και [ )0,2θ π∈  ( ή ( ],θ π π∈ − ) τότε η ( ) [ )0, 0,2g Rπ+∞ × ×  είναι 1 1−  

συνάρτηση και ( ) ( ){ }3 0,0, :g V R z z R= − ∈ , όπου ( ) [ )0, 0,2V Rπ= +∞ × × . Έτσι αν 

( ) 3, ,x y z R∈  δεν ανήκει στον άξονα των z  οι εξισώσεις (1) έχουν µοναδική λύση

( ), ,r z Vθ ∈ . Αν περιορίσουµε περαιτέρω την g  στο ανοικτό 
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( ) ( )0, 0,2U Rπ= +∞ × ×  τότε ( ) ( ){ }3 ,0, : 0 και g U R x z x z R= − ≥ ∈  ανοικτό σύνολο 

και η ( ):g U g U→  είναι µια αµφιδιαφόριση.  

Ο όρος κυλινδρικές συντεταγµένες δικαιολογείται από το γεγονός ότι αν 

( ) [ ){ }, , : 0,2 ,C a z z Rθ θ π= ∈ ∈ , όπου a  θετική σταθερά τότε 

( ) ( ){ }2 2 2, , :g C x y z x y a= + = =κυλινδρική επιφάνεια ακτίνας a  κάθετη στο xy  

επίπεδο. Η εικόνα του ( ) [ ){ }, , : 0 ,  0,2  και r z r a z Rθ θ πΑ = ≤ ≤ ∈ ∈  µέσω της g  

είναι το ( ){ }2 2 2, , :x y z x y aΒ = + ≤ , δηλαδή το εσωτερικό του κυλίνδρου ακτίνας a  

µαζί µε την κυλινδρική επιφάνεια. 

 

 
 

( ) ( ), , cos , sin ,g r z r r zθ θ θ=  

Η αντίστροφη της Vg  ( ( ) [ )0, 0,2V Rπ= +∞ × × ) είναι η 

( ){ }1 3: 0,0, :h g R z z R−= − ∈  και ( ) ( ), , , ,h x y z r zθ=  µε 2 2r x y= +  και θ =  η 
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µοναδική γωνία στο [ )0,2π  µεταξύ του θετικού ηµιάξονα Ox  και της ηµιευθείας 

( ){ }, : 0t x y t ≥ . 

Η Ιακωβιανή ορίζουσα της απεικόνισης g  είναι η 

( )
( ) ( )

cos  sin  0
, ,

sin    cos    0    det
, ,

0            0        1
g

r
x y z

r r J
r z

θ θ
θ θ

θ

−
∂

= = =
∂

 

Εποµένως η ( ) ( )0, 0,2g U Rπ= +∞ × ×  είναι ένας µετασχηµατισµός συντεταγµένων 

µε ( ) ( ){ }3 ,0, : 0 και g U R x z x z R= − ≥ ∈ , αφού g U  1 1− , C∞ −  διαφορίσιµη και 

det 0gJ r= >  επί του U . 

Ο τύπος (2) γίνεται τότε για UΑ⊆ , Α Jordan  µετρήσιµο,  ( )gΒ = Α  και :f RΒ→  

ολοκληρώσιµη συνάρτηση, ( ) ( ) ( ) ( ), , , , cos , sin , , ,f x y z d x y z f r r z rd r zθ θ θ
Β Α

= ⋅∫ ∫  

και ( ) ( ), ,V rd r zθ
Α

Β = ∫  

Σηµείωση Οι κυλινδρικές συντεταγµένες είναι χρήσιµες για την αναπαράσταση 
κυλινδρικών επιφανειών εκ περιστροφής µε άξονα τον 'z z  

 

  
2 2 2

Καρτεσιανή εξίσωση

κυλινδ. εξίσωση

x y a

r a

+ =

=

                           2 2 2

κώνος 

x y z

r z

+ =

=

                     2 2

2

παραβολοειδές

x y az

r az

+ =

=

 

 

 

          2 2 2

2 2

υπερβολοειδές

1

1

x y z

r z

+ − =

= +
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2) Ο µετασχηµατισµός των σφαιρικών συντεταγµένων. 
Θεωρούµε την απεικόνιση 3 3:g R R→  µε 

( ) ( ), , sin cos , sin sin , cosg ρ θ ϕ ρ ϕ θ ρ ϕ θ ρ ϕ= . Η g  είναι C∞ −διαφορίσιµη 

απεικόνιση και αν την περιορίσουµε σε κατάλληλο υποσύνολο του 3R  γίνεται 1 1− . 
Η g  ερµηνεύεται γεωµετρικά ως εξής: Έστω ( ) 3, ,x y z R∈  µε ( ), ,x y z  να µην ανήκει 

στον άξονα των z . Θέτοµε, 2 2 2x y zρ = + +  και παριστάνουµε τα x  και y  µε 

πολικές συντεταγµένες στο xy  επίπεδο: cosx r θ=  και siny r θ= ,όπου 
2 2r x y= +  και [ )0,2θ π∈  ( θ  είναι η γωνία που σχηµατίζει ο ηµιάξονας Ox  µε 

την προβολή της ηµιευθείας ( ){ }, , : 0t x y z t ≥  στο xy  επίπεδο. Η συντεταγµένη z  

δίνεται από τον τύπο cosz ρ ϕ= , όπου ( )0,ϕ π∈  η κυρτή γωνία µεταξύ της 

ηµιευθείας ( ){ }, , : 0t x y z t ≥  και της ηµιευθείας Oz , ( εργαζόµαστε στο επίπεδο που 

ορίζεται από τον άξονα των z  και το διάνυσµα ( ), ,x y z ). 

Χρησιµοποιώντας  το εσωτερικό γινόµενο, µπορούµε να εκφράσουµε την ϕ  ως εξής: 

cos
v

v

κ
ϕ

⋅
= , δηλαδή 1cos

v

v

κ
ϕ −

 ⋅
=   

 
 ( όπου ( ), ,v x y z=  και ( )0,0,1κ =  ) 

∆εδοµένου ότι sinr ρ ϕ=  καταλήγουµε στις σφαιρικές συντεταγµένες ( ), ,ρ θ ϕ του 

σηµείου ( ), ,x y z    ( µε 0x y+ >  ) 

sin cosx ρ ϕ θ= , sin siny ρ ϕ θ= , cosz ρ ϕ=  όπου 0ρ > ,0 2θ π≤ < , 0 ϕ π< < . 

Παρατηρούµε ότι η g  περιορισµένη στο ( ) [ ) ( )0, 0,2 0,
ρ ϕθ

π πΑ = +∞ × ×  είναι 1 1−  και 

( ) ( ){ }3 0,0, :g R z z RΑ = − ∈ .  

Αν την περιορίσουµε στο ανοικτό ( ) ( ) ( )0, 0,2 0,U π π= +∞ × ×  τότε 

( ) ( ){ }3 3,0, : 0,g U R x z x z R V R= − ≥ ∈ = ⊆ . Η g  είναι τότε µια αµφιδιαφόριση 

µεταξύ των ανοικτών συνόλων 3,U V R⊆ . 
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Η Ιακωβιανή ορίζουσα της g στο 3R  ευρίσκεται ως εξής:  

( )
( )

sin cos   sin sin   cos cos
, ,

sin sin       sin cos   cos sin
, ,

cos                      0              sin  

x y z
ϕ θ ρ ϕ θ ρ ϕ θ
ϕ θ ρ ϕ θ ρ ϕ θ

ρ θ ϕ
ϕ ρ ϕ

−
∂

=
∂

−

 

Αναπτύσσοντας ως προς την τρίτη γραµµή παίρνουµε: 
( )
( )

sin sin   cos cos sin cos   sin sin, ,
cos sin

sin cos     cos sin sin sin       sin cos, ,

x y z ρ ϕ θ ρ ϕ θ ϕ θ ρ ϕ θ
ϕ ρ ϕ
ρ ϕ θ ρ ϕ θ ϕ θ ρ ϕ θρ θ ϕ

− −∂
= −

∂
=

2 2 2 2 2 2cos sin sin cos sin cosρ ϕ ϕ θ ρ ϕ ϕ θ− − 2 3 2 2 3 2sin cos sin sinρ ϕ θ ρ ϕ θ− − =
2 2 2 3 2cos sin sin sinρ ϕ ϕ ρ ϕ ρ ϕ− − = − . 

Παρατηρούµε ότι 2det sin 0gJ ρ ϕ= − ≠  επί του ( ) ( ) ( )0, 0,2 0,U π π= +∞ × ×  

Έπεται ότι η ( ){ }3: ,0, : 0,Vg U R x z x z R→ − ≥ ∈  είναι ένας µετασχηµατισµός 

συντεταγµένων  ( οι σφαιρικές συντεταγµένες µετασχηµατίζονται σε καρτεσιανές). 

Έτσι αν 3RΑ⊆  Jordan µετρήσιµο µε UΑ⊆  και ( )g Α = Β  τότε 

( )
( )

( ) ( ) ( )2, , , , sin cos , sin sin , cos sin , ,
g

f x y z d x y z f dρ ϕ θ ρ ϕ θ ρ ϕ ρ ϕ ρ θ ϕ
Β= Α Α

=∫ ∫  

( 
( )
( )

2, ,
sin

, ,

x y z
ρ ϕ

ρ θ ϕ
∂

=
∂

, καθώς ( )0,ϕ π∈  και sin 0ϕ ≥  ) και 

( ) ( )2 sin , ,V dρ ϕ ρ θ ϕ
Α

Β = ∫  ( ο όγκος του Β ). 

          Σηµειώσεις. 1) Οι σφαιρικές συντεταγµένες ( σχετίζονται µε το γεωγραφικό 
µήκος και πλάτος ) και είναι χρήσιµες στην αναπαράσταση σφαιρών, κώνων καθώς 
και καταλλήλων επιπέδων, ( προβλήµατα που παρουσιάζουν σφαιρική συµµετρία). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )) Η σφαίρα  0a ρ α α= >          (β) 
 O ηµικώνος 

       0
2

a

a

ϕ
π

=

< <
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(γ) κάθετο 
ηµιεπίπεδο aθ =  
 

 
Ο όρος σφαιρικές συντεταγµένες δικαιολογείται από τις ακόλουθες παρατηρήσεις. 
(α) Αν g  είναι ο µετασχηµατισµός καρτεσιανών σε σφαιρικές συντεταγµένες τότε 

[ ] [ ] [ ]( ) ( ){ }2 2 2 20, 0,2 0, , , :g a x y z x y z aπ π× × = + + ≤   ( 0a >  ) και 

( ] [ ) [ ]( ) ( ){ } ( ){ }2 2 2 20, 0,2 0, , , : 0,0, :g a x y z x y z a z a z aπ π× × = + + ≤ − − ≤ ≤ δηλαδή 

το παραλληλεπίπεδο [ ] [ ] [ ]0, 0,2 0,a π π× ×  απεικονίζεται στην κλειστή σφαίρα 

( )0,aΒ  

(β) Επίσης { } [ ) [ ]( ) ( ){ }2 2 2 20,2 0, , , :g a x y z x y z aπ π× × = + + = = η επιφάνεια της 

( )0,aΒ . 

(γ) Ακόµα παρατηρούµε ότι:  

[ ] [ ] ( ){ }2 2 2 20, 0,2 0, , , :  και 0
2

g a x y z x y z a z
π

π
  × × = + + ≤ ≥    

=το άνω 

ηµισφαίριο κέντρου ( )0,0,0  και ακτίνας 0a > . 

 
           Παραδείγµατα 1) Βρείτε την εξίσωση σε κυλινδρικές συντεταγµένες της 
επιφάνειας 2 23z x y= +  ( ελλειπτικό παραβολοειδές ). 
          Λύση Θέτοµε , cosz z x r θ= =  και siny r θ= . 
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( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 23 cos 3 sin cos 3sinz x y r r rθ θ θ θ= + = + = + =

( )( ) ( )2 2 2 2 21 sin 3sin 1 2sinr rθ θ θ− + = +  

 
2)Να βρεθεί ο όγκος του στερεού χωρίου Β στο πρώτο ογδοηµόριο του χώρου που 

φράσσεται από τον κύλινδρο 2 2 2x y y+ =  τον ηµικώνο 2 2z x y= +  και το xy  

επίπεδο  
        Λύση Η καµπύλη 2 2 2x y y+ =  στο xy  επίπεδο  είναι ο κύκλος κέντρου ( )0,1  

και ακτίνας 1                     (2 2 2x y y+ = ( )22 1 1x y⇔ + − = ) 

Άρα η επιφάνεια ( ){ }2 2, , : 2  και x y z x y y z R+ = ∈  είναι κυλινδρική µε ακτίνα 1 και 

άξονα την κάθετη ευθεία στο xy  επίπεδο και στο σηµείο ( )0,1 .  

Η επιφάνεια µε εξίσωση 2 2z x y= + 2 2 2z x y⇔ = +  και 0z >  είναι ο ορθός κώνος 

µε κορυφή στο ( )0,0,0  που βρίσκεται στον άνω ηµίχωρο µε άξονα τον άξονα των z  

και µε γενέτειρα µια ηµιευθεία  του άνω ηµίχωρου που σχηµατίζει γωνία 
4

π
 µε την 

ηµιευθεία zΟ .( Η 2 2z x y= + , είναι το γράφηµα της ( ) 2 2,f x y x y= +  δηλαδή 

της Ευκλείδειας νόρµας του 2R ). 
 
 
 
 
 
Οι εξισώσεις του κυλίνδρου και του κώνου σε 
κυλινδρικές συντεταγµένες είναι 2sinr θ= και 
z r=  αντίστοιχα. 
 
 
 
                   
 

                                  
   
                                Κύλινδρος: 
      
            
 
 

Κώνος:      2 2z x y= +  και z r=     

 
Το Β σε καρτεσιανές συντεταγµένες είναι χωρίο τύπου 1: 

( ){ }2 2 2, , : 0 2,0 2  και 0x y z y x y y z x yΒ = ≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ +  

2 2

2

2

2 sin

2sin

x y y

r r

r

θ
θ

+ =

=

=
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Επειδή το στερεό χωρίο Β βρίσκεται στο πρώτο όγδοηµόριο του χώρου xyz

( )0, 0 και 0x y z≥ ≥ ≥ , έχουµε ότι 0
2

π
θ≤ ≤ . Έτσι το χωρίο ( )gΒ = Α  περιγράφεται 

σε κυλινδρικές συντεταγµένες ως εξής: 0 ,0 2sinz r r θ≤ ≤ ≤ ≤  και  0
2

π
θ≤ ≤ . 

( Σηµειώνουµε ότι ο ηµιδίσκος  ( ){ }2, : 0 2 και 0 2x y y x y y≤ ≤ ≤ ≤ − του xy

επιπέδου περιγράφεται στο πολικό επίπεδο rθ  ως      

                                     ( ), : 0  και 0 2sin
2

r r
π

θ θ θ ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

.) 

Το στερεό χωρίο ( ), , : 0  , 0 2sin  και 0 z r
2

r z r
π

θ θ θ Α = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

 ( όπου 

( )1 , 0rϕ θ =  και ( )2 ,r rϕ θ = ) είναι του τύπου 1 στον χώρο r zθ  καθώς η προβολή 

του στο πολικό επίπεδο rθ  είναι χωρίο τύπου 3. Έτσι έχουµε από τον τύπο αλλαγής 
µεταβλητής σε κυλινδρικές συντεταγµένες σε συνδυασµό µε την γνωστή συνέπεια 
του θεωρήµατος Fubini ( που αφορά την διαδοχική ολοκλήρωση ). 

( ) ( )
( )

( )
2sin2

0 0 0

, , , ,
r

g

V d x y z rd r z rdzdrd

π
θ

θ θ
Β= Α Α

Β = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =
2sin2

2

0 0

r drd

π
θ

θ∫ ∫ =

2sin32

0 0
3

r

r

r
d

π
θ

θ
=

=

 
 
 
∫ ( )

2 2
3 2

0 0

8 8
sin 1 cos sin

3 3
d d

π π

θ θ θ θ θ= = −∫ ∫ =
3 2

0

8 cos 16
cos

3 3 9

π

θ
θ

 
− + = 
 

. 

( Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος :  � �������
�
	



 έχουµε  

2
3

0

sin d

π

θ θ =∫ ( )
2

2

0

1 cos sin d

π

θ θ θ−∫ = ( ) ( ) ( )
02

2 2

0 1

1 cos cos 1d t dt

π

θ θ− − = − −∫ ∫ = ( )
1

2

0

1 t dt−∫

=
13

0

2

3 3

t
t
 
− = 

 
, θέτοντας cost θ= ) 

 
3)Γράψτε τις ακόλουθες εξισώσεις σε σφαιρικές συντεταγµένες: (α) της σφαίρας 

2 2 2 2x y z a+ + =  ( 0a > ), (β) του παραβολοειδούς 2 2z x y= + . 
          Λύση Έχουµε ότι  sin cos , sin sin , cosx y zρ ϕ θ ρ ϕ θ ρ ϕ= = =  (1) ( σφαιρικές 
⇒  καρτεσιανές ). 

(α) Επειδή 2 2 2 2 2 2 2x y z x y zρ ρ= + + ⇒ = + + 2 2a aρ ρ⇒ = ⇒ =  αφού 0ρ > . 

Άρα η εξίσωση της σφαίρας σε σφαιρικές συντεταγµένες είναι aρ =  

(β)  2 2z x y= + . Από τις εξισώσεις (1) λαµβάνουµε 

( ) ( )2 2
cos sin cos sin sinρ ϕ ρ ϕ θ ρ ϕ θ= + ⇒ ( )2 2 2 2cos sin cos sinρ ϕ ρ ϕ θ θ= + =

2 2
2

cos
sin

sin

ϕ
ρ ϕ ρ

ϕ
⇒ = . 
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4)Υπολογίστε τον όγκο της σφαίρας κέντρου ( )0,0,0  και ακτίνας 0R > . 

          Λύση Γνωρίζουµε ότι ο µετασχηµατισµός των σφαιρικών συντεταγµένων 
απεικονίζει το παραλληλεπίπεδο [ ] [ ] [ ]0, 0,2 0,R π πΑ = × ×  του χώρου rθϕ  στην 

σφαίρα ( ){ }2 2 2 2, , :x y z x y z RΒ = + + ≤ . Έπεται ότι, 

( ) ( )
( )

( )2, , sin , ,
g

V d x y z dρ ϕ ρ θ ϕ
Β= Α Α

Β = =∫ ∫
2

2

0 0 0

sin
R

d d d
π π

ρ ϕ ϕ θ ρ= ∫ ∫ ∫ = ( επειδή 

ολοκληρώνουµε µια συνεχή συνάρτηση σε παραλληλεπίπεδο)
2

2

0 0 0

sin
R

d d d
π π

ρ ϕ ρ ϕ θ= ∫ ∫ ∫
2 3

0 0 0

sin
3

R

d d
ρπ π

ρ

ρ
ϕ ϕ θ

=

=

 
=  

 
∫ ∫ =

23

0 0

sin
3

R
d d

π π

ϕ ϕ θ∫ ∫

[ ]
23

0
0

cos
3

R
d

π
π

ϕ θ= −∫
23 3

3

0

4
2 2 2

3 3 3

R R
d R

π

θ π π= = ⋅ =∫ . 

 
5)Υπολογίστε το ολοκλήρωµα της συνάρτησης ( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= + +  επί της 

σφαίρας ( ){ }2 2 2, , : 1x y z x y zΒ = + + < . 

Λύση Θα χρησιµοποιήσουµε τον σφαιρικό µετασχηµατισµό g . 
Η ανοικτή µοναδιαία σφαίρα Β είναι εικόνα του ανοικτού ορθογωνίου 
παραλληλεπιπέδου ( ) ( ) ( )0,1 0,2 0,π πΑ = × ×  του rθϕ  χώρου µέσω της g  ( µε την 

εξαίρεση του ηµιδίσκου 2 2 1x z+ <  µε 0x ≥  του xz  επιπέδου ). Αντικαθιστούµε 
στην ( ), ,f x y z τις συντεταγµένες , ,x y z  µε sin cosx ρ ϕ θ= , sin siny ρ ϕ θ=  και 

cosz ρ ϕ=  και βρίσκουµε ( )sin cos , sin sin , cosf ρ ϕ θ ρ ϕ θ ρ ϕ 2 2 2sin cosρ ϕ θ=
2 2 2sin sinρ ϕ θ+ 2 2cosρ ϕ+ ( )2 2 2 2 2 2sin cos sin cosρ ϕ θ θ ρ ϕ= + +

( )2 2 2 2 2 2 2sin cos sin cosρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ϕ= + = + 2ρ= . 

Έπεται ότι ( ) ( ) ( ), , , , sin cos , sin sin , cosf x y z d x y z f ρ ϕ θ ρ ϕ θ ρ ϕ
Β Α

=∫ ∫
( )2 sin , ,dρ ϕ ρ θ ϕ⋅ ( ) ( )2 2 4sin , , sin , ,d dρ ρ ϕ ρ θ ϕ ρ ϕ ρ θ ϕ

Α Α

= ⋅ =∫ ∫ =

2 1
4

0 0 0

sin d d d
π π

ρ ϕ ρ ϕ θ∫ ∫ ∫ =
12 5

0 0 0

sin
5

d d
ρπ π

ρ

ρ
ϕ ϕ θ

=

=

 
 
 

∫ ∫ =
2

0 0

sin

5
d d

π π ϕ
ϕ θ∫ ∫

[ ]
2 2

0
0 0

1 1 4
cos 2

5 5 5
d d

π π
π

ϕ θ θ π= − = =∫ ∫ . 

 
Ασκήσεις 

1)Σχεδιάστε το χωρίο D  και υπολογίστε το διπλό ολοκλήρωµα ( ),
D

f r drdθ θ∫∫  στις 

ακόλουθες περιπτώσεις: 

(α) 
2

32

0 1

rre drd

π

θ−∫ ∫ , (β) 
2 4

2

0 0

2 cosr drd
π

θ θ∫ ∫  
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(γ) 
22

2

0 1

4 r rdrd

π

θ− ⋅∫ ∫ ,  (δ) 
1 sin

0 0

drd
π θ

θ
+

∫ ∫  

 
2)Χρησιµοποιείστε ένα διπλό ολοκλήρωµα για να υπολογίσετε το εµβαδόν του 
χωρίου D  που περικλείουν οι καµπύλες: 
(α) 4r = ,  (β) 2cosr θ= ,  (γ) 1r =  και 2sinr θ= . 
 
3)Χρησιµοποιείστε πολικές συντεταγµένες για τον υπολογισµό των διπλών 
ολοκληρωµάτων: 

(α) 
D

ydxdy∫∫  όπου D  ο δίσκος 2 2 4x y+ ≤  

(β) ( )2 2

D

x y dxdy+∫∫  όπου D  είναι το χωρίο που φράσσεται από τον άξονα των x , 

την ευθεία y x=  και τον κύκλο 2 2 1x y+ =  

(γ) 
D

xdxdy∫∫ , όπου D  είναι η τιµή των χωρίων που περικλείονται από τις καµπύλες 

2sinr θ=  και 2cosr θ= . 
 
4)Έστω ότι η 3 3: R RΤ →  ορίζεται από την σχέση 

( ) ( ), , cos cos , sin cos , sinu v u v u v uω ω ω ωΤ =  

(α) ∆είξτε ότι ( )3 2R SΤ =  δηλαδή κάθε ( ), ,x y z  µε 2 2 2 1x y z+ + =  γράφεται σαν 

( ) ( ), , , ,x y z u v ω= Τ  για κάποιο ( ), ,u v ω  

(β) ∆είξτε ότι η Τ δεν είναι 1 1− . 
 
5) (α) Ολοκληρώστε την συνάρτηση ( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= + +  πάνω στον κύλινδρο 

2 2 2, 2 3x y z+ ≤ − ≤ ≤ . 

(β) ∆είξτε ότι η επιφάνεια 2 2z x y= +  χωρίζει τον κύλινδρο 2 2 2 2,0x y a z a+ ≤ ≤ ≤ ( 

0a > ), σε δύο στερεά χωρία που έχουν ίσους όγκους ( 41

2
aπ= ). 

 

6)Έστω η µοναδιαία σφαίρα ( ){ }2 2 2, , : 1x y z x y zΒ = + + ≤  του 3R . Υπολογίστε το 

ολοκλήρωµα 
2 2 22

dxdydz

x y zΒ + + +
∫ . 

 

7)Υπολογίστε το ολοκλήρωµα 

( )
3

2 2 2 2S

dxdydz

x y z+ +
∫ , όπου S  το στερεό που φράσσεται 

από τις σφαίρες 2 2 2 2x y z a+ + =  και 2 2 2 2x y z b+ + = ,όπου 0 b a< < . Επίσης 

υπολογίστε το ολοκλήρωµα της ( ) ( )2 2 2
2 2 2, ,

x y z
f x y z x y z e

− + +
= + + ⋅  επί του S  και 
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ακόµη υπολογίστε (αν υπάρχει) το ολοκλήρωµα 
2 2 2

dxdydz

x y zΒ + +
∫ , επί της σφαίρας 

( ){ }2 2 2, , : 1x y z x y zΒ = + + ≤ . 

 
8)Με την χρήση σφαιρικών συντεταγµένων υπολογίστε το ολοκλήρωµα της 

( ) 1
, ,f ρ θ ϕ

ρ
=  πάνω στο χωρίο του πρώτου ογδοηµορίου του 3R  που φράσσεται 

από τους κώνους , arctan 2
4

π
θ ϕ= =  και την σφαίρα 6ρ = . 

 

9)Η απεικόνιση ( ) ( )2 2, , 2u v u v uvΤ = −  µετασχηµατίζει το ορθογώνιο 

1 2,1 3u v≤ ≤ ≤ ≤  του επιπέδου uv  σε ένα χωρίο ℜ  του επιπέδου xy . 
(α) ∆είξτε ότι η Τ   είναι 1 1−  στο ανοικτό δεξί ηµιεπίπεδο. 
(β) Βρείτε το εµβαδόν του ℜ  χρησιµοποιώντας τον τύπο αλλαγής µεταβλητής. 
 
10)Με την χρήση κυλινδρικών συντεταγµένων υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α) xydxdydz
ℜ
∫ , όπου ℜ  είναι ο κύλινδρος 2 2 1x y+ ≤  µε 0 1z≤ ≤ , 

(β) ( )4 2 2 42x x y y dxdydz
ℜ

+ +∫ , όπου ℜ  είναι ο κύλινδρος 2 2 2x y a+ ≤  µε 
1

0 z
π

≤ ≤  

και (γ) ( )
1

2 2 2z x y dxdydz
−

ℜ

+∫ , όπουℜ  είναι το στερεό που φράσσεται από πάνω από 

το επίπεδο 2z =  και από κάτω από την επιφάνεια 2 22z x y= +  

11)Υπολογίστε τον όγκο ( )V Ω  του στερεού 

( ){ }3 2 2 2 2 2, , : 2 ,0 4 , 0x y z R x y ax z a x y aΩ = ∈ + ≤ ≤ ≤ − − >  

[Απάντηση: ( ) 38 4

3 3
V a π Ω = − 

 
]  
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Επικαµπύλια ολοκληρώµατα 
 

Έστω 3U R⊆  ανοικτό σύνολο και 3:f U R R⊆ →  συνεχής πραγµατική συνάρτηση. 

Θεωρούµε µια 1C  καµπύλη [ ]: ,a b Uσ →  ώστε ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,t x t y t z tσ =  και την 

σύνθετη συνάρτηση [ ]: ,fo a b Rσ → , δηλαδή την 

[ ] ( ) ( ) ( )( ), , ,t a b f x t y t z t R∈ → ∈ . 

Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα πρώτου είδους της f κατά µήκος της σ  ορίζεται ως    

                ( )( ) ( )   '
b

a

fds f t t dt
ορ

σ

σ σ= ⋅ =∫ ∫ ( ) ( ) ( )( ) ( ), , '
b

a

f x t y t z t t dtσ⋅∫ . 

Μερικές φορές χρησιµοποιούµε και τον συµβολισµό ( ), ,f x y z ds
σ
∫  

 
        Παρατηρήσεις 1) Ουσιαστικά αυτό που απαιτείται για να ορισθεί το 
επικαµπύλιο ολοκλήρωµα µιας βαθµωτής ( δηλαδή πραγµατικής ) συνάρτησης 

3:f U R R⊆ →  κατά µήκος της καµπύλης σ  είναι, το να είναι η [ ]: ,fo a b Rσ →  

ολοκληρώσιµη συνάρτηση, ας πούµε να έχει πεπερασµένο πλήθος ασυνεχειών και να 
είναι φραγµένη.  
Έτσι αν η f  είναι συνεχής και η σ  κατά τµήµατα 1C   καµπύλη τότε το επικαµπύλιο 

ολοκλήρωµα fds
σ
∫  ορίζεται. 

2)Αν η 1f ≡  ( σταθερά ίση µε 1 ) τότε βέβαια σύµφωνα µε το θεώρηµα 9.3 
βρίσκουµε το µήκος της σ  

                                                 ( ) ( )'
b

a

d t dt
σ

σ σ σ= =∫ ∫ℓ . 

         Παράδειγµα. Έστω [ ] ( ) ( )3: 0,2 : cos ,sin ,R t t t tσ π σ→ = =  η έλικα και 

( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= + + . Να υπολογιστεί  το ( ), ,f x y z ds
σ
∫ . 

         Λύση 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
' cos' sin' 't t t tσ = + + ( ) ( )2 2 2sin cos 1t t= − + + =

2 2sin cos 1 2t t+ + =  
Συνεπώς 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2

0 0

, , , , ' cos sin 2f x y z ds f x t y t z t t dt t t t dt
π π

σ

σ= ⋅ = + +∫ ∫ ∫ =

( ) ( )
2 2

2 2

0 0

1 2 2 1t dt t dt
π π

+ = +∫ ∫ ( )
23

2

0

2 2
2 3 4

3 3

t
t

π
π

π
 

= + = + 
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Η ( ) ( )cos ,sin ,t t t tσ = είναι 

µια δεξιόστροφη έλικα, η οποία 
βρίσκεται στην επιφάνεια ενός 
κυλίνδρου 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σηµειώνουµε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ( πρώτου είδους ) ορίζεται και για µια 
βαθµωτή συνάρτηση δύο µεταβλητών καθώς και για µια επίπεδη καµπύλη. Έτσι 
έχουµε ότι αν 2:f U R R⊆ →  είναι ( συνεχής ) συνάρτηση και [ ]: ,a b Uσ →  κατά 

τµήµατα 1C  καµπύλη τότε,       ( ) ( )( ) ( ), '
b

a

fds f x t y t t dt
σ

σ= ⋅∫ ∫  

( Ο ίδιος ορισµός µπορεί βέβαια να δοθεί και για µια βαθµωτή συνάρτηση 
n − µεταβλητών : nf U R R⊆ →  και για µια καµπύλη [ ]: , na b U Rσ → ⊆ ). 

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι αν ( ), 0f x y ≥  το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της 

βαθµωτής συνάρτησης ( ),f x y  κατά µήκος της καµπύλης ( ) ( ) ( )( ),t x t y tσ =  έχει 

µια γεωµετρική ερµηνεία. 
Έτσι ( αν η σ  κάνει µόνο µια φορά τον γύρο της εικόνας της)  το ολοκλήρωµα 

( ) ( )( ),f x t y t ds
σ
∫  παριστάνει το εµβαδόν ( της µιας πλευράς ) της «κορδέλας» που 

σχηµατίζεται. 
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Επικαµπύλια ολοκληρώµατα β΄ είδους 
Έστω 3U R⊆  ανοικτό, 3 3:F U R R⊆ →  συνεχής συνάρτηση ( διανυσµατικό πεδίο)  

και [ ]: ,a b Uσ → µια κατά τµήµατα 1C  καµπύλη . Θεωρούµε την συνάρτηση, 

[ ] ( )( ) ( ), 't a b F t t Rσ σ∈ → ⋅ ∈ , όπου µε ( )( ) ( )'F t tσ σ⋅ εννοούµε το εσωτερικό 

γινόµενο των διανυσµάτων ( )( )F tσ  και ( )' tσ  του 3R . 

Ορίζουµε ως επικαµπύλιο ολοκλήρωµα δευτέρου είδους της διανυσµατικής 
συνάρτησης F κατά µήκος της καµπύλης σ  τον αριθµό  

                                         ( )( ) ( )'
b

a

F ds F t t dt
ορ

σ

σ σ⋅ = ⋅∫ ∫      (1) 

Σηµείωση Με τον όρο διανυσµατικό πεδίο θα εννοούµε µια συνάρτηση 
: n nF U R R⊆ → , όπου U  ανοικτό στον nR  η οποία είναι συνεχής ( και συνήθως της 

κλάσης 1C ). Βέβαια για τον ορισµό του ολοκληρώµατος µας αρκεί µόνο η συνέχεια 
της F  επί του ίχνους [ ] [ ],a bσ σ=  της καµπύλης σ . 

Ένας άλλος συµβολισµός για το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα β΄ είδους είναι και ο 
ακόλουθος  

                                          1 2 3F ds F dx F dy F dz
σ σ

⋅ = + +∫ ∫    (2)    

όπου 1 2 3, ,F F F  είναι οι συνιστώσες του διανυσµατικού πεδίου F  δηλαδή 

( )1 2 3, ,F F F F= . Η παράσταση 1 2 3F dx F dy F dz+ +  (3) ονοµάζεται και διαφορική 

µορφή. 
Ορίζουµε ως ολοκλήρωµα της διαφορικής µορφής (3) αυτό που δίδεται από τον τύπο 

(2), δηλαδή 1 2 3 1 2 3

b

a

dx dy dz
F dx F dy F dz F F F dt F ds

dt dt dtσ σ

 + + = + + = ⋅ 
 ∫ ∫ ∫  

Αν ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ], , , ,t x t y t z t t a bσ = ∈ , τότε συνδυάζοντας το παραπάνω παίρνουµε 

τους τύπους: ( )( ) ( )'
b

a

F ds F t t dt
σ

σ σ⋅ = ⋅∫ ∫ = 1 2 3F dx F dy F dz
σ

+ +∫ =  

( ) ( ) ( )( ) ( )1[ , , '
b

a

F x t y t z t x t⋅ +∫ ( ) ( ) ( )( ) ( )2 , , 'F x t y t z t y t⋅ + ( ) ( ) ( )( ) ( )3 , , 'F x t y t z t z t⋅

]dt . 
Μπορούµε φυσικά να ορίσουµε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ενός διανυσµατικού 
πεδίου δύο µεταβλητών ( )2 2

1 2: , ,F U R R F F F⊆ → = κατά µήκος µιας επίπεδης 

καµπύλης [ ] ( ) ( ) ( )( ): , , ,a b U t x t y tσ σ→ = . Έτσι έχουµε 

( )( ) ( ) 1 2'
b

a

F ds F t t dt F dx F dy
σ σ

σ σ⋅ = ⋅ = +∫ ∫ ∫ =         

                              = ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, ' , '
b

a

F x t y t x t F x t y t y t dt ⋅ + ⋅ ∫ . 

Εννοείται βέβαια ότι η F  είναι συνεχής συνάρτηση τουλάχιστον πάνω στο ίχνος 

[ ] [ ],a bσ σ=  της καµπύλης σ , η οποία υποτίθεται κατά τµήµατα συνεχώς 

διαφορίσιµη. Ανάλογα µπορεί να ορισθεί και το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα F ds
σ

⋅∫  
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στην περίπτωση ενός διανυσµατικού πεδίου : n nF U R R⊆ →  πάνω σε µια καµπύλη 

[ ]: ,a b Uσ →  ( )2n ≥ . 

(*) Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα διανυσµατικού πεδίου ως έργο. 
Γνωρίζουµε από την στοιχειώδη Μηχανική ότι αν µια σταθερή δύναµη F

��
 

µετατοπίζει ένα υλικό σηµείο κατά την διεύθυνσή της, τότε το έργο Ε που παράγεται 
από την δύναµη F  ισούται µε 

F dΕ = ⋅  όπου d  είναι η µετατόπιση 
του υλικού σηµείου και F  το µέτρο 
της δύναµης.  
 
 

Η F
��

µετατοπίζει το Μ από το σηµείο Α στο σηµείο Β. 
 
Έστω τώρα F  ένα διανυσµατικό πεδίο στο χώρο 3 3:F R R→  το οποίο υποθέτουµε 
ότι είναι ένα πεδίο δυνάµεων π.χ. το βαρυτικό πεδίο και m  µια µικρή µάζα ( ή το 
ηλεκτρικό πεδίο και ένα µικρό ηλεκτρικό φορτίο ). Ας υποθέσουµε ότι το σωµατίδιο 
µάζας m  κινείται υπό την επίδραση της δύναµης F  κατά µήκος της 1C  καµπύλης 

[ ] 3: ,a b Rσ → . Τότε το έργο το παραγόµενο από την F  ευρίσκεται µε τον τύπο:   

                                                  ( )( ) ( )'
b

a

F t t dtσ σΕ = ⋅∫ . 

Ο τύπος αυτός δικαιολογείται ως ακολούθως. Καθώς το t  µεταβάλλεται σε ένα µικρό 
διάστηµα από το t  έως το t t+ ∆ , το σωµατίδιο κινείται από το ( )tσ  στο ( )t tσ + ∆  

και η µετατόπιση του δίνεται από το διάνυσµα ( ) ( )s t t tσ σ∆ = + ∆ − . Από τον 

ορισµό της παραγώγου καµπύλης έχουµε την προσέγγιση, ( )'s t tσ∆ ≈ ∆ . Έπεται ότι 

το έργο που παράγεται για τη µετακίνηση της µάζας m  από τη θέση ( )tσ  στην θέση 

( )t tσ + ∆  είναι κατά προσέγγιση ( )( ) ( )( ) ( )'F t s F t t tσ σ σ⋅∆ ≈ ⋅ ∆ . 

Αν υποδιαιρέσουµε το διάστηµα [ ],a b  σε N −µικρά υποδιαστήµατα π.χ. ίσα µεταξύ 

τους µε N  πολύ µεγάλο, 0 1 ... Na t t t b= < < < =  και ( ) ( )1k k ks t tσ σ+∆ = − , τότε το 

συνολικό έργο που παράγεται από την δύναµη F  είναι κατά προσέγγιση 

( )( ) ( )( ) ( )
1 1

0 0

'
N N

k k k k
k k

F t s F t t tσ σ σ
− −

= =

⋅ ∆ = ⋅ ∆∑ ∑     (1)   ( όπου 1k k

b a
t t t

N+

−
∆ = − =  ) 

 
Όταν το N →∞ , η προσέγγιση µας διαρκώς βελτιώνεται, εποµένως είναι λογικό να 
ορίσουµε ως έργο παραγόµενο από την F  καθώς η µάζα m  µετατοπίζεται από τη 
θέση ( )aσ  στην θέση ( )bσ  το όριο των παραπάνω ποσοτήτων (1) . Αλλά από τον 

ορισµό του ολοκληρώµατος µε χρήση ενδιαµέσων αθροισµάτων Riemann ( η F  
υποτίθεται συνεχής και η σ  κατά τµήµατα 1C  ) το όριο αυτό υπάρχει και ισούται µε   
                                                   
 

                                         ( )( ) ( )'
b

a

F t t dtσ σΕ = ⋅∫  
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            Παραδείγµατα 1) Έστω ( )2 2 22F y z i yzj x k= − + −  και 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]2, 2 , , , , 0,1t t t t x t y t z t tσ = = ∈ . Να υπολογισθεί το F ds
σ

⋅∫  

            Λύση ( ) ( )' 2 ,2,1t tσ =  και  

( )( ) ( ) ( )
22 2 22 2 2F t t t i t t j t kσ    = − + ⋅ − =     

2 2 43 4t i t j t k+ −  

Έπεται ότι ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 4' 3 2 4 2 1F t t t t t tσ σ⋅ = ⋅ + ⋅ + − ⋅ = 3 2 46 8t t t+ −  και άρα 

( )
1 1 11 4 3 5

3 2 4

0 0 0 0

119
6 8 6 8

4 3 5 30

t t t
F ds t t t dt

σ

     
⋅ = + − = + − =     

     
∫ ∫ . 

 

2)Υπολογίστε το 2x dx xydy dz
σ

+ +∫ , όπου  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]2, ,1 , , , 0,1t t t x t y t z t tσ = = ∈ . 

           Λύση ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )' ' , ' , ' 1,2 ,0t x t y t z t tσ = = . Εποµένως 

2x dx xydy dz
σ

+ +∫ ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

2

0

' ' 1 'x t x t x t y t y t z t dt= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅∫ = ( )
1

2 4

0

2t t dt+∫ =

1 13 5

0 0

11
2

3 5 5

t t   
+ =   

   
 ( Εδώ η ( ) ( ) ( )2 3, , , ,1 , , ,F x y z x xy x y z R= ∈ ). 

 

3)Έστω ( ) ( )3, , , ,F x y z x y z=  διανυσµατικό πεδίο δυνάµεων και 

( ) ( ) [ ]0, cos , sin , 0,2t a t a t tσ π= ∈ , όπου 0a > . ∆είξτε ότι το έργο που παράγεται 

από το πεδίο F  καθώς ένα σωµατίδιο κινείται στον κύκλο κέντρου ( )0,0,0  και 

ακτίνας a  ( κύκλος του yz  επιπέδου ) είναι µηδέν. 

           Λύση ( ) ( )' 0, sin , cost a t a tσ = − , συνεπώς  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )' , , ' , ' , 'F t t F x t y t z t x t y t z tσ σ⋅ = ⋅ =

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )3
, , ' , ' , 'x t y t z t x t y t z t⋅ = ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
' ' 'x t x t y t y t z t z t⋅ + ⋅ + ⋅ =

2 20 cos sin sin cos 0a t t a t t− + =  για κάθε [ ]0,2t π∈ . 

Παρατηρούµε ότι το ( )( )F tσ  ανήκει στο yz  επίπεδο και είναι κάθετο στο 

εφαπτόµενο διάνυσµα ( )' tσ  της σ  στο [ ]0,2t π∈  . Εποµένως δεν παράγει έργο. 
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Αυτό επαληθεύεται βέβαια και από τον τύπο του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος β΄ 
είδους,   

3F ds x dx ydy zdz
σ σ

Ε = ⋅ = + + =∫ ∫ ( )
2

2 2

0

0 cos sin cos sin 0a t t a t t dt
π

− + =∫ . 

 
          Σχόλιο. ∆ύο καµπύλες µε την ίδια γεωµετρική εικόνα ( δηλαδή το ίδιο ίχνος ) 
ενδέχεται για το ίδιο διανυσµατικό πεδίο F  να δίνουν διαφορετική τιµή του 
επικαµπυλίου ολοκληρώµατος, όπως θα διαπιστώσουµε µε παραδείγµατα. Σηµασία 
έχει η παραµέτρηση της καµπύλης. (Πρβλ. την άσκηση 2 (δ).) 
 
        22.1 Ορισµός 1) Έστω [ ] 3: ,a b Rσ →  και [ ] 3: ,c d Rρ →  καµπύλες. Έστω 

ακόµη [ ] [ ]: , ,h a b c d→  1C  συνάρτηση η οποία είναι 1 1−  και επί µε ( )h a c=  και 

( )h b d= , ( εποµένως h  γνήσια αύξουσα ) ώστε ohσ ρ= [ ] [ ] 3, ,h

oh

a b c d Rρ

σ ρ=

→ →
�����������

  

Η καµπύλη σ  λέγεται τότε µια αναπαραµέτρηση της ρ  
(Οι ρ  και σ  έχουν τον ίδιο προσανατολισµό. Παρατηρούµε ότι 

( ) ( )( ) ( )' ' 't h t h tσ ρ= ⋅ . Επειδή h  γνήσια αύξουσα  και διαφορίσιµη ( )' 0h t ≥  για 

κάθε [ ],t a b∈ . Η h  µεταβάλλει την ταχύτητα µε την οποία ένα σηµείο κινείται πάνω 

στην καµπύλη ρ ]. 

Αν επί πλέον η [ ] [ ]1 : , ,h c d a b− →  είναι και αυτή 1C  τότε λέµε ότι οι σ  και ρ  είναι 

ισοδύναµες καµπύλες ( παρατηρήστε ότι 1ohρ σ −= ). 
 
2) Έστω [ ] 3: ,a b Rσ →  καµπύλη. Η καµπύλη 

[ ] 3: ,a b Rσ− → ( ) ( ) ( ) [ ]: , ,t a b t t a bσ σ− = + − ∈  ονοµάζεται αντίθετη καµπύλη της 

σ . Παρατηρούµε ότι ohσ σ− =  όπου [ ] [ ] ( ) [ ]: , , : , ,h a b a b h t a b t t a b→ = + − ∈ . 

[ Η σ−  έχει αντίθετο προσανατολισµό σε σχέση µε την σ  ]. 

[ ] [ ] 3, ,h

oh

a b a b Rσ

σ σ− =

→ →
�																	


 

 
 
 
 
           Παρατηρήσεις. 1) Παρατηρούµε ότι αν η σ  είναι αναπαραµέτρηση της ρ , 

ώστε ohσ ρ=  τότε σ  και ρ  έχουν προφανώς το ίδιο ίχνος [ ] [ ] [ ]ohσ ρ ρ= =  και το 

ίδιο µήκος ( ) ( ) ( ) ( )' '
b d

a c

t dt t dtσ σ ρ ρ= = =∫ ∫ℓ ℓ . 

Πράγµατι για το µήκος παρατηρούµε ότι: 

( ) ( ) ( )( ) ( )' ' '
b b

a a

t dt h t h t dtσ σ ρ= = ⋅∫ ∫ℓ = ( )( ) ( )' '
b

a

h t h t dtρ ⋅∫ ( αφού ' 0h ≥  στο 

[ ],a b )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )' '
h b d

h t x
h a c

x dx x dxρ ρ ρ
=
= = =∫ ∫ ℓ . 



                                                                                                                              235 

 

2) Αν σ  καµπύλη, τότε [ ] [ ]σ σ= −  και ( ) ( )σ σ= −ℓ ℓ . 

 

            Παραδείγµατα: 1) Έστω ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 2, , , , 0,1t t t t t t tσ ρ= = ∈ . Τότε η σ  είναι 

αναπαραµέτρηση της ρ  µε ( ) [ ]2, 0,1h t t t= ∈ . Πράγµατι 

( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 2 2, , 0,1h t t t t t tρ ρ σ= = = ∈ . Εδώ το κοινό ίχνος των σ  και ρ  είναι το 

ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει τα σηµεία ( )0,0  και ( )1,1 . 

 
2) Έστω ( ) ( ) [ ]cos 2 ,sin 2 , 0,1t t t tσ π π= ∈  και ( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t t t tρ π= ∈ , τότε 

( ) ( )( )t h tσ ρ=  µε ( ) [ ]2 , 0,1h t t tπ= ∈ . 

Πράγµατι, ( )( ) ( ) ( ) ( )2 cos 2 ,sin 2h t t t t tρ ρ π π π σ= = = . Εποµένως οι σ  και ρ  είναι 

ισοδύναµες καµπύλες. Εδώ το κοινό ίχνος των σ  και ρ  είναι ο µοναδιαίος κύκλος 
του xy  επιπέδου.  
 
3)Έστω ( ) ( ) [ ]1 , 0,1t t z t tσ ω= − + ∈ , όπου 3,z Rω∈  µε z ω≠ ( το προσανατολισµένο 

ευθύγραµµο τµήµα από το z  στο ω ). 

Τότε ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1 1 1t t t t z tσ σ σ ω− = + − = − = − − + −   ( ) [ ]1 , 0,1t tz tω= − + ∈ , 

είναι το ευθύγραµµο τµήµα από το ω  στο z . 
 
 

 
4)Έστω ( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t t t tσ π= ∈ τότε 

( ) ( ) ( )2t tσ σ π− = − ( ) ( )( ) ( ) ( )( )cos 2 ,sin 2 cos ,sint t t tπ π= − − = − −  

Παρατηρούµε ότι η [ ] 2: 0,2 Rσ π− →  είναι ο µοναδιαίος κύκλος που διαγράφεται 

κατά την αντίθετη φορά από τον κύκλο ( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t t t tσ π= ∈ . 

 
         22.2 Ορισµός: Έστω [ ]: , na b Rσ →  καµπύλη. 

1)Ησ λέγεται   κλειστή αν ( ) ( )a bσ σ=  

2)Η σ  λέγεται απλή αν είναι 1 1−  συνάρτηση στο [ ],a b  δηλαδή δεν τέµνει τον εαυτό 

της. 
3) Η σ  λέγεται απλή κλειστή καµπύλη, αν είναι κλειστή ( ( ) ( )a bσ σ= ) και η 

[ ),a bσ  είναι 1 1− . 

 
             Παραδείγµατα: 1) Ο µοναδιαίος κύκλος µε την συνήθη παραµέτρηση 

[ ] ( ) ( ) [ ]2: 0,2 : cos ,sin , 0,2R t t t tσ π σ π→ = ∈  είναι απλή και κλειστή καµπύλη. Η 

καµπύλη [ ] ( ) ( )2: 0,3 : cos ,sinR t t tρ π ρ→ =  δεν είναι κλειστή ούτε απλή, αφού 

( ) ( ) ( ) ( )3 1,0 0 1,0ρ π ρ= − ≠ = . Παρατηρούµε ότι [ ] [ ]σ ρ= . 
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2) Έστω 2,a b R∈  µε a b≠ . Η καµπύλη ( )
( ) [ ]
( ) ( ) [ ]
1 ,          0,1

2 1 , 1,2

t a tb t
t

t b t a t
σ

 − + ∈
= 

− + − ∈
 είναι 

κλειστή καµπύλη. Παρατηρούµε ότι [ ] [ ]σ ρ= , όπου ( ) ( ) [ ]1 , 0,1t t a tb tρ = − + ∈ . 

 

3) Αν [ ]: ,f a b R R⊆ →  συνεχής συνάρτηση τότε η καµπύλη 

[ ] ( ) ( )( ) [ ]2: , , , , ,a b R t t f t t a bγ γ→ = ∈  είναι απλή. Αν η f  είναι κατά τµήµατα 1C  

τότε η γ  έχει µήκος, ( ) ( )( )2
1 '

b

a

f t dtγ = +∫ℓ .             

 Παρατηρήσεις 1) Η έννοια της αναπαραµέτρησης καµπύλων [ ] 3: ,c d Rρ →  και 

[ ] 3: ,a b Rσ → , µπορεί να ορισθεί και ως εξής: 

θεωρούµε µια 1C  απεικόνιση [ ] [ ]: , ,h a b c d→  ώστε h 1 1−  και επί του [ ],c d  ώστε 

οι ρ  και σ  συνδέονται µέσω της h  ώστε ohσ ρ=  [ ] [ ] 3, ,h

oh

a b a b Rρ

σ ρ=

→ →
�																	


 

Επειδή η h  είναι συνεχής και 1 1−  ορισµένη σε διάστηµα έπεται ότι είναι είτε γνήσια 
αύξουσα ή γνήσια φθίνουσα και επειδή είναι διαφορίσιµη θα έχουµε ότι είτε 

( )' 0h t ≥  για κάθε [ ],t a b∈  ( και άρα ( ) ( ),h a c h b d= = ) ή ( )' 0h t ≤  για κάθε 

[ ],t a b∈  ( και άρα ( ) ( ),h a d h b c= = ). 

Στην πρώτη περίπτωση ( ( )' 0h t ≥  για κάθε [ ],t a b∈ ) έχουµε την  έννοια της 

αναπαραµέτρησης που έχουµε ορίσει. 
Στην δεύτερη περίπτωση ( ( )' 0h t ≤  για κάθε [ ],t a b∈ ), θέτοµε 

[ ] [ ] ( ) [ ]: , , : , ,a b a b t a b t t a bϕ ϕ→ = + − ∈ , και παρατηρούµε ότι 

( ) ( )oh o o hoσ ρ ϕ ρ ϕ− = = . 

Η συνάρτηση [ ] [ ]: , ,ho a b c dϕ →  είναι 1 1−  επί γνήσια αύξουσα και βέβαια 1C , άρα 

αναγόµαστε στην πρώτη περίπτωση. ( και οι δύο έννοιες αναπαραµέτρησης είναι 
ουσιαστικά οι ίδιες ) 
2)Αποδεικνύεται ότι αν σ  και ρ  είναι απλές καµπύλες, (δηλαδή [ ] 3: ,a b Rσ → , και 

[ ] 3: ,c d Rρ →  κατά τµήµατα 1C καµπύλες οι οποίες είναι 1 1−  στα [ ],a b  και [ ],c d  

αντίστοιχα, µε το ίδιο ίχνος δηλαδή [ ] [ ]σ ρ=  και επιπλέον ( ) [ ]' 0, ,t t a bσ ≠ ∀ ∈  και 

( ) [ ]' 0, ,t t c dρ ≠ ∀ ∈ , τότε η µια αποτελεί αναπαραµέτρηση της άλλης από την έννοια 

της προηγούµενης παρατήρησης. ∆ηλαδή υπάρχει [ ] [ ]: , ,h a b c d→  1C  1 1−  και επί 

ώστε ohσ ρ= . 
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3) Έστω [ ] ( ): , , 1,2,...., ,  2na b R N Nκ κ κσ κ→ = ≥ , καµπύλες ώστε για κάθε 

1,2,..., 1Nκ = − , το τελικό σηµείο κσ  ταυτίζεται µε το αρχικό της 1κσ +  ( δηλαδή 

( ) ( )1 1b aκ κ κ κσ σ + += ). Έτσι σχηµατίζεται µια καµπύλη σ  του nR  µε αρχικό σηµείο 

το ( )1 1aσ  και τελικό το ( )N Nbσ  την οποία συµβολίζουµε µε 1 ... Nσ σ σ= + + . Αν 

[ ]: nf Rσ →  είναι συνεχής συνάρτηση τότε εύκολα αποδεικνύεται ότι 

1

...
N

f ds f ds f ds
σ σ σ

⋅ = ⋅ + + ⋅∫ ∫ ∫ . 

Ένας ανάλογος τύπος ισχύει και για τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα πρώτου είδους. 
 ( Για την απόδειξη της παρατηρούµε ότι, µε µια αναπαραµέτρηση της κσ  που 

διατηρεί τον προσανατολισµό µπορούµε να υποθέσουµε ότι το πεδίο ορισµού της κσ  

είναι το διάστηµα [ ]1,κ κ−  και συνεπώς το πεδίο ορισµού της σ  είναι το [ ]0,N .) 

 
         22.3 Θεώρηµα Έστω [ ] 3: ,c d Rρ →  καµπύλη και [ ] 3:F Rρ →  συνεχές 

διανυσµατικό πεδίο. 

(ι) Αν σ  είναι µια αναπαραµέτρηση της ρ  τότε F ds F ds
σ ρ

⋅ = ⋅∫ ∫ . 

(ιι) Αν [ ] 3: ,c d Rρ− →  είναι η αντίθετη καµπύλη της ρ  τότε F ds F ds
ρ ρ−

⋅ = − ⋅∫ ∫  

        Απόδειξη: (ι) Έστω [ ] 3: ,a b Rσ →  µία αναπαραµέτρηση της ρ  τότε βέβαια, 

ohσ ρ=  µε [ ] [ ]: , ,h a b c d→ , [ ] [ ] 3, ,h

oh

a b c d Rρ

σ ρ=

→ →
�																	


 1 1−  και επί ( ( )h a c=  και 

( )h b d= ). 

Έπεται ότι, ( ) ( )( ) ( ) [ ]' ' ' , ,t h t h t t a bσ ρ= ⋅ ∈  ( κανόνας αλυσίδας ) 

Συνεπώς 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )' ' '
b b

a a

F ds F t t dt F h t h t h t dt
σ

σ σ ρ ρ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅∫ ∫ ∫ =

( )( )( ) ( )( ) ( )' '
b

a

F h t h t h t dtρ ρ ⋅ ⋅ ∫ ( )x h t=
= ( )( ) ( )

( )

( )

'
h b

h a

F x x dxρ ρ⋅∫ =

( )( ) ( )'
d

c

F x x dx F ds
ρ

ρ ρ⋅ = ⋅∫ ∫ . 

(ιι) Έστω ohσ ρ ρ= − =  όπου [ ] [ ] ( ) [ ]: , , : , ,h c d c d h t c d t t c d→ = + − ∈ .  

Έπεται ότι,  

( )( ) ( )'
d

c

F ds F ds F t t dt
σ ρ

σ σ
−

⋅ = ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫ = ( )( ) ( )'
d

c

F t t dtσ σ⋅∫ =

( )( )( ) ( )( ) ( )' '
d

c

F h t h t h t dtρ ρ ⋅ ⋅ ∫ = ( )( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( )' '
h b c

h a d

F x x dt F x x dxρ ρ ρ ρ⋅ = ⋅ =∫ ∫

( )( ) ( )'
d

c

F x x dx F ds
ρ

ρ ρ− ⋅ = − ⋅∫ ∫  
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         Παρατήρηση. Παρατηρούµε ότι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα β΄- είδους είναι 
ένα προσανατολισµένο ολοκλήρωµα, υπό την έννοια ότι έχουµε αλλαγή του 
πρόσηµου αν αντιστρέψουµε τον προσανατολισµό της καµπύλης. Το επικαµπύλιο 
ολοκλήρωµα πρώτου είδους δεν έχει αυτή την ιδιότητα, όπως φαίνεται από το 
ακόλουθο: 
 
          22.4 Θεώρηµα. Έστω [ ] 3: ,c d Rρ →  καµπύλη και [ ]:F Rρ →  συνεχής  

( πραγµατική ) συνάρτηση. 

(ι) Αν [ ] 3: ,a b Rσ →  είναι αναπαραµέτρηση της ρ  τότε Fds Fds
σ ρ

=∫ ∫ . 

(ιι) Αν [ ] 3: ,c d Rρ− →  είναι η αντίθετη καµπύλη της ρ  τότε Fds Fds
ρ ρ−

=∫ ∫ . 

         Απόδειξη: (ι) Αποδεικνύεται µε τον ίδιο τρόπο όπως το (ι) του προηγουµένου 
θεωρήµατος. 
(ιι) Έστω ohσ ρ ρ= − = , όπου [ ] [ ] ( ) [ ]: , , : , ,h c d c d h t c d t t c d→ = + − ∈ , τότε 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]' ' ' ' , ,t h t h t h t t c dσ ρ ρ= ⋅ = − ∈  

Έπεται ότι 

( )( ) ( )'
d

c

Fds Fds F t t dt
ρ σ

σ σ
−

= = ⋅∫ ∫ ∫ ( )( )( ) ( )( ) ( )' '
d

c

F h t h t h t dtρ ρ= ⋅ ⋅∫ =

( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )' ' '
d d

c c

F h t h t dt F h t h t h t dtρ ρ ρ ρ⋅ = − ⋅ ⋅∫ ∫ ( )x h t=
=

( )( )
( )

( )

( )'
h d

h c

F x x dxρ ρ− ⋅ =∫ ( )( ) ( )'
c

d

F x x dxρ ρ− ⋅∫ ( )( ) ( )'
d

c

F x x dx Fds
ρ

ρ ρ= ⋅ =∫ ∫ . 

       Σηµείωση. Τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα µελετήθηκαν κατά τον 19ο αιώνα σε 
σχέση κυρίως µε προβλήµατα στην Φυσική, πιο συγκεκριµένα στον 
ηλεκτροµαγνητισµό, στην ροή των ρευστών, σε προβλήµατα που εµπλέκουν δυνάµεις 
κτλ.  
Το επόµενο αποτέλεσµα είναι σηµαντικό καθώς γενικεύει το Θεµελιώδες Θεώρηµα 
του Απειροστικού Λογισµού. Υπενθυµίζουµε ότι ένα διανυσµατικό πεδίο 

3 3:F U R R⊆ →  είναι πεδίο κλίσεων αν υπάρχει 3:f U R R⊆ →  1C  συνάρτηση µε 

F f= ∇  δηλαδή ( ) ( ) ( ) ( ), ,
f f f

F x x x x
x y z

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 

, ( ), ,x x y z U= ∈ , U  ανοικτό στον 

3R . Αντίστοιχος ορισµός δίδεται και για ένα διανυσµατικό πεδίο κλίσεων 
: n nF U R R⊆ → , 2n ≥ . Το αποτέλεσµα που πρόκειται να αποδείξουµε 

διατυπώνεται και αποδεικνύεται, για λόγους απλότητας, για διανυσµατικά πεδία 
3 3:F U R R⊆ → , αλλά βέβαια ισχύει και για διανυσµατικά πεδία : n nF U R R⊆ →  

 
        22.5 Θεώρηµα Έστω 3:f U R R⊆ → , 1C  συνάρτηση και [ ]: ,a b Uσ →  ( κατά 

τµήµατα ) 1C − καµπύλη. Τότε ισχύει  

                                    ( )( ) ( )( )f ds f b f a
σ

σ σ∇ ⋅ = −∫  
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        Απόδειξη: Θεωρούµε την σύνθετη συνάρτηση [ ] ( )( ): ,F t a b f t Rσ∈ → ∈ . 

Από τον κανόνα αλυσίδας έχουµε [ ] 3, f

F fo

a b U R Rσ

σ=

→ ⊆ →
�																		


, 

( ) ( )( ) ( ) [ ]' ' , ,F t f t t t a bσ σ= ∇ ⋅ ∈ , ( δηλαδή  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )' ' ' '
f f f

F t t x t t y t t z t
x y z
σ σ σ

∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

, [ ],t a b∈ , αν 

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,t x t y t z tσ = , [ ],t a b∈ ). 

Η συνάρτηση F  είναι συνεχής συνάρτηση πραγµατικής µεταβλητής ορισµένη και 
κατά τµήµατα 1C  στο [ ],a b . Έπεται από το θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού 

Λογισµού ότι : ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )'
b

a

F t dt F b F a f b f aσ σ= − = −∫ . 

Άρα, ( )( ) ( )'
b

a

f ds f t t dt
σ

σ σ∇ ⋅ = ∇ ⋅∫ ∫ = ( ) ( )( ) ( )( )'
b

a

F t dt f b f aσ σ= −∫ . 
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          Παρατηρήσεις. 1) Το ανάλογο αυτού του αποτελέσµατος είναι το θεµελιώδες 
Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού στην ακόλουθη µορφή. Αν RΙ ⊆  διάστηµα 

:f RΙ →  1C  συνάρτηση και ,a b∈Ι  µε a b<  τότε,     ( ) ( ) ( )'
b

a

f t dt f b f a= −∫ . 

2) Το προηγούµενο αποτέλεσµα µας λέει ότι, αν ένα διανυσµατικό πεδίο F  είναι 
πεδίο κλίσεων ( κάποιας 1C  συνάρτησης 3:f U R R⊆ →  ) και Α,Β είναι σηµεία του 
U ( το οποίο υποτίθεται ανοικτό και συνεκτικό ) τότε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα 
του F  κατά µήκος µιας καµπύλης που συνδέει τα Α και Β και βρίσκεται µέσα στο 
U , εξαρτάται µόνο από τα Α και Β. Έτσι αν µπορούµε να αναγνωρίσουµε το δοθέν 
διανυσµατικό πεδίο F ως πεδίο κλίσεων οι υπολογισµοί µας διευκολύνονται κατά 
πολύ. Σηµειώνουµε ότι ένα 1C διανυσµατικό πεδίο δεν είναι αναγκαία το πεδίο 
κλίσεων κάποιας 1C  πραγµατικής συνάρτησης, όπως φαίνεται στο παράδειγµα (3) 
παρακάτω. 
 
        Παραδείγµατα 1) Έστω ( ) ( ), , , ,F x y z yz xz xy= . Αν [ ] 3: 0,1 Rσ →  είναι 

καµπύλη που συνδέει τα σηµεία ( )1, 2, 1Α −  και ( )0, 3,2Β  να ευρεθεί το έργο που 

παράγεται από το διανυσµατικό πεδίο F  κατά µήκος της σ . ( ( ) ( )0 , 1σ σ= Α = Β ). 

       Λύση Το ζητούµενο έργο δίνεται από το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα F ds
σ

Ε = ⋅∫  

(1). 
Επειδή η F  είναι ένα πεδίο κλίσεων, F f= ∇ , όπου ( ), ,f x y z xyz= , υπολογίζουµε 

αµέσως ότι  ( ) ( ) ( )( )0 1 2 1 2F ds f f
σ

Ε = ⋅ = Β − Α = − ⋅ ⋅ − =∫ . 

 

2) Έστω ( )
( )

( )3
2 2 2 2

1
, , , ,F x y z x y z

x y z

= −
+ +

, ( ) ( ), , 0,0,0x y z ≠  ( πρόκειται για το 

πεδίο δυνάµεων βαρύτητας µε 1G m M= = =  ). Τότε το έργο που παράγει η δύναµη 
βαρύτητας όταν ένα σωµατίδιο µετακινείται από το ( )1 1 1, ,x y zΑ =  στο 

( )2 2 2, ,x y zΒ =  ακολουθώντας οποιαδήποτε καµπύλη σ  ( που δεν διέρχεται από το 

( )0,0,0 ) εξαρτάται µόνο από τα δοθέντα σηµεία Α και Β. 

          Λύση Έστω ( )
( )

1
2 2 2 2

1
, ,v x y z

x y z

=
+ +

, ( ) ( ), , 0,0,0x y z ≠ . Τότε εύκολα 

διαπιστώνουµε ότι, F v= ∇ ,  ( 

( )
3

2 2 2 2

v x

x
x y z

∂
= −

∂
+ +

,

( )
3

2 2 2 2

v y

y
x y z

∂
= −

∂
+ +

 και 

( )
3

2 2 2 2

v z

z
x y z

∂
= −

∂
+ +

). Έπεται από το προηγούµενο θεώρηµα ότι το ζητούµενο έργο 

δίδεται από τον τύπο: 

( ) ( )F ds v ds v v
σ σ

Ε = ⋅ = ∇ ⋅ = Β − Α∫ ∫ =

( ) ( )
1 1

2 2 2 2 2 22 2
2 2 2 1 1 1

1 1

x y z x y z

−
+ + + +
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[ Υποτίθεται ότι: [ ] ( ){ } ( )3: 0,1 0,0,0 : 0Rσ σ→ − = Α  και ( )1σ = Β ] 

 
3)Έστω ( ) ( ) ( ) 2, , , ,F F x y y x x y R= = − ∈  και [ ] 2

1 : 0,1 Rσ → ( ) ( ) [ ]1: , , 0,1t t t tσ = ∈ , 

[ ] 2
2 : 0,1 Rσ →  µε ( ) ( ) [ ]2

2 , , 0,1t t t tσ = ∈ . Παρατηρούµε ότι ( ) ( ) ( )1 20 0 0,0σ σ= =  

και ( ) ( ) ( )1 21 1 1,1σ σ= = . 

Αποδείξτε ότι 
1 2

F ds F ds
σ σ

⋅ ≠ ⋅∫ ∫  

 
Λύση Έστω ( ) ( ) ( )( ) ( )1 , ,t x t y t t tσ = = . Άρα 

( ) ( ) [ ]'
1 1,1 , 0,1t tσ = ∈ . 

( ) ( )( ) ( ), ,F x t y t t t= −  και συνεπώς 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ' , 'F x t y t x t y t⋅ = ( ) ( ), 1,1 0t t t t− ⋅ = − =  

για κάθε [ ]0,1t ∈ . 

Έπεται ότι 
1

1

0

0 0F ds dt
σ

⋅ = =∫ ∫ . 

Για την καµπύλη ( ) ( ) ( )( )2 ,t x t y tσ =  παρατηρούµε ότι : 

( ) ( ) ( ) ( )( )'
2 1,2 ' , 't t x t y tσ = =  και 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2
2 , , ,F t F x t y t y t x t t tσ = = − = − . Εποµένως 

( )( ) ( )'
2 2F t tσ σ⋅ = ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2, ' , ' , 1,2y t x t x t y t t t t− ⋅ = − ⋅

[ ]2 2 22 , 0,1t t t t= − = − ∈ . 

Άρα ( )
2

11 1 3
2 2

0 0 0

1

3 3

t
F ds t dt t dt

σ

 
⋅ = − = − = − = − 

 
∫ ∫ ∫  

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι : 
1 2

1
0

3
F ds F ds

σ σ

⋅ = ≠ − = ⋅∫ ∫  και ακόµη ότι το 

διανυσµατικό πεδίο ( ) ( ), ,F x y y x= −  δεν µπορεί να είναι ίσο ( σε µια ανοικτή 

περιοχή του τετραγώνου µε κορυφές τα ( ) ( ) ( ) ( )0,0 , 1,0 , 1,1 , 0,1 ) µε το πεδίο κλίσεων 

κάποιας 1C  συνάρτησης. 
 
Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι το διανυσµατικό πεδίο ( ) ( ), ,F x y y x= −  είναι µια 

γραµµική συνάρτηση 2 2:F R R→  και συνεπώς C∞ − διαφορίσιµη, γεωµετρικά η F  

στρέφει το διάνυσµα ( ),x y  κατά 
2

π
−  ακτίνια ( αυτό φαίνεται καλύτερα αν 

παρατηρήσουµε ότι η F  µε µιγαδικό συµβολισµό είναι η ( )F z iz= −  όπου 

( ),z x y x iy= = + ). Παρόλα αυτά η F  δεν είναι ίση µε το πεδίο κλίσεων κάποιας 1C  

συνάρτησης στο 2R . Το αποτέλεσµα αυτό καταδεικνύει µια σηµαντική διαφορά µε 
τον Λογισµό της µιας µεταβλητής, όπου µε µόνη την υπόθεση της συνέχειας µιας 
συνάρτησης :F R RΙ ⊆ → , στο διάστηµα RΙ ⊆ , έπεται η ύπαρξη παράγουσας για 

την F , δηλαδή υπάρχει :G RΙ →  1C  συνάρτηση µε 'G F=  στο Ι . 
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4)Υπολογίστε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα F ds
σ

⋅∫ , όπου ( )sin 2xF e y xy y= ∇ − −  

και               ( ) [ ]3 sin , cos ,    0,1
2 2 2 2

t t t t t
π π π π

σ
    = − + ∈    

    
 

Λύση Η συνάρτηση ( ), sin 2xf x y e y xy y= − −  είναι C∞ στο 2R  και η καµπύλη 

σ ,C∞ − διαφορίσιµη στο [ ]0,1 . 

Από το προηγούµενο θεώρηµα έπεται ότι: 

( ) ( )( ) ( )( ), 1 0f x y ds f f
σ

σ σ∇ ⋅ = −∫ = ( )1, 0,0
2

f f
π  − = 

 

( )1 0sin 2 sin 0 0 0 0 3
2 2 2 2

e e e
π π π π = − − − − ⋅ − = − 

 
. 

 
Ασκήσεις 

1)Να υπολογιστούν τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα πρώτου είδους. 

(α) 
1

3
ds

yσ +∫ , όπου ( ) [ ]
3

22 ,3 , 0,1t t t tσ
 

= ∈ 
 

. 

(β) ( )3 2x y ds
σ

−∫ , όπου ( ) ( ) [ ]sin ,cos , 0,t t t tσ π= ∈  

(γ) 
2

3

y
ds

xσ
∫ , όπου ( ) ( )42 , ,0 1t t t tσ = ≤ ≤ . 

(δ) ( )2 2x y ds
σ

+∫ , όπου ( ) ( )cos , sin ,0t tt e t e t tσ π− −= ≤ ≤ . 

 
2)Να υπολογισθούν τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα δευτέρου είδους:  

(α) ( )2 2x y dx xdy
σ

− +∫ , όπου ( ) ( ) [ ]2cos ,2sin , 0,2σ θ θ θ θ π= ∈ . 

(β) 2

C

x ydx xydy−∫ , όπου C  είναι η καµπύλη που ξεκινά από το ( )0,0  και  πηγαίνει 

στο ( )1,1  µέσω της παραβολής 2y x=  και επιστρέφει στο ( )0,0  επί της ευθείας 

y x= . 

(γ) 
C

dx dy

x y

+
+∫ , όπου C είναι το τετράγωνο 1x y+ =  το οποίο θεωρείται θετικά  

( αντιωρολογιακά ) προσανατολισµένο. 

(δ) Να υπολογιστούν τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα , 1,2
i

ydx i
σ

=∫ , όπου 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 2cos ,sin , cos 2 ,sin 2 , 0,2t t t t t t tσ σ π= = ∈ . Τι παρατηρείτε; [ Απάντηση. 

1

ydx
σ

π= −∫  και
2

2ydx
σ

π= −∫ ]  

 

3) Έστω ( )2 2 2F x y i xyj= − +  διανυσµατικό πεδίο δυνάµεων στο 2R . Να βρεθεί το 

ολικό έργο που παράγει αυτή η δύναµη όταν µετακινεί αντιωρολογιακά µια σηµειακή 
µάζα στην περίµετρο του τετραγώνου µε κορυφές ( ) ( ) ( ) ( )0,0 , 2,0 , 2,2 , 0,2. 
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4) Να βρεθεί το έργο που παράγει το διανυσµατικό πεδίο δυνάµεων 

( ) ( )2 2F x y i x y j= + + +  όταν µετακινεί αντιωρολογιακά ένα υλικό σηµείο επί του 

κύκλου 2 2 1x y+ =  από το ( )1,0 στο ( )1,0−  και κατόπιν πίσω στο ( )1,0  πάνω στον 

άξονα των x . 
5) Έστω [ ] 3: ,a b Rσ →  οµαλή καµπύλη ( δηλαδή η σ  είναι 1C  και ( )' 0tσ ≠  για 

κάθε [ ],t a b∈ ) 

(α) Αν στο ( )tσ  η F  είναι κάθετη στο ( )' tσ  για κάθε [ ],t a b∈ , τότε 0F ds
σ

⋅ =∫  

(β) Αν στο ( )tσ  η F  είναι παράλληλη µε το ( )' tσ  για κάθε [ ],t a b∈  δείξτε ότι 

F ds F ds
σ σ

⋅ =∫ ∫  ( όταν λέµε παράλληλη µε το ( )' tσ  εννοούµε ότι 

( )( ) ( ) ( )'F t t tσ λ σ= , όπου ( ) 0tλ > ).) 

(γ) Αν 3x R∈  τότε η εξίσωση ( )t xσ =  έχει το πολύ πεπερασµένες λύσεις στο [ ],a b . 

(δ) Αν η σ  είναι 2C  και ( ) [ ]'' 0, ,t t a bσ ≠ ∀ ∈  τότε η εξίσωση η εξίσωση ( )' 0tσ =  

έχει πεπερασµένο πλήθος λύσεων στο [ ],a b . 

 
6) Αν η καµπύλη [ ] 3: ,a b Rσ →  είναι κατά τµήµατα 1C  και [ ] 3:F Rσ →  συνεχής 

δείξτε ότι F ds
σ

⋅ ≤ Μ ⋅∫ ℓ  όπου ( )( ) [ ]{ }sup , ,F t t a bσΜ = ∈  και ℓ  το µήκος της 

σ . 
 
7) Έστω σ  και ψ  δύο καµπύλες του 2R  µε τα ίδια άκρα και 2 2:F R R→  συνεχής 

συνάρτηση. ∆είξτε ότι η ισότητα F ds F ds
σ ψ

⋅ = ⋅∫ ∫  είναι ισοδύναµη µε την 

0
C

F ds⋅ =∫ , όπου C  είναι η κλειστή καµπύλη που προκύπτει αν µετακινηθούµε 

πρώτα πάνω στην σ  και µετά πάνω στην ψ  στην αντίθετη κατεύθυνση. 
 

8) Έστω ( ) ( )2 2 2

, , 2 , ,x x xf x y z xyze ze ye∇ = . Αν ( )0,0,0 5f = , βρείτε το ( )1,1,2f . 

 

9) Υπολογίστε το 2 22
C

xyzdx x zdy x ydz+ +∫ , όπου C  είναι µια προσανατολισµένη 

απλή καµπύλη που ενώνει το ( )1,1,1  µε το ( )1,2,4 . 
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∆ιανυσµατικά πεδία 
 

          Όπως έχουµε ήδη αναφέρει ένα διανυσµατικό πεδίο είναι µια συνάρτηση 
: n nF U R R⊆ → . Για εµάς φυσικά µια τέτοια συνάρτηση θα θεωρείται ότι είναι 

τουλάχιστον συνεχής και συνήθως 1C  και βέβαια το U  ανοικτό υποσύνολο του nR . 
Ένα διανυσµατικό πεδίο F , µπορούµε να το φανταζόµαστε ότι αντιστοιχεί σε κάθε 
x U∈  το διάνυσµα ( βέλος ) ( )F x  όπως στο σχήµα. 

Τα διανυσµατικά πεδία που θα µας απασχολήσουν θεωρούνται κυρίως στον 2R  και 
στον 3R  ( 2 2:F U R R⊆ →  ή 3 3:F U R R⊆ → ) 
Παραδείγµατα διανυσµατικών πεδίων έχουµε ήδη εξετάσει στις προηγούµενες 
παραγράφους. Υπενθυµίζουµε εδώ ότι ένας µετασχηµατισµός συντεταγµένων όπως 
ορίστηκε στην παράγραφο Αλλαγής µεταβλητής στο πολλαπλό ολοκλήρωµα είναι 
ένα διανυσµατικό πεδίο. Ειδικότερα οι, πολικός, κυλινδρικός και σφαιρικός 
µετασχηµατισµός είναι διανυσµατικά πεδία 
Ένα πολύ ενδιαφέρον διανυσµατικό πεδίο – το οποίο έχουµε ήδη εξετάσει στο 
παράδειγµα (2) µετα το Θεωρηµα 22.5– είναι και το πεδίο δυνάµεων βαρύτητας ή 
βαρυτικό πεδίο, το οποίο παρουσιάζουµε εδώ µε περισσότερη λεπτοµέρεια.  
 
           Έστω Μ  µια σηµειακή µάζα τοποθετηµένη στην αρχή των αξόνων του 3R  και 
m  µια άλλη σηµειακή µάζα στο σηµείο ( ), ,r x y z= . Τότε η δύναµη έλξης που ασκεί 

η Μ  στην m  δίνεται από τον νόµο του Νεύτωνα  και είναι 

( ) 3 2, ,
Gm r GmM

F x y z r
rr r

Μ
= − ⋅ = − ⋅  

 ( βέβαια και η m  ασκεί στην Μ  δύναµη ίση κατά το µέτρο και µε αντίθετη φορά) 
όπου G  η παγκόσµια σταθερά της βαρύτητας ή σταθερά της παγκόσµιας έλξης. 
Όπως έχουµε ήδη διαπιστωσει  σ, το F  είναι ένα πεδίο κλίσεων, αφού F v= ∇ , όπου 



                                                                                                                        245 

m G
v

r

Μ
= . Η δύναµη F  είναι µια κεντρική δύναµη, δηλαδή δρα κατά µήκος της 

ευθείας που συνδέει τα κέντρα των µαζών m  και Μ  και έχει πάντοτε φορά ( αφού η 
Μ  έχει τοποθετηθεί στην αρχή των αξόνων ) προς την αρχή των αξόνων, αυτό 
δηλώνεται µε το αρνητικό πρόσηµο στον παραπάνω τύπο. 

 
Το παραπάνω µοντέλο µπορεί 
να εφαρµοσθεί, όταν οι 
διαστάσεις των δύο µαζών είναι 
µικρές σε σχέση µε την µεταξύ 
τους απόσταση, όποτε 
θεωρούµε ότι οι δύο µάζες είναι 
συγκεντρωµένες σε υλικά 
σηµεία. Αν τα m  και Μ  είναι 
µάζες σφαιρικών σωµάτων µε 
πυκνότητες που µεταβάλλονται 

οµοιόµορφα κατά µήκος της ακτίνας, όπως περίπου συµβαίνει µε τον ήλιο και τους 
πλανήτες, τότε µπορούµε να πούµε ότι r  είναι η απόσταση µεταξύ των κέντρων 

τους, ακόµη και όταν το r  είναι µικρό. Τέλος αν η µάζα Μ που είναι τοποθετηµένη 

στην αρχή των αξόνων είναι µεγάλη σε σχέση µε την m , όπως για παράδειγµα είναι 
η µάζα του ήλιου συγκρινόµενη µε την µάζα οποιουδήποτε πλανήτη ή η µάζα της Γής 
συγκρινόµενη µε την µάζα ενός τεχνητού δορυφόρου, έχουµε την δυνατότητα να 
αγνοήσουµε την κίνηση της Μ  σε σχέση µε την m  
 
          23.1 Ορισµός Ένα διανυσµατικό πεδίο : n nF U R R⊆ → , όπου U  ανοικτό και 

συνεκτικό υποσύνολο του nR , λέγεται συντηρητικό αν F f= ∇  για κάποια 1C  

συνάρτηση : nf U R R⊆ → , δηλαδή αν η F  είναι το πεδίο κλίσεων κάποιας 
1C βαθµωτής συνάρτησης f . Η f  ονοµάζεται τότε και συνάρτηση δυναµικού της 

F . Είναι τότε σαφές ότι το ολοκλήρωµα F ds
σ

⋅∫  για κάποια καµπύλη [ ]: ,a b Uσ →  

εξαρτάται µόνο από τα άκρα της καµπύλης. Ο όρος συντηρητικό πεδίο προέρχεται 
από την φυσική και σχετίζεται µε το νόµο της διατήρησης της ενέργειας.  
 
        Παραδείγµατα. 1) Το βαρυτικό πεδίο είναι ένα συντηρητικό πεδίο όπως είδαµε 
λίγο πρίν 
2) Το διανυσµατικό πεδίο 22F xyi x j= +  είναι συντηρητικό µε συνάρτηση 

δυναµικού την ( ) 2,f x y x y= . 

       Λύση Παρατηρούµε ότι, ( ) ( )2 22 2 , ,f xyi x j xy x F x y∇ = + = = , ( ) 2,x y R∈ , άρα 

η F  είναι συντηρητικό πεδίο. 
 
      Παρατήρηση. Έστω nU R⊆  ανοικτό και συνεκτικό και : n nF U R R⊆ →  
συντηρητικό πεδίο. Τότε υπάρχει ουσιαστικά µια συνάρτηση δυναµικού για την F , 
δηλαδή αν , :g f U R→  1C  συναρτήσεις ώστε F f g= ∇ = ∇  τότε 
f g c− = = σταθερά ( Άσκηση ). 
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        23.2 Ορισµός Έστω 2D R⊆  ανοικτό και συνεκτικό σύνολο, το D  λέγεται απλά 
συνεκτικό  ή απλά συνεκτικός τόπος αν κάθε κλειστή απλή καµπύλη c του D  
εγκλείει µόνο σηµεία του D  
( δηλαδή υπάρχει G D⊆  ανοικτό µε G c∂ = ). 

Έτσι το ανοικτό και συνεκτικό σύνολο 2D R⊆  είναι απλά συνεκτικό αν δεν έχει 
«τρύπες». Παραδείγµατα απλά συνεκτικών ανοικτών συνόλων είναι τα ανοικτά και 
κυρτά υποσύνολα του 2R , όπως είναι το εσωτερικό ενός δίσκου ή µιας έλλειψης στο 
επίπεδο κτλ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

                                       Απλά συνεκτικά σύνολα 
 
 
Ο ανοικτός δίσκος ( )0,1Β  του επιπέδου µε την 

εξαίρεση µιας ακτίνας του, π.χ. της ακτίνας 

[ ]0,1  είναι ένα ( ανοικτό ) απλά συνεκτικό 

σύνολο, που δεν είναι κυρτό. Ο ίδιος δίσκος µε 
την εξαίρεση του κέντρου του είναι ένα 
ανοικτό συνεκτικό που δεν είναι απλά 
συνεκτικό 
 
 
 
 

Σχετικά µε την αναγνώριση των συντηρητικών πεδίων στον 2R ισχύει το ακόλουθο 
αποτέλεσµα που θα αποδείξουµε ( πλήρως ) αργότερα ως συνέπεια του θεωρήµατος 
του Green. 
          23.3 Θεώρηµα Έστω 2 2:F D R R⊆ →  1C  διανυσµατικό πεδίο, όπου D  απλά 

συνεκτικό σύνολο και ( ),F u v= . Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα: 

(ι) Το F  είναι συντηρητικό 

(ιι) 
u v

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

         Απόδειξη της κατεύθυνσης (ι) ⇒ (ιι) 
Έστω ( ),F u v=  1C  διανυσµατικό πεδίο. Επειδή το F  υποτίθεται συντηρητικό 

υπάρχει συνάρτηση ( τουλάχιστον ) της κλάσης 1C , :f D R→  ώστε 

,
f f

F f
x y

 ∂ ∂
= ∇ =  ∂ ∂ 

. Έπεται αµέσως ότι η f  είναι ( τουλάχιστον ) της κλάσης 2C  



                                                                                                                        247 

αφού το F  είναι 1C  και άρα οι µερικές παράγωγοι 
f

u
x

∂
=
∂

 και 
f

v
y

∂
=
∂

 της f  θα 

έχουν και αυτές συνεχείς µερικές παραγώγους. Παρατηρούµε ότι 
2u f f

y y x y x

∂ ∂ ∂ ∂ = = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 και 

2v f f

x x y x y

 ∂ ∂ ∂ ∂
= = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

. 

Επειδή η f  είναι 2C  συνάρτηση στο D  έπεται ότι οι µεικτές παράγωγοι της f  είναι 

ίσες. Συνεπώς                     
2 2f f

y x x y

∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
    ή      

u v

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
. 

 
        Σηµείωση. Η κατεύθυνση (ι)⇒ (ιι) δεν χρειάζεται, όπως φαίνεται και από την 
απόδειξή της, την υπόθεση της απλής συνεκτικότητας του D . Η υπόθεση αυτή θα 
χρειασθεί για την απόδειξη της αντίστροφης κατεύθυνσης (ιι)⇒ (ι), η απόδειξη αυτή 
θα γίνει αργότερα µε την βοήθεια του θεωρήµατος του Green. 
 
        Εφαρµογές 1) Θεωρούµε το παράδειγµα 3 της σελίδας 229. ∆ηλαδή 

( ) ( ), ,F x y y x= − . Το διανυσµατικό πεδίο F  δεν είναι συντηρητικό εφόσον 

( ),u x y y= ,  ( ),v x y x= −  και 1 1
u v

y x

∂ ∂
= ≠ − =

∂ ∂
. Βέβαια πριν είχαµε καταλήξει στο 

ίδιο αποτέλεσµα µε ένα απευθείας υπολογισµό. 
 

2) Εξακριβώστε αν το διανυσµατικό πεδίο ( ) ( ), ,xy xyF x y ye xe x= +  είναι 

συντηρητικό στο 2R . 

        Λύση Έχουµε ότι ( ), xyu x y ye=  και ( ), xyv x y xe x= + . Άρα xy xyu
xye e

y

∂
= +

∂
 

και 1xy xyv
xye e

x

∂
= + +

∂
. Έπεται ότι 

u v

y x

∂ ∂
≠

∂ ∂
 και άρα το πεδίο δεν είναι συντηρητικό. 

 

3) Εξετάστε αν τα διανυσµατικά πεδία ( ) ( ), ,F x y x y= −  και ( ) ( )2 2, 2 ,G x y xy x y= −  

είναι συντηρητικά και αν είναι να βρεθεί σε κάθε περίπτωση η συνάρτηση δυναµικού. 
       Λύση Για το πρώτο παρατηρούµε ότι ( ),u x y x=  και ( ),v x y y= − , εποµένως 

0
u v

y x

∂ ∂
= =

∂ ∂
 και το πεδίο είναι συντηρητικό. Η ( )

2 2

,
2

x y
f x y

−
=  είναι µια 

συνάρτηση δυναµικού για την ( ) ( ), ,F x y x y= − , αφού ( ), ,
f f

f x y F
x y

 ∂ ∂
∇ = = − = ∂ ∂ 

 

Για το διανυσµατικό πεδίο ( ) ( )2 2, 2 ,G x y xy x y= −  έχουµε ότι αν θέσουµε 

( ), 2u x y xy=  και ( ) 2 2,v x y x y= −  τότε 2
u v

x
y x

∂ ∂
= =

∂ ∂
.  Έπεται από τον 

χαρακτηρισµό των συντηρητικών πεδίων ότι G  συντηρητικό πεδίο. Εύκολα επίσης 

διαπιστώνεται ότι η ( )
3

2,
3

y
g x y yx= −  είναι µια συνάρτηση δυναµικού για την G  

αφού ( )2 2, 2 ,
g g

g xy x y G
x y

 ∂ ∂
∇ = = − = ∂ ∂ 

. 
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4) Έστω 2U R⊆  ανοικτό και 2:f U R→  1C  συνάρτηση ώστε ( ),f u v= . Η f  

λέγεται ολόµορφη αν ικανοποιεί τις εξισώσεις Cauchy και Riemann: 
u v

x y

∂ ∂
=

∂ ∂
 και 

u v

y x

∂ ∂
= −

∂ ∂
. Παρατηρούµε σε σχέση µε την συνάρτηση ( ) ( )2 2, 2 ,G x y xy x y= −  του 

προηγουµένου παραδείγµατος ότι αν θέσοµε ( ) ( )2 2, , 2F x y x y xy= − , τότε η F  είναι 

ολόµορφη στο 2R . 
Το παράδειγµα αυτό γενικεύεται µε τον ακόλουθο τρόπο. Θεωρούµε µία ολόµορφη 

2 2:f D R R⊆ → , όπου D  ανοικτό απλά συνεκτικό υποσύνολο του 2R ( π.χ. ανοικτό 
και κυρτό) 
Έστω ( ),f u v= , τότε η συνάρτηση 2:g D R→  ώστε ( ),g v u=  ( δηλαδή 

( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , , ,g x y v x y u x y x y D= ∈ ) είναι ένα συντηρητικό πεδίο. Πράγµατι η f  

ως ολόµορφη ικανοποιεί τις εξισώσεις Cauchy και Riemann στο D :  
u v

x y

∂ ∂
=

∂ ∂
 και 

u v

y x

∂ ∂
= −

∂ ∂
. Εποµένως 

v u

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 και έτσι το διανυσµατικό πεδίο ( ),g v u=  είναι 

συντηρητικό. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι και το διανυσµατικό πεδίο � ( ),g u v= −  είναι 

συντηρητικό. 
Σηµειώνουµε ότι η g  προκύπτει ως η σύνθεση του γραµµικού µετασχηµατισµού 

( ) ( ), ,x y y xΤ =  µε την ολόµορφη f , δηλαδή g of= Τ . 

Η κλάση των ολοµόρφων συναρτήσεων µελετάται στην Μιγαδική Ανάλυση.  
 
5) Το πεδίο δυνάµεων βαρύτητας ( ή βαρυτικό πεδίο ) ( ){ }3 3: 0,0,0F R R− →  ώστε 

( ) 3, ,
m G

F x y z r
r

Μ
= − , όπου m  και Μ  µάζες, G  η παγκόσµια βαρυτική σταθερά 

και ( ), ,r x y z=  είναι ένα συντηρητικό πεδίο, όπως ηδη διαπιστώσαµε, µε συνάρτηση 

δυναµικού ( ), ,
m G

v x y z
r

Μ
= . 

 
6) Έστω 2 2: R RΤ →  γραµµικός µετασχηµατισµός, 

( ) ( ), ,
a x

x y ax y x y
y

β
β γ δ

γ δ
  

Τ = = + +  
  

, , , ,a Rβ γ δ ∈ . Ο Τ  είναι ένα 

συντηρητικό πεδίο αν και µόνο αν 
u v

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
, όπου ( ),u x y ax yβ= +  και 

( ),v x y x yγ δ= + , δηλαδή αν β γ= . Έτσι ο πίνακας Τ  γίνεται 

a aβ β
γ δ β δ
   

Α = =   
   

. 
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7) Ο πολικός µετασχηµατισµός 2 2: R RΤ → ( ) ( ): , cos , sinr r rθ θ θΤ =  δεν είναι 

συντηρητικό πεδίο καθώς αν cosu r θ=  και sinv r θ=  τότε 

sin sin
u v

r
r

θ θ
θ
∂ ∂
= − ≠ =

∂ ∂
. 

 
         Παρατήρηση. Αν 2 2:F D R R⊆ →  είναι συντηρητικό πεδίο, ο προσδιορισµός 
µιας συνάρτησης δυναµικού για το πεδίο F  γίνεται λύνοντας την διαφορική εξίσωση 
( που τότε ξέρουµε ότι έχει λύση )  
                      ( ) ( ), ,xf F u x y f x y∇ = ⇔ =  και ( ) ( ), ,yv x y f x y= . 

Εννοείται ότι, ( ),F u v=  και D  ανοικτό και συνεκτικό.    

 
        Παράδειγµα: 1) ∆είξτε  ότι το διανυσµατικό πεδίο 

( )sin , cos 2x xF e y y e y x= − − −  είναι συντηρητικό και βρείτε µια συνάρτηση 

δυναµικού f  για την F .  

         Λύση Οι συνιστώσες συναρτήσεις ( ), sinxu x y e y y= −  και 

( ), cos 2xv x y e y x= − −  του F  είναι 1C  στο 2R και ισχύει ότι  

                                     cos 1xu
e y

y

∂
= −

∂
 και cos 1xv

e y
x

∂
= −

∂
. 

Επειδή 
u v

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 έπεται ότι το F  είναι συντηρητικό στο 2R . 

Μια συνάρτηση δυναµικού 2:f R R→  για την F  πρέπει να ικανοποιεί την 

διαφορική εξίσωση 
f

f F u
x

∂
∇ = ⇔ =

∂
 και 

f
v

y

∂
=
∂

. 

Έπεται ότι ( σταθεροποιώντας την µεταβλητή y ) 

( ) ( ), ,f x y u x y dx= =∫ ( ) ( )sin sinx xe y y dx e y xy yκ− = − +∫    (1) 

Επειδή η f πρέπει να ικανοποιεί την 
f

v
y

∂
=

∂
, θα έχουµε: 

( )sinxf
e y xy y

y y
κ

∂ ∂
 = − + ∂ ∂

cosx d
e y x v

dy

κ
= − + =  

Συνεπώς cos cos 2x xd
e y x e y x

dy

κ
− + = − − . 

Επιλύοντας την τελευταία εξίσωση ως προς 
d

dy

κ
 λαµβάνουµε   

( ) ( )2 2 2
d

y dy y y c
dy

κ
κ κ= − ⇒ = − ⇒ = − +∫    (2). 

Έπεται από τις (1) και (2) ότι ( ), sin 2xf x y e y xy y c= − − +  όπου c  πραγµατική 

σταθερά. Κάθε τέτοια συνάρτηση είναι µια ( βαθµωτή ) συνάρτηση δυναµικού για 
την F . ( ∆ες και την παρατήρηση µετα τον Ορισµο 23.1 .) 
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Απόκλιση και στροβιλισµός ενός διανυσµατικού πεδίου 
 

Έστω F  ένα 1C  διανυσµατικό πεδίο του 3R , δηλαδή 3 3:F D R R⊆ →  1C  

συνάρτηση µε D  ανοικτό στο 3R  και ( )1 2 3, ,F F F F= .  

Στο διανυσµατικό πεδίο F  αντιστοιχούµε ένα άλλο διανυσµατικό πεδίο που 
ονοµάζεται στροβιλισµός του F  και συµβολίζεται µε curlF  µε τον ακόλουθο τρόπο: 

                        3 32 1 2 1F FF F F F
curlF i j k

y z z x x y

   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 

                              ( όπου ( ) ( )1,0,0 , 0,1,0i j= = , ( )0,0,1k =  ). 

Με τον συµβολισµό των τελεστών έχουµε ότι το σύµβολο, , ,
x y z

 ∂ ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ ∂ 

 µπορεί 

να θεωρηθεί ως ένας τελεστής που δρα πάνω σε βαθµωτές ( διαφορίσιµες ) 
συναρτήσεις 
Έτσι µε χρήση του εξωτερικού γινοµένου µπορούµε να γράψουµε:    

                

1 2 3

              

    

         

i j k

F
x y z

F F F

∂ ∂ ∂
∇× = =

∂ ∂ ∂
3 32 1 2 1F FF F F F

i j k
y z z x x y

   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
. 

Συνεπώς         curlF F= ∇×  
 
          Παρατήρηση Αν το διανυσµατικό πεδίο F  είναι της κλάσης ( )1kC k ≥  τότε 

το διανυσµατικό πεδίο curlF  είναι της κλάσης ( )1kC −  ( όπου 0C  είναι η κλάση των 
συνεχών συναρτήσεων ). 
 
         Παράδειγµα: Έστω ( ) ( ), , cos , sin ,r z r r zθ θ θΤ = , ο µετασχηµατισµός σε 

κυλινδρικές συντεταγµένες τότε έχουµε: 
                           

                

rcos     rsin         z

i j k

r zθ
θ θ

∂ ∂ ∂
∇×Τ = =

∂ ∂ ∂

( ) ( ) ( ) ( )sin cos sin cosr r r rz z
i j k

z z r r

θ θ θ θ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂     ∂ ∂
− + − + −     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
=

( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 sin sini j r kθ θ− + − + − − ( )sin sinr kθ θ= + = ( )1 sinr kθ+ . 

 
         24.1 Θεώρηµα Για κάθε 2C  συνάρτηση 3:f U R R⊆ →   ( 3U R⊆ ανοικτό) 
ισχύει ότι: 
                                                        ( ) 0f∇× ∇ =  

∆ηλαδή ο στροβιλισµός ενός 1C  πεδίου κλίσεων είναι το µηδενικό διάνυσµα. 
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           Απόδειξη: Έστω , ,
f f f

F f F
x y z

 ∂ ∂ ∂
= ∇ ⇔ =  ∂ ∂ ∂ 

. Έπεται ότι: 

F f∇× = ∇×∇ =

              

    

    

i j k

x y z

f f f

x y z

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

2 2f f
i

y z z y

 ∂ ∂
− ∂ ∂ ∂ ∂ 

2 2f f
j

z x x z

 ∂ ∂
+ − ∂ ∂ ∂ ∂ 

+

2 2f f
k

x y y x

 ∂ ∂
− ∂ ∂ ∂ ∂ 

. 

Επειδή η f  είναι 2C  συνάρτηση οι µεικτές παράγωγοι είναι ανά δύο ίσες 
2 2

i j j i

f f

x x x x

 ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ ∂ 

 συνεπώς όλες οι συνιστώσες του διανύσµατος ( )curl f∇  

µηδενίζονται και έτσι έχουµε το αποτέλεσµα. 
 
          24.2 Ορισµός Ένα διανυσµατικό πεδίο 3 3:F U R R⊆ →  λέγεται αστρόβιλο αν  

0curlF =  επί του U . 
Ο όρος αστρόβιλο διανυσµατικό πεδίο προέρχεται από τη Φυσική. Για παράδειγµα αν 
το F  είναι πεδίο ταχυτήτων ενός υγρού µέσα σε ένα σωλήνα µε σταθερή ροή, τότε η 
φυσική σηµασία του ότι 0curlF =  στο σηµείο Ρ είναι πως το υγρό δεν 
περιστρέφεται, είναι δηλαδή αστρόβιλο στο Ρ. 
 
         Παρατηρήσεις. 1) έπεται από το προηγούµενο θεώρηµα ότι αν ένα 
διανυσµατικό πεδίο 3 3:F U R R⊆ →  είναι πεδίο κλίσεων µιας 2C  συνάρτησης 

3:f U R R⊆ → , δηλαδή αν F f= ∇ , τότε το F  είναι ένα αστρόβιλο διανυσµατικό 

πεδίο. Με διαφορετικά λόγια αν ένα 1C  διανυσµατικό πεδίο 3 3:F U R R⊆ →  είναι 
συντηρητικό τότε είναι και αστρόβιλο.Θα αποδείξουµε στη συνέχεια  ότι το 
αντίστροφο δεν ισχύει. 
 
2) Έστω 2 2:F U R R⊆ → , ( )1 2,F F F=  ένα 1C  διανυσµατικό πεδίο στον 2R , τότε το 

F  µπορεί να θεωρηθεί και ως διανυσµατικό πεδίο στον 3R  µε τον ακόλουθο τρόπο: 

θέτοµε 3 3:F U R R R× ⊆ →  όπου ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2, , , ,0 , , , ,0F x y z F x y F x y F x y= = , 

( ), ,x y U z R∈ ∈ .  ∆ηλαδή ( )1 2 3, ,F F F F=  όπου 3 0F =  στο U R× . 

Είναι τότε σαφές ότι F  είναι 1C  ( δηλαδή της ίδιας κλάσης µε την F  ) διανυσµατικό 
πεδίο στο 3R .  

Ο στροβιλισµός του F  ορίζεται τότε ως ο στροβιλισµός του F  
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1 2

                    

         

              0

i j k

curlF curlF
x y z

F F

ορ

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂
3 32 1 2 1F FF F F F

i j k
y z z x x y

   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
=

2 10 0
F F

i j k
x y

 ∂ ∂
+ + − ∂ ∂ 

= 2 1F F
k

x y

 ∂ ∂
− ∂ ∂ 

. Παρατηρούµε ότι ( αν 2U R⊆  ανοικτό 

συνεκτικό και ) και  2:F U R→ , ( ) 1
1 2, ,F F F C=  διανυσµατικό πεδίο τότε τοF  ( 

δηλαδή το F ) είναι αστρόβιλο αν και µόνο αν 2 1F F

x y

∂ ∂
=

∂ ∂
 . Έπεται ιδιαίτερα από το 

θεώρηµα 23.3 ( κατεύθυνση (ι) ⇒ (ιι)) ή το Θεώρηµα 24.1  ότι αν F  συντηρητικό 

τότε ( το F  και άρα) το F είναι αστρόβιλο. 

       Παραδείγµατα 1) Έστω ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, , , , 0,0

y x
V x y x y

x y x y

 
= − ≠ + + 

. 

Αποδείξτε ότι το V  είναι ένα αστρόβιλο διανυσµατικό πεδίο στο ( ){ }2 0,0U R= − .  

          Λύση Σύµφωνα µε την προηγούµενη παρατήρηση, θεωρούµε το διανυσµατικό 

πεδίο ( )3: : , ,F U R R F x y z× → =
2 2 2 2

, ,0
y x

x y x y

 
− + + 

, ( ) ( ){ }2, 0,0x y R∈ − και 

z R∈ . Έχουµε τότε: 

2 2 2 2

                               

                     

     0

i j k

F
x y z

y x

x y x y

∂ ∂ ∂
∇× =

∂ ∂ ∂

−
+ +

=
2 2 2 2

x y
k

x x y y x y

    ∂ ∂
− −    ∂ + ∂ +    

=

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2

2 22 2 2 2
0 0

x y y x
k k

x y x y

 − − + − +
 − = ⋅ =
 + + 

, ( 
( )

2 2

22 2 2 2

x y x

x x y x y

 ∂ −
= ∂ +  +

και 

( )
2 2

22 2 2 2

y x y

y x y x y

 ∂ −
= ∂ +  +

). 

 
2) Έστω ( ) ( ) ( ) 3, , , ,0 , , ,V x y z y x x y z R= − ∈ . Αποδείξτε ότι το V  δεν είναι πεδίο 

κλίσεων. 
         Λύση Αν το V  ήταν πεδίο κλίσεων κάποιας 3:f R R→  η οποία είναι 2C  
συνάρτηση τότε θα είχαµε ότι ( σύµφωνα µε το θεώρηµα  24.1)   curlV=0. 

Όµως, 
( ) ( ) ( )

                

     1 1 2 0

          0

i j k

x y
curlV k k k

x y z x y

y x

∂ − ∂ ∂ ∂ ∂
= = − = − − = − ≠ 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
−

. 

Έπεται ότι το V  δεν µπορεί να είναι το πεδίο κλίσεων κάποιας 2C  συνάρτησης 
3:f R R→  αφού ο στροβιλισµός του V  δεν είναι µηδέν. 
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3) Έστω 2U R⊆  και ( )2: , ,f U R f u v→ =  ολόµορφη συνάρτηση τότε τα 

διανυσµατικά πεδία ( ),g v u=  και ( ),g u v= −ɶ  είναι αστρόβιλα ( Πρβλ την 

προηγούµενη παρατήρηση και το παράδειγµα (4) µετά το θεώρηµα 23.3) 
 
         Παρατήρηση24.2.1 Έστω 2U R⊆  απλά συνεκτικό σύνολο και 

2 2:F U R R⊆ →  C1 διανυσµατικό πεδίο. Έπεται από το θεώρηµα 23.3  και την 
παρατήρηση (2) µετά τον ορισµό 24.2 ότι το F  είναι συντηρητικό αν και µόνο αν το 
F  είναι αστρόβιλο, δηλαδή το επαγόµενο διανυσµατικό πεδίο 3 3:F U R R R× ⊆ →ɶ  

µε ( ) ( )( ), , , ,0F x y z F x y=ɶ  είναι αστρόβιλο. Έτσι το γεγονός ότι το 

( ) ( ) ( ) 3, , , ,0 , , ,V x y z y x x y z R= − ∈  δεν είναι αστρόβιλο προκύπτει από το ότι το 

πεδίο ( ) ( ), ,F x y y x= −  δεν είναι συντηρητικό. 

Από την άλλη µεριά το διανυσµατικό πεδίο 

( ) 2 2 2 2
, ,

y x
V x y

x y x y

 
= − + + 

,( ) ( ){ }2, 0,0x y U R∈ = −  είναι αστρόβιλο και βέβαια 

ικανοποιεί την συνθήκη (ιι) του θεωρήµατος 23.3 , όµως δεν είναι συντηρητικό. 
Πράγµατι, αν ήταν τότε για κάθε κλειστή καµπύλη [ ]: ,a b Uσ →  θα είχαµε 

0V ds
σ

⋅ =∫ . Έστω ( ) ( ) ( ) ( )( )cos ,sin ,t t t x t y tσ = = , [ ]0,2t π∈  ο µοναδιαίος κύκλος 

µε την συνήθη παραµέτρηση. Τότε έχουµε, 

( )( ) ( )
2

0

'V ds V t t dt
π

σ

σ σ⋅ = ⋅ =∫ ∫

( )
( )( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
2

2 2 2 2
0

, ' , '
y t x t

x t y t dt
x t y t x t y t

π  
 − ⋅
 + + 

∫ =

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

2

2 2
0

' 'y t x t x t y t
dt

x t y t

π ⋅ − ⋅

+
∫

( ) ( ) ( ) ( )2

2 2
0

sin sin cos cos

cos sin

t t t t
dt

t t

π − −
=

+∫ =

( )
2

2 2

0

sin cost t dt
π

− −∫ ( )
2

2 2

0

cos sint t dt
π

= − +∫
2

0

dt
π

= − ∫ 2 0π= − ≠ . 

Έπεται ότι το πεδίο V  είναι αστρόβιλο αλλά όχι συντηρητικό. Παρατηρούµε ότι το 
θεώρηµα 23.3  δεν µπορεί να εφαρµοσθεί ( αν και ικανοποιείται η συνθήκη (ιι) του 
θεωρήµατος ) αφού το πεδίο ορισµού του V  δεν είναι απλά συνεκτικό. ( Το ανοικτό 
συνεκτικό υποσύνολο ( ){ }2 0,0U R= −  του 2R  δεν είναι απλά συνεκτικό ). Για 

περαιτέρω ιδιότητες του διανυσµατικού πεδίου ( ) 2 2 2 2
, ,

y x
V x y

x y x y

 
= − + + 

, δες 

τις παρατηρήσεις στο τέλος αυτής της παραγράφου. 
 
Απόκλιση διανυσµατικού πεδίου. Έστω 3 3:F U R R⊆ →  1C  διανυσµατικό πεδίο, µε 

( )1 2 3, ,F F F F= . Η απόκλιση του F  ορίζεται ως εξής: 

                                   31 2 FF F
divF F

x y z

∂∂ ∂
= ∇ ⋅ = + +

∂ ∂ ∂
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∆ηλαδή η divF  είναι το εσωτερικό γινόµενο των ∇  και F . Παρατηρούµε ότι η 
απόκλιση ενός διανυσµατικού πεδίου είναι βαθµωτό πεδίο. Σηµειώνουµε ότι η έννοια 
της απόκλισης έχει φυσική σηµασία που σχετίζεται µε την διαστολή ή συστολή ενός 
ρευστού.  
 
Το επόµενο θεώρηµα συνδέει τις πράξεις του στροβιλισµού και της απόκλισης. 
        24.3 Θεώρηµα Αν  3 3:F U R R⊆ →   µε  ( )1 2 3, ,F F F F=  είναι 2C  

διανυσµατικό πεδίο, τότε  
                                         ( ) 0divcurlF F= ∇⋅ ∇× =  

 δηλαδή η απόκλιση κάθε στροβιλισµού είναι µηδέν.  
       Απόδειξη: Όπως και στο θεώρηµα 24.1 , η απόδειξη στηρίζεται στην ισότητα 
των µεικτών παραγώγων µιας 2C  συνάρτησης, έτσι παραλείπεται. 
 
       24.4 Ορισµός. Αν 0divF F= ∇ ⋅ = , τότε λέµε ότι το πεδίο είναι ασυµπίεστο. 
 
Παρατηρούµε ότι ο στροβιλισµός ενός 2C  διανυσµατικού πεδίου είναι ασυµπίεστο 
πεδίο. 
 
      Παράδειγµα. Να βρεθεί η απόκλιση των διανυσµατικών πεδίων. 
(α) ( ) 2, sinF x y xy i xj= +  

(β) ( ) 2 2, , 2F x y z xi y j xz k= + + ,   (γ) ( ), , 2F x y z xi yj zk= + − . 

       Λύση (α) ( ) ( )2 2 2sin 0divF xy x y y
x y

∂ ∂
= + = + =

∂ ∂
. 

(β) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2divF x y xz y xz
x y z

∂ ∂ ∂
= + + = + +

∂ ∂ ∂
 

(γ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 0divF x y z
x y z

∂ ∂ ∂
= + + − = + − =

∂ ∂ ∂
 και το πεδίο είναι ασυµπίεστο. 

 
        Παρατήρηση. Όσον αφορά το (γ) παρατηρούµε ότι 

                 

      

          2

i j k

curlF F
x y z

x y z

∂ ∂ ∂
= ∇× = =

∂ ∂ ∂

−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2z y i x z j y x k
y z z x x y

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − − + − − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
= 0 0 0 0i j k+ + =  

και το πεδίο είναι αστρόβιλο. Το πεδίο αυτό είναι και συντηρητικό, µια συνάρτηση 

δυναµικού για το F  είναι η ( )
2 2

2, ,
2 2

x y
f x y z z= + − . 

Έτσι συµπεραίνουµε ότι: 0divF =  και 0curlF = , παρόλα αυτά το F  δεν είναι 
σταθερό. Πρέπει βέβαια να είναι σαφές ότι για ένα σταθερό διανυσµατικό πεδίο 

( )1 2 3, ,F c c c=  ισχύει ότι 0divF =  και 0curlF = . 
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     (*)   Παρατηρήσεις.1) Έστω [ ] 2: ,a b Rσ →  κλειστή καµπύλη µε [ ]0 σ∉   και 

( ) 2 2 2 2
, ,

y x
g x y

x y x y

 
= − + + 

. 

Τότε , ( )1 1
0

2 2

d
g ds

i σ
σ σ

ζ
δ

π π ζ
⋅ = =∫ ∫ . ∆ηλαδή το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα β΄ είδους 

της g  κατά µήκος της σ  διαιρεµένο µε 2π , ισούται µε τον δείκτη στροφής της σ  
ως προς το 0. 
       Απόδειξη: Από τον ορισµό του ο δείκτης στροφής της σ  ως προς το σηµείο 0 

είναι το µιγαδικό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ( ) 1
0

2

d

iσ ορ
σ

ζ
δ

π ζ
= ∫ . Όµως 

( )
( )
'b

a

td
dt

tσ

σζ
ζ σ

=∫ ∫ =
( ) ( )( )
( ) ( )
' 'b

a

x t iy t
dt

x t iy t

+

+∫ =

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )2 2

' ' ' 'b

a

x t x t y t y t i x t y t x t y t
dt

x t y t

⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅

+
∫ =

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )2 2

' 'b

a

x t x t y t y t
dt

x t y t

⋅ + ⋅

+
∫ +

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )2 2

' 'b

a

x t y t x t y t
i dt

x t y t

⋅ − ⋅

+
∫ =

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

'2 2

2 2

1

2

b

a

x t y t
dt

x t y t

+

+
∫ +

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )2 2

' 'b

a

x t y t x t y t
i dt

x t y t

⋅ − ⋅

+
∫      (1) 

Παρατηρούµε ότι, 
( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )
'2 2

2 2

u bb

a u a

x t y t du
dt

ux t y t

+
=

+
∫ ∫  όπου ( ) ( )( ) ( )( )2 2

u t x t y t= + , 

[ ],t a b∈ . Επειδή η καµπύλη σ  είναι κλειστή ισχύει ότι ( ) ( )u b u a=  και συνεπώς 

( )

( )

0
u b

u a

du

u
=∫    (2) 

Έπεται από τις (1) και (2) ότι, 

( ) 1
0

2

d

iσ
σ

ζ
δ

π ζ
= ∫ =

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )2 2

' '1

2

b

a

x t y t x t y t
i dt

i x t y tπ
⋅ − ⋅

⋅
+

∫ =

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )2 2

' '1

2

b

a

x t y t x t y t
dt

x t y tπ
⋅ − ⋅

+
∫ =

1

2
g ds

σπ
⋅∫ . 

Παρατηρούµε ότι η g  είναι η συνάρτηση V−  του παραδείγµατος 1, 

( ) ( ) 2 2 2 2
, , ,

y x
g x y V x y

x y x y

 
= − = − + + 

, ( ) ( ), 0,0x y ≠ .  

Η g  σε µιγαδικό συµβολισµό γράφεται ( ) 2 , 0
iz

g z z x iy
z

= = + ≠ . Επίσης ότι η 

g προκύπτει ως σύνθεση της ολόµορφης συνάρτησης ( ) 1
, 0h z z

z
= ≠  µε τον 
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µετασχηµατισµό ( ) ( ), ,x y y xΤ = , δηλαδή g oh= Τ  ( Πρβλ. και τα παραδείγµατα (4) 

µετα το θεωρηµα  23.3 και (3) µετα τον Ορισµό 24.2 .) 
 
 

2) Το διανυσµατικό πεδίο ( ) 2 2 2 2
, ,

y x
V x y

x y x y

 
= − + + 

, ( ή το V−  ) είναι 

συντηρητικό στο ( ] { }{ }2 ,0 0D R= − −∞ ×  ( ή στο [ ) { }{ }2 0, 0W R= − +∞ ×  ) 

Πράγµατι µια συνάρτηση δυναµικού για το 

( ) ( ) 2 2 2 2
, , ,

y x
f x y V x y

x y x y

 
= − = − + + 

 στο D  είναι η συνάρτηση 

( )arg ,x y = πρωτεύον όρισµα του ( ),x y , δηλαδή 

( ) ( ) ( )2 2arg , , cos ,sinx y x y x yθ θ θ= ⇔ = +

 και ( ),θ π π∈ − ⇔ ( )2 2 cosx x y θ= + , 

( )2 2 siny x y θ= +  και ( ),θ π π∈ −  

θα χρειασθούµε το ακόλουθο: 
 

                    24.5Λήµµα 

( )
2 2

arg , 2
y

x y
x x y

τοξεϕ=
+ +

, 

( ),x y D∈  

       Απόδειξη Έστω ( ),x y D∈  τότε 

( )2 2 cosx x y θ= +  και ( )2 2 siny x y θ= +  και ( ),θ π π∈ − . 

2

sin 2sin cos sin2 2 2
2 1 coscos 2cos

2 2

θ θ θ
θ θ

εϕ
θ θ θ

⋅
= = =

+
=

2 2

2 2

2 2
1

y

x y y
x x y x

x y

+
=

+ ++
+

 

Έπεται ότι: ( )
2 2

arg , 2
y

x y
x x y

θ τοξεϕ= =
+ +

,( ),x y D∈ . 

[ Υπενθυµίζουµε ότι: η συνάρτηση : ,
2 2

R
π π

τοξεϕ  → − 
 

 ορίζεται ως εξής: 

,
2 2

x
π π

τοξεϕ θ θ  = ⇔ ∈ − 
 

 και xεϕθ = ]. 

Η συνάρτηση arg είναι 1C  στο D  ( στην πραγµατικότητα C∞  στο D ) και µε 

απευθείας υπολογισµό βρίσκουµε ότι:  
2 2

arg y

x x y

∂
= −

∂ +
 και 

2 2

arg x

y x y

∂
=

∂ +
⇔ arg V∇ = − . 
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Η ύπαρξη µιας συνάρτησης δυναµικού για την V  ή την f V= −  στο D  έπεται από το 
γεγονός ότι το D  είναι απλά συνεκτικό και ότι ικανοποιείται η συνθήκη (ιι) του 
θεωρήµατος 23.3  για την V  ( ή την f V= − ). Στην προκειµένη περίπτωση 
βρίσκουµε µε απευθείας υπολογισµό µια συνάρτηση δυναµικού για την  f V= −  στο 
D . 
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Το θεώρηµα του Green 
 

          Υπενθυµίζουµε ότι µια απλή κλειστή καµπύλη [ ] 2: ,a b Rσ →  είναι µια 

κλειστή καµπύλη ( ( ) ( )a bσ σ= ) ώστε ο περιορισµός [ ),a bσ  να είναι 1 1−  

απεικόνιση. 
Μια απλή κλειστή καµπύλη του επιπέδου ονοµάζεται και καµπύλη Jordan. 
Είναι ένα βαθύ τοπολογικό θεώρηµα που ανήκει στον Jordan ότι:  
Κάθε απλή κλειστή καµπύλη σ  του επιπέδου αποσυνδέει το επίπεδο, δηλαδή το 
σύνολο [ ]2R σ−  είναι ένωση δύο ξένων ανοικτών και συνεκτικών συνόλων Α και Β 

ώστε το ένα είναι φραγµένο και το άλλο µη φραγµένο. Το φραγµένο σύνολο 
ονοµάζεται και εσωτερικό και το µη φραγµένο εξωτερικό της καµπύλης. 
Ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο του 2R  ονοµάζεται και χωρίο Jordan αν είναι 
το εσωτερικό µιας καµπύλης Jordan  του επιπέδου. Είναι βέβαια σαφές ότι ένα χωρίο 
Jordan  είναι απλά συνεκτικό ( δηλαδή δεν έχει τρύπες). 
Υπενθυµίζουµε ότι όλες οι καµπύλες που θεωρούµε ( ειδικότερα σε σχέση µε 
επικαµπύλια ολοκληρώµατα ) είναι κατά τµήµατα συνεχώς διαφορίσιµες. 
 
          Ένα ανοικτό και φραγµένο υποσύνολο 2D R⊆  θα λέµε ότι έχει κατά τµήµατα 
οµαλό σύνορο, αν το σύνορο του D∂  αποτελείται από ένα πεπερασµένο πλήθος 
απλές κλειστές καµπύλες οι οποίες είναι ξένες ανά δύο. Στην περίπτωση που το D  
είναι επί πλέον συνεκτικό το σύνορο του D  αποτελείται από µια εξωτερική καµπύλη 

0c  και κάποιες εσωτερικές καµπύλες 1 2, ,..., Nc c c  ( 0 1 ... ND c c c∂ = ∪ ∪ ∪ ). Όταν 

ολοκληρώνουµε µια συνάρτηση πάνω στο σύνορο D∂  του D   οι εσωτερικές 
καµπύλες 1 2, ,..., Nc c c  προσανατολίζονται αρνητικά και η εξωτερική καµπύλη 0c  

προσανατολίζεται θετικά (αντιωρολογιακά), δηλαδή ούτως ώστε να αφήνουν το 
σύνολο D  στα αριστερά των. 
Η σύµβαση αυτή δηλώνεται συµβολικά γράφοντας 0 1 2 ... ND c c c c∂ = − − − −  

υπονοώντας µε τον τρόπο αυτό τον τρόπο που γίνεται η ολοκλήρωση επί του D∂ . 
         Παρατήρηση Με διαφορετική ορολογία ένα φραγµένο ανοικτό και συνεκτικό 
υποσύνολο του επιπέδου µε κατά τµήµατα οµαλό σύνορο είναι ένα ανοικτό και 
συνεκτικό πολλαπλά συνεκτικό υποσύνολο του 2R  του οποίου το σύνορο 
αποτελείται από ένα πεπερασµένο σύνολο καµπύλων Jordan. ∆ηλαδή ένα ανοικτό 
συνεκτικό υποσύνολο του 2R  που φράσσεται από ένα πεπερασµένο σύνολο 
καµπύλων Jordan. 
∆ιαισθητικά ένας τόπος του 2R  ( ανοικτό και συνεκτικό σύνολο) είναι πολλαπλά 
συνεκτικός αν έχει ένα πεπερασµένο αριθµό από τρύπες. Έτσι διακρίνουµε τους 
πολλαπλά συνεκτικούς τόπους σε τόπους συνεκτικότητας n , 1n ≥ , αν έχουν 1n −  
αριθµό από τρύπες 

 
 
Τόπος συνεκτικότητας 4         Τόπος συνεκτικότητας 5           Τόπος συνεκτικότητας 1                                                                                                          
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                                                                                                     δηλ. απλά συνεκτικός  
         Παραδείγµατα  
( ) ( )a bσ σ=               Β= εξωτερικό της σ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                       [ ] 2: ,a b Rσ →  καµπύλη Jordan  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ένα ανοικτό συνεκτικό και φραγµένο σύνολο µε κατά τµήµατα οµαλό σύνορο 
 
Με τις παραπάνω συµβάσεις το θεώρηµα του Green διατυπώνεται ως ακολούθως. 
 
         25.1 Θεώρηµα ( του Green ). Έστω 2D R⊆  ένα ανοικτό συνεκτικό και 
φραγµένο σύνολο του οποίου το σύνορο D∂  είναι κατά τµήµατα οµαλό. 
Αν p  και q  είναι πραγµατικές συναρτήσεις οι οποίες είναι ορισµένες και 1C  σε µια 

περιοχή του D , τότε ισχύει ο τύπος:  

                                      ( )
D D

q p
pdx qdy dxdy

x y∂

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ 

∫ ∫ . 

Όπου, αν 0 1 ... ND c c c∂ = − − − , τότε το αριστερό µέλος της παραπάνω ισότητας 

ισούται µε ( ) ( ) ( )
0

1
k

N

kD c c

pdx qdy pdx qdy pdx qdy
=∂

+ = + − +∑∫ ∫ ∫ . 

          ∆εν θα δώσουµε πλήρη απόδειξη του θεωρήµατος του Green. Θα αποδείξουµε 
όµως τον αναλυτικό πυρήνα αυτού του σηµαντικού αποτελέσµατος ο οποίος 
εντοπίζεται στην περίπτωση που το D  είναι ένα ανοικτό στοιχειώδες χωρίο . Ένα 
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ανοικτό στοιχειώδες χωρίο είναι βέβαια απλά συνεκτικός τόπος που φράσσεται από 
µια καµπύλη Jordan.  
 
         25.2 Λήµµα Έστω 2D R⊆  ένα ανοικτό χωρίο τύπου 1 και D∂  το σύνορό του. 

Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση p  είναι 1C  σε µια περιοχή του D . Τότε               

                                                 
D D

p
pdx dxdy

y∂

∂
= −

∂∫ ∫   

( όπου 
D D

pdx pdx qdy
∂ ∂

= +∫ ∫  µε 0q = ). 

       Απόδειξη:  
 

Υποθέτουµε ότι το D  περιγράφεται από τις 
σχέσεις a x b≤ ≤ , ( ) ( )1 2x y xϕ ϕ≤ ≤ , όπου 

[ ]1 2, : ,a b Rϕ ϕ →  είναι 1C  συναρτήσεις µε  

( ) ( )1 2x xϕ ϕ≤  για κάθε ( ),x a b∈ . 

Το σύνορο D∂  του D  είναι µια θετικά 
προσανατολισµένη καµπύλη η οποία σύµφωνα 
µε το σχήµα γράφεται ως  

( ) ( )1 2 3 4D σ σ σ σ∂ = + + − + −  ( το πρόσηµο −  

δηλώνει την αντίθετη  καµπύλη ) , όπου 1 2 3 4, , ,σ σ σ σ  είναι οι καµπύλες: 

( ) ( )( )1 1,t t tσ ϕ= , [ ],t a b∈ , ( ) ( )2 ,t b tσ = , ( ) ( )1 2,t b bϕ ϕ∈   , ( ) ( )( )3 2,t t tσ ϕ= , 

[ ],t a b∈ , ( ) ( )4 ,t a tσ = , ( ) ( )1 2,t a aϕ ϕ∈   .  

Από το θεώρηµα του Fubini µπορούµε να υπολογίσουµε το διπλό ολοκλήρωµα ως 
ένα διαδοχικό ολοκλήρωµα  και µετά να χρησιµοποιήσουµε το θεµελιώδες θεώρηµα 
του Απειροστικού Λογισµού: 

 (1) ( ) ( )
( )

( )2

1

, ,
xb

D a x

p p
x y dxdy x y dy dx

y y

ϕ

ϕ

 ∂ ∂
 =
 ∂ ∂ 

∫ ∫ ∫ = ( )( ) ( )( )2 1, ,
b

a

p x x p x x dxϕ ϕ − ∫  

Από την άλλη µεριά θα έχουµε: 
1 2 3 4D

pdx pdx pdx pdx pdx
σ σ σ σ∂

= + − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Αφού το x  είναι σταθερό πάνω στα ίχνη των καµπύλων 2σ  και 4σ  θα έχουµε 

2 4

0pdx pdx
σ σ

= =∫ ∫ .  

Πράγµατι,  ( )( ) ( )
( )

( )2

2 1

, ,0 0,1 0
b

b

pdx p b t dt
ϕ

σ ϕ

= ⋅ =∫ ∫ , οµοίως 
4

0pdx
σ

=∫  ( Η φυσική 

ερµηνεία του µηδενισµού αυτών των ολοκληρωµάτων είναι ότι αν π.χ. η ( )( ), ,0p x y  

θεωρηθεί ως δύναµη που µετακινεί το σηµείο εφαρµογής της κατά µήκος του 

κατακόρυφου ευθύγραµµου τµήµατος ( )( ) ( )( )1 2, , ,b b b bϕ ϕ    τότε δεν παράγει έργο 

αφού είναι κάθετη σε αυτό.) 

Επίσης θα έχουµε: ( )( )( ) ( )( )
1

'
1 1, ,0 1,

b

a

pdx p t t t dt
σ

ϕ ϕ= ⋅ =∫ ∫ ( )( )1,
b

a

p t t dtϕ∫ =  
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( )( )1,
b

a

p x x dxϕ∫  

( )( )( ) ( )( )
3

'
2 2, ,0 1,

b

a

pdx p t t t dt
σ

ϕ ϕ= ⋅ =∫ ∫ ( )( )2,
b

a

p t t dtϕ∫ = ( )( )2,
b

a

p x x dxϕ∫ . 

Εποµένως, (2)  

( )( ) ( )( )1 2, ,
b b

D a a

pdx p x x dx p x x dxϕ ϕ
∂

= −∫ ∫ ∫ = ( )( ) ( )( )1 2, ,
b

a

p x x p x x dxϕ ϕ − ∫ . 

Έπεται από τις (1) και (2) ότι 
D D

p
pdx dxdy

y∂

∂
= −

∂∫ ∫ . 

 
Σηµειώνουµε ότι µπορεί να αποδειχθεί και το ανάλογο του παραπάνω Λήµµατος µε 
τους ρόλους των x  και y  αντεστραµµένους. 
 
         25.3 Λήµµα Έστω D  ένα ανοικτό χωρίο τύπου 2 µε σύνορο το D∂ . Αν η 

συνάρτηση q  είναι 1C  σε µια περιοχή του D , τότε 
D D

q
qdy dxdy

x∂

∂
=

∂∫ ∫ . 

Η απόδειξη αυτού του Λήµµατος είναι όµοια µε την προηγούµενη και έτσι 
παραλείπεται. Σηµειώνουµε µόνο ότι το αρνητικό πρόσηµο απουσιάζει στην 
περίπτωση αυτή, εφόσον η αντιστροφή των ρόλων των  x  και y  σηµαίνει και 
αλλαγή του προσανατολισµού του επιπέδου. 
 
         Ένα παράδειγµα χωρίου τύπου 2 και η διάσπαση του θετικά 
προσανατολισµένου συνόρου του σε προσανατολισµένες επί µέρους καµπύλες. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( ){ }1 2, :  και D x y c y d y x yψ ψ= < < < <  

( ) ( )( )1 1 ,t t tσ ψ= , [ ],t c d∈ , ( ) ( )2 ,t t cσ = , ( ) ( )1 2,t c cψ ψ∈    

( ) ( )( )3 2 ,t t tσ ψ= , [ ],t c d∈ , ( ) ( )4 ,t t dσ = , ( ) ( )1 2,t d dψ ψ∈    

                                       1 2 3 4D σ σ σ σ∂ = − + + −  

 
Από τα προηγούµενα 2 λήµµατα λαµβάνοµε αµέσως την ακόλουθη ειδική αλλά 
σηµαντική περίπτωση του θεωρήµατος του Green.  
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         25.4 Πρόταση ( Green) Έστω D  ένα ανοικτό χωρίο τύπου 3 και D∂  το 
σύνορό του. Υποθέτουµε ότι οι πραγµατικές συναρτήσεις p  και q  είναι 1C  σε µια 

περιοχή του D .  Τότε 
D D

q p
pdx qdy dxdy

x y∂

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ 

∫ ∫ . 

 
        Παρατηρήσεις 1) Ο παραπάνω τύπος αποδεικνύεται µε λίγο περισσότερη 
δουλειά και για στοιχειώδη χωρία που είναι είτε του τύπου 1 ή του τύπου 2. 
Περαιτέρω αποδεικνύεται – µε µη τετριµµένα γεωµετρικά επιχειρήµατα – ότι ένα 
ανοικτό συνεκτικό και φραγµένο σύνολο µε κατά τµήµατα οµαλό σύνορο (    που 
είναι για εµάς η γενική περίπτωση του θεωρήµατος του Green ) διασπάται σε ένα 
πεπερασµένο πλήθος από στοιχειώδη χωρία 1,..., mD D , που το καθένα είναι είτε 

τύπου 1 είτε τύπου2 κατά τέτοιο τρόπο ώστε,  

                                          (
1

k

m

kD D=

=∑∫ ∫  και 
1

k

m

kD D=∂ ∂

=∑∫ ∫ ) 

Το θεώρηµα του Green εφαρµόζεται στο καθένα από τα kD , 1 k m≤ ≤  και ο τύπος 

του Green  έπεται στην γενική περίπτωση προσθέτοντας τα αποτελέσµατα. Σύµφωνα 
µε την παρατήρηση 3 παρακάτω  η διάσπαση του D  αρκεί να γίνει στην περίπτωση 
που το D  είναι χωρίο Jordan. 
 
Οι παραπάνω δύο εξισώσεις αποδεικνύονται εύκολα ( στην περίπτωση της διάσπασης 
του D  σε στοιχειώδη χωρία 1,..., mD D ). 

Αρκεί να παρατηρήσουµε αν τα kD  και Dλ  µε 1 k mλ≤ < ≤  έχουν ένα κοινό τµήµα 

στο σύνορό τους ( τα εσωτερικά τους είναι βέβαια ξένα ) τότε το τµήµα αυτό 
εµφανίζεται µε διαφορετικό προσανατολισµό και απλοποιείται στο  άθροισµα 

1
k

m

k D= ∂

∑ ∫ ( πρβλ και την παρατήρηση (3)). 

 
2) Το θεώρηµα του Green είναι πολύ σηµαντικό εφόσον συνδέει ένα επικαµπύλιο 
ολοκλήρωµα (β΄ είδους ) πάνω στο σύνορο ενός χωρίου του επιπέδου µε ένα διπλό 
ολοκλήρωµα στο εσωτερικό του χωρίου. Σε πολλές περιπτώσεις είναι ευκολότερο να 
υπολογίσουµε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα απ’ ότι το διπλό ολοκλήρωµα. 
Το θεώρηµα του Green θεωρείται και αυτό όπως και το θεώρηµα 22.5 της σελίδας 
227 ένα ανάλογο του θεµελιώδους θεωρήµατος του Απειροστικού Λογισµού. 
Πράγµατι αν RΙ ⊆  διάστηµα, ,a b R∈  µε a b<  και :F RΙ →  1C  συνάρτηση τότε 

όπως γνωρίζουµε ( ) ( ) ( )'
b

a

F t dt F b F a= −∫ . 

Εδώ το σύνορο του [ ],D a b=  είναι το δισύνολο { },a b . 

Θα πρέπει να τονίσουµε ότι αν και αποδείξαµε το θεώρηµα του Green στην ειδική 
περίπτωση ενός στοιχειώδους χωρίου ( τύπου 3),  τα χωρία τα οποία εµφανίζονται 
στην πράξη είναι στις περισσότερες περιπτώσεις εύκολο να χωρισθούν σε στοιχειώδη 
χωρία ούτως ώστε να εφαρµόζεται η παρατήρηση (1). 
 
3) Ιδιαίτερα το θεώρηµα του Green ισχύει για ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο 

2D R⊆  που φράσσεται από µια καµπύλη Jordan 0c , δηλαδή D  είναι χωρίο Jordan 

και άρα απλά συνεκτικός τόπος.  
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Αξίζει να σηµειωθεί ότι η γενικότερη περίπτωση που το D  είναι πολλαπλά 
συνεκτικός τόπος ( που φράσσεται από πεπερασµένο πλήθος καµπύλων Jordan ) 
ανάγεται στην περίπτωση του απλά συνεκτικού τόπου ( που φράσσεται από µια 
καµπύλη Jordan ). 
Έτσι αν ο D  είναι τόπος συνεκτικότητας n  ( µε 1n ≥ ) τότε µπορούµε µε 1n −  
«κοψίµατα» ( crosscuts )  να το µετατρέψουµε σε απλά συνεκτικό τόπο.  Τα 
κοψίµατα αυτά µπορούν να επιλεγούν να είναι 1C  απλές καµπύλες . Το σχήµα εξηγεί 
γεωµετρικά πως µπορεί να γίνει αυτό. 

 
 
 
 
 
 
Ένας τόπος συνεκτικότητας 3 
 
 
 
 
 

Επειδή το πρόσηµο του επικαµπυλίου ολοκληρώµατος δευτέρου είδους αλλάζει όταν 
η κατεύθυνση της ολοκλήρωσης αλλάζει, έπεται ότι τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα 
πάνω στις καµπύλες που «κόβουν» το D  αλληλοαναιρούνται. Έτσι τα µόνα 
ολοκληρώµατα που «επιβιώνουν»  είναι αυτά πάνω στο σύνορο του D , που στο 
σχήµα µας είναι το 0 1 2D c c c∂ = − − . 

Είναι σαφές ότι αν εξαιρέσουµε από το D  τα ίχνη των καµπύλων ,γ δ , που 

«κόβουν» το D , τότε το [ ] [ ]D γ δ− ∪  είναι απλά συνεκτικός τόπος .(Με n κοψίµατα  

αναγόµαστε στην περίπτωση όπου το D χωρίζεται σε δυο απλά συνεκτικούς τόπους 
που φράσσονται από καµπύλες Jordan.) Σηµειώνουµε ότι οι παρατηρήσεις αυτές 
µπορεί να οδηγήσουν σε µια απόδειξη του θεωρήµατος του Green (θεώρηµα 25.1), 
βασισµένη στην πρόταση 25.4, προσεγγίζοντας τον απλά συνεκτικό τόπο D ( που 
φράσσεται από µια καµπύλη Jordan ) µε απλά συνεκτικούς τόπους που φράσσονται 
από απλές κλειστές πολυγωνικές γραµµές ( πρβλ την άσκηση 11) 
 
4) Ένα φραγµένο ανοικτό συνεκτικό υποσύνολο του 2R  µε κατά τµήµατα οµαλό 
σύνορο δεν διασπάται αναγκαία σε ένα πεπερασµένο πλήθος από στοιχειώδη χωρία 
τύπου 3. 
Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι το ακόλουθο. 
 

 

( ) ( ){ }, : 0 1 και 1D x y x y xϕ= ≤ ≤ − ≤ ≤

, όπου ( ) 3 1
sin , 0x x x

x
ϕ = ⋅ ≠ , ( )0 0ϕ = . 

Η ϕ  είναι βέβαια συνεχώς διαφορίσιµη 
στο R . 
Το D  είναι τύπου 1, αλλά δεν µπορεί να 
διαµερισθεί σε ένα πεπερασµένο πλήθος 
χωρίων τύπου 2 ( συνεπώς ούτε και 
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τύπου 3). Η παρατήρηση αυτή αφήνεται ως άσκηση. 
 
 
 
             Παραδείγµατα φραγµένων συνόλων µε κατά τµήµατα οµαλό σύνορο 

1)Το εσωτερικό ενός τριγώνου στο xy  επίπεδο είναι ένα στοιχειώδες σύνολο τύπου 
3. 

 
2)Ένα απλό πολύγωνο του επιπέδου χωρίζεται σε τρίγωνα τα οποία είναι στοιχειώδη 
σύνολα τύπου 3. Οι προσανατολισµοί είναι σηµειωµένοι στα σχήµατα.  ( Πρβλ την 
άσκηση 11) 

 
 
 

Το καθένα από τα χωρία 

1 2 3 4, , ,D D D D  που χωρίζεται ο 

δακτύλιος είναι τύπου 3. 
 
3)Το χωρίο D  είναι εδώ 

ένας ( ανοικτός ) δακτύλιος το 
σύνορο του οποίου αποτελείται 
από τους κύκλους 1C  και 2C , 

1 2D C C∂ = ∪ . Ο χωρισµός του D  

σε στοιχειώδη χωρία γίνεται µε δύο κάθετες ευθείες που διέρχονται από το κέντρο. 
Το θεώρηµα Green εφαρµόζεται στο καθένα από τα 1 2 3 4, , ,D D D D  και προσθέτουµε 

τα αποτελέσµατα. 
 
 
      25.5 Πρόταση Έστω c  µια απλή κλειστή καµπύλη του επιπέδου µε εσωτερικό το  
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( απλά συνεκτικό ) σύνολο D . Τότε το εµβαδόν του D ( που έχει σύνορο την c ) 
δίδεται από τον τύπο  

                                                         
1

2 D

xdy ydx
∂

Α = −∫  

( δηλαδή 
1

2 D

F ds
∂

Α = ⋅∫ , όπου ( ) ( ) ( ) 2, , ,     ,F x y y x x y R= − ∈ ). 

       Απόδειξη Θέτοµε ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , ,F x y y x p x y q x y= − =  δηλαδή θέτοµε 

( ),p x y y= −  και ( ),q x y x= . ( Το F  δεν είναι συντηρητικό πεδίο αφού 1
p

y

∂
= −

∂
 και 

1
q

x

∂
=

∂
) 

Το θεώρηµα του Green  εφαρµόζεται γιατί το D  είναι ένα φραγµένο ανοικτό απλά 
συνεκτικό σύνολο µε σύνορο το οποίο υποτίθεται ότι είναι µια  κατά τµήµατα 1C  
καµπύλη. 

Έτσι έχουµε, 
( )1 1

2 2D D

yx
xdy ydx dxdy

x y∂

∂ − ∂
− = − ∂ ∂ 

∫ ∫ = ( )1
1 1

2 D D

dxdy dxdy+ = = Α∫ ∫ . 

       Παρατήρηση. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι 
1

2
zdz

i γ

Α = ∫ , όπου µε ( )f z dz
γ
∫  

συµβολίζουµε το µιγαδικό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της [ ]:f Cγ →  κατά µήκος της 

γ . ( Το µιγαδικό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα χρησιµοποιείται στην Μιγαδική 
Ανάλυση). 
 
       Παράδειγµα (1) Υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου που φράσσεται από την 

υποκυκλοειδή καµπύλη 
2 2 2

3 3 3, 0x y a a+ = > , χρησιµοποιώντας την παραµέτρηση 
3cosx a θ= , 3siny a θ= , [ ]0,2θ π∈ . 

Λύση Η καµπύλη µας είναι η ( ) ( ) [ ]3 3cos , sin , 0,2a aσ θ θ θ θ π= ∈  και είναι απλή 

και κλειστή όπως εύκολα διαπιστώνεται αναλυτικά αλλά και από το σχήµα. Από την 
προηγούµενη πρόταση έχουµε: 

1

2
xdy ydx

σ

Α = −∫ = ( ) ( )
2

3 2 3 2

0

1
cos 3 sin cos sin 3 cos sin

2
a a a a d

π

θ θ θ θ θ θ θ − − ∫ =

( )
2

2 2 4 2 4

0

3
sin cos cos sin

2
a d

π

θ θ θ θ θ+∫ =

2
2 2 2

0

3
sin cos

2
a d

π

θ θ θ∫ =
2

2 2

0

3
sin 2

8
a d

π

θ θ∫ =

2
2

0

3 1 cos 4

8 2
a d

π θ
θ

− 
 
 ∫

2 2
2 2

0 0

3 3
cos 4

16 16
a d a d

π π

θ θ θ= −∫ ∫
2 23 3

2 0
16 16

a aπ= ⋅ − ⋅ = 23

8
aπ . 
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         Παράδειγµα 2 Αποδείξτε ότι η έλλειψη 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  έχει εµβαδόν abπ   ( 0a >  

και 0b > ).  
        Λύση Η έλλειψη παραµετρικοποιείται ως, ( ) ( ) [ ]cos , sin , 0,2a bσ θ θ θ θ π= ∈ , 

δηλαδή ( ) cosx aθ θ=  και ( ) siny bθ θ= . Εποµένως 

( )1

2
ydx xdy

σ

Α = − +∫ =

( ) ( )
2

0

1
sin sin cos cos

2
b a a b d

π

θ θ θ θ θ− − +  ∫ =

( )
2

2 2

0

1
sin cos

2
ab d

π

θ θ θ+∫
2

0

1

2
abd ab

π

θ π= =∫ . 

Σηµειώνουµε ότι η 

( ) ( ) [ ]cos , sin , 0,2a bσ θ θ θ θ π= ∈  είναι 1C  απλή 

κλειστή καµπύλη.  
 
          Παράδειγµα 3 Υπολογίστε το έργο που παράγεται από το πεδίο δυνάµεων 

( ) ( )( )2 2 2, ,2 sinF x y x xy x y y y= + −  κατά µήκος της κλειστής απλής καµπύλης c  

του σχήµατος. 
         Λύση Το διανυσµατικό πεδίο ( δυνάµεων ) ( ),F p q=  είναι βέβαια 1C  στο 2R . 

Αν το D  συµβολίζει το χωρίο ( Jordan ) που περιβάλλει η θετικά προσανατολισµένη 
καµπύλη Jordan c  τότε από το θεώρηµα του Green θα έχουµε ότι το έργο που µας 
ζητείται ισούται µε:  

c c

W F ds pdx qdy= ⋅ = +∫ ∫ =
D

q p
dxdy

x y

 ∂ ∂
− ∂ ∂ 

∫ =

( ) ( )2 2 22 2 sin
D

x y y y x xy dxdy
x y

 ∂ ∂
− − + ∂ ∂ 

∫ =

( )4 2
D

xy xy dxdy−∫ =

22

11 1 1
2

0 0

1
2 2

2

y

y xx

xydy dx xy dx
=

=

   =       
∫ ∫ ∫

( )
11

5 2 6

00

1 1 1

2 6 3
x x dx x x

 = − = − =  ∫ . 

Σηµειώνουµε ότι το χωρίο είναι τύπου 3 και 

µπορεί να περιγραφεί ως τύπου 1 ως εξής: ( ){ }2, : 0 1 και 1D x y x x y= < < < < . 
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Έχουµε αποδείξει για το διανυσµατικό πεδίο 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
, , ,     , 0,0

y x
F x y x y

x y x y

 −
= ≠ + + 

, ότι 2F ds
σ

π⋅ =∫ , όπου 

( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t t t tσ π= ∈ , ο µοναδιαίος κύκλος  µε την συνήθη παραµέτρηση 

που τον καθιστά καµπύλη Jordan. Το επόµενο παράδειγµα γενικεύει αυτό το 
αποτέλεσµα. ( Σύγκρινε αυτό το παράδειγµα και µε την παρατήρηση της σελίδας 256) 
 
          Παράδειγµα 4 Έστω [ ] 2: ,a b Rσ →  καµπύλη Jordan στο εσωτερικό της 

οποίας περιέχεται το ( )0,0 . Αν ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, , ,    , 0,0

y x
F x y x y

x y x y

 −
= ≠ + + 

 τότε 

ισχύει                                                  2F ds
σ

π⋅ =∫ . 

          Λύση  
Έστω rC  ένας κύκλος κέντρου ( )0,0  και αρκετά 

µικρή ακτίνα 0r > , ώστε rC D⊆ , όπου D  το 

εσωτερικό της καµπύλης σ . Θεωρούµε το χωρίο G  
του επιπέδου το οποίο περιβάλλεται ( έχει ως 
σύνορο [ ] rG Cσ∂ = ∪ ) από τις καµπύλες [ ]σ  και 

rC . Ο κύκλος rC  θεωρείται µε την συνήθη 

παραµέτρηση ( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t r t t tγ π= ∈ . 

Επειδή το πεδίο F  είναι όπως έχουµε αποδείξει αστρόβιλο ισχύει ότι: 
q p

x y

∂ ∂
− =

∂ ∂ 2 2 2 2

x y

x x y y x y

   ∂ ∂
− −   ∂ + ∂ +   

=
2 2 2 2

2 2 2 2
0

y x y x

x y x y

− −
− =

+ +
 ( όπου, 

( ) 2 2
,

y
p x y

x y

−
=

+
 και ( ) 2 2

,
x

q x y
x y

=
+

). 

Έπεται από το θεώρηµα του Green για τον τόπο G  ότι: 

G

F ds
∂

⋅∫ =
G

pdx qdy
∂

+∫ =
G

q p
dxdy

x y

 ∂ ∂
− ∂ ∂ 

∫ 0 0
G

dxdy= =∫  ή 0F ds F ds
σ γ−

⋅ + ⋅ =∫ ∫  ή 

0F ds F ds
σ γ

⋅ − ⋅ =∫ ∫ ή 2F ds F ds
σ γ

π⋅ = ⋅ =∫ ∫ . 

Σηµείωση. Ένα υποσύνολο D  του nR  λέγεται αστρόµορφο αν υπάρχει a D∈  ώστε 
το ευθύγραµµο τµήµα [ ], ,a z D z D⊆ ∀ ∈ .  

(ι) Κάθε αστρόµορφο σύνολο είναι συνεκτικό ( πρβλ την απόδειξη της πρότασης 3.24 
(ιι) ). 
(ιι) Κάθε κυρτό σύνολο είναι αστρόµορφο ( προφανές). 
(ιιι) Κάθε ανοικτό και αστρόµορφο υποσύνολο του 2R  είναι απλά συνεκτικό.  
( ∆ιαισθητικά προφανές.) 
(ιν) Παραδείγµατα ανοικτών και αστρόµορφων ( άρα απλά συνεκτικών ) υποσυνόλων 
του 2R  που δεν είναι κυρτά είναι και τα ακόλουθα: 
(α) Έστω   L= [ ),z ∞  κλειστή ηµιευθεία του 2R  τότε το  [ )2 ,D R z= − ∞  έχει την 

ιδιότητα. 
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(β)  Έστω ( ),a rΒ  ανοικτός δίσκος του 2R . Αν ( ),z a r∈Β  και L είναι κλειστή 

ηµιευθεία   του επιπεδου µε  αρχή το   z , τότε το  D=B(α,r)-L  εχει  επισης την 
ιδιοτητα. 
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             Θα αποδείξουµε στην συνέχεια- ως εφαρµογή του θεωρήµατος του Green- 
την κατεύθυνση (ιι) ⇒ (ι) του θεωρήµατος που χαρακτηρίζει τα συντηρητικά πεδία 

2 2:F D R R⊆ → , όπου D  απλά συνεκτικός τόπος του 2R . ( Θεώρηµα 23.3) 

Αν 2D R⊆  είναι απλά συνεκτικός τόπος και 2 2:F D R R⊆ →  1C  διανυσµατικό 

πεδίο, ( ),F p q=  ώστε 
p q

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 στο D  τότε το F είναι συντηρητικό ( υπάρχει 

:f D R→  1C  συνάρτηση ώστε F f= ∇ ). 

           Απόδειξη Ας σταθεροποιήσουµε ένα τυχόν σηµείο ( ),a b D∈ . Για κάθε 

( ),x y D∈  θεωρούµε µια πολυγωνική γραµµή ( ),x y DΓ ⊆  µε αρχικό σηµείο το ( ),a b  

και τελικό το ( ),x y  ( το D  είναι συνεκτικό και ανοικτό σύνολο, πρβλ.θεώρηµα 

3.25). 
Ορίζουµε τώρα την συνάρτηση :f D R→  ως ακολούθως:               

                                      ( )
( ) ( ), ,

,
x y x y

f x y F ds pdx qdy
Γ Γ

= ⋅ = +∫ ∫ . 

Ισχυριζόµαστε ότι η f  είναι καλά ορισµένη, δηλαδή αν � ( ),x yΓ  είναι µια άλλη 

πολυγωνική γραµµή µε � ( ),x y DΓ ⊆  που ξεκινά από το ( ),a b και καταλήγει στο ( ),x y  

τότε (1) 
( )

� ( ),, x yx y

pdx qdy pdx qdy
Γ Γ

+ = +∫ ∫ . 

Για να δείξουµε την (1) είναι αρκετό να δείξουµε την  
(2) 

( )
� ( ) ( )

� ( ), ,,,

0
x y x yx yx y

pdx qdy pdx qdy pdx qdy
ΓΓ −Γ Γ

+ = + − + =∫ ∫ ∫ . 

Οι πολυγωνικές γραµµές ( ),x yΓ  και � ( ),x yΓ  ξεκινούν από το σηµείο ( ),a b  και έστω 

( )1 1,a b  το πρώτο σηµείο που συναντώνται µετά το  ( ),a b . Τότε η πολυγωνική 

γραµµή 1c  που ξεκινά από το ( ),a b  πηγαίνει στο ( )1 1,a b  µέσω της ( ),x yΓ  και 

επιστρέφει στο ( ),a b  µέσω της � ( ),x yΓ  είναι µια απλή κλειστή καµπύλη του απλά 

συνεκτικού τόπου  D  και εποµένως είναι το σύνορο ενός ανοικτού απλά συνεκτικού 
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συνόλου G D⊆ . Από το θεώρηµα του Green  και την υπόθεσή µας έπεται ότι 

1

0
G c G

q p
pdx qdy dxdy

x y∂ =

 ∂ ∂
+ = − = ∂ ∂ 

∫ ∫ . 

Εποµένως 
1

0
c

pdx qdy+ =∫  

Οφείλουµε να παρατηρήσουµε ότι, ενδέχεται οι δύο πολυγωνικές ( ),x yΓ  και � ( ),x yΓ  να 

ταυτίζονται σε ένα αρχικό κοµµάτι τους. Στην περίπτωση αυτή αν ( )1 1,a b  είναι το 

πρώτο σηµείο στο οποίο ξεχωρίζουν, τότε η πολυγωνική γραµµή που ξεκινά από το 

( ),a b  πηγαίνει στο ( )1 1,a b  µέσω της ( ),x yΓ  και επιστρέφει στο ( ),a b  µέσω της � ( ),x yΓ

- είναι βέβαια κλειστή, και – λόγω αντιθέτων προσήµων των επικαµπυλίων 
ολοκληρωµάτων ( αφού ολοκληρώνουµε σε αντίθετες καµπύλες ) ικανοποιεί 

προφανώς την σχέση 
1

0
c

pdx qdy+ =∫ . 

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, δηλαδή δουλεύοντας τώρα µε το ( )1 1,a b  στην θέση 

του ( ),a b , µετά από πεπερασµένα βήµατα ( αφού αν Γ είναι κλειστή πολυγωνική 

γραµµή του επιπέδου, το ανοικτό σύνολο 2R −Γ  του 2R  έχει πεπερασµένο πλήθος 

συνεκτικών συνιστωσών ) καταλήγουµε στο ότι ( )
� ( ), 1 2, ...x y Nx y c c cΓ −Γ = + + +  όπου 

οι , 1,2,...,kc k N=  είναι ( κλειστές ) πολυγωνικές γραµµές του 2R  που ικανοποιούν 

τη σχέση   (3)  0
kc

pdx qdy+ =∫  για κάθε 1,2,...,k N= . 

Η σχέση (3) έπεται την (2) και άρα την (1). 

Αποµένει να δείξουµε ότι: ( ) ( ), ,
f

x y p x y
x

∂
=

∂
 και ( ) ( ), ,

f
x y q x y

y

∂
=

∂
 για κάθε 

( ),x y D∈ . 

Σταθεροποιούµε ένα σηµείο ( )0 0,x y D∈  και σχηµατίζουµε τις διαφορές 

( ) ( )
( ) ( )0 0,0 0

0 0 0 0

,

, ,
x h y x y

f x h y f x y pdx qdy pdx qdy
+Γ Γ

+ − = + − +∫ ∫  για h  αρκετά µικρό ( 

έστω 0h > ) ώστε το ευθύγραµµο τµήµα ( ) ( )0 0 0 0, , ,x y x h y+    να περιέχεται στο D . 
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Έπεται αµέσως ότι 
( ) ( ) ( ) ( )0 0,0 0 0 0 ,0 0

, , ,x h y x h y
x y x y

pdx qdy pdx qdy pdx qdy
+ +

Γ Γ  
 

+ − + = +∫ ∫ ∫  και 

συνεπώς            (4) ( ) ( )
( ) ( )0 0 ,0 0

0 0 0 0

, ,

, ,

x h yx y

f x h y f x y pdx qdy

+
 
 

+ − = +∫ . 

Παραµετρικοποιούµε το ευθύγραµµο τµήµα ( ) ( )0 0 0 0, , ,x y x h y+    ως 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0, , , ,t x y t x h y x y x th yσ = + + − = + , [ ]0,1t∈ . Συνεπώς 

( ) [ ]' 0,   0,1t tσ = ∈  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Οπότε από την (4) υπολογίζουµε, 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

, , , ,f x h y f x y p x th y hdt h p x th y dt+ − = + = +∫ ∫ . 

Έπεται ότι 
( ) ( ) ( )

1
0 0 0 0

0 00 0
0

, ,
lim lim ,
h h

f x h y f x y
p x th y dt

h→ →

+ −
= +∫ =

( ) ( )
1

0 0 0 0

0

, ,p x y dt p x y=∫  δηλαδή              ( ) ( )0 0 0 0, ,
f

x y p x y
x

∂
=

∂
. 

Σηµειώνουµε ότι αν 0nh → , τότε η ακολουθία συναρτήσεων ( ) 1n n
f

≥
 µε 

( ) ( ) [ ]0 0, , 1, 0,1n nf t p x th y n t= + ≥ ∈  συγκλίνει ( από την συνέχεια της p  στο 

( )0 0,x y ) οµοιόµορφα στην σταθερά ( )0 0,p x y  και αυτό δικαιολογεί την ισότητα 

( ) ( )
1 1

0 0 0 0
0

0 0

lim , ,
h

p x th y dt p x y dt
→

+ =∫ ∫ . 

Αναλόγως αποδεικνύεται ότι, ( ) ( )0 0 0 0, ,
f

x y q x y
y

∂
=

∂
 και η απόδειξη είναι πλήρης. 
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         Σηµειώνουµε ότι ( σε ένα ανοικτό και συνεκτικό 2D R⊆  ) η πολυγωνική 

γραµµή που συνδέει τα σηµεία ( ),a b  και ( ),x y  του D  µπορεί να επιλεγεί ώστε να 

είναι απλή ( να µην τέµνει τον εαυτό της ) και επί πλέον τα ευθύγραµµα τµήµατά της 
να είναι παράλληλα είτε προς τον άξονα των x  ή προς τον άξονα των y . Περαιτέρω 
σηµειώνουµε ότι η απόδειξη απλοποιείται σε κάποιο βαθµό, υποθέτοντας ότι το D  
είναι αστρόµορφο. Πράγµατι αν το D  είναι αστρόµορφο ως προς το σηµείο 

( ),a b D∈ , τότε ορίζουµε την :f D R→  ως εξής: ( )
( ),

,
x y

f x y pdx qdy
Γ

= +∫ , όπου 

( ) ( ) ( ), , , ,x y a b x yΓ =     το προσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα από το ( ),a b  στο 

( ),x y . 

     25.5.1  Παρατήρηση. Το θεώρηµα που αποδείξαµε µας λέει σε διαφορετική αλλά 
ισοδύναµη διατύπωση ότι: Ένα 1C  διανυσµατικό πεδίο 2 2:F U R R⊆ → , όπου U  
απλά συνεκτικός τόπος είναι συντηρητικό αν και µόνο αν είναι αστρόβιλο. ( ∆ες και 
την παρατήρηση 24.2.1 ). Σηµειώνουµε ότι ένας ανάλογος χαρακτηρισµός ισχύει και 
για διανυσµατικά πεδία 3 3:F U R R⊆ →   υποθέτοντας ότι το U  είναι ανοικτό και 
απλά συνεκτικό υποσύνολο του 3R . Επειδή δεν θα δώσουµε τον ακριβή ορισµό της 
απλής συνεκτικότητας στον 3R , σηµειώνουµε απλώς ότι παραδείγµατα ανοικτών και 
απλά συνεκτικών συνόλων στον 3R  είναι τα ανοικτά και κυρτά σύνολα, ( άρα οι 
ανοικτές σφαίρες  ο ίδιος ο 3R , και τα ανοικτά ορθογώνια ) το 3R −Κ , όπου Κ  
πεπερασµένο σύνολο επίσης τα ανοικτά και αστρόµορφα υποσύνολα του 3R  κτλ. Αν 
L  είναι ευθεία του 3R  τότε το ανοικτό σύνολο 3R L−  είναι συνεκτικό αλλά όχι απλά 
συνεκτικό. Έτσι αποδεικνύεται ότι αν 3 3:F U R R⊆ →  είναι 1C  διανυσµατικό πεδίο 
και το U  απλά συνεκτικό σύνολο, τότε το F  είναι συντηρητικό ακριβώς τότε αν το 
F  είναι αστρόβιλο. 
 
Το θεώρηµα του Green στην γλώσσα των διανυσµατικών πεδίων έχει τις ακόλουθες 
µορφές ( διατυπώσεις). 
         25.6 Θεώρηµα ( ∆ιανυσµατική µορφή του θεωρήµατος του Green ).Έστω D  
φραγµένος τόπος του 2R  µε κατά τµήµατα οµαλό σύνορο και 2:F D R→ , 

F pi qj= + , ένα 1C  διανυσµατικό πεδίο ορισµένο σε µια περιοχή του D . Τότε   

                             ( )
D D

F ds curlF kd
∂

⋅ = ⋅ Α∫ ∫ , ( όπου ( )0,0,1k =  ). 

        Απόδειξη: Θέτοµε � � ( ) ( )( ) ( )3: : , , , ,0 , , ,F D R R F x y z F x y x y D z R× → = ∈ ∈ , 

τότε – όπως γνωρίζουµε – ορίζουµε ως curlF  τον στροβιλισµό του πεδίου �F , 
δηλαδή                                      �curlF curlF

ορ
= = . 

Έχουµε υπολογίσει ότι � q p
curlF k

x y

 ∂ ∂
= − ∂ ∂ 

 όπου ( ) 30,0,1k R= ∈ . ( Παρατήρηση 2 

της σελίδας 239 ). 

Επειδή προφανώς ( ) � q p
curlF k curlF k

x y

 ∂ ∂
⋅ = ⋅ = − ∂ ∂ 

 µε αντικατάσταση έχουµε το 

συµπέρασµα. 
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          Σηµείωση. Υπενθυµίζουµε ότι µε τον όρο τόπος εννοούµε ένα ανοικτό και 
συνεκτικό υποσύνολο του 2R . 
 
       25.7 Θεώρηµα  ( της απόκλισης στο επίπεδο ). Έστω D  απλά συνεκτικός τόπος 
στο επίπεδο που φράσσεται από την απλή κλειστή καµπύλη [ ] 2: ,a b Rσ →  για την 

οποία υποθέτοµε ότι ( )' 0tσ ≠  για κάθε [ ],t a b∈ . Αν n  συµβολίζει το εξωτερικό 

µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στο σύνορο [ ]D σ∂ =  και ( ),F p q=  είναι ένα 1C  

διανυσµατικό πεδίο σε µια περιοχή του D  τότε  

                                                (1) 
D D

F nds divFd
∂

⋅ = Α∫ ∫ . 

Όπου το αριστερό µέλος της (1) συµβολίζει το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα πρώτου 

είδους της βαθµωτής συνάρτησης, [ ] ( )( ) ( ) ( )( )
( )

' ,
,

'

y t x t
t a b F t

t
σ

σ

−
∈ → ⋅ , όπου 

( ) ( ) ( )( ) [ ], , ,t x t y t t a bσ = ∈ . 

         Απόδειξη Το εφαπτόµενο διάνυσµα στο ( )0tσ  είναι το 

( ) ( ) ( )( )0 0 0' ' , 't x t y tσ =  και η εφαπτόµενη ευθεία στο ( )0tσ  έχει εξίσωση 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0' ,t t t t t t Rσ σ= + − ∈ℓ  

Το διάνυσµα n  είναι κάθετο στην ευθεία ( )tℓ  

στο σηµείο ( )0tσ  και το πρόσηµό του 

επιλέγεται ώστε να αντιστοιχεί προς την 
εξωτερική κατεύθυνση. Έτσι το n  στο σηµείο 

( )0tσ  του D∂  δίνεται από τον τύπο, 

( ) ( )( )
( )

0 0

0

' , '

'

y t x t
n

tσ

−
= . Το ( )0n t⊥ ℓ , αφού 

( )0' 0n tσ⋅ = . Έπεται ότι 
D

F nds
∂

⋅ =∫

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
, ' , '

'
'

b

a

p x t y t y t q x t y t x t
t dt

t
σ

σ

⋅ − ⋅
⋅∫ =

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ' , '
b

a

p x t y t y t q x t y t x t dt ⋅ − ⋅ ∫ =
D

pdy qdx
∂

−∫   (2) 

Επίσης                                
D D

p q
divFd dxdy

x y

 ∂ ∂
Α = + ∂ ∂ 

∫ ∫  (3) 

Από το θεώρηµα του Green και τις (2) και (3) συµπεραίνουµε ότι   

                                                   
D D

F nds divFd
∂

⋅ = Α∫ ∫ . 

 
          Παρατήρηση Το γεγονός ότι το πρόσηµο του διανύσµατος επελέγη ώστε να 
αντιστοιχεί στην εξωτερική κατεύθυνση µπορεί να ερµηνευθεί ως εξής:  Η γραµµική 
απεικόνιση ( ) ( )2 2: , ,x y R y x Rϕ ∈ → − ∈ , στρέφει κατά την αρνητική φορά το 
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διάνυσµα ( ),x y  κατά 
2

π
− . Αυτό φαίνεται καλύτερα αν χρησιµοποιήσουµε µιγαδικό 

συµβολισµό, αφού τότε ( )z izϕ = −  ( z x yi= + ) και το πρωτεύον όρισµα του i−  στο 

( ),π π−  είναι το 
2

π
− . Έτσι το εφαπτόµενο διάνυσµα ( ) ( ) ( )( )' ' , 't x t y tσ =  της 

καµπύλης σ , στρέφεται κατά την αρνητική φορά κατά 
2

π
 και συνεπώς γίνεται 

( ) ( )( )' , 'y t x t− . Με κανονικοποίηση παίρνουµε το η . 

 

         Παραδείγµατα 1) Έστω ( )2,F xy y x= + . Υπολογίστε το ολοκλήρωµα 

( )
D

curlF kd⋅ Α∫ , πάνω στο χωρίο D  του πρώτου τεταρτηµόριου που φράσσεται από 

τις 2y x=  και y x= .  
         Λύση Πρώτα υπολογίζουµε τον στροβιλισµό του F , ισοδύναµα, του 
� ( ) ( )2, , , ,0F x y z xy y x= + , που είναι , 

� �curlF F= ∇× = ( ) ( )2 10,0, 0,0,1 2 1 2
F F

xy xy k
x y

 ∂ ∂
− = − = − ∂ ∂ 

. 

Άρα � ( )1 2curlF curlF xy k= = − . 

Έπεται ότι, ( ) 1 2curlF k xy⋅ = − . Η συνάρτηση αυτή ολοκληρώνεται πάνω στο D  που 

είναι χωρίο τύπου 3 µε την χρήση ενός διαδοχικού ολοκληρώµατος. 

( ) ( )
2

1

0

1 2 1 2
x

D x

xy dxdy xy dy dx
 

− = −  
 

∫ ∫ ∫ 2

1
2

0

x

x
y xy dx = − ∫ =

1
3 2 5

0

1 1 1 1 1

2 4 3 6 12
x x x x dx − − + = − − + = ∫ . 

(Εδώ θεωρούµε το D  ως χωρίο τύπου 1, ( ){ }2, : 0 1 και D x y x x y x= ≤ ≤ ≤ ≤  ). 

Μπορούµε επίσης να υπολογίσουµε πρώτα το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα 
D

F ds
∂

⋅∫ , 

όπου D∂  είναι το σύνορο του χωρίου D  ( δες το σχήµα ) και κατόπιν 
χρησιµοποιώντας την διανυσµατική µορφή του θεωρήµατος του Green να έχουµε το 
ζητούµενο ολοκλήρωµα 
 

Το θετικά προσανατολισµένο σύνορο D∂  
του D  είναι το «άθροισµα» των καµπυλών 1σ  και 

2σ , ( )1 2D σ σ∂ = + − , όπου ( ) ( ) [ ]2
1 , , 0,1t t t tσ = ∈  

και ( ) ( ) [ ]2 , , 0,1t t t tσ = ∈ . 

Έτσι έχουµε: 
1 2D

F ds F ds F ds
σ σ∂

⋅ = ⋅ − ⋅∫ ∫ ∫ , 

( )( ) ( )
1

1

0

'F ds F t t dt
σ

σ σ⋅ = ⋅∫ ∫ =
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

' '
1 1 1 1

0

, ,F x t y t x t y t dt⋅ =∫ ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 4 2

0 0

, 1,2 , 1,2F t t t dt t t t t t dt⋅ = ⋅ + ⋅∫ ∫

( )
1

5 3 2

0

2 2t t t dt= + +∫
1 2 1 4

6 3 2 3
= + + =  

( )( ) ( )
2

1
'

2 2

0

F ds F t t dt
σ

σ σ⋅ = ⋅∫ ∫ ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

' '
2 2 2 2

0

, ,F x t y t x t y t dt= ⋅∫ ( ) ( )
1

0

, 1,1F t t dt= ⋅∫

= ( ) ( )
1

3

0

,2 1,1t t dt⋅ =∫ ( )
1

3

0

1 5
2 1

4 4
t t dt+ = + =∫ . 

Εποµένως, 
4 5 1

3 4 12D

F ds
∂

⋅ = − =∫  και από την διανυσµατική µορφή του θεωρήµατος 

Green                       ( ) 1

12D D

curlF kd F ds
∂

⋅ Α = ⋅ =∫ ∫ . 

 

2) Έστω ( )3 5,F y x= . Να υπολογισθεί το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ( πρώτου είδους)  

D

F nds
∂

⋅∫  στο σύνορο του µοναδιαίου τετραγώνου D . 

        Λύση Από το θεώρηµα της απόκλισης έχουµε: 
D D

F nds divF d
∂

⋅ = ⋅ Α∫ ∫  

Επειδή , 
( ) ( )3 5

0
y x

divF
x y

∂ ∂
= + =

∂ ∂
, άρα το ζητούµενο ολοκλήρωµα ισούται µε 

µηδέν. 
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Παραδείγµατα και εφαρµογές 
 

1)Έστω D  απλά συνεκτικός τόπος στο 2R  που φράσσεται από την ( κατά τµήµατα 
1C ) καµπύλη c . Αποδείξτε ότι το εµβαδόν ( )DΑ  του D  δίνεται από τους τύπους   

                                       ( )
c c

D xdy ydxΑ = = −∫ ∫  

       Απόδειξη (Ι)  Αποδεικνύουµε πρώτα τον τύπο ( )
c

D xdyΑ = ∫ . Εδώ έχουµε ότι, 

( ) ( ) ( ), 0, 0,p q q x= = . Συνεπώς από το θεώρηµα του Green 

c D

q p
pdx qdy dxdy

x y

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ 

∫ ∫ . Άρα θα έχουµε 

( ) ( ) ( )
0

c D D

x
xdy dxdy dxdy D

x y

∂ ∂ 
= − = = Α 

∂ ∂ 
∫ ∫ ∫ . 

(ΙΙ) Για τον τύπο ( )
c

D ydxΑ = −∫ , παρατηρούµε ότι ( ) ( ) ( ), ,0 ,0p q p y= = − . Από το 

θεώρηµα του Green λαµβάνουµε  

( ) ( ) ( ) ( )
0

c c D D

y
y dx ydx dxdy dxdy D

x y

∂ ∂ − 
− = − = − = = Α 

∂ ∂ 
∫ ∫ ∫ ∫  

 
2) Έστω D  τετράγωνο και c η ( θετικά προσανατολισµένη ) περίµετρος του D . 

Αποδείξτε ότι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ( )2 2 2
c

xy dx x y x dy+ +∫ , εξαρτάται µόνο 

από την πλευρά του τετραγώνου και όχι από την θέση του στο xy  επίπεδο. 

      Λύση Έστω ( ) 2,p x y xy= , ( ) 2, 2q x y x y x= + . Παρατηρούµε ότι οι ,p q  είναι 

1C  συναρτήσεις ( ως πολυωνυµικές ) και 2 , 2 2
p q

xy xy
y x

∂ ∂
= = +

∂ ∂
. 

Από το θεώρηµα του Green λαµβάνουµε 

( )2 2 2
c c

pdx qdy xy dx x y x dy+ = + +∫ ∫ = 2
D D

q p
dxdy dxdy

x y

 ∂ ∂
− = ∂ ∂ 

∫ ∫

( )2 2
D

dxdy D= = Α∫ . 

Έπεται ότι δεν έχει σηµασία η θέση του τετραγώνου στο xy − επίπεδο αλλά το 
εµβαδόν του, ισοδύναµα η πλευρά του. 
 
       Παρατήρηση Αν c είναι κλειστή απλή (κατά τµήµατα 1C ) καµπύλη του 
επιπέδου τότε πρέπει να είναι σαφές ότι αν D  είναι το εσωτερικό της c , θα ισχύει 

( ) ( )2 21
2

2 c

D xy dx x y x dyΑ = + +∫ , δηλαδή έχουµε έναν ακόµη τύπο για την εύρεση 

του εµβαδού του εσωτερικού καµπύλης. 
Στην πραγµατικότητα υπάρχει µια απειρία τέτοιων τύπων. Πράγµατι αν F είναι ένα 

1C  διανυσµατικό πεδίο 2 2:F R R→  µε ( ),F p q= , ώστε 0
q p

k
x y

∂ ∂
− = ≠

∂ ∂
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( k σταθερά ) τότε, ( ) 1

c

D pdx qdy
k

Α = +∫ , για κάθε κλειστή απλή καµπύλη c  του 

2R . ( Αν 0
q p

x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
, τότε από το θεώρηµα 23.3 το διανυσµατικό πεδίο F  είναι 

συντηρητικό. ) 
 
3) Έστω c  απλή κλειστή καµπύλη του επιπέδου να υπολογιστούν τα επικαµπύλια 

ολοκληρώµατα 3 44
c

x ydx x dy+∫ , 3 3

c

y dy x dx− +∫  

      Λύση Για το πρώτο ολοκλήρωµα  παρατηρούµε ότι αν, ( ) 3, 4p x y x y=  και 

( ) 4,q x y x=  τότε 34
p q

x
y x

∂ ∂
= =

∂ ∂
, εποµένως το διανυσµατικό πεδίο ( ),p q  είναι 

συντηρητικό στο 2R  και συνεπώς το δοθέν ολοκλήρωµα ισούται µε µηδέν. 
Για το δεύτερο ολοκλήρωµα, θέτοµε ( ) 3,p x y x=  και ( ) 3,q x y y= − . Εποµένως 

0
p q

y x

∂ ∂
= =

∂ ∂
, έτσι το διανυσµατικό πεδίο ( ),p q  είναι συντηρητικό στο 2R  και το 

ολοκλήρωµα ισούται πάλι µε µηδέν. 
 
4) Μια συνάρτηση 2:f D R R⊆ → , όπου D  ανοικτό σύνολο, λέγεται αρµονική στο 

D , αν είναι 2C  και ικανοποιεί την εξίσωση του Laplace, 
2 2

2 2
0

f f

x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
. Έστω c   

απλή κλειστή καµπύλη του 2R , µε εσωτερικό το D  και f  αρµονική συνάρτηση σε 

µια περιοχή του D . Αποδείξτε ότι 0
c

f f
dx dy

y x

∂ ∂
− =

∂ ∂∫ . 

      Λύση Έστω 
f

p
y

∂
=

∂
 και 

f
q

x

∂
= −

∂
, τότε οι p  και q  είναι 1C  σε µια περιοχή του 

D  και το θεώρηµα του Green µπορεί να εφαρµοσθεί. Έτσι έχουµε: 
2 2

2 2
0

c c D D

f f q p f f
pdx qdy dx dy dxdy dxdy

y x x y x y

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − = − = − − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∫ ∫ ∫ ∫ . 

 
5) Έστω D  φραγµένος τόπος του 2R , ο οποίος φράσσεται από δύο καµπύλες Jordan. 
Έστω ακόµη c  µια καµπύλη Jordan  στον D  (c D⊆ ). Αν ( ),F p q=  είναι 1C  

διανυσµατικό πεδίο στον D  µε 
p q

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
, πόσες διαφορετικές τιµές µπορεί να λάβει 

το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα     
c

pdx qdyΙ = +∫ ; 

Λύση Το D  είναι ένας τόπος του 2R  που φράσσεται από δύο ( κατά τµήµατα 1C  ) 
καµπύλες Jordan, 0c  ( εξωτερική ) και 1c  ( εσωτερική ). Εποµένως έχει µία «τρύπα». 

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις. 
(Ι) Η καµπύλη c  δεν περιβάλλει την «τρύπα». Στην 
περίπτωση αυτή  και επειδή το πεδίο F είναι 

συντηρητικό σε µια περιοχή του G , όπου G  το 
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εσωτερικό της c , έπεται από το θεώρηµα του Green ότι 

0
c G

q p
pdx qdy dxdy

x y

 ∂ ∂
Ι = + = − = ∂ ∂ 

∫ ∫ . 

(ΙΙ) Έστω ότι η καµπύλη c  περιβάλλει την 
«τρύπα». Έστω 1G  ο τόπος που φράσσεται 

από τις καµπύλες c  και 1c . 

(α) Υποθέτουµε ότι η c  είναι θετικά 
προσανατολισµένη. Τότε εφαρµόζουµε το 
θεώρηµα του Green στον τόπο 1G  και 

έχουµε: ( )1 1G c c∂ = −  

1 1

0
c c G

q p
pdx qdy dxdy

x y−

 ∂ ∂
+ = − = ∂ ∂ 

∫ ∫ ⇒

1c c

pdx qdy pdx qdyΙ = + = +∫ ∫ . 

(β) Υποθέτουµε ότι η c είναι αρνητικά προσανατολισµένη. Στην περίπτωση αυτή 
θεωρούµε την αντίθετη καµπύλη c−  της c  και εφαρµόζουµε πάλι όπως 
προηγουµένως το θεώρηµα του Green στον τόπο 1G , παρατηρώντας ότι, 

1 1G c c∂ = − − . 

Εποµένως 

1 1

0
c c G

q p
pdx qdy dxdy

x y− −

 ∂ ∂
+ = − = ∂ ∂ 

∫ ∫ ⇒
1

0
c c

pdx qdy pdx qdy− + − + =∫ ∫ ⇒

1c c

pdx qdy pdx qdyΙ = + = − +∫ ∫ . 

Άρα στην περίπτωση που η c  είναι αρνητικά προσανατολισµένη το 
c

pdx qdy+∫  

λαµβάνει την αντίθετη της προηγούµενης τιµής. 
Εποµένως υπάρχουν τρεις πιθανές τιµές για το ζητούµενο επικαµπύλιο ολοκλήρωµα. 
6) Υπολογίστε τα ακόλουθα επικαµπύλια ολοκληρώµατα µε την βοήθεια του 
θεωρήµατος του Green. 

   
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
             

     
2

sin y

c

x xdx e dy−∫                                                                
2 2

2
2

1c

x y
x ydx dy

y
τοξεϕ −

+∫                                                                                                   
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        Λύση  (α)       Έστω ( ), sinp x y x x=            και ( )
2

, yq x y e= −  τότε έχουµε 

2

sin 0 0y

c D D

q p
x xdx e dy dxdy dxdy

x y

 ∂ ∂
− = − = = ∂ ∂ 

∫ ∫ ∫  

(β) Έστω ( ), 2p x y x yτοξεϕ=  και ( )
2 2

2
,

1

x y
q x y

y
= −

+
 ( υπενθυµίζουµε ότι 

: ,
2 2

R
π π

τοξεϕ  → − 
 

 και ,
2 2

y x x
π π

τοξεϕ  = ⇔ ∈ − 
 

 και x yεϕ = . Επίσης ότι,  

2

1
' ,   

1
y y R

y
τοξ εϕ = ∈

+
 η παράγωγος της yτοξεϕ ) 

Επειδή η c  είναι αρνητικά προσανατολισµένη απλή κλειστή καµπύλη και το 
διανυσµατικό πεδίο ( ),p q  είναι 1C  στο 2R , το θεώρηµα του Green εφαρµόζεται: 

( )
2 2 2 2

2 2
2 2

1 1c D

x y x y
x ydx dy x y dxdy

y x y y
τοξεϕ τοξεϕ

  ∂ ∂
− = − − −  + ∂ + ∂  

∫ ∫ =

22 2 22 2
2

2 2 2
0 0 0 0

2 2 1

1 1 1

xy x y
dx dy x dy

y y y

      − −
− − − = −     + + +      
∫ ∫ ∫ =

2 2
22

0
0 0

4 8x dy dy  = = ∫ ∫  

( Απευθείας εφαρµογή του θεωρήµατος Fubini στο τετράγωνο D ).  
 
7) Έστω D  φραγµένος τόπος του 2R  µε κατά τµήµατα οµαλό σύνορο D∂  ( το οποίο 
προσανατολίζεται θετικά ). 
(α) Αν , :f g R R→  είναι 1C  συναρτήσεις να υπολογιστεί το επικαµπύλιο 

ολοκλήρωµα                    ( ) ( )
D

f x dx g y dy
∂

Ι = +∫  

(β) Αν k  και h  είναι πραγµατικές σταθερές να υπολογιστεί το επικαµπύλιο 

ολοκλήρωµα 
D

kydx hxdy
∂

Ι = +∫  

          Λύση (α) Οι συναρτήσεις ( ) ( ),p x y f x=  και ( ) ( ),q x y g y= , ( ) 2,x y R∈  

είναι 1C  στο 2R  και 0
p q

y x

∂ ∂
= =

∂ ∂
 στο 2R . ∆ηλαδή το διανυσµατικό πεδίο, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,F p q f g F x y f x g y= = ⇔ =  είναι συντηρητικό στο 2R . Έπεται 

αµέσως από το θεώρηµα του Green ότι 0Ι =  
(β) Έστω ( ),p x y ky=  και ( ) ( ) 2, , ,q x y hx x y R= ∈ . Οι συναρτήσεις p  και q  είναι 

1C  στο 2R  και το θεώρηµα του Green εφαρµόζεται: 

D

kydx hxdy
∂

+ =∫
( ) ( )

D

hx ky
dxdy

x y

∂ ∂ 
− 

∂ ∂ 
∫ ( ) ( ) ( )

D

h k dxdy h k D= − = − ⋅Α∫ . 
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(*) 8) Έστω ( ] { }( )2 ,0 0D R= − −∞ × . Ορίζουµε την συνάρτηση 

( ) ( )( ) ( )2 2, log ,arg , , ,f x y x y x y x y D= + ∈ , όπου 

( )
2 2

arg , 2
y

x y
x x y

τοξεϕ=
+ +

. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f  είναι ολόµορφη στο 

D . ( Υπενθυµίζουµε ότι η γωνία ( ) ( )arg , ,x y π π∈ −  για ( ),x y D∈  είναι το 

πρωτεύον όρισµα του ( ),x y x iy= + . ∆ες και την παρατήρηση (2) µετά τον Ορισµό 

24.4. Για τον ορισµό της ολόµορφης συνάρτησης, δες την εφαρµογή 4 µετά το 
Θεωρηµα 23.3 . ) 

           Λύση Επειδή οι ( ) 2 2, logu x y x y= +  και ( ) ( ), arg ,v x y x y=  είναι 1C  

συναρτήσεις στο D , είναι αρκετό να αποδείξουµε τις εξισώσεις  Cauchy-Riemann 
στο D . 

∆ηλαδή, θέτοντας 2 2logu x y= +  και ( )arg ,v x y= τότε, 
u v

x y

∂ ∂
=

∂ ∂
 και 

u v

y x

∂ ∂
= −

∂ ∂
. 

Πράγµατι, 

( ) ( )2 2 2 2

2 2

1
log

u
x y x y

x x xx y

∂ ∂ ∂
= + = ⋅ +

∂ ∂ ∂+
=

2 2 2 2

1 1 2

2

x

x y x y
⋅ ⋅

+ +
=

2 2

x

x y+
. Αντικαθιστώντας το x  µε το y  βρίσκουµε

2 2

u y

y x y

∂
=

∂ +
. 

2 2

arg
2

v y

x x x x x y
τοξεϕ

 ∂ ∂ ∂
 = =
 ∂ ∂ ∂ + + 

    (1) 

Έπεται ότι 

22 2 2 2

2 2

1

1

y y

x xx x y x x yy

x x y

τοξεϕ
   ∂ ∂
   = ⋅
   ∂ ∂+ + + +    

 +
 + + 

=

( )
( )

( )
( )

2
2 22 2

2 2
2 2 2 2 2

x x yx x y
xy

x x y y x x y

∂ + ++ +  ∂⋅ − 
 + + + + +
 

=
( )

( )

2 2

2
2 2 2

x x y
xy

x x y y

∂
+ +

∂−
+ + +

. 

Παρατηρούµε ότι:  ( )2 2

2 2 2 2

1 2
1 1

2

x x
x x y

x x y x y

∂
+ + = + ⋅ = +

∂ + +
 

Εποµένως, 

( ) ( )
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1

arg

x

x y x x y
y y

x x x y y x y x x y y

+
+ + +∂

= − ⋅ = − ⋅
∂  + + + + + + + 

 

(2) 
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Κάνουµε τώρα πράξεις στον παρανοµαστή αυτής της συνάρτησης: 

( )
2

2 2 2 2 2x y x x y y
 + + + + 
 

( )2 2 2 2 2 2 2 22x y x x y x x y y= + + + + + + =

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2x y x y x x y x y x y x x y + ⋅ + + + = + + + +
 

=

( ) ( )2 2 2 22 x y x x y+ + +  (3) 

Αντικαθιστώντας την (3) στην (2) ( και εν συνεχεία στην (1) ) βρίσκουµε 

2 2

argv y

x x x y

∂ ∂
= = −

∂ ∂ +
. Αναλόγως, υπολογίζουµε 

2 2

argv x

y y x y

∂ ∂
= =

∂ ∂ +
. Έπεται ότι οι 

εξισώσεις Cauchy-Riemann ισχύουν και η συνάρτηση f  είναι ολόµορφη στον τόπο 
D . 
 
9) Έστω ( ) ( ) ( )2 2 2: : , cos ,sin ,     ,xf R R f x y e y y x y R→ = ∈ . Τότε η f  είναι 

ολόµορφη στο 2R  και συνεπώς τα διανυσµατικά πεδία ( ) ( ), sin ,cosxg x y e y y=  και 

( ) ( ), cos , sinxf x y e y y= −  είναι συντηρητικά στο 2R  ( πρβλ. και εφαρµογή 4 σελίδα 

244). 
         Λύση Οι συνιστώσες ( ), cosxu x y e y=  και ( ), sinxv x y e y=  είναι προφανώς 

1C  στο 2R . Αρκεί να εξακριβώσουµε τις εξισώσεις Cauchy-Riemann στο 2R  για τις 
u  και v . 

( ) ( )sin
cos cos

x

x x
e yu v

e y e y
x x y y

∂∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
 

( ) ( )cos sin sinx x xu v
e y e y e y

y y x x

∂ ∂ ∂ ∂
= = − = − = −

∂ ∂ ∂ ∂
 

Εποµένως οι εξισώσεις Cauchy-Riemann ισχύουν και η f  είναι ολόµορφη στο 2R . 
 

10) ∆είξτε ότι το διανυσµατικό πεδίο ( )3 2 4 220 2 ,4 ,5 3F x z y xy x z= + +  είναι 

συντηρητικό στο 3R  και βρείτε µια συνάρτηση δυναµικού για το F . 
Λύση Το F  είναι 1C  διανυσµατικό πεδίο στο 3R  αφού οι συνιστώσες του είναι 1C  
στο R . Σύµφωνα µε την παρατήρηση 25.5.1- και εφόσον το 3R  είναι απλά συνεκτικό 
σύνολο- για να αποδείξουµε ότι το F  είναι συντηρητικό ( πρέπει και ) αρκεί να 
αποδείξουµε ότι είναι αστρόβιλο. Έτσι έχουµε 

3 2 4 2

                                      

                           

20 2   4   5 3

i j k

curlF
x y z

x z y xy x z

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

+ +

= ( ) ( ) ( )3 30 0 20 20 4 4 0i x x j y y k− − − + − =  

Εποµένως το F  είναι αστρόβιλο και άρα συντηρητικό. Έστω 3:f R R→  µια 
συνάρτηση δυναµικού για το πεδίο F , άρα  

                                 3 2 4 220 2 , 4 , 5 3
f f f

x z y xy x z
x y z

∂ ∂ ∂
= + = = +

∂ ∂ ∂
 

Ολοκληρώνοντας την πρώτη εξίσωση ως προς x  ( και κρατώντας τα y και z  
σταθερά ) βρίσκουµε  
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( ) ( ) ( )3 2 4 2, , 20 2 5 2 ,f x y z x z y dx x z xy g z y= + = + +∫   (1)  όπου η ( ),g y z  είναι 

σταθερή ως προς την ολοκλήρωση ως προς x . 

Επειδή 4
f

xy
y

∂
=

∂
 διαφορίζοντας την παραπάνω έκφραση της f  ως προς y  

βρίσκουµε 4 4
g

xy xy
y

∂
+ =

∂
. Εποµένως, 0

g

y

∂
=

∂
 και ( ) ( ),g y z h z=  (2)  όπου η ( )h z  

είναι σταθερή ως προς την ολοκλήρωση ως προς x  και y .  

Από τις (1) και (2) συµπεραίνουµε ότι, ( ) ( )4 2, , 5 2f x y z x z xy h z= + +   (3) 

∆ιαφορίζοντας την (3) ως προς z  και εξισώνοντας µε την 4 25 3
f

x z
z

∂
= +

∂
 βρίσκουµε 

ότι ( )4 4 25 ' 5 3x h z x z+ = +  ή ( ) 2' 3h z z=  ή ( ) 2 33h z z dz z c= = +∫ . 

Έπεται ότι κάθε συνάρτηση της µορφής ( ) 4 2 3, , 5 2f x y z x z xy z c= + + +  όπου c  

πραγµατική σταθερά είναι µια συνάρτηση δυναµικού για την F . 
 

Ασκήσεις 
(1)Υπολογίστε το divF  και το curlF  για κάθε διανυσµατικό πεδίο στο δοσµένο 
σηµείο. 

(α) ( ), ,F x y z i j k= + +  στο ( )2, 1,3− , (β) ( ) ( ) ( ), , sin cosx xF x y z e y i e y j k− −= + +  

στο ( )1,3, 2− , (γ) ( ), , xy xz yzF x y z e i e j e k−= + +  στο ( )3,2,0 . 

 
2)Βρείτε το divF  και το curlF  για το καθένα από τα διανυσµατικά πεδία:  

(α) 
2 2 2 2

x y
F i j

x y x y
= +

+ +
, (β) ( ) ( )sin cosx xF e y i e y j k= + + ,  

(γ) 2 2 2 2 3F xyzi x y z j y z k= + + , (δ) 
2 2 2

xi yj zk
F

x y z

+ +
=

+ +
. 

 
3)Ελέγξτε ποια από τα ακόλουθα διανυσµατικά πεδία είναι συντηρητικά και 

οποτεδήποτε είναι βρείτε µια συνάρτηση δυναµικού: (α) ( )2, 2F y xy= ,  

(β) ( )3 2 22 ,3F xy x y= , (γ) ( )( )sin , 2 cosx xF y e y x e y= − + + ,  

(δ) ( )2 2,2F y x x y= − + , (ε) ( )2 2sin , cosx xF e y e y= . 

 

4)Ένα πεδίο δυνάµεων ( ) ( ) ( )2 2 2 2, 3 6 6 4F x y x xy i x y y k= + + +  µετακινεί ένα 

αντικείµενο στο xy  επίπεδο. ∆είξτε ότι το F  είναι συντηρητικό και βρείτε µια 
συνάρτηση δυναµικού για το F . Υπολογίστε το έργο που παράγεται όταν το 
αντικείµενο µετακινείται από το ( )1,0  στο ( )0,1  πάνω σε οποιαδήποτε καµπύλη που 

συνδέει αυτά τα σηµεία. 
 
5) Υπολογίστε µε την βοήθεια του θεωρήµατος του Green τα ακόλουθα επικαµπύλια 
ολοκληρώµατα και εν συνεχεία ελέγξτε τα αποτελέσµατα µε απ’ ευθείας υπολογισµό 
αυτών των ολοκληρωµάτων αφού παραµετρικοποιήσετε τις καµπύλες 
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(α) 2 2

c

y dx x dy+∫ , όπου c  είναι η περίµετρος του τετραγώνου µε κορυφές τα 

( ) ( ) ( ) ( )1,0 , 1,1 , 0,1 , 0,0 

(β) 3 3

c

y dx x dy−∫ , όπου ( ){ }2 2, : 1c x y x y= + =  

(γ) 4 3
c

ydx xdy−∫ , όπου c  είναι η έλλειψη ( ){ }2 2, : 2 4x y x y+ =  

(δ) 
2

sin y

c

x xdx e dy−∫ , όπου c  είναι το τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία 

( ) ( ) ( )1, 1 , 2,5 , 1, 1− − −  

(ε) 
2 2

2
2

1c

x y
x ydx dy

y
τοξεϕ −

+∫ , όπου c  είναι η περίµετρος του τετραγώνου µε κορυφές 

τα ( ) ( ) ( )0,0 , 2,0 , 2,2 και ( )0,2 . 

 
6)Υπολογίστε, χρησιµοποιώντας έναν από τους τύπους για τον υπολογισµό εµβαδού 
που προκύπτουν από το θεώρηµα του Green, τα εµβαδά των ακόλουθων χωρίων:  
(α) Του δίσκου ( ),a rΒ , όπου 2a R∈ και 0r >  

(β) Του τριγώνου µε κορυφές τα ( ) ( )0,0 , 1,1  και ( )0,2 . 

(γ) Του τραπεζίου µε κορυφές ( ) ( ) ( )0,0 , 4,0 , 1,3 και ( )0,3 . 

(δ) Του ηµιδίσκου που περιβάλλει το ηµικύκλιο 24y x= − . 
 

7)Αν c  είναι καµπύλη Jordan, αποδείξτε ότι , ( ) ( )23 2 5
c

x y dx x y dy− + − = Α∫  όπου 

Α είναι το εµβαδόν του χωρίου που περιβάλλει η c . 
 
8) Υπολογίστε τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα: 

(α) 
2 2

c

xdx ydy

x y

+
+∫ , όταν η c  είναι θετικά προσανατολισµένη καµπύλη Jordan στο 

εσωτερικό της οποίας δεν περιέχεται το σηµείο ( )0,0  και κατόπιν όταν το ( )0,0  

περιέχεται στο εσωτερικό της. 

(β) 
( )

( )2 2

1

1c

ydx x dy

x y

− + −

− +∫ , όπου c  είναι θετικά προσανατολισµένη καµπύλη Jordan στο 

εσωτερικό της οποίας δεν ανήκει το σηµείο ( )1,0 . 

(γ) 
( ) ( )
( ) ( )2 2

2 1

1 2c

y dx x dy

x y

− + + −

− + +∫ , όπου c  είναι θετικά προσανατολισµένη καµπύλη Jordan 

στο εσωτερικό της οποίας δεν ανήκει το σηµείο ( )1, 2− . 

 
9) Για ποια απλή κλειστή θετικά προσανατολισµένη καµπύλη c  το επικαµπύλιο 

ολοκλήρωµα      ( )3 33
c

y dx x x dy+ −∫        λαµβάνει την µέγιστη τιµή του; 
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10) Έστω 2D R⊆  ανοικτό και ( ) 2 1: , :     f u v D R C→  συνάρτηση, αποδείξτε ότι: 

(ι) η f  είναι ολόµορφη ( δηλαδή ισχύουν οι εξισώσεις Cauchy-Riemann 
u v

x y

∂ ∂
=

∂ ∂
 

και 
u v

y x

∂ ∂
= −

∂ ∂
) αν και µόνο αν τα διανυσµατικά πεδία ( ),g v u=  και � ( ),f u v= −  

είναι αστρόβιλα. Αν επί πλέον το D  είναι απλά συνεκτικό τότε η f  είναι ολόµορφη 

αν και µόνο αν τα g  και �f  είναι συντηρητικά. 
(ιι) Συµπεράνατε από το (ι) ότι τα διανυσµατικά πεδία 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
, ,  και , ,

y x x y
F x y G x y

x y x y x y x y

   
= − = −   + + + +   

 είναι αστρόβιλα 

στο ( ){ }2 0,0D R= − . 

(ιιι) Αν η f  είναι ολόµορφη τότε οι  και u v  είναι αρµονικές στο D . 
11) Έστω D  απλό πολύγωνο του επιπέδου, δηλαδή το εσωτερικό µιας απλής 
κλειστής πολυγωνικής γραµµής. Αποδείξτε ότι το D  µπορεί να χωρισθεί σε τρίγωνα 
χρησιµοποιώντας τις διαγωνίους του. 
[ Υπόδειξη Έστω ότι το D  έχει n  κορυφές ( )4n ≥ . Αν το D  είναι κυρτό θεωρούµε 

µια κορυφή P  του D  και φέρουµε 3n −  διαγωνίους από το P , µια σε κάθε κορυφή η 
οποία είναι διαφορετική και µη διαδοχική µε την P . Αν το D  είναι µη κυρτό, 
προχωρούµε µε επαγωγή στο n . Θεωρούµε µια κορυφή P του D  ώστε η γωνία του 
D  µε κορυφή το P  να είναι µη κυρτή ( δηλαδή µεγαλύτερη του π ). ∆είξτε ότι 
υπάρχει κορυφή Q  του D  ώστε το ευθύγραµµο τµήµα [ ],P Q  ( εκτός των άκρων 

,P Q ) να περιέχεται στο D . Έτσι το D  χωρίζεται µε την διαγώνιο [ ],P Q  σε δύο 

απλά πολύγωνα 1 2,D D  µε λιγότερες κορυφές από το  D . Τα πολύγωνα 1 2,D D  

µπορούν να χωρισθούν σε τρίγωνα από την επαγωγική υπόθεση.] 
 
 


