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Στην Αλγεβρική Τοπολογία, για έναν τοπολογικό χώρο ορίζονται διάφορες ομάδες
όπως οι ομάδες ομοτοπίας, οι ομάδες ομολογίας και οι ομάδες συνομολογίας. Φυσικά,
άλλο πράγμα είναι ο ορισμός και άλλο ο υπολογισμός (ή η άντληση πληροφοριών από
αυτές για τη μελέτη του χώρου). Η δομή ενός συμπλέγματος κελιών μας παρέχει τη δυνα­
τότητα της μελέτης αυτών των ομάδων. Σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι η περιγραφή
κατασκευής τοπολογικών χώρων μέσω κατάλληλων σχέσεων ισοδυναμίας και ιδιαιτέρως
η ανάπτυξη των εννοιών που απαιτούνται για τον ορισμό των συμπλεγμάτων κελιών και
την περιγραφή των ιδιοτήτων τους.

5.1 Βασικοί Ορισμοί και Ιδιότητες

Ορισμός 5.1.1. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και π : X → Y μια απεικόνιση επί
ενός συνόλου Y . Η τοπολογία πηλίκο του συνόλου Y ως προς την απεικόνιση π ορίζεται
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ως εξής:
TY = {U ⊆ Y |π−1(U) ανοικτό υποσύνολο του X}.

Δηλαδή, ανοικτά είναι εκείνα τα υποσύνολα του Y που αντιστρέφονται (μέσω της π) σε
ανοικτά υποσύνολα του X .

Σημειώνουμε ότι η τοπολογία πηλίκο του Y ως προς την π είναι η μεγαλύτερη τοπολο­
γία στο Y η οποία καθιστά την π συνεχή. Είναι εύκολο να ελέγξει κανείς ότι η οικογένεια
TY ικανοποιεί τα απαραίτητα αξιώματα προκειμένου να αποτελεί μια τοπολογία.

Ορισμός 5.1.2. Έστω π : X → Y μια επί απεικόνιση μεταξύ των τοπολογικών χώρων
X και Y . Η π λέγεται απεικόνιση πηλίκο, αν τα ανοικτά του Y είναι ακριβώς αυτά που
αντιστρέφονται σε ανοικτά. Δηλαδή, το U είναι ανοικτό υποσύνολο του Y αν και μόνο
αν το π−1(U) είναι ανοικτό υποσύνολο του X .

Αυτό σημαίνει ότι ο χώρος Y έχει στην ουσία την τοπολογία πηλίκο που επάγεται από
την π.

Παρατήρηση 5.1.3. Κάθε απεικόνιση πηλίκο είναι συνεχής απεικόνιση, το αντίστροφο
όμως δεν ισχύει (Άσκηση).

Παρατήρηση 5.1.4. Αν η π : X → Y είναι απεικόνιση πηλίκο και ο X είναι συμπαγής
(ή συνεκτικός), τότε είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι ο Y είναι επίσης συμπαγής (ή
συνεκτικός).

Παράδειγμα 5.1.5 (Το βασικό παράδειγμα). ΈστωX ένας τοπολογικός χώρος και∼ μια
σχέση ισοδυναμίας στον X . Συμβολίζουμε με [x] την κλάση ισοδυναμίας του x ∈ X και
με X/∼ το σύνολο των κλάσεων ισοδυναμίας. Θεωρούμε τη φυσική προβολή π : X →
X/∼ , όπου π(x) = [x]. Το σύνολο X/∼ εφοδιασμένο με την αντίστοιχη τοπολογία
πηλίκο λέγεται χώρος πηλίκο (ή και χώρος ταυτοποίησης).

Ορισμός 5.1.6. Μια απεικόνιση f : X → Y μεταξύ δύο τοπολογικών χώρων λέγεται
ανοικτή (αντ. κλειστή), αν απεικονίζει τα ανοικτά (αντ. κλειστά) υποσύνολα του X σε
ανοικτά (αντ. κλειστά) υποσύνολα του Y .

Παράδειγμα 5.1.7. Κάθε συνεχής απεικόνιση f : X → Y , όπου οX είναι συμπαγής και
ο Y Hausdorff, είναι κλειστή (γιατί;).



Κεφάλαιο 5. Χώροι Πηλίκο 119

Παράδειγμα 5.1.8. Έστω X,Y δύο τοπολογικοί χώροι και X × Y ο αντίστοιχος χώρος
γινόμενο. Η πρώτη προβολή π1 : X × Y → X είναι ανοικτή απεικόνιση (γιατί;).

Στο επόμενο θεώρημα συνοψίζονται οι βασικές ιδιότητες των απεικονίσεων (και χώ­
ρων) πηλίκο.

Θεώρημα 5.1.9. ΈστωX , Y ,Z τοπολογικοί χώροι και π : X → Y μια απεικόνιση πηλίκο.

1. Κάθε συνεχής, επί και ανοικτή (ή κλειστή) απεικόνιση f : X → Y , είναι απεικόνιση
πηλίκο.

2. Μια απεικόνιση f : Y → Z είναι συνεχής αν και μόνο αν η
σύνθεση f ◦ π είναι συνεχής.
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3. Για κάθε συνεχή απεικόνιση f : X → Z η οποία είναι στα­
θερή σε κάθε νήμα π−1({y}) της π, υπάρχει μοναδική συνεχής
απεικόνιση f̃ : Y → Z, έτσι ώστε f = f̃ ◦ π.
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4. Ορίζουμε σχέση ισοδυναμίας ∼ στον X με x ∼ x′, αν και μόνο αν π(x) = π(x′)

και θεωρούμε τον αντίστοιχο χώρο πηλίκο X/∼. Τότε οι χώροι Y και X/∼ είναι
ομοιομορφικοί. (Δηλαδή κάθε χώρος πηλίκο είναι όπως στο βασικό παράδειγμα).

Απόδειξη. 1. Ας υποθέσουμε ότι η f είναι ανοικτή (ομοίως αν f κλειστή). Η μία κατεύ­
θυνση έπεται άμεσα από τη συνέχεια της f . Αντίστροφα, αν το U είναι υποσύνολο του
Y για το οποίο το f−1(U) είναι ανοικτό υποσύνολο του X , τότε η εικόνα f

(
f−1(U)

)
είναι ανοικτό υποσύνολο του Y , αφού η f είναι ανοικτή. Όμως η f είναι και επί. Άρα
f
(
f−1(U)

)
= U ανοικτό υποσύνολο του Y .

2. Πάλι η μια κατεύθυνση είναι προφανής. Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι η σύνθεση f ◦ π
είναι συνεχής. Αν τοU είναι ανοικτό υποσύνολο τουZ, τότε το (f ◦π)−1(U) είναι ανοικτό
υποσύνολο τουX . Όμως (f ◦ π)−1(U) = π−1

(
f−1(U)

)
και η π είναι απεικόνιση πηλίκο.

Έπεται ότι η αντίστροφη εικόνα f−1(U) είναι ανοικτό υποσύνολο του Y , το οποίο σημαί­
νει ότι η f είναι συνεχής.
3. Δοθέντος y ∈ Y υπάρχει κάποιο x ∈ X , έτσι ώστε π(x) = y. Ορίζουμε f̃(y) = f(x).
Εφόσον η f είναι σταθερή σε κάθε νήμα, η f̃ είναι καλά ορισμένη (δεν εξαρτάται από
την επιλογή του x). Επίσης, η f̃ έχει ορισθεί με τέτοιο τρόπο, ώστε να ικανοποιείται η
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σχέση f(x) = f̃ ◦ π(x), για κάθε x ∈ X . Επιπροσθέτως, η f̃ είναι μοναδική με αυτή την
ιδιότητα: αν έχουμε απεικόνιση g : Y → Z με g ◦ π = f και y ∈ Y , τότε y = π(x) για
κάποιο x ∈ X και f̃(y) = f(x) = g ◦ π(x) = g(y). Τέλος, η συνέχεια της f̃ προκύπτει
από τον προηγούμενο ισχυρισμό, γιατί f̃ ◦ π = f συνεχής.
4. Έστω f : X → X/∼ η φυσική προβολή, δηλαδή f(x) = [x]. Είναι εύκολο να διαπι­
στώσουμε ότι η f είναι σταθερή στα νήματα της π και η π στα νήματα της f .

Σημειώνουμε επίσης ότι και οι δύο απεικονίσεις είναι απεικο­
νίσεις πηλίκο. Συνεπώς, από το 3) υπάρχει μοναδική συνεχής
απεικόνιση f̃ : Y → X/∼ με f̃ ◦π = f και μοναδική συνεχής
απεικόνιση g̃ : X/∼→ Y με g̃ ◦ f = π.
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Συνεπώς, για κάθε x ∈ X έχουμε: f̃ ◦ g̃[x] = f̃ ◦ g̃ ◦ f(x) = f̃ ◦ π(x) = f(x) = [x] και
έτσι f̃ ◦ g̃ = IdX/∼. Αν y ∈ Y , τότε y = π(x) για κάποιο x ∈ X και όπως πριν έχουμε:
g̃ ◦ f̃(y) = g̃ ◦ f̃ ◦ π(x) = g̃ ◦ f(x) = π(x) = y. Δηλαδή, g̃ ◦ f̃ = IdY . Συνεπώς η f̃ είναι
1­1 και επί (γιατί επιδέχεται δεξί και αριστερό αντίστροφο), συνεχής με αντίστροφη την
(f̃)−1 = g̃ η οποία είναι επίσης συνεχής. Τελικά, η f̃ : Y → X/∼ είναι ο απαιτούμενος
ομοιομορφισμός.

Όπως θα δούμε στα παραδείγματα που ακολουθούν, το 4) του προηγούμενου θεωρή­
ματος αποτελεί ένα πολύ χρήσιμο εργαλείο για την περιγραφή ενός χώρου πηλίκο.

f

R ∼=

S1

Σχήμα 5.1: Η απεικόνιση πηλίκο από τον R στον κύκλο.

Παράδειγμα 5.1.10. Στον χώρο R ορίζουμε σχέση ισοδυναμίας ∼ ως εξής: x ∼ y αν και
μόνο αν x− y ∈ Z. Τότε S1 ∼= R/∼. Πράγματι, θεωρούμε την απεικόνιση f : R → S1
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με τύπο f(x) = e2πix και παρατηρούμε ότι x ∼ y αν και μόνο αν f(x) = f(y). Η f

είναι επί, συνεχής, ανοικτή (γιατί η εικόνα του ανοικτού διαστήματος (a, b) αποτελείται
από τα σημεία στην S1 “γωνίας” μεταξύ 2πa και 2πb, το οποίο είναι ανοικτό υποσύνολο
της S1) και συνεπώς απεικόνιση πηλίκο. Από τον τέταρτο ισχυρισμό του προηγούμενου
θεωρήματος έπεται ότι S1 ∼= R/∼.

Παράδειγμα 5.1.11. (Η σπείρα (torus) ) Στον χώρο I2 = [0, 1]×[0, 1] θεωρούμε τη σχέση
ισοδυναμίας ∼ που παράγεται από τις “ταυτίσεις” (0, y) ∼ (1, y) και (x, 0) ∼ (x, 1),
x, y ∈ [0, 1]. Τότε I2/∼ ∼= S1 × S1. Πράγματι, έστω f : I2 → S1 × S1 με f(x, y) =

(e2πix, e2πiy). Τότε η f είναι επί, συνεχής και κλειστή (αφού I2 συμπαγής και S1 × S1

Hausdorff). Δηλαδή, η f είναι απεικόνιση πηλίκο η οποία είναι άμεσο να διαπιστώσουμε
ότι διατηρεί τα νήματα της φυσικής προβολής I2 → I2/∼. Ο ισχυρισμός έπεται από το
προηγούμενο θεώρημα.

α

α

β β
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β

α

Σχήμα 5.2: Η σπείρα T = S1 × S1 ως χώρος πηλίκο.

Παράδειγμα 5.1.12. (Χώροι τροχιών) Έστω G μια ομάδα η οποία δρα με ομοιομορφι­
σμούς επί ενός τοπολογικού χώρου X . Η δράση ορίζει με φυσικό τρόπο μια σχέση ισο­
δυναμίας στον χώρο X , όπου δύο στοιχεία του χώρου είναι ισοδύναμα αν και μόνο αν
ανήκουν στην ίδια τροχιά. Ο αντίστοιχος χώρος πηλίκο συμβολίζεται με X/G και ανα­
φέρεται ως χώρος τροχιών της δράσης.

Στην ειδική περίπτωση που έχουμε τη δράση της αβελιανής ομάδας Zn στον Rn με
μετατοπίσεις (δηλ. g ∗x = g+x) δεν είναι δύσκολο να δειχθεί ότι Rn/Zn ∼= S1 × · · ·S1︸ ︷︷ ︸

n−φορές

.

Παράδειγμα 5.1.13. (O πραγματικός προβολικός χώρος) Η ομάδα R∗ = R \ {0}, με
τον συνήθη πολλαπλασιασμό, δρα στον χώρο Rn+1 \ {0}, n ≥ 1, με ομοιομορφισμούς:
g ∗ (x1, . . . , xn+1) = (gx1, . . . , gxn+1). Ο πραγματικός προβολικός χώρος RPn), είναι ο
αντίστοιχος χώρος τροχιών. Η τροχιά ενός σημείου του Rn+1 \ {0} (δηλαδή ένα στοιχείο
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του προβολικού χώρου (Rn+1 \ {0})/R∗), είναι ο μονοδιάστατος γραμμικός υπόχωρος
που παράγεται από το σημείο αυτό εκτός από την αρχή των αξόνων. Ο περιορισμός ψ =

π|Sn : Sn → RPn της απεικόνισης πηλίκο π : Rn+1 \ {0} → RPn είναι συνεχής και
επί, όπου Sn = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1} είναι η n­διάστατη (μοναδιαία) σφαίρα. Εφόσον
η σφαίρα είναι συμπαγής και συνεκτική, έπεται ότι και ο χώρος RPn είναι συμπαγής και
συνεκτικός.

Παράδειγμα 5.1.14. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και A1, . . . , Ak μια πεπερασμένη
οικογένεια ξένων, κλειστών υποσυνόλων τουX . Ορίζουμε στονX σχέση ισοδυναμίας∼
που περιγράφεται με τον ακόλουθο τρόπο: x ∼ y αν και μόνο αν x, y ∈ Ai για κάποιο
i ή x = y αν τα x, y δεν ανήκουν στην ένωση ∪k

i=1Ai. Ο αντίστοιχος χώρος πηλίκο
X/∼= X/(A1, . . . , Ak) προκύπτει από τον X θεωρώντας κάθε Ai ως ένα σημείο.

Στο σχήμα 5.3 βλέπουμε για n = 2 τον χώρο X/A, όπου X = Sn και

A =
{
(x1, . . . , xn, 0) ∈ Sn

}
ο υπόχωρος της σφαίρας Sn που είναι ομοιομορφικός με την Sn−1. Ο χώροςX/A αποτε­
λείται από δύο αντίτυπα της Sn που έχουν μόνο ένα κοινό σημείο, την εικόνα του A.

Sn

Sn/Sn−1

Σχήμα 5.3: Ο χώρος πηλίκο Sn/Sn−1.

Παράδειγμα 5.1.15. Στον χώρο X = R ορίζουμε σχέση ισοδυναμίας ∼ με x ∼ y, αν
τα x, y είναι μη­μηδενικά. Τότε έχουμε δύο κλάσεις ισοδυναμίας, την [0] = {0} και την
[1] = R∗. Δηλαδή ο αντίστοιχος χώρος πηλίκοX/∼ αποτελείται από δύο στοιχεία. Παρα­
τηρούμε ότι οX/∼ δεν είναι Hausdorff, αφού το μονοσύνολό του [1] δεν είναι κλειστό (αν
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ήταν, τότε το [0] θα ήταν ανοικτό και κατά συνέπεια το {0} = π−1([0]) θα ήταν ανοικτό
στον R).

5.2 Χώροι Επισύναψης

Στο προηγούμενο παράδειγμα είδαμε έναν χώρο πηλίκο ο οποίος δεν είναι Hausdorff.
Γενικότερα, για έναν χώρο πηλίκο είναι δύσκολο να επιβεβαιώσουμε αν ικανοποιούνται
κάποια από τα συνήθη διαχωριστικά αξιώματα. Στη συνέχεια, κατασκευάζουμε μια κα­
τηγορία χώρων πηλίκο οι οποίοι είναι φυσιολογικοί, όχι απλά Hausdorff. Υπενθυμίζουμε
τον ορισμό.

Ορισμός 5.2.1. Ένας τοπολογικός χώροςX λέγεται φυσιολογικός (normal), αν τα μονο­
συνολά του είναι κλειστά και για κάθε ζεύγος A, B ξένων, κλειστών υποσυνόλων τουX ,
υπάρχουν ξένα, ανοικτά υποσύνολα του X που περιέχουν τα A και B αντίστοιχα.

Υπενθυμίζουμε, επίσης, ότι κάθε μετρικοποιήσιμος χώρος και κάθε συμπαγής χώρος
Hausdorff είναι φυσιολογικός.

Ορισμός 5.2.2. Η ξένη ένωση μιας οικογένειας τοπολογικών χώρων (Xa)a∈I είναι η
ένωση των (ξένων) τοπολογικών χώρων Xa × {a}. Συμβολίζουμε με

⊔
a∈I Xa. Δηλαδή⊔

a∈I

Xa =
⋃
a∈I

(
Xa × {a}

)
=

{
(x, a) : a ∈ I και x ∈ Xa

}
Η ξένη ένωση

⊔
a∈I Xa γίνεται τοπολογικός χώρος ως εξής: ένα υποσύνολο U είναι

ανοικτό στο
⊔

a∈I Xa αν και μόνο αν η τομή U ∩
(
Xa × {a}

)
είναι ανοικτό υποσύνολο

του χώρου
(
Xa ×{a}

)
για κάθε a ∈ I . Από τον ορισμό έπεται άμεσα ότι η πεπερασμένη

ξένη ένωση συμπαγών χώρων είναι συμπαγής χώρος.
Κάθε χώρος Xa θεωρείται ως υποσύνολο (υπόχωρος) του

⊔
a∈I Xa μέσω της εμφύ­

τευσης ia : Xa ↪→
⊔

a∈I Xa, όπου ia(x) = (x, a).

Ορισμός 5.2.3. ΈστωX , Y δύο τοπολογικοί χώροι,A ένα κλειστό υποσύνολο τουX και
f : A→ Y συνεχής (το A θεωρείται ως τοπολογικός χώρος με τη σχετική τοπολογία, την
τοπολογία του υπόχωρου). Ορίζουμε τον χώρο πηλίκο Y ∪f X = (Y tX)/a ∼ f(a), για
κάθε a ∈ A, και λέμε ότι ο χώρος Y ∪f X προκύπτει από την επισύναψη του X στον
Y κατά μήκος του A διά μέσου της f . Δηλαδή, είναι ο χώρος πηλίκο της ξένης ένωσης
Y tX ως προς τη διαμέριση: {x}, x ∈ X \ A και

{
{y} ∪ f−1(y)

}
, y ∈ Y .
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Παράδειγμα 5.2.4. Για κάθε n ≥ 1, και Y = {x0} έναν χώρο μονοσύνολο, θεωρούμε
τη σταθερή απεικόνιση f : ∂Dn → {x0}. Τότε ο χώρος {x0} ∪f D

n είναι στην ουσία ο
χώρος πηλίκο Dn/∂Dn και είναι ομοιομορφικός με τη σφαίρα Sn (βλ. Άσκηση 11).

Παράδειγμα 5.2.5. Αν i : ∂Dn ↪→ Dn είναι η ένθεση, δηλαδή i(x) = x, τότε ο χώρος
Dn ∪i D

n είναι ομοιομορφικός με τη σφαίρα Sn. Πράγματι, θεωρούμε τις απεικονίσεις
η+, η− : Dn → Sn με η+(x) = (x,

√
1− ‖x‖2) και η−(x) = (x,−

√
1− ‖x‖2), οι

οποίες δίνουν ομοιομορφισμούς από τον δίσκοDn στο πάνω Sn
+ =

{
(x1, . . . , xn, xn+1) ∈

Sn : xn+1 ≥ 0
}
και κάτω ημισφαίριο Sn

− =
{
(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Sn : xn+1 ≤ 0

}
,

αντίστοιχα. Η απεικόνιση φ : DntDn → Sn που δίνεται από την η+ στο πρώτο αντίτυπο
του δίσκου και από την η− στο δεύτερο, είναι επί, συνεχής και κλειστή (αφού Dn t Dn

συμπαγής και Sn Hausdorff). Συνεπώς η φ είναι απεικόνιση πηλίκο για την οποία εύκολα
διαπιστώνουμε ότι είναι σταθερή σε κάθε νήμα της απεικόνισης πηλίκο που αντιστοιχεί
στον ορισμό του χώρουDn∪iD

n. Από το Θεώρημα 5.1.9 (4), έπεται ότιDn∪iD
n ∼= Sn.

Dn

η+

Sn
+

Dn

η−

Sn
−

Sn

Σχήμα 5.4: Dn ∪i D
n ∼= Sn.

Πρόταση 5.2.6. Έστω X και Y ένα ζεύγος (ξένων) τοπολογικών χώρων, A ένα κλειστό
υποσύνολο του X , f : A → Y συνεχής, Zf = Y ∪f X ο χώρος που προκύπτει από τον Y
με την επισύναψη του X κατά μήκος του A μέσω της f και π : Y ∪X → Zf η αντίστοιχη
απεικόνιση πηλίκο.

1. Ο περιορισμός π|Y : Y → Zf είναι κλειστή απεικόνιση η οποία απεικονίζει ομοιο­
μορφικά τον Y σε έναν κλειστό υπόχωρο του Zf .
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2. Ο περιορισμός π|X−A : X −A→ Zf είναι ανοικτή απεικόνιση η οποία απεικονίζει
ομοιομορφικά το X − A σε έναν ανοικτό υπόχωρο του Zf .

Απόδειξη. 1. Ο περιορισμός π|Y είναι συνεχής και 1− 1 αφού διαφορετικά στοιχεία του
Y δεν ταυτοποιούνται μεταξύ τους. Αν το Γ είναι ένα κλειστό υποσύνολο του Y , τότε το
π−1

(
π(Γ)

)
= Γ ∪ f−1(Γ) είναι κλειστό στον Y ∪ X , αφού το σύνολο Γ είναι κλειστό

στον Y και το f−1(Γ) είναι κλειστό στον υπόχωρο A και έτσι κλειστό στον X . Άρα το
π(Γ) είναι κλειστό υποσύνολο του Zf , αφού η π είναι απεικόνιση πηλίκο, που σημαίνει
ότι ο περιορισμός π|Y είναι κλειστή απεικόνιση. Ιδιαιτέρως, η εικόνα του Y μέσω της π
είναι κλειστό υποσύνολο του Zf και ο περιορισμός π|Y είναι ομοιομορφισμός, αφού είναι
συνεχής, 1− 1 και κλειστή.
2. Όπως πριν, αρκεί να δείξουμε ότι ο περιορισμός π|X−A είναι ανοικτή απεικόνιση. Έστω,
λοιπόν, U ένα ανοικτό υποσύνολο του X − A. Εφόσον η π είναι απεικόνιση πηλίκο,
η εικόνα του π(U) είναι ανοικτό στον Zf αν και μόνο αν το π−1

(
π(U)

)
είναι ανοικτό

υποσύνολο του Y ∪X . Όμως, από τον ορισμό της σχέσεως ισοδυναμίας (μέσω της οποίας
ορίζεται ο Zf ) έχουμε ότι U = π−1

(
π(U)

)
(οι όποιες ταυτοποιήσεις σημείων του X

λαμβάνουν χώρα στον υπόχωροA). Εφόσον το U είναι ανοικτό στονX−A και τοX−A
είναι ανοικτό στον Y ∪X , έπεται ότι το U είναι ανοικτό στον Y ∪X και τελικά το π(U)
είναι ανοικτό υποσύνολο του Zf .

Παρατήρηση 5.2.7. Λόγω της προηγούμενης πρότασης, μπορούμε να θεωρούμε τον
χώρο Y ως κλειστό υπόχωρο τουX∪f Y και τονX−A ως ανοικτό υπόχωρο τουX∪f Y ,
ταυτίζοντάς τους με τις εικόνες τους μέσω της π. Έτσι ο Zf μπορεί να θεωρηθεί ως ξένη
ένωση των Y και X − A.

Θεώρημα 5.2.8. Έστω X και Y ένα ζεύγος (ξένων) τοπολογικών χώρων, A ένα κλειστό
υποσύνολο του X , f : A → Y συνεχής και Zf = Y ∪f X . Αν οι χώροι X και Y είναι
φυσιολογικοί, τότε και ο χώρος Zf είναι φυσιολογικός.

Απόδειξη. Όπως πριν, συμβολίζουμε με π : Y ∪ X → Zf την αντίστοιχη απεικόνιση
πηλίκο. Αποδεικνύουμε πρώτα ότι τα μονοσύνολα του Zf είναι κλειστά. Έστω z ∈ Zf .
Αν z ∈ π(Y ), τότε το {z} είναι κλειστό, αφού τα μονοσύνολα είναι κλειστά στον Y και
ο περιορισμός π|Y : Y → Zf είναι κλειστή απεικόνιση. Αν z /∈ π(Y ), τότε η αντίστροφη
εικόνα π−1(z) είναι μονοσύνολο τουX και άρα κλειστό στονX . Εφόσον οX είναι κλει­
στός υπόχωρος του Y ∪X , το π−1(z) είναι επίσης κλειστός υπόχωρος του Y ∪X . Αφού
η π είναι απεικόνιση πηλίκο, έπεται ότι το {z} είναι κλειστό στον Zf .
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Έστω A1 και A2 δύο κλειστά, ξένα υποσύνολα του Zf . Τότε τα A1 ∩ π(Y ) και A2 ∩
π(Y ) είναι ξένα, κλειστά υποσύνολα του π(Y ). Από την κανονικότητα του π(Y ) (είναι
ομοιομορφικός με τον Y ), υπάρχουν ξένες ανοικτές περιοχές U1 και U2 των A1 ∩ π(Y )

και A2 ∩ π(Y ), αντίστοιχα, των οποίων, επιπροσθέτως, οι κλειστότητες είναι ξένες. Εφό­
σον το π(Y ) είναι κλειστό στον Zf , οι κλειστότητες των U1 και U2 ταυτίζονται με τις
κλειστότητές τους στον Zf .

Θεωρούμε τα ξένα και κλειστά υποσύνολα

B1 = A1 ∪ U1 και B2 = A2 ∪ U2

του Zf και τα ξένα κλειστά υποσύνολα

C1 = π−1(B1) ∩X και C2 = π−1(B2) ∩X

του X . Εφόσον ο X είναι κανονικός, υπάρχουν ξένες, ανοικτές περιοχές V1 και V2 (στον
X) των C1 και C2, αντίστοιχα. Ισχυριζόμαστε ότι τα

Γ1 = π(V1 − A) ∪ U1 και Γ2 = π(V2 − A) ∪ U2

είναι ανοικτά υποσύνολα του Zf . Πράγματι, εφόσον η π είναι απεικόνιση πηλίκο, αρκεί
να αποδείξουμε ότι οι αντίστροφες εικόνες τους π−1(Γ1) και π−1(Γ2) είναι ανοικτά στον
Y ∪ X . Παρατηρούμε ότι π−1(Γ1) ∩ Y = π−1(U1), το οποίο είναι ανοικτό υποσύνολο
του Y , ενώ

π−1(Γ1) ∩X =
(
(V1 − A) ∪ π−1(U1)

)
∩X = (V1 − A) ∪ f−1

(
π−1(U1)

)
.

Εφόσον το f−1
(
π−1(U1)

)
είναι ανοικτό στον υπόχωρο A του X , υπάρχει ανοικτό O του

X τέτοιο, ώστε f−1
(
π−1(U1)

)
= A ∩O. Σημειώνουμε επίσης ότι

f−1
(
π−1(U1)

)
= A ∩O = A ∩O ∩ V1,

αφού f−1
(
π−1(U1)

)
⊆ C1 ⊆ V1. Έτσι

π−1(Γ1) ∩X = (V1 − A) ∪ (A ∩O ∩ V1) = (V1 − A) ∪ (O ∩ V1),

όπου τα V1 − A και O ∩ V1 είναι ανοικτά υποσύνολα του X . Έπεται ότι το π−1(Γ1) ∩X
είναι ανοικτό και στονX , που σημαίνει ότι είναι ανοικτό στον Y ∪X . Με τον ίδιο τρόπο
αποδεικνύεται ότι και το π−1(Γ2) ∩X είναι ανοικτό στον Y ∪X .
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Τα Γ1 και Γ2 είναι ανοικτές περιοχές των A1 και A2, αντίστοιχα: Έστω a ∈ A1. Αν
a ∈ π(Y ), τότε a ∈ U1 ⊆ Γ1. Αν a /∈ π(Y ), τότε υπάρχει μοναδικό x ∈ X − A με
a = π(x). Εφόσον το A1 περιέχεται στο B1, έπεται ότι x ∈ C1 ⊆ V1, δηλαδή x ∈ V1 −A

και έτσι a ∈ Γ1. Ομοίως, αποδεικνύεται ότι A2 ⊆ Γ2.
Τέλος, αποδεικνύουμε ότι τα Γ1 και Γ2 είναι ξένα. Τα U1 και U2 έχουν επιλεγεί ξένα,

όπως και τα V1, V2. Αφού ο περιορισμός της π στοX −A είναι ομοιομορφισμός, έχουμε
ότι τα π(V1 −A) και π(V2 −A) είναι ξένα. Από τον εγκλεισμό π(V2 −A) ⊆ Zf − π(Y ),
προκύπτει ότι π(V2−A)∩U1 = ∅, αφούU1 ⊆ π(Y ). Ομοίως, π(V1−A)∩U2 = ∅. Από τα
παραπάνω έπεται ότι Γ1∩Γ2 = ∅. Συνοψίζοντας, τα Γ1, Γ2 είναι ξένες, ανοικτές περιοχές
των A1, A2, αντίστοιχα, και έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη της φυσιολογικότητας του
Zf .

5.3 Συμπλέγματα Κελιών

Τα συμπλέγματα κελιών αποτελούν μια ευρεία και σημαντική κλάση τοπολογικών
χώρων για τους οποίους υπάρχει μέθοδος υπολογισμού της θεμελιώδους ομάδας και των
ομάδων ομολογίας.

Ένα n­κελί en είναι ένας χώρος ομοιομορφικός με τον ανοικτό δίσκο {x ∈ Rn :

‖x‖ < 1} στον Rn.

Ορισμός 5.3.1. Ένα σύμπλεγμα κελιών είναι ένας τοπολογικός χώρος X ο οποίος ορί­
ζεται επαγωγικά ως εξής:

1. Αρχίζουμε με ένα διακριτό σύνολοX0 (δηλ. διακριτό τοπολογικό χώρο), του οποίου
τα στοιχεία αναφέρονται ως 0­κελιά.

2. Κατασκευάζουμε τον n­σκελετό Xn από τον Xn−1 επισυνάπτοντάς του μια οικο­
γένεια κελιών ena διάστασης n μέσω (συνεχών πάντα) απεικονίσεων

φn
a : ∂Dn

a = Sn−1 → Xn−1.

Δηλαδή έχουμε

φ : ta∂D
n
a → Xn−1 και Xn = Xn−1 ∪ϕ

(
ta D

n
a

)
,

όπου φ είναι η συνεχής απεικόνιση της οποίας ο περιορισμός σε κάθε ∂Dn
a είναι η

φn
a . Συνολοθεωρητικά, Xn = Xn−1

⊔
a e

n
a .
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3. Η ανωτέρω διαδικασία είτε σταματάει σε κάποιο πεπερασμένο βήμα καιX = Xn,
n <∞ είτε συνεχίζει και έχουμεX = ∪nX

n (λόγω της Πρότασης 5.2.6 μπορούμε
να θεωρούμε τον χώρο Xn−1 ως υπόχωρο του Xn). Στη δεύτερη περίπτωση, ο X
εφοδιάζεται με την ασθενή τοπολογία. Δηλαδή, ένα υποσύνολοA τουX είναι κλει­
στό αν και μόνο αν η τομή A∩Xn είναι κλειστό υποσύνολο τουXn για κάθε n (ή,
ισοδύναμα, το A είναι ανοικτό στον X αν και μόνο το A ∩Xn είναι ανοικτό στον
Xn).

Η σύνθεση Φn
a : Dn

a ↪→ Xn−1 ta D
n
a

π→ Xn ↪→ X αναφέρεται ως χαρακτηριστική
απεικόνιση και επεκτείνει την φn

a υπό την έννοια ότι Φn
a |∂Dn

a
= π ◦ φn

a . Έχοντας ταυτίσει
το Xn−1 με την εικόνα του μέσω της π, η προηγούμενη ισότητα γίνεται Φn

a |∂Dn
a
= φn

a .
Επιπλέον, από την Πρόταση 5.2.6, η Φn

a είναι ομοιομορφισμός στο εσωτερικό του δίσκου
Dn

a και περιγράφει τον τρόπο με τον οποίο το κελί ena “κολλάει” στον X .
ΑνX = Xn για κάποιο n, τότε λέμε ότι το σύμπλεγμα κελιώνX είναι πεπερασμένης

διάστασης. Η διάστασή του είναι το μικρότερο τέτοιοn. Ένα σύμπλεγμα κελιών ονομάζε­
ται πεπερασμένο, αν αποτελείται από πεπερασμένα το πλήθος κελιά. Από τους ορισμούς,
έπεται εύκολα ότι ένα πεπερασμένο σύμπλεγμα κελιών είναι συμπαγής χώρος. Ο επαγω­
γικός ορισμός ενός συμπλέγματος κελιώνX μας δίνει τη δυνατότητα να χρησιμοποιούμε
επαγωγικά επιχειρήματα κάτι που είναι πολύ αποδοτικό, όπως θα διαπιστώσουμε. Για πα­
ράδειγμα, προκύπτει άμεσα με επαγωγή, ότι ο σκελετόςXn είναι κλειστός υπόχωρος του
X .

Αποδεικνύεται ότι κάθε σύμπλεγμα κελιών είναι χώρος Hausdorff και έτσι, μεταξύ
άλλων, τα συμπαγή του υποσύνολα είναι κλειστά. Δεν είναι πολύ πιο δύσκολο όμως να
αποδείξουμε κάτι ισχυρότερο:

Θεώρημα 5.3.2. Κάθε σύμπλεγμα κελιών X είναι φυσιολογικός χώρος. Ιδιαιτέρως, ο X
είναι Hausdorff.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 5.2.8, έπεται επαγωγικά, ότι κάθε σκελετός Xn του X είναι
φυσιολογικός χώρος. Υποθέτουμε λοιπόν, για τη συνέχεια, ότι το σύμπλεγμα κελιών X
έχει άπειρη διάσταση. Τα μονοσύνολα είναι κλειστά στονX , αφού η τομή {x}∩Xn είναι
κλειστό στον Xn, για κάθε x ∈ X .

Έστω A και B δύο κλειστά, ξένα υποσύνολα του X . Ορίζουμε Γ0 = A ∪ B και για
κάθε n > 0, ορίζουμε

Γn = A ∪B ∪X1 ∪ · · · ∪Xn.
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Ορίζουμε, επίσης, συνεχή απεικόνιση ϕ0 : Γ0 → [0, 1], η οποία απεικονίζει κάθε στοιχείο
του A στο 0 και κάθε στοιχείο του B στο 1. Για n > 0, ορίζουμε επαγωγικά ακολουθία
συνεχών απεικονίσεων ϕn : Γn → [0, 1], όπου η κάθε μια επεκτείνει την προηγούμενη,
ως εξής: Σημειώνουμε πρώτα ότι η τομή Γn∩Xn+1 είναι κλειστό υποσύνολο τουXn+1 ο
οποίος είναι φυσιολογικός χώρος. Από το θεώρημα επέκτασης του Tietze, ο περιορισμός
της ϕn στο Γn∩Xn+1 επεκτείνεται σε μια συνεχή απεικόνιση ψ : Xn+1 → [0, 1]. Εφόσον
τα Γn καιXn+1 είναι κλειστά υποσύνολα του Γn+1, επί της τομής των οποίων οι ϕn και ψ
“συμφωνούν”, ορίζεται συνεχής απεικόνιση ϕn+1 : Γn+1 → [0, 1] που επεκτείνει την ϕn

(και την ψ, βλ. Λήμμα 6.1.4). Μέσω των διαδοχικών επεκτάσεων ϕn, ορίζεται απεικόνιση
ϕ : X → [0, 1] η οποία επεκτείνει καθεμία από τις ϕn και είναι συνεχής, αφού ο X είναι
εφοδιασμένος με την ασθενή τοπολογία ως προς τα Xn, n ≥ 0. Η ϕ μηδενίζεται σε κάθε
σημείο του A, λαμβάνει την τιμή 1 σε κάθε σημείο του B και τα ζητούμενα ανοικτά που
διαχωρίζουν ταA καιB είναι οι αντίστροφες εικόνες μέσω της ϕ των [0, 1/3) και (2/3, 1],
αντίστοιχα.

Έχοντας εξασφαλίσει ότι ένα σύμπλεγμα κελιών είναι χώρος Hausdorff, είναι εύκολο
να δούμε κάποιες πρόσθετες ιδιότητες. Έστω X ένα σύμπλεγμα κελιών με κελιά ena και
αντίστοιχες χαρακτηριστικές απεικονίσεις Φn

a : Dn
a → X .

1. Φn
a(D

n
a ) = ena για κάθε n.

Πράγματι, εφόσον ο χώροςDn
a είναι συμπαγής και οX Hausdorff, η εικόναΦn

a(D
n
a )

είναι κλειστό υποσύνολο του X η οποία, αφού περιέχει το κελί, περιέχει και την
κλειστότητά του, δηλαδή ena ⊆ Φn

a(D
n
a ). Για τον άλλο εγκλεισμό, λόγω συνέχειας

έχουμε
Φn

a(D
n
a ) = Φn

a(IntDn
a ) ⊆ Φn

a(IntDn
a ) = ena .

2. Για κάθε κελί ena το σύνολο ena − ena περιέχεται σε μια ένωση πεπερασμένων το
πλήθος κελιών διάστασης μικρότερης του n.

Παρατηρούμε ότι ena−ena = Φn
a(S

n−1) και άρα το ena−ena είναι συμπαγές υποσύνολο
του X (και άρα κλειστό αφού X Hausdorff) που περιέχεται στο Xn−1. Για κάθε
m < n, η τομήXm ∩ (ena − ena) είναι συμπαγής ως κλειστό υποσύνολο συμπαγούς
και ως εκ τούτου μπορεί να τέμνει μόνο πεπερασμένα το πλήθος κελιά em1 , . . . , emkm
της διαφοράς Xm −Xm−1, αφού αυτά είναι ανοικτά και ξένα υποσύνολα του Xm

(τα οποία περιέχουν αντίτυπα κλειστών δίσκων των οποίων τα συμπληρώματα μαζί
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με τα κελιά δίνουν ανοικτό κάλυμμα του Xm ∩ (ena − ena)). Έπεται ότι

ena − ena ⊆
⋃
m<n

{em1 , . . . , emkm}.

3. Ένα υποσύνολοK τουX είναι κλειστό αν και μόνο αν η τομήK∩ena είναι κλειστό
εντός του ena για κάθε κελί ena του X .

Η μια κατεύθυνση είναι άμεση: αν το K είναι κλειστό στο X , τότε η τομή K ∩ ena
είναι κλειστό στο ena . Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι το K ∩ ena είναι κλειστό στο ena
για κάθε κελί. Εφόσον το ena είναι κλειστό στον X , η προηγούμενη υπόθεση είναι
ισοδύναμη με την απαίτηση τοK ∩ ena να είναι κλειστό στονX . Χρησιμοποιώντας
επαγωγή, υποθέτουμε επίσης ότι η τομή K ∩ Xn−1 είναι κλειστό στον Xn−1 (και
άρα στον X). Σημειώνουμε πρώτα ότι(

Φn
a

)−1
(K ∩Xn) =

(
Φn

a

)−1
(K ∩ ena ∩Xn),

αφού Φn
a(D

n
a ) = ena . Καθώς το K ∩ ena ∩ Xn είναι κλειστό υποσύνολο του Xn,

συμπεραίνουμε ότι το
(
Φn

a

)−1
(K ∩ Xn) είναι κλειστό υποσύνολο του Dn

a . Αυτό
σημαίνει ότι το K ∩Xn είναι κλειστό υποσύνολο του Xn αφού η

Φn
a : Dn

a → ena

είναι απεικόνιση πηλίκο (γιατί;). Τελικά, το K ∩Xn είναι κλειστό υποσύνολο του
Xn για κάθε n, και συνεπώς το K είναι κλειστό υποσύνολο του X .

Παράδειγμα 5.3.3. Η ευθεία των πραγματικών αριθμών R επιδέχεται τη δομή ενός μο­
νοδιάστατου συμπλέγματος κελιών, με τους ακέραιους ως 0­κελιά και τα διαστήματα
(m,m+ 1),m ∈ Z, ως 1­κελιά.

Παράδειγμα 5.3.4. Όπως εύκολα διαπιστώνουμε από το Σχήμα 5.2, η σπείρα T έχει τη
δομή ενός συμπλέγματος κελιών με ένα 0­κελί (την εικόνα των κορυφών του τετραγώνου),
δύο 1­κελιά (των οποίων οι κλειστότητες είναι οι “κύκλοι” α και β) και ένα 2­κελί (το
εσωτερικό του τετραγώνου).

Παράδειγμα 5.3.5. Η σφαίρα Sn, n > 0, έχει δομή συμπλέγματος κελιών με ένα 0­κελί
και ένα n­κελί: σε ένα μονοσύνολο {x0} επισυνάπτουμε ένα n­κελί μέσω της χαρακτη­
ριστικής απεικονίσεως Φ : Dn → {x0} που απεικονίζει κάθε σημείο του συνόρου στο x0
(βλ. Άσκηση 11).
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Από το Παράδειγμα 5.2.5, διαπιστώνουμε, επίσης, ότι μπορούμε να δούμε τη σφαίρα Sn,
n ≥ 0, ως σύμπλεγμα κελιών και με ένα διαφορετικό τρόπο: με ακριβώς δύοm­κελιά σε
κάθε διάστασηm ≤ n, έτσι ώστε οm­σκελετός να είναι η Sm.

Παράδειγμα 5.3.6. Ο πραγματικός προβολικός χώροςRPn (βλ. Παράδειγμα 5.1.13) είναι
ένα σύμπλεγμα κελιών με ένα κελί διάστασηςm για κάθεm ∈ {0, 1 . . . , n}.

Πράγματι, θεωρούμε την απεικόνιση πηλίκο

π : Rn \ {0} → RPn, x = (x0, x1, . . . , xn) 7→ [x0, x1, . . . , xn],

και τον υπόχωρο

Km =
{
[x0, x1, . . . , xn] ∈ RPn : xm+1 = · · · = xn = 0

}
ο οποίος, βλέπουμε εύκολα, ότι είναι ομοιομορφικός με τον RPm. Δεν είναι δύσκολο να
διαπιστώσουμε ότι η απεικόνιση Φm : Dm → Km με τύπο

Φm(y1, . . . , ym) = [y1, . . . , ym,
√
1− ‖(y1, . . . , ym)‖2, 0 . . . , 0]

είναι συνεχής, επί και κλειστή (αφού ο RPm είναι Hausdorff, Άσκηση 5). Επιπλέον, ο
περιορισμός Ψ της Φm στο εσωτερικό του δίσκου Dm είναι 1­1. Παρατηρούμε ότι

Φm(IntDm) =
{
[x0, x1, . . . , xn] ∈ RPn : xm+1 = · · · = xn = 0, xm 6= 0

}
= Km\Km−1.

Εφόσον (Φm)−1(Km \ Km−1) = IntDm, η Ψ : IntDm → Km \ Km−1 είναι κλειστή ως
περιορισμός κλειστής (γιατί;) και άρα ομοιομορφισμός. Τελικά, οι απεικονίσεις επισύνα­
ψης των κελιών είναι οι φm : Sm−1 = ∂Dm → Km−1 με φm(y) = [y, 0, . . . , 0] και οι
αντίστοιχες χαρακτηριστικές απεικονίσεις οι Φm. Έχουμε λοιπόν,

X0 = {σημείο} ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ · · · ⊂ Xn = Rn,

όπου Xm = Km
∼= RPm για κάθε m ∈ {1, . . . ,m} και κάθε διαφορά Xm \Xm−1 είναι

έναm­κελί.

Ασκήσεις

5.1 Έστω π : X → Y μια απεικόνιση πηλίκο και A ένα υποσύνολο του X . Ο κορεσμός
(saturation) του A είναι η ένωση όλων των νημάτων που τέμνουν το A, δηλαδή είναι
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το σύνολο π−1π(A) =
⋃

y∈π(A) π
−1(y). Το A λέγεται κορεσμένο (saturated) αν και

μόνο αν A = π−1π(A). Αποδείξτε ότι η π είναι ανοικτή (κλειστή) αν και μόνο αν
ο κορεσμός κάθε ανοικτού (κλειστού) υποσυνόλου A του X είναι ανοικτό (κλειστό)
υποσύνολο του X .

5.2 Ο περιορισμός μιας απεικόνισης πηλίκο σε ένα κορεσμένο ανοικτό ή κλειστό υποσύ­
νολο είναι απεικόνιση πηλίκο.

5.3 Ένας τοπολογικός χώρος X του οποίου τα μονοσύνολα είναι κλειστά, λέγεται κανο­
νικός (regular), αν για κάθε στοιχείο x ∈ X και κάθε κλειστό υποσύνολο B του X
που δεν περιέχει το x, υπάρχουν ανοικτά και ξένα υποσύνολα του X που περιέχουν
το x και το B, αντίστοιχα. Δείξτε ότι αν ο X είναι κανονικός και το A κλειστό υπο­
σύνολό του, τότε ο χώρος πηλίκοX/A είναι Hausdorff. Αν επιπροσθέτως ο χώροςX
είναι φυσιολογικός (normal), τότε και ο X/A είναι φυσιολογικός.

5.4 Έστω X και Y δύο τοπολογικοί χώροι και f : X → Y , g : Y → X δύο συνεχείς
απεικονίσεις, έτσι ώστε f ◦ g = IdY . Αποδείξτε ότι η f είναι απεικόνιση πηλίκο. Αν
επιπλέον, ο X είναι Hausdorff, τότε και ο Y είναι Hausdorff.

5.5 Έστω π : X → Y μια απεικόνιση πηλίκο. Αν η π είναι κλειστή και ο X είναι φυσιο­
λογικός, τότε ο Y είναι φυσιολογικός και ιδιαιτέρως Hausdorff.

5.6 Αποδείξτε ότι ο χώρος RP1 είναι ομοιομορφικός με τον κύκλο S1.

5.7 Αποδείξτε ότι ο προβολικός χώροςRPn είναι Hausdorff, χωρίς τη χρήση του Θεωρή­
ματος 5.3.2.

5.8 Αν η G είναι μια πεπερασμένη ομάδα η οποία δρα με ομοιομορφισμούς επί ενός
χώρου Hausdorff X , τότε ο χώρος τροχιών X/G είναι επίσης Hausdorff.

5.9 Στο R2 ορίζουμε σχέση ισοδυναμίας ∼ ως εξής: (x0, y0) ∼ (x1, y1) αν και μόνο αν
τα σημεία (x0, y0) και (x1, y1) ανήκουν σε κάποιο κύκλο με κέντρο την αρχή των
αξόνων. Να περιγραφεί ο αντίστοιχος χώρος πηλίκο.

5.10 Έστω ∼ η σχέση ισοδυναμίας που ορίζεται στον χώρο Rn+1 − {0}, n > 0, ως εξής:
x ∼ y αν και μόνο αν x = λy για κάποιον θετικό πραγματικό αριθμό λ. Ποιος είναι
ο αντίστοιχος χώρος πηλίκο;
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5.11 Αποδείξτε ότι ο χώρος πηλίκοDn/∂Dn είναι ομοιομορφικός με τη σφαίρα Sn. Υπό­
δειξη: χρησιμοποιώντας τη στερεογραφική προβολή, θεωρήστε ομοιομορφισμό f :

Int(Dn) → Sn r {N} και την απεικόνιση ϕ : Dn → Sn με τύπο

ϕ(x) =

{
f(x), αν x ∈ Int(Dn)

N, αν x ∈ ∂Dn

5.12 Έστω X = S1 × I και A = S1 × {1}. Να δειχθεί ότι X/A ∼= D2.
Υπόδειξη: Παρατηρήστε ότι X ∼= Y = {x ∈ R2 | 1

2
≤ |x| ≤ 1} και θεωρήστε την

απεικόνιση f : Y → D2 με τύπο f(x) = 2(|x| − 1/2)x.

5.13 Κάθε συμπαγής υπόχωρος K ενός συμπλέγματος κελιών X , περιέχεται στην ένωση
πεπερασμένων το πλήθος κελιών του X .
Υπόδειξη: Αν όχι, τότε επιλέγουμε σημείο xa ∈ K ∩ ena για κάθε κελί ena για το οποίο
η τομή είναι μη κενή. Κάθε υποσύνολο του συνόλου που αποτελείται από όλα τα xa
είναι κλειστό.

5.14 Ένα σύμπλεγμα κελιώνX είναι συμπαγής χώρος αν και μόνο αν είναι πεπερασμένο.

5.15 Έστω X ένα σύμπλεγμα κελιών και Y ένας τοπολογικός χώρος. Μια απεικόνιση f :

X → Y είναι συνεχής αν και μόνο αν ο περιορισμός f |e : e → Y είναι συνεχής για
κάθε κελί e του X .

Έστω X ένα σύμπλεγμα κελιών. Ένα σύμπλεγμα κελιών Y λέγεται υποσύμπλεγμα
τουX , αν το Y είναι υπόχωρος τουX και ο n­σκελετός Y n του Y ισούται μεXn∩Y ,
για κάθε n = 0, 1, 2, . . .. Διαφορετικά, η δομή του συμπλέγματος Y καθορίζεται από
τον υπόχωρο Y και τη δομή του X ως συμπλέγματος κελιών.

5.16 Έστω Y ένα υποσύμπλεγμα ενός συμπλέγματος κελιών X .

(i) Κάθε κελί του Y είναι κελί του X .

(ii) Ένα κελί e του X είναι κελί του Y αν και μόνο αν η τομή e ∩ Y είναι μη κενή.

5.17 ΈστωX ένα σύμπλεγμα κελιών και Y η ένωση μιας οικογένειαςO κελιών τουX . Τα
ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Το υποσύνολο Y είναι υποσύμπλεγμα του X .

(ii) Το Y είναι κλειστός υπόχωρος του X .
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(iii) Το Y περιέχει την κλειστότητα κάθε κελιού της οικογένειας O.

5.18 Έστω X ένα σύμπλεγμα κελιών.

(i) Αυθαίρετες τομές και αυθαίρετες ενώσεις υποσυμπλεγμάτων του X είναι υπο­
συμπλέγματα του X .

(ii) Κάθε σκελετός Xn του X είναι υποσύμπλεγμα του X .

(iii) Κάθε ένωση n­κελιών τουX με τον (n−1)­σκελετόXn−1 είναι υποσύμπλεγμα
του X .

(iv) Κάθε κελί του X περιέχεται σε ένα πεπερασμένο υποσύμπλεγμα του X .
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