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Fractal ©ç¤¦¢�, Fractal

©¬¤�¨«ã©� ª

1.1 ��«¨ ¡¦å ®é¨¦ 

�«�¤ §�¨á�¨�­¦ �¬«ã �� �¤�­�¨�¦ç¤ ¦¨ ©£¦å,  � æ«�«�ª ¡�  ��à¨ã£�«�, ©®�-

« ¡á £� £�«¨ ¡¦çª ®é¨¦¬ª. �� �¤à«â¨à �� ®¨�© £¦§¦ ��¦ç¤ ¡�  �� �­�¨£¦-

©�¦ç¤ � � «�¤ ¡�«�©¡�¬ã ¡�  £�¢â«� «¦¬ ®é¨¦¬ «à¤ Fractals.

�¨ ©£æª 1.1.1.

ë©«à � «¬®�å¦ £� ¡�¤æ ©ç¤¦¢¦. � � ©¬¤á¨«�©� d : X �X ! IR §¦¬

 ¡�¤¦§¦ �å « ª  � æ«�«�ª

i. d(x; y) � 0; x; y 2 X

d(x; y) = 0, �¤ ¡�  £æ¤¦ �¤, x = y

1
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ii. d(x; y) = d(y; x); x; y 2 X

iii. d(x; y) � d(x; z) + d(z; y); x; y; z 2 X

¦¤¦£á��«�  �§æ©«�©� ã £�«¨ ¡ã ©«¦ ©ç¤¦¢¦ �.

�¦ ��ç�¦ª hX; di ¡�¢�å«�  £�«¨ ¡æª ®é¨¦ª (£.®).

�¤ Y � �; Y 6= ?, «¦ ��ç�¦ª hY; d

Y

i £� d

Y

(y; z) = d(y; z); y; z 2 Y

¡�¢�å«�  ¬§æ®à¨¦ª «¦¬ hX; di.

��¨���å�£�«� £.®.

1. hIR; di ; d(x; y) = jx� yj.

�¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ §¨��£�« ¡é¤ �¨ �£é¤ �­¦� á��«�  £� «�¤ �¦£ã £.®.,

æ§¦¬ àª �§æ©«�©� �ç¦ �¨ �£é¤ ¦¨å��«�  � �§æ¢¬«� « £ã «�ª � �­¦¨áª

«¦¬ª.

2. hIR

n

; d

p

i.

�«¦ ¡�¨«�© �¤æ � ¤æ£�¤¦, IR

n

= IR� IR� � � � � IR ( n - ­¦¨âª ), n � 1

¦¨å�¦¤«�  ¦  £�«¨ ¡âª d

p

, é©«�:

d

p

(x; y) = jx� yj

p

=

"

n

X

i=1

jx

i

� y

i

j

p

#

1

p

; 1 � p < +1 ¡� 

d

1

(x; y) = jx� yj

1

= maxfjx

i

� y

i

j; i = 1; 2; : : : ; ng

æ§¦¬ x = (x

1

; : : : ; x

n

); y = (y

1

; : : : ; y

n

) 2 IR

n

.

� � p = 2 � d

2

¡�¢�å«�  �¬¡¢�å�� � £�«¨ ¡ã. �� ©¬£�¦¢å�¦¬£� «�¤
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�¬¡¢�å�� � �§æ©«�©� «à¤ x; y 2 IR

n

àª d(x; y) = jx � yj, �¤ ��¤ ��

¬§á¨®�  §¨æ�¢�£� ©ç�®¬©�ª.

3. hC(X); d

1

i

C(X) �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬¤�®é¤, ­¨��£â¤à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ¦¨ ©£â¤à¤

©«¦¤ £.®. hX; di £� « £âª ©«¦ IR.

�¨å�¦¬£� àª �§æ©«�©� «à¤ f; g 2 C(X) «�¤

d

1

(f; g) = supfjf(x)� g(x)j : x 2 Xg:

4. hX; d

�

i

ë¤� «¬®�å¦ ©ç¤¦¢¦ X �­¦� á��«�  £� «�¤ £�«¨ ¡ã

d

�

(x; y) =

8

>

<

>

:

1; x 6= y

0; x = y

¡�  �§¦«�¢�å «¦¤ � �¡¨ «æ £.®.

1.1.1 � � ¡á ©ç¤¦¢� ©«¦¤ hX; di

ë©«à x

¦

2 X.

� �á¤ r > 0 «æ«� «¦ ©ç¤¦¢¦

S(x

o

; r) = fx 2 X : d(x; x

o

) < rg

¡�¢�å«�  �¤¦ ¡«ã ©­�å¨� ¡â¤«¨¦¬ x

¦

¡�  �¡«å¤�ª r.
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� �á¤ r � 0, «æ«� «¦ ©ç¤¦¢¦

^

S(x

o

; r) = fx 2 X : d(x; x

¦

) � rg

¡�¢�å«�  ¡¢� ©«ã ©­�å¨� ¡â¤«¨¦¬ x

¦

¡�  �¡«å¤�ª r.

� �¦ ©ç¤¦¢¦ � � � ¡�¢�å«�  �¤¦ ¡«æ ©ç¤¦¢¦, �¤ � � ¡á�� � 2 A

¬§á¨®�  r > 0, é©«� S(�; r) � A

� �¦ ©ç¤¦¢¦ K � � ¡�¢�å«�  ¡¢� ©«æ ©ç¤¦¢¦, �¤ «¦ ©¬£§¢ã¨à£� «¦¬

�n� = K

c

�å¤�  �¤¦ ¡«æ.

� �¦ ©ç¤¦¢¦ � � � ¡�¢�å«�  ©¬£§��âª ©ç¤¦¢¦, �¤ � � ¡á�� «¬®�å�

¡á¢¬¯� «¦¬, fA

i

: i 2 Ig �§æ �¤¦ ¡«á ©ç¤¦¢�, B �

[

i2I

A

i

, ¬§á¨®¦¬¤

A

i

1

; A

i

2

; : : : ; A

i

k

, i

j

2 I; j = 1; 2; : : : ; k, é©«� � �

k

[

j=1

A

i

j

.

� �¦ ©ç¤¦¢¦ D � � ¡�¢�å«�  ­¨��£â¤¦ ©ç¤¦¢¦, �¤ ¬§á¨®�  M > 0 ¡� 

x

o

2 � é©«� D � S(x

o

;M).

� �¦ ©ç¤¦¢¦ C � � ¡�¢�å«�  ¦¢ ¡á ­¨��£â¤¦ ©ç¤¦¢¦, �¤ � � ¡á��

" > 0 ¬§á¨®¦¬¤ x

1

; x

2

; : : : ; x

n

2 X é©«� C �

n

[

i=1

S(x

i

; ").

��¨���å�£�«� ¡�  �� æ«�«�ª 1.1.1.

ë©«à hX; di «¬®�å¦ª £.®.

1. �� ©ç¤¦¢� X;? �å¤�  �¤¦ ¡«á ¡�  ¡¢� ©«á ©ç¤¦¢�.
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2. �� £¦¤¦©ç¤¦¢� �å¤�  ¡¢� ©«á ©ç¤¦¢�.

3. ë¤à©� �¤¦ ¡«é¤ ©¬¤æ¢à¤ �å¤�  �¤¦ ¡«æ ©ç¤¦¢¦.

�¦£ã ¡¢� ©«é¤ ©¬¤æ¢à¤ �å¤�  ¡¢� ©«æ ©ç¤¦¢¦.

4. �¦£ã §�§�¨�©£â¤¦¬ «¦ §¢ã�¦ª �¤¦ ¡«é¤ ©¬¤æ¢à¤ �å¤�  �¤¦ ¡«æ ©ç¤¦¢¦.

ë¤à©� §�§�¨�©£â¤¦¬ «¦ §¢ã�¦ª ¡¢� ©«é¤ ©¬¤æ¢à¤ �å¤�  ¡¢� ©«æ ©ç-

¤¦¢¦.

5. �¦ ©ç¤¦¢¦ S(x

o

; r) �å¤�  �¤¦ ¡«æ ©ç¤¦¢¦.

6. �¦ ©ç¤¦¢¦

^

S(x

o

; r) �å¤�  ¡¢� ©«æ ©ç¤¦¢¦.

7. �¦ ¡�¨«�© �¤æ � ¤æ£�¤¦ ©¬£§��é¤ �å¤�  ©¬£§��âª ©ç¤¦¢¦.

8. �á¤ hIR; di ¦ £.®. «à¤ §¨��£�« ¡é¤ �¨ �£é¤, «� � �©«ã£�«�

[�; �] ; (� < �) �å¤�  ©¬£§��ã ©ç¤¦¢� (��é¨�£� Heine - Borel).

1.1.2 �¡¦¢¦¬�å�ª ©«¦¤ hX; di - �¢ã¨�ª £.®.

1. � �¡¦¢¦¬�å� (x

n

)

n2IN

«¦¬ X ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ y 2 X, ©¬£�¦¢å��«� 

lim

n!1

x

n

= y, �¤ � �¡¦¢¦¬�å� «à¤ �¨ �£é¤ (d (x

n

; y))

n2IN

©¬�¡¢å¤�  ©«¦

0, ��¢��ã � � ¡á�� " > 0 , ¬§á¨®�  n

0

2 IN é©«� d (x

n

; y) < � � �

n � n

o

.

� �¡¦¢¦¬�å� (x

n

)

n2IN

¡�¢�å«�  ©¬�¡¢å¤¦¬©� �¡¦¢¦¬�å�.

2. � �¡¦¢¦¬�å� (x

n

)

n2IN

«¦¬ X �å¤�  ��© ¡ã �¡¦¢¦¬�å� ( ã �¡¦¢¦¬�å�

Cauchy ) �¤ � � ¡á�� " > 0, ¬§á¨®�  n

o

2 IN é©«� d (x

n

; x

m

) < " � �
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n;m � n

o

.

��¨�«�¨¦ç£� æ«  ¡á�� ©¬�¡¢å¤¦¬©� �¡¦¢¦¬�å� �å¤�  ��© ¡ã. �¦ �¤«å-

©«¨¦­¦ ��¤  ©®ç�  ��¤ ¡á.

3. � £.®. hX; di ¡�¢�å«�  §¢ã¨�ª, �¤ ¡á�� ��© ¡ã �¡¦¢¦¬�å� «¦¬ ©¬�¡¢å-

¤� , ©� ¡á§¦ ¦ ©�£�å¦ «¦¬.

1.1.3 � � ¡á ©�£�å� ©¬¤æ¢¦¬

ë©«à A � X ¡�  x

o

2 X

1. �¦ x

o

¡�¢�å«�  ©�£�å¦ �§�­ãª «¦¬ A, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤, � � ¡á�� " > 0

â®¦¬£� S(x

o

; ")

T

A 6= ?.

�©¦�ç¤�£� : �§á¨®�  �¡¦¢¦¬�å� �

n

2 A; n 2 IN é©«� lim

n!1

�

n

= x

o

.

2. �¦ x

o

¡�¢�å«�  ©�£�å¦ ©¬©©é¨�¬©�ª «¦¬ A, �¤ ¡�  £æ¤¦ �¤, � � ¡á��

" > 0 â®¦¬£� (S(x

o

; ")nfx

o

g)

T

A 6= ?.

�©¦�ç¤�£� : �§á¨®�  �¡¦¢¦¬�å� �

n

2 A;n 2 IN £� �

n

6= x

o

, é©«�

lim

n!1

�

n

= x

o

.

�� ©ç¤¦¢� «à¤ ©�£�åà¤ �§�­ãª, ©¬©©é¨�¬©�ª «¦¬ A, ©¬£�¦¢å�¦¤«�  £�

A;A

0

, �¤«å©«¦ ®�.

3. ë¤� ©ç¤¦¢¦ �å¤�  ¡¢� ©«æ, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤, A = A.

�©¦�ç¤�£� : � � «¬®�å� �¡¦¢¦¬�å� �

n

2 A;n 2 IN £� lim

n!1

�

n

= �

â®¦¬£� æ«  � 2 A.
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4. �¦ x

o

2 A, ¡�¢�å«�  �©à«�¨ ¡æ ©�£�å¦ «¦¬ A, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤, ¬§á¨®� 

" > 0, é©«� S(x

o

; ") � A.

�¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ �©à«�¨ ¡é¤ ©�£�åà¤ «¦¬ A ©¬£�¦¢å��«�  £� A

o

.

5. �¦ A �å¤�  �¤¦ ¡«æ, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤, A = A

o

.

6. �¦ x

o

2 X, ¡�¢�å«�  ©¬¤¦¨ �¡æ ©�£�å¦ «¦¬ A, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤, � �

¡á�� " > 0 â®¦¬£� S(x

o

; ") \A 6= ? ¡�  S(x

o

; ") \A

c

6= ?.

�¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬¤¦¨ �¡é¤ ©�£�åà¤ ©¬£�¦¢å��«�  £� @A. �©®ç�  @A =

A \A

c

.

1.1.4 �� æ«�«�ª �¬£§��é¤ £.®

1. �á¤ ¦ h�; di �å¤�  ©¬£§��ãª £.®. ¡�  � � X �å¤�  ¡¢� ©«æ ©ç¤¦¢¦,

«æ«� «¦ � �å¤�  ©¬£§��âª.

2. � h�; di �å¤�  ©¬£§��ãª £.®., �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤, ¡á�� �¡¦¢¦¬�å� «¦¬

§�¨ â®�  ©¬�¡¢å¤¦¬©� ¬§�¡¦¢¦¬�å�.

1.1.5 �� æ«�«�ª �¢ã¨¦¬ª £.®.

�á¤ ¦ h�; di �å¤�  §¢ã¨�ª £.®. «æ«� «¦ � � X �å¤�  ¡¢� ©«æ, �¤ ¡�  £æ¤¦¤

�¤, ¦ h�; d

�

i �å¤�  §¢ã¨�ª £.®.
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1.1.6 �®â©� �¬£§��¦çª ¡�  �¢ã¨¦¬ª £.®.

� £.®. h�; di �å¤�  ©¬£§��ãª, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤, �å¤�  §¢ã¨�ª ¡�  ¦¢ ¡á

­¨��£â¤¦ª.

�� � «â¨àª: �«¦¤ hIR

n

; d

p

i ; (1 � p � 1) â¤� ©ç¤¦¢¦ �å¤�  ©¬£§��âª, �¤

¡�  £æ¤¦¤ �¤, �å¤�  ¡¢� ©«æ ¡�  ­¨��£â¤¦.

1.1.7 �©¦�ç¤�£�ª £�«¨ ¡âª

�¨ ©£æª 1.1.2.

�á¤ d; � �å¤�  £�«¨ ¡âª ©«¦ ©ç¤¦¢¦ X «æ«� ¦  £�«¨ ¡âª ¡�¢¦ç¤«�   ©¦-

�ç¤�£�ª £�«¨ ¡âª, d � �, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤, ¦  £.®. h�; di ; h�; �i â®¦¬¤ «�

å� � �¤¦ ¡«á ©ç¤¦¢�.

�©¦�ç¤�£� : �¤ ©«¦¬ª £.®. h�; di ; h�; ¨i â®¦¬£� «� å� � ¡¢� ©«á ©ç¤¦¢�,

« ª å� �ª ©¬�¡¢å¤¦¬©�ª �¡¦¢¦¬�å�ª.

��¨���å�£�«� 1.1.1.

1. �  £�«¨ ¡âª d

p

; 1 � p �1 ©«¦¤ IR

n

�å¤�  æ¢�ª  ©¦�ç¤�£�ª.

2. � d

�

©«¦¤ IR

n

��¤ �å¤�   ©¦�ç¤�£� £� «�¤ d

p

; 1 � p � 1.

�  �§¦��å¥� ª «à¤  � ¦«ã«à¤ ¡�  «à¤ ��à¨�£á«à¤ «�ª §�¨��¨á­¦¬ �¬«ãª,

¬§á¨®¦¬¤ ©� � �¢å� "�¨��£�« ¡ãª �¤á¢¬©�ª" ¡�  "�¦§¦¢¦�å�ª". (�¢. [2]).
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1.2 �«���¨á ©ç¤¦¢� ©¬¤á¨«�©�ª

1.2.1 �¬¤�¨«ã©� ª £�«�¥ç £�«¨ ¡é¤ ®é¨à¤

ë©«à h�; di, h�;�i £.®. ¡�  f : X ! Y ©¬¤á¨«�©� £�«�¥ç «à¤ ©¬¤æ¢à¤

X;Y .

1. � f �å¤�  ©¬¤�®ãª ©«¦ x

o

2 X, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤, � � ¡á�� " > 0 ¬§á¨®� 

� = �("; x

o

) > 0 é©«� f (S

X

(x

o

; �)) � S

Y

(f (x

o

) ; ").

�©¦�ç¤�£�: � � ¡á�� " > 0 ¬§á¨®�  � = �("; x

o

), é©«�, �¤ d(x; x

o

) < �,

«æ«�, � (f (x) ; f (x

o

)) < ".

�©¦�ç¤�£�: � � ¡á�� �¡¦¢¦¬�å� (x

n

)

n2IN

«¦¬ � £� lim

n!1

x

n

= x

o

â®¦¬£�

¡�  lim

n!1

f(x

n

) = f(x

o

) .

� f �å¤�  ©¬¤�®ãª ©«¦¤ � �¤ �å¤�  ©¬¤�®ãª ©� ¡á�� ©�£�å¦ «¦¬ � .

2. � f �å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­� ©¬¤�®ãª ©«¦¤ � , �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤, � � ¡á��

" > 0 ¬§á¨®�  � = �(") > 0 é©«�, � � x; y 2 X £� d(x; y) < � â®¦¬£�

� (f (x) ; f (y)) < ".

�©¦�ç¤�£�: � � ¡á�� ��ç�¦ª �¡¦¢¦¬� é¤ (x

n

)

n2IN

, (y

n

)

n2IN

«¦¬ � £�

lim

n!1

d(x

n

; y

n

) = 0 â®¦¬£� ¡�  lim

n!1

© (f (x

n

) ; f (y

n

)) = 0 .

3. � ©¬¤á¨«�©� f  ¡�¤¦§¦ �å ©¬¤�ã¡� Lipschitz, �¤ ¬§á¨®�  � > 0, é©«�

� (f (x) ; f (y)) �M � d(x; y) � � ¡á�� x; y 2 X:
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4. � f �å¤�  ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª, �¤ ¬§á¨®�  0 < s < 1, é©«�

� (f (x) ; f (y)) � s � d(x; y) � � ¡á�� x; y 2 X:

��¨���å�£�«� ¡�  �� æ«�«�ª 1.2.1.

1. �á�� ¦£¦ æ£¦¨­� ©¬¤�®ãª ©¬¤á¨«�©� �å¤�  ©¬¤�®ãª.

�¦ �¤«å©«¨¦­¦ ��¤  ©®ç�  ��¤ ¡á. � � §�¨á�� �£� f(x) =

1

x

; x 2 (0; 1).

2. �á¤ � f : X ! Y �å¤�  ©¬¤�®ãª ©¬¤á¨«�©� ¡�  ¦ hX; di �å¤�  ©¬£§��ãª

£.®., «æ«� � f �å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­� ©¬¤�®ãª. ( ��£�¢� é��ª ��é¨�£�)

3. �á¤ � f : X ! Y , �å¤�  ©¬¤�®ãª ©¬¤á¨«�©� ¡�  ¦ < X; d > �å¤� 

©¬£§��ãª £.®., «æ«� «¦ f(X) � Y �å¤�  ©¬£§��âª ©ç¤¦¢¦.

4. �á¤ � f : X ! IR, �å¤�  ©¬¤�®ãª ©¬¤á¨«�©� ¡�  ¦ < X; d > �å¤� 

©¬£§��ãª £.®., «æ«� ¬§á¨®¦¬¤ x

1

; x

2

2 X «â«¦ � é©«�

f(x

1

) = maxff(x) : x 2 Xg

f(x

2

) = minff(x) : x 2 Xg:

5. �á�� ©¬¤á¨«�©� §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å £ � ©¬¤�ã¡� Lipschitz �å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­�

©¬¤�®ãª.

�¦ �¤«å©«¨¦­¦ ��¤  ©®ç�  ��¤ ¡á. � � §�¨á�� �£� f(x) =

p

x; x 2

[0; 1].
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6. Eá¤ � � X, � ©¬¤á¨«�©� '

�

(x) = d(x;A) =: inffd(x; y) : y 2 Ag

 ¡�¤¦§¦ �å ©¬¤�ã¡� Lipschitz,

j'

�

(x)� '

�

(y)j � d(x; y); x; y 2 X:

7. �á¤ A � X, «æ«� «¦ A �å¤�  ¡¢� ©«æ ©ç¤¦¢¦, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤,

A =

�

x 2 X : '

A

(x) = d(A;x) = 0

	

:

1.2.2 �¢¡¬©«ãª ©¬¤á¨«�©�ª

�¦ ©ç¤¦¢¦ � 6= ?; A � X ¡�¢�å«�  ©«���¨æ ©ç¤¦¢¦ ã �¢¡¬©«ãª � � «�¤

f : X ! X, �¤ f(A) = A.

�á¤ «¦ � £¦¤¦©ç¤¦¢¦, � = fx

o

g, «æ«� «¦ x

o

¡�¢�å«�  ©«���¨æ ©�£�å¦ «�ª

f .

��¤ ¡á £ � ©¬¤á¨«�©� f ��¤ â®�  ©«���¨æ ©ç¤¦¢¦. �� � � ¡âª §�¨ §«é©� ª

�¥�©­�¢å��«�  � ç§�¨¥�.

�¬£�¦¢å�¦¬£� £�

f

1

= f ¡� 

f

n

= f � f � : : : � f

| {z }

n ­¦¨âª

; n 2 IN;

æ§¦¬ " � " �å¤�  � ©ç¤��©� ©¬¤�¨«ã©�à¤. � "©¬¤�®ãª �§�¤á¢�¯�" «�ª ©¬¤á¨-

«�©�ª, �� ®¨�© £¦§¦ ���å ¡�«á ¡æ¨¦¤ ©«� �§æ£�¤�.
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�¨æ«�©� 1.2.1.

ë©«à f : X ! X ©¬¤�®ãª ©¬¤á¨«�©�, æ§¦¬ hX; di �å¤�  ©¬£§��ãª £.®..

�æ«� ¬§á¨®�  ©¬£§��âª ©ç¤¦¢¦ � 6= ?, é©«� f(A) = A.

(To A ��¤ �å¤�  ¡�«' �¤á�¡� £¦¤�� ¡æ).

�§æ�� ¥�.

ë©«à x

o

2 X «¬®�å¦ ©�£�å¦. �¨å�¦¬£� «�¤ �¡¦¢¦¬�å�

�

n

=

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

x

o

; n = 0;

f(x

o

); n = 1

f

n

(x

o

) = f (f

n�1

(x

o

)) ; n � 2

�§� �ã ¦ ®é¨¦ª X �å¤�  ©¬£§��ãª, «¦ ©ç¤¦¢¦

� = fx 2 X : ¬§á¨®�  ¬§�¡¦¢¦¬�å� «�ª (�

n

)

n2IN

, é©«� lim

n!1

�

k

n

= xg

�å¤�  £� ¡�¤æ. �å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  «¦ � �å¤�  ¡¢� ©«æ. �§æ«� «¦

� 6= ?, A ©¬£§��âª ( àª ¡¢� ©«æ ¬§¦©ç¤¦¢¦ ©¬£§��¦çª ).

ë©«à x 2 A £� lim

n!1

�

k

n

= x. �§� �ã � f �å¤�  ©¬¤�®ãª â®¦¬£�

lim

n!1

f(�

k

n

) = f(x)

£� f(�

k

n

) = �

k

n

+1

; n 2 IN ¬§�¡¦¢¦¬�å� «�ª (�

n

)

n2IN

. ê¨� f(x) 2 A.

�¥' á¢¢¦¬ �

k

n

= f(�

k

n

�1

); n 2 IN ¡�  � (�

k

n

�1

)

n2IN

â®�  ¬§�¡¦¢¦¬�å� ©¬-

�¡¢å¤¦¬©�, â©«à lim

¢!1

�

k

¢

�1

= y 2 A. �æ«� ¡�  lim

¢!1

f(�

k

¢

�1

) = f(y), «�¢ ¡á

x = f(y) £� y 2 A.

�§æ «� �¤à«â¨à â®¦¬£� æ«  f(A) � A � f(A).
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�§æ «�¤ �¤à«â¨à ¡�«�©¡�¬ã ­�å¤�«�  æ«  ¦ �¢¡¬©«ãª «�ª f ��¤ �å¤� 

£¦¤�� ¡æª.

1.2.3 ��é¨�£� ©«���¨¦ç ©�£�å¦¬ «¦¬ Banach

��é¨�£� 1.2.1.

ë©«à f : X ! X, ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª, æ§¦¬ hX; di §¢ã¨�ª £.®. �æ«�

i. ¬§á¨®�  �¡¨ �éª â¤� ©«���¨æ ©�£�å¦ x

o

«�ª f .

ii. x

o

= lim

n!1

f

n

(y), � � ¡á�� y 2 X.

�§æ�� ¥�.

ë©«à 0 < s < 1 ¦ ©¬¤«�¢�©«ãª ©¬©«¦¢ãª «�ª f .

ë©«à y 2 X «¬®�å¦ ©�£�å¦. �¨å�¦¬£� �§��à� ¡á «�¤ �¡¦¢¦¬�å� (�

n

)

n2IN

,

£�

�

o

= y;

�

1

= f(y);

.

.

.

�

n

= f

n

(y) = f

�

f

n�1

(y)

�

= f(�

n�1

); n � 2:

�å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �¦ç£� æ«  d(�

n

; �

m

) � d(�

o

; �

1

) � (s

n

+ s

n+1

+ : : : s

m�1

) � �

m > n. �§� �ã 0 < s < 1 â®¦¬£�

1

X

k=0

s

k

=

1

1�s

(��à£�«¨ ¡ã ©� ¨á). ê¨�

d(�

n

; �

m

) <

s

n

1�s

d(�

o

; �

1

) � � m > n £� lim

n!1

s

n

= 0.
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�§¦£â¤àª � (�

n

)

n2IN

�å¤�  ��© ¡ã �¡¦¢¦¬�å� ©«¦¤ §¢ã¨� £.®. �.

ê¨� ¬§á¨®�  «¦ lim

n!1

�

n

= x

o

2 X. �æ�à «�ª ©¬¤â®� �ª «�ª f â®¦¬£�

f(x

o

) = lim

n!1

f(�

n

) = lim

n!1

�

n+1

= x

o

:

�§¦£â¤àª «¦ x

o

�å¤�  ©«���¨æ ©�£�å¦ � � «�¤ f .

ë©«à x

0

2 X £� f(x

0

) = x

0

. �æ«�

d(x

o

; x

0

) = d (f(x

o

); f(x

0

)) � sd(x

o

; x

0

); æ§¦¬ 0 < s < 1:

ê¨� d(x

o

; x

0

) = 0 ã x

0

= x

o

, ��¢��ã «¦ ©«���¨æ ©�£�å¦ «�ª f �å¤�  â¤� ¡� 

£æ¤¦¤.

1.3 � ®é¨¦ª «à¤ fractals

�  ®é¨¦  £â©� ©«¦¬ª ¦§¦å¦¬ª ¡�«�©¡�¬á�¦¬£� «� ©ç¤¦¢� fractal ¡�  « ª frac-

tal ©¬¤�¨«ã©� ª �å¤�  ¦  ©¬¤ã�� ª �¬¡¢�å�� ¦  ®é¨¦  IR, IR

2

¡�  IR

3

. � � �� -

¡�©å� §¦¬ �¡¦¢¦¬��å«�  �å¤�  � �¥ãª:

��à¨¦ç£� «¦¤ IR

d

£� «�¤ �¬¡¢�å�� � £�«¨ ¡ã

jx� yj =

�

d

X

i=1

jx

i

� y

i

j

2

�

1

2

:

�¨å�¦¬£� H = H(IR

d

), (d � 1) «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ £� ¡�¤é¤, ©¬£§��é¤ ¬§¦©¬¤æ-

¢à¤ «¦¬ ®é¨¦¬ IR

d

. �¦ ©ç¤¦¢¦ H �­¦� á��«�  £� «�¤ �¦£ã §¢ã¨¦¬ª £�«¨ ¡¦ç

®é¨¦¬ £� «�¤ £�«¨ ¡ã Hausdor� ¡�  £� «�¤ �¦ã�� � ¡�«á¢¢�¢�ª ©¬¤á¨«�©�ª

©¬©«¦¢ãª ¡�«�©¡�¬á�¦¬£� fractal, àª «¦ ©«���¨æ ©�£�å¦ §¦¬ §¨¦¡ç§«�  �§æ

«¦ ��é¨�£� ©«���¨¦ç ©�£�å¦¬ «¦¬ Banach.
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1.3.1 ��«¨ ¡ã Hausdor�

�¨ ©£æª 1.3.1.

ë©«à A;B 2 H. �á¤ d(x;B) = minfjx��j : � 2 Bg �å¤�  � �§æ©«�©�

«¦¬ ©�£�å¦¬ x 2 IR

d

�§æ «¦ �, ¦¨å��«� 

~

d(A;B) = maxfd(�;B) : � 2 Ag àª �§æ©«�©� «¦¬ � �§æ «¦ �

~

d(�;�) = maxfd(�;A) : � 2 Bg àª �§æ©«�©� «¦¬ B �§æ «¦ A:

�ª Hausdor� �§æ©«�©� «à¤ �,� ¦¨å�¦¬£�

h(A;B) = maxf

~

d(A;B);

~

d(B;A)g

= maxfmax

�2A

min

�2B

j�� �j;max

�2B

min

�2A

j� � �jg:

�­' æ©¦¤ «� �,� �å¤�  ©¬£§��ã ¡�  ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª d(�; A); d(�; B) �å¤� 

©¬¤�®�åª, ¬§á¨®¦¬¤ �

o

2 A; �

o

2 B é©«� h(A;B) = j�

o

� �

o

j.

(�¢. ��¨���å�£�«� ¡�  �� æ«�«�ª 1.2.1).

�©¦�ç¤�£¦ª �¨ ©£æª

�á¤ A 2 H; " � 0 ¡�  �

d

=

^

S(0; 1) �å¤�  � ¡¢� ©«ã £¦¤�� �å� ©­�å¨� «¦¬

IR

d

, ¦¨å�¦¬£�

�+ " := �+ "�

d

= fx 2 IR

d

: x = � + "y; � 2 �; y 2 B

d

g

= fx 2 IR

d

: d(x;A) � "g =

[

�2A

^

S(�; "):
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� � " = 0; A = fx 2 IR

d

: d(x;A) = 0g, �§� �ã «¦ A �å¤�  ¡¢� ©«æ ©ç¤¦¢¦.

(�¢. ��¨���å�£�«� ¡�  �� æ«�«�ª 1.2.1 (7)).

�á¤ A;B 2 H â®¦¬£�

h(A;B) = minf" � 0 : A � B + " B � A+ "g:

�¨á�£�« :

��«á �¨®áª §�¨�«�¨¦ç£� æ«  ¬§á¨®�  " > 0 : A � B + "; B � A+ ", �§� �ã

«� �;� �å¤�  ­¨��£â¤�.

ê¨� ¬§á¨®�  
 = inff" � 0 : A � B + "; B � A+ "g 2 IR.

�á¤ " � 0 ¡�  A � B + "; B � � + ", «æ«�

~

d(A;B);

~

d(B;A) � ", á¨�

h(A;B) � ". �§¦£â¤àª  ©®ç�  h(A;B) � 
.

ë©«à æ«  h(A;B) < 
 ¡�  
 > " > h(A;B). Tæ«� " >

~

d(A;B);

~

d(B;A), á¨�

d(�;B); d(b;A) < " � � ¡á�� � 2 A; b 2 B. �§¦£â¤àª A � B+ ";B � A+ ".

�§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «¦¬ 
 â®¦¬£� 
 � ". ê«¦§¦.

��¢ ¡á 
 = h(A;B).

�á¤ 


n

� 
 � 0, £� lim

n!1




n

= 
 ¡�  A � B+


n

; B � A+


n

n 2 IN , «æ«�

A �

1

\

n=1

(B + 


n

) = B + 
; B �

1

\

n=1

(A+ 


n

) = A+ 
.

(¢æ�à «�ª ¡¢� ©«æ«�«�ª «à¤ A+ 
; B + 
).

ê¨� h(A;B) = minf" � 0 : A � B + "; � � A+ "g.
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� h �å¤�  £�«¨ ¡ã.

i. h(A;B) � 0. �¨¦­�¤éª h(A;A) = 0; A 2 H.

�á¤ h(A;B) = 0 = minf" � 0 : A � B + ";B � A+ "g, «æ«�

A � B;B � A, ��¢��ã � = �:

ii. h(A;B) = h(B;�).

iii. h(A;B) � h(A;C) + h(C;B); A;B;C 2 H.

ë©«à h(A;C) = 
; h(C;B) = �. �æ«�

A � C + 
; C � A+ 
 ¡�  B � C + �; C � � + �. ê¨�

A � C + 
 � B + (
 + �);

B � C + � � A+ (
 + �);

�§¦£â¤àª h(A;B) � 
 + � = h(A;C) + h(C;B).

��¨�«�¨¦ç£� æ«  h(fxg; fyg) = jx� yj; x; y 2 IR

d

.

�§æ �¬«æ ©¬£§�¨�å¤¦¬£� æ«  � Hausdor� £�«¨ ¡ã �§¦«�¢�å £ � �§â¡«�©� «�ª

£�«¨ ¡ãª «¦¬ IR

d

. � £�«¨ ¡ã ©«¦¤ IR

d

£�«¨á �§¦©«á©� ª £�«�¥ç ©�£�åà¤ «¦¬

IR

d

¡�  � h £�«¨á �§¦©«á©� ª £�«�¥ç ©¬£§��é¤ ©¬¤æ¢à¤ «¦¬ IR

d

. �á¤ «�

©ç¤¦¢� �å¤�  £¦¤¦©ç¤¦¢�, «æ«� â®¦¬£�  ©æ«�«� «à¤ �§¦©«á©�à¤.

� £�«¨ ¡ã Hausdor� ¦¨å��«�  �¤á¢¦�� ©«¦¤ ®é¨¦ H(�) «à¤ £� ¡�¤é¤, ¡¢� -

©«é¤ ¡�  ­¨��£â¤à¤ ¬§¦©¬¤æ¢à¤ «¬®�å¦¬ £�«¨ ¡¦ç ®é¨¦¬ h�; di, �¤« ¡�� -

©«é¤«�ª «� max; min £� sup; inf : (�¢. [3], [2]).
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1.3.2 �¢�¨æ«�«� «¦¬ ®é¨¦¬ «à¤ Fractals

� ®é¨¦ª




H(IR

d

); h

�

�å¤�  ¦ ®é¨¦ª £â©� ©«¦¤ ¦§¦å¦ ¬§á¨®¦¬¤ «� fractals

¡�  �� �¤�¢¡¬©«¦ç¤ £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª ©«���¨¦ç ©�£�å¦¬ «¦¬

Banach. � � ¤� �­�¨£æ©¦¬£� «¦ �¤ ¢æ�à ��é¨�£� ®¨� ��æ£�©«� £�¢â«� «¦¬

£�«¨ ¡¦ç ®é¨¦¬




H(IR

d

); h

�

, àª §¨¦ª « ª  � æ«�«�ª §¦¬ �§á��  � £�«¨ ¡ã h.

�¨æ«�©� 1.3.1.

�á¤ (K

n

)

n2IN

­�å¤¦¬©� �¡¦¢¦¬�å� «¦¬ hH; hi ; (�

n+1

� K

n

; n 2 IN), «æ«�

� (�

n

)

n2IN

©¬�¡¢å¤�  ©«¦ � =

1

\

n=1

K

n

; K 2 H.

�§æ�� ¥�.

�¦ ©ç¤¦¢¦ � �å¤�  ¡¢� ©«æ ( àª «¦£ã ¡¢� ©«é¤ ) ¡�  ­¨��£â¤¦. �á¤

x

n

2 K

n

� K

1

; n 2 IN , �å¤�  «¬®�å� �¡¦¢¦¬�å�, «æ«� ¬§á¨®�  ¬§�¡¦¢¦¬�å�

(x

k

n

)

n2IN

é©«� lim

n!1

x

k

n

! x

o

2 IR

d

. (��é¨�£� Bolzano - Weierstrass).

ë©«à � 2 IN . �æ«� x

k

n

2 K

�

, � � n � �(�), á¨� x

o

2 K

�

; (K

�

¡¢� ©«æ).

�§¦£â¤àª x

o

2

1

\

n=1

K

n

= �; ��¢��ã � 6= ?.

�� �§¦��å¥¦¬£� æ«  lim

n!1

K

n

= K ( àª §¨¦ª «�¤ h £�«¨ ¡ã ).

ë©«à " > 0. �©®ç�  � � K

n

� K

n

+ "; n 2 IN .

��à¨¦ç£� V =

[

�2K

S(�; "). �¦ V �¤¦ ¡«æ, ­¨��£â¤¦ ¡�  K � V . ë©«à �

©¬£§��âª £� �

1

� X ¡�  V � X. �æ«�

X = V

[

(X

\

V

c

) � V

[

 

1

\

n=1

K

n

!

c

= V

[

 

1

[

n=1

K

c

n

!

£� V;K

c

n

; n 2 IN �¤¦ ¡«á. �¦ � �å¤�  ©¬£§��âª ¡�  � (K

c

n

)

n2IN

�å¤�  �ç¥¦¬©�

�¡¦¢¦¬�å�, á¨� ¬§á¨®�  n

o

: X � V

S

K

c

n

o

.
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ê¨� �

n

o

� V ¡�  K

n

�

[

�2K

S(�; ") � K + ", �¤ n � n

o

.

��¢ ¡á h(K

n

;K) � " � � n � n

o

. ê¨� lim

n!1

K

n

= K.

��é¨�£� 1.3.1 (�¢�¨æ«�«� «¦¬ ®é¨¦¬ «à¤ Fractals).

� ®é¨¦ª




H(IR

d

); h

�

�å¤�  §¢ã¨�ª £.®.

�� � «â¨àª: �á¤ ¦ X �å¤�  §¢ã¨�ª £�«¨ ¡æª ¬§æ®à¨¦ª «¦¬ IR

d

, «æ«� ¦




H(X); h

�

�å¤�  §¢ã¨�ª £�«¨ ¡æª ®é¨¦ª.

�§æ�� ¥�.

ë©«à (�

n

)

n2IN

��© ¡ã �¡¦¢¦¬�å� «¦¬




H(IR

d

); h

�

.

�æ«� � (�

n

)

n2IN

�å¤�  ­¨��£â¤�, ��¢��ã ¬§á¨®�  A 2 H(IR

d

) ¡�  � > 0, é©«�

h(�

n

; A) � �; n 2 IN , á¨� �

n

� A+ � = �;n 2 IN , æ§¦¬ � 2 H(IR

d

).

��à¨¦ç£� �

m

=

1

[

i=m

K

i

. �æ«� � (A

m

)

m2IN

�å¤�  ­�å¤¦¬©� �¡¦¢¦¬�å� ¡¢� ©«é¤

¡�  ­¨��£â¤à¤ (A

m

� B) ©¬¤æ¢à¤.

ê¨� ¬§á¨®�  lim

m!1

A

m

=

1

\

m=1

A

m

= K 2 H(IR

d

) (�¨æ«�©� 1.3.1).

�� �§¦��å¥¦¬£� æ«  lim

n!1

K

n

= K.

ë©«à " > 0. �§� �ã lim

n!1

A

n

= K, ¬§á¨®�  n

1

2 IN : A

n

� K + " � � n � n

1

,

á¨�

K

n

� K + " � � n � n

1

: (1):

H (K

n

)

n2IN

�å¤�  ��© ¡ã �¡¦¢¦¬�å�, á¨� ¬§á¨®�  n

o

� n

1

é©«� K

i

� K

n

+ "

� � i; n � n

o

. ê¨�

1

[

i=n

o

K

i

� K

n

+ " � � n � n

o

¡� 

A

n

o

� K

n

+ " = �

n

+ " � � n � n

o
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�§¦£â¤àª K � K

n

+ " � � n � n

o

: (2):

��¢ ¡á, �§æ « ª ©®â©� ª (1),(2) â®¦¬£�

K

n

� K + "; � � n � n

o

;

K � K

n

+ "; � � n � n

o

:

ê¨� lim

n!1

K

n

= K.

ë©«à X §¢ã¨�ª £�«¨ ¡æª ¬§æ®à¨¦ª «¦¬ IR

d

. �æ«� ¦




H(X); h

�

, �å¤�  ¡¢� -

©«æª ¬§æ®à¨¦ª «¦¬




H(IR

d

); h

�

.

�¨á�£�« , â©«à K

n

� X; n 2 IN ¡�  lim

n!1

K

n

= K 2 H(IR

d

). �æ«�

� � K

n

+ " � X + " � � n � n

o

;

á¨� K � fx 2 IR

d

: d(x;X) � "g � � ¡á�� " > 0. �§¦£â¤àª

� �

\

">0

fx 2 IR

d

: d(x;X) � "g = fx 2 IR

d

: d(x;X) = 0g = X:

ê¨� � 2 H(X). �§¦£â¤àª ¦ hH(X); hi �å¤�  §¢ã¨�ª £.®.

�¦ ��© ¡æ �¬«æ ��é¨�£�  ©®ç�  � � «¦¤ hH(�); hi, �á¤ ¦ h�; di �å¤� 

§¢ã¨�ª £.®. (�¢. [3]; [2]). � �§æ�� ¥� æ£àª �å¤�  �¡«�¤â©«�¨�, � �«å §¨â§�  ¤�

§�¨�¡á£¯¦¬£� «� �¬©¡¦¢å� æ«  â¤� ©ç¤¦¢¦ ¡¢� ©«æ ¡�  ­¨��£â¤¦, ��¤ �å¤� 

¡�«' �¤á�¡� ©¬£§��âª.

�§æ «�¤ �§æ�� ¥� «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª â®¦¬£� æ«  :

�á¤ (�

n

)

n2IN

�å¤�  ©¬�¡¢å¤¦¬©� �¡¦¢¦¬�å� «¦¬ hH; hi, «æ«� «¦

lim

n!1

K

n

=

1

\

m=1

 

1

[

i=m

K

i

!

= K:
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�¦ ©ç¤¦¢¦ � �å¤�  «¦ ¢��æ£�¤¦ «¦§¦¢¦� ¡æ æ¨ ¦ «�ª (�

n

)

n2IN

. �¦ � �å¤�  «¦

©ç¤¦¢¦ «à¤ ©�£�åà¤ «¦¬ IR

d

� � «� ¦§¦å�  ©®ç�  æ« , � � ¡á�� S(x; ") � «¦£ã

S(x; ") \ K

n

�å¤�  £� ¡�¤ã, � � á§� ¨¦ «¦ §¢ã�¦ª n. �� ©ç¤¦¢� fractals ��

¡�«�©¡�¬�©«¦ç¤ àª æ¨ � ©¬�¡¢ ¤¦¬©é¤ �¡¦¢¦¬� é¤. � �¤à«â¨à §�¨ �¨�­ã

«¦¬ � ��¤ £�ª �å¤�  ©�­ã � ¡æ¤� «à¤ ©�£�åà¤ «¦¬ �. �¦ �§æ£�¤¦ ��é¨�£�

£�ª §�¨ �¨á­�  �¤�¢¬« ¡æ«�¨� «¦ K = lim

n!1

K

n

.

��é¨�£� 1.3.2.

�á¤ � �¡¦¢¦¬�å� fK

n

g

n2IN

«¦¬ H(IR

d

), ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ K, «æ«�

K = fx 2 IR

d

: 9x

n

2 K

n

; n 2 IN; é©«� lim

n!1

x

n

= xg

= fx 2 IR

d

: 9x

�

n

2 K

�

n

; (�

n

)

n2IN

¬§�¡¦¢¦¬�å�, é©«� lim

n!1

x

¤

n

= xg:

�§æ�� ¥�.

ë©«à x 2 K. �¡¢â�¦¬£� x

n

2 fy 2 K

n

: d(x;K

n

) = jx� yjg. �æ«�

jx� x

n

j = d(x;K

n

) � h(K;K

n

):

�§� �ã lim

n!1

h(K;K

n

) = 0, â®¦¬£� ¡�  lim

n!1

x

n

= x.

ê¨� K � fx 2 IR

d

: 9x

n

2 K

n

; n 2 IN; é©«� lim

n!1

x

n

= xg.

ë©«à x 2 IR

d

¡�  x

n

2 K

n

£� lim

n!1

x

n

= x.

ë©«à m 2 IN . �æ«� x

n

2

1

[

i=m

K

i

� � n � m. ê¨� x 2

1

[

i=m

K

i

� � «¬®�å¦

m 2 IN . ê¨�

x 2

1

\

m=1

 

1

[

n=m

K

n

!

= K:
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�§¦£â¤àª fx 2 IR

d

: 9x

n

2 K

n

; n 2 IN; é©«� lim

n!1

x

n

= xg � K.

�¥'á¢¢¦¬

K = fx 2 IR

d

: 9x

n

2 K

n

; n 2 IN; é©«� lim

n!1

x

n

= xg

� fx 2 IR

d

: 9x

¤

n

2 K

¤

n

; (�

n

)

n2IN

¬§�¡¦¢¦¬�å�, é©«� lim

n!1

x

�

n

= xg:

ë©«à x 2 IR

d

¡�  x

�

n

2 K

�

n

£� lim

n!1

x

�

n

= x.

ë©«à m 2 IN . �æ«� �

i

� m � � i � m ¡�  x

�

i

2 K

�

i

�

1

[

n=m

K

n

� � i � m.

ê¨� x 2

1

[

n=m

K

n

� � «¬®�å¦ m 2 IN . ê¨� x 2 K.

��¨�«ã¨�©� 1.3.1.

�á¤ (�

n

)

n2IN

�å¤�  �¡¦¢¦¬�å� «¦¬ H

�

IR

d

�

¡� 

K = fx 2 IR

d

: 9x

n

2 K

n

; n 2 IN; é©«� lim

n!1

x

n

= xg

= fx 2 IR

d

: 9x

�

n

2 K

�

n

; (�

n

)

n2IN

¬§�¡¦¢¦¬�å�, é©«� lim

n!1

x

¤

n

= xg

2 H

�

IR

d

�

��¤ ©¬¤�§á��«�  æ«  � (K

n

)

n

�å¤�  ©¬�¡¢å¤¦¬©�.

��¨���å�£�«¦ª ®á¨�.

�á¤ �

n

= [0; 1][fng; n 2 IN , «æ«� � = [0; 1], �¤é � (K

n

)

n2IN

��¤ ©¬�¡¢å-

¤� .

�«�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ «� K

n

; n 2 IN �å¤�  ¡¬¨«á ©ç¤¦¢� ( ��¢��ã �¤

x; y 2 K

n

, â®¦¬£� (1 � �)x + �y 2 K

n

; 0 � � � 1) ¡�   ©®ç�  �  ©æ-



1.3. � ����� ��� FRACTALS 23

«�ª, «æ«� lim

n!1

K

n

= K.

(�¢. [18]).

��é¨�£� 1.3.3 (�§ ¢¦�ãª «¦¬ Blaschke).

ë©«à hH(B); hi «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬£§��é¤ ¬§¦©¬¤æ¢à¤ «¦¬ ©¬£§��¦çª

©¬¤æ¢¦¬ B � IR

d

.

�æ«� ¦ hH(B); hi �å¤�  ©¬£§��ãª £.®.

�©¦�ç¤�£�: �á�� ­¨��£â¤� �¡¦¢¦¬�å� ©¬£§��é¤ ¬§¦©¬¤æ¢à¤ «¦¬ IR

d

§�¨ â®� 

©¬�¡¢å¤¦¬©� ¬§�¡¦¢¦¬�å�.

�§æ�� ¥�.

�¦ ©ç¤¦¢¦ B �å¤�  ©¬£§��âª, á¨� �å¤�  §¢ã¨�ª £�«¨ ¡æª ¬§æ®à¨¦ª «¦¬

IR

d

. �§¦£â¤àª ¦




H(�); h

�

�å¤�  §¢ã¨�ª £�«¨ ¡æª ®é¨¦ª. (��é¨�£� 1.3.1).

� � ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  ¦ H(�) �å¤�  ©¬£§��ãª �¨¡�å ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  �å¤� 

¡�  ¦¢ ¡á ­¨��£â¤¦ª.

ë©«à " > 0. �§� �ã «¦ � �å¤�  ©¬£§��âª ¬§á¨®¦¬¤ x

1

; : : : ; x

n

2 �, é©«�

B �

n

[

i=1

S

�

x

i

;

"

4

�

:

ë©«à C

i

=

b

S

�

x

i

;

"

4

�

; i = 1; : : : ; n.

��à¨¦ç£� F «¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤ §�§�¨�©£â¤à¤ �¤é©�à¤ «à¤ fC

i

; i =

1; 2; : : : ; ng. �æ«� «¦ F â®�  §�§�¨�©£â¤¦ «¦ §¢ã�¦ª ©«¦ ®�åà¤ «¦¬ H(IR

d

).

ë©«à A 2 H(B). ��à¨¦ç£� æ¢� «� C

i

1

; C

i

2

; : : : ; C

i

k

, é©«� A \ C

i

�

6= ?,

� = 1; 2; : : : ; k. ë®¦¬£� «æ«� A � C

i

1

[ C

i

2

[ : : : [ C

i

k

= F 2 F .
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ë©«à x 2 F . �æ«� x 2 C

i

�

� � ¡á§¦ ¦ � 2 f1; 2; : : : ; kg. �§� �ã A\C

i

�

6= ?,

��à¨¦ç£� «¬®�å¦ � 2 A \ C

i

�

. �æ«�

j� � xj � j�� x

i

¤

j+ jx

i

�

� xj

�

"

4

+

"

4

=

"

2

;

á¨� x 2 A +

"

2

. �§¦£â¤àª F � A +

"

2

, ¡�  A � F , á¨� h(A;F ) �

"

2

¡� 

A 2 S

h

(F; ").

ê¨� H(�) �

[

F2F

S

h

(F; "); F 2 H(IR

d

); F = §�§�¨�©£â¤¦.

�§¦£â¤àª ¦ H(�) �å¤�  ¦¢ ¡á ­¨��£â¤¦ª.

��¨�«�¨ã©� ª 1.3.1.

1. � £�«¨ ¡ã Hausdor� ¦¨å©«�¡� £� «�¤ �¦ã�� � «�ª �¬¡¢�å�� �ª £�«¨ -

¡ãª. �¦¢¢âª ­¦¨âª æ£àª ®¨� á��«�  ¤� ¦¨ ©«�å £� «�¤ �¦ã�� �  ©¦-

�ç¤�£�ª £�«¨ ¡ãª ©«¦¤ IR

d

. �á¤ ©«¦¤ IR

d

¦¨å�¦¤«�  �; � £�«¨ ¡âª,

é©«�

� � �(x; y) � �(x; y) � b � �(x; y); � � ¡á§¦ � �; b > 0

«æ«� ¦  Hausdor� £�«¨ ¡âª h

�

; h

�

§¦¬ ¦¨å�¦¤«�  £â©à «à¤ �; � �å¤� 

 ©¦�ç¤�£�ª.

�å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �¦ç£� æ«   ©®ç� 

� � h

�

(�;�) � h

�

(A;B) � b � h

�

(A;B)
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� � �;� ©¬£§��ã ¬§¦©ç¤¦¢� «¦¬ IR

d

, ¦§æ«� ¦  h

�

; h

�

�å¤�   ©¦�ç¤�£�ª.

�� � «â¨àª: �  Hausdor� £�«¨ ¡âª §¦¬ �§á�¦¤«�  �§æ « ª d

p

; 1 �

p � 1 �å¤�   ©¦�ç¤�£�ª.

2. �á¤ �; � �å¤�   ©¦�ç¤�£�ª £�«¨ ¡âª (®à¨åª ¤�  ©®ç�  � �¤à«â¨à ©®â©�)

��¤ ©¬¤�§á��«�  æ«  ¦  �¤«å©«¦ ®�ª h

�

; h

�

�å¤�   ©¦�ç¤�£�ª.

� � §�¨á�� �£�, â©«à �; � £�«¨ ¡âª ¦¨ ©£â¤�ª ©«¦ ©ç¤¦¢¦ IN , £�

�(n;m) =

8

>

<

>

:

1; n 6= m

0; n = m

; �(n;m) =

�

�

�

�

1

n

�

1

m

�

�

�

�

; n;m 2 IN:

�æ«� � � �.

�á¤ �

n

= f1; 2; : : : ; ng, «æ«� h

�

(K

n

; IN) = 1; n 2 IN , �¤é

h

�

(K

n

; IN) = supf�(m;K

n

) : m 2 INg = lim

m!1

�

�

�

�

1

m

�

1

n

�

�

�

�

=

1

n

:

ê¨� lim

n!1

h

�

(K

n

; IN) = 0. ��¢��ã, ¦  h

�

; h

�

��¤ â®¦¬¤ « ª å� �ª ©¬-

�¡¢å¤¦¬©�ª �¡¦¢¦¬�å�ª ¡�  �§¦£â¤àª ��¤ �å¤�   ©¦�ç¤�£�ª.
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1.3.3 �¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª ©«¦¤




H(IR

d

); h

�

ë®¦¬£� ¡�«�©¡�¬á©�  «¦¤ ®é¨¦




H(IR

d

); h

�

£â©� ©«¦¤ ¦§¦å¦ ¬§á¨®¦¬¤ «�

fractals. �� �¤�¢¡ç©¦¬£� �¬«á £� «�¤ �¦ã�� � ©¬¤á¨«�©�ª ©¬©«¦¢ãª.

�¨æ«�©� 1.3.2.

�á¤ w : IR

d

! IR

d

�å¤�  ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª £� ©¬¤«�¢�©«ã 0 < s < 1.

�æ«� �

W : H(IR

d

)!H(IR

d

); £� W (A) = w(A); A 2 H(IR

d

)

�å¤�  ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª £� ©¬¤«�¢�©«ã ©¬©«¦¢ãª s.

�§æ�� ¥�.

�á¤ � �å¤�  ©¬£§��âª, «æ«� «¦ w(B) �å¤�  ©¬£§��âª, � æ«  � w �å¤� 

©¬¤�®ãª. ê¨� � W �å¤�  ¡�¢á ¦¨ ©£â¤�.

ë©«à B;C 2 H(IR

d

). �æ«�

~

d(w(B); w(C)) = maxfminfjw(x)� w(y)j : y 2 Cg : x 2 Bg

� maxfminfs � jx� yj : y 2 Cg : x 2 Bg

= s �

e

d(B;C):

î£¦ �

e

d(w(C); w(B)) � s �

~

d(C;B).

ê¨� h(W (B);W (C)) � s � h(B;C).
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�ã££� 1.3.1.

�á¤ A

1

; A

2

; B

1

; B

2

2 H(IR

d

), «æ«�

h (A

1

[A

2

; B

1

[ B

2

) � maxfh (A

1

; B

1

) ; h (A

2

; B

2

)g:

�§æ�� ¥�.

ë©«à 
 = h (A

1

; B

1

) ; � = h (A

2

; B

2

) ¡�  � � 
. �æ«�

A

1

� B

1

+ 
; B

1

� A

1

+ 
 ¡� 

A

2

� B

2

+ � � B

2

+ 
; B

2

� A

2

+ � � A

2

+ 
:

ê¨� A

1

[ A

2

� B

1

[ B

2

+ 
; B

1

[ B

2

� A

1

[ A

2

+ 
 ¡�  â®¦¬£� «¦

��«¦ç£�¤¦.

�¨æ«�©� 1.3.3.

�á¤ fW

n

; n = 1; 2; : : : ; Ng �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª ©¬©«¦¢ãª ©«¦¤




H(IR

d

); h

�

, «æ«� �

W : H(IR

d

)! H(IR

d

) £�

W (B) = w

1

(B) [ w

2

(B) [ : : : [ w

N

(B); B 2 H(IR

d

)

�å¤�  ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª.

�á¤ fs

n

: n = 1; 2; : : : ; Ng �å¤�  ¦  ©¬¤«�¢�©«âª ©¬©«¦¢ãª «à¤

fw

n

; n = 1; 2; : : : ; Ng

«æ«� � W â®�  ©¬¤«�¢�©«ã ©¬©«¦¢ãª

s = maxfs

n

: n = 1; 2; : : : ; Ng:
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�§æ�� ¥�.

�§¦�� ¡¤ç¦¬£� «¦¤  ©®¬¨ ©£æ � � N = 2.

ë©«à B;C 2 H(IR

d

). �æ«� â®¦¬£� (�ã££� 1.3.1)

h(W (B);W (C)) = h(w

1

(B) [ w

2

(B); w

1

(C) [ w

2

(C))

� maxfh(w

1

(B); w

1

(C)); h(w

2

(B); w

2

(C))g

� maxfs

1

� h(B;C); s

2

� h(B;C)g

= maxfs

1

; s

2

g � h(B;C)

= s � h(B;C)

�§��à� ¡á �§¦�� ¡¤ç�«�  � � ¡á�� N 2 IN .

��é¨�£� 1.3.4.

ë©«à X §¢ã¨�ª £�«¨ ¡æª ¬§æ®à¨¦ª «¦¬ �¬¡¢�å�� ¦¬ ®é¨¦¬ IR

d

¡�  fw

n

:

n = 1; 2; : : : ; Ng ©¬¤�¨«ã©� ª ©¬©«¦¢ãª «¦¬ �. �æ«� � � «�¤ ©¬¤á¨«�©�

©¬©«¦¢ãª

W : H(X) ! H(X); W (B) = w

1

(B) [ w

2

(B) [ : : : [ w

N

(B)

i. ¬§á¨®�  �¡¨ �éª â¤� A 2 H(X), ©«���¨æ ©�£�å¦ «�ª W .

ii. A = lim

n!1

W

n

(B), � � ¡á�� B 2 H(X).

�§æ�� ¥�.

�§� �ã ¦ ®é¨¦ª hH(�); hi �å¤�  §¢ã¨�ª £.®. (��é¨�£� 1.3.1) ¡�  � W

�å¤�  ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª, «¦ ©¬£§â¨�©£� â§�«�  �§æ «¦ ��é¨�£� ©«���¨¦ç

©�£�å¦¬ «¦¬ Banach.
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1.4 ��«�©¡�¬ã fractal ©¬¤æ¢à¤ £� ���

� §¢ã¨�ª £�«¨ ¡æª ¬§æ®à¨¦ª X ¡�  ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª ©¬©«¦¢ãª fw

n

: n =

1; 2; : : : ; Ng ©¬£�¦¢å��«�  £� f� ;w

1�N

g ¡�  ¡�¢�å«�  �ç©«�£� �§�¤�¢�£-

��¤¦£â¤à¤ �¬¤�¨«ã©�à¤, ��� � � ©¬¤«¦£å�.

�� «�¤ �¦ã�� � ¡�«á¢¢�¢¦¬ ��� ¡�«�©¡�¬á�¦¬£� fractal ©ç¤¦¢� ©«¦¤

IR; IR

2

¡�  IR

3

, àª ©«���¨æ ©�£�å¦ ¡�«á¢¢�¢�ª ©¬©«¦¢ãª.

1.4.1 �¨ �� ¡æ ©ç¤¦¢¦ Cantor

ë©«à hIR; di, æ§¦¬ d(x; y) = jx � yj; x; y 2 IR. �¨å�¦¬£� « ª ©¬©«¦¢âª,

3

1

� 1 «¦ §¢ã�¦ª,

w

1

(x) =

1

3

x; w

2

(x) =

1

3

x+

2

3

; x 2 IR:

ë©«à W (B) = w

1

(B) [ w

2

(B); B 2 H(IR). � � � = [0; 1],

W ([0; 1]) =

�

0;

1

3

�

[

�

2

3

; 1

�

;

W

2

([0; 1]) = W

��

0;

1

3

�

[

�

2

3

; 1

��

=

�

0;

1

9

�

[

�

2

9

;

3

9

�

[

�

6

9

;

7

9

�

[

�

8

9

; 1

�

¡.¦.¡. �æ«� «¦ ©«���¨æ ©�£�å¦ «�ª W �å¤�  «¦ A = lim

n!1

W

n

([0; 1]) «¦ ¦§¦å¦

�å¤�  «¦ «¨ �� ¡æ ©ç¤¦¢¦ Cantor.
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1.4.2 �¨å�à¤¦ Sierpinski

ë©«à hIR

2

; di, æ§¦¬ d �å¤�  � �¬¡¢�å�� � �§æ©«�©�. �¨å�¦¬£� « ª ©¬©«¦¢âª,

2

2

� 1 «¦ §¢ã�¦ª

w

1

0

B

@

x

y

1

C

A

=

1

2

0

B

@

1 0

0 1

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

0

0

1

C

A

w

2

0

B

@

x

y

1

C

A

=

1

2

0

B

@

1 0

0 1

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

1

2

0

1

C

A

w

3

0

B

@

x

y

1

C

A

=

1

2

0

B

@

1 0

0 1

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

0

1

2

1

C

A

ë©«à W (B) = w

1

(B) [ w

2

(B) [ w

3

(B); B 2 H(IR

2

). �¦ ©«���¨æ ©�£�å¦

«�ª W �å¤�  «¦ «¨å�à¤¦ Sierpinski.

1.4.3 �§æ��¦ª «¦¬ Menger ã Sierpinski

� ©§æ��¦ª ¡�«�©¡�¬á��«�  �¤ ®à¨å©¦¬£� «¦ £¦¤�� �å¦ ¡ç�¦ [0; 1]

3

©� 27

¡ç�¦¬ª §¢�¬¨áª

1

3

¡�  �­� ¨â©¦¬£� «¦¬ª �­«á ¡�¤«¨ ¡¦çª ¡ç�¦¬ª. �  ©¬¤�¨-

«ã©� ª ©¬©«¦¢ãª �å¤�  3

3

� 7 «¦ §¢ã�¦ª.



1.4. ��������� FRACTAL ������� �� ��� 31

1.4.4 ��£§ç¢� von Koch

�«¦¤ hIR

2

; di, æ§¦¬ d � �¬¡¢�å�� � �§æ©«�©�, ¦¨å�¦¬£�

w

1

0

B

@

x

y

1

C

A

=

1

3

0

B

@

1 0

0 1

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

0

0

1

C

A

w

2

0

B

@

x

y

1

C

A

=

1

3

0

B

@

1

2

�

p

3

2

p

3

2

1

2

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

1

3

0

1

C

A

(©«¨¦­ã ¡�«á

�

3

).

w

3

0

B

@

x

y

1

C

A

=

1

3

0

B

@

1

2

p

3

2

�

p

3

2

1

2

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

1

2

1

2

p

3

1

C

A

(©«¨¦­ã ¡�«á �

�

3

).

w

4

0

B

@

x

y

1

C

A

=

1

3

0

B

@

1 0

0 1

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

2

3

0

1

C

A

:

�¦ ©«���¨æ ©�£�å¦ «�ª

W (B) = w

1

(B)

S

w

2

(B)

S

w

3

(B)

S

w

4

(B); B 2 H(IR

2

) �å¤�  � ¡�£§ç¢� von

Koch.

1.4.5 �¢�«�¤æ­¬¢¢¦

�«¦¤ hIR

2

; di, æ§¦¬ d � �¬¡¢�å�� � �§æ©«�©�, ¦¨å�¦¬£�

w

1

0

B

@

x

y

1

C

A

=

0

B

@

0; 49 0; 01

0 0; 62

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

25

�2

1

C

A
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w

2

0

B

@

x

y

1

C

A

=

0

B

@

0; 27 0; 52

0; 40 0; 36

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

0

56

1

C

A

w

3

0

B

@

x

y

1

C

A

=

0

B

@

0; 18 �0; 73

0; 50 0; 26

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

88

8

1

C

A

w

4

0

B

@

x

y

1

C

A

=

0

B

@

0; 04 �0; 01

0; 50 0

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

52

32

1

C

A

:

�¦ ©«���¨æ ©�£�å¦ «�ª

W (B) = w

1

(B)

S

w

2

(B)

S

w

3

(B)

S

w

4

(B); B 2 H(IR

2

) �å¤�  â¤� §¢�«�¤æ-

­¬¢¢¦.

1.5 ��«�©¡�¬ã fractal �¬¤á¨«�©�ª ��¨�£�¦¢ãª

£� ���

�á¤ â®¦¬£� f(x

i

; F

i

) : i = 0; 1; : : : ; Ng; (x

o

< x

1

< : : : < x

N

) �¦�â¤«�

©�£�å� ©«¦¤ IR

2

, ��«á£� ©¬¤á¨«�©�

f : [x

o

; x

N

]! IR; ©¬¤�®ã, é©«�

f(x

i

) = F

i

; i = 0; 1; : : : ; N:

� � «â«¦ � ©¬¤á¨«�©� ¡�¢�å«�  ©¬¤á¨«�©� §�¨�£�¦¢ãª . �¤ «¦ §¨æ�¢�£�

§¦¬ â®¦¬£� �å¤�  � §¨¦©â�� ©� � ¡æ¤�ª «¦§å¦¬ ( ©ç¤¤�­�, �¦¬¤á, �¡«âª, �á©�
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¡.«.¢ ), ¡�£§ç¢�ª �� ¡«é¤ «¦¬ ®¨�£�« ©«�¨å¦¬, ¡�£§ç¢�ª ©� ©£¦�¨á­¦¬, £�ª

®¨� á��«�  ©¬¤á¨«�©� £� §¦¢¢âª �¤à£�¢å�ª ©«¦ �¨á­�£� «�ª. � � ¤� «�¤

¡�«�©¡�¬á©¦¬£� �¡¦¢¦¬�¦ç£� «�¤ �¥ãª £â�¦�¦:

�¨å�¦¬£� â¤� «�¢�©«ã ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ ©¬¤�®é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ C([x

o

; x

N

]),

¦ ¦§¦å¦ª â®�  ©«���¨æ ©�£�å¦ ©¬¤á¨«�©� §�¨�£�¦¢ãª. �§å©�ª ¦¨å�¦¬£� � � ¡âª

©¬¤�¨«ã©� ª ©¬©«¦¢ãª ©«¦¤ IR

2

, §¦¬ â®¦¬¤ àª ©«���¨æ ©�£�å¦ «¦ �¨á­�£�

«�ª ©¬¤á¨«�©�ª �¬«ãª.

� � �� ¡�©å� �¬«ã £�ª �¥�©­�¢å��  �­' �¤æª «�¤ ç§�¨¥� ©¬¤á¨«�©�ª §�¨�£-

�¦¢ãª ¡�  �­' �«â¨¦¬ £�ª �å¤�  �ç¡¦¢¦ «¨æ§¦ �¤�§�¨á©«�©�ª ©� �¢�¡«¨¦¤ ¡æ

�§¦¢¦� ©«ã, £� ���.

��à¨¦ç£� � � 2,

w

n

0

B

@

x

y

1

C

A

=

0

B

@

a

n

0

c

n

d

n

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

e

n

f

n

1

C

A

; n = 1; 2; : : : ; N

æ§¦¬ «� a

n

; c

n

; d

n

; e

n

; f

n

; n = 1; 2; : : : ; N �å�¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª:

w

n

0

B

@

x

o

F

o

1

C

A

=

0

B

@

x

n�1

F

n�1

1

C

A

; w

n

0

B

@

x

N

F

N

1

C

A

=

0

B

@

x

n

F

n

1

C

A

; n = 1; 2; : : : ; N
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�¤�¢¬« ¡á

a

n

=

x

n

�x

n�1

x

N

�x

o

c

n

=

F

n

�F

n�1

x

N

�x

o

� d

n

F

N

�F

o

x

N

�x

o

e

n

=

x

N

x

n�1

�x

o

x

n

x

N

�x

o

f

n

=

x

N

F

n�1

�x

o

F

n

x

N

�x

o

� d

n

x

N

F

o

�x

o

F

N

x

N

�x

o

¡�  d

n

2 IR:

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

:

ë©«à W (B) = w

1

(B) [ w

2

(B) [ : : : [ w

N

(B); B 2 H(IR

2

) (I).

� W ��¤ �å¤�  §á¤«¦«� ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª �¡æ£� ¡�  �¤ 0 < jd

n

j < 1. �

§�¨�¡á«à §¨æ«�©� £�ª �å¤�  £�«¨ ¡ã ©«¦¤ IR

2

 ©¦�ç¤�£� £� «�¤ �¬¡¢�å�� �,

é©«� � W ¤� �å¤�  ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª.

�¨æ«�©� 1.5.1.

ë©«à 0 < jd

n

j < 1; n = 1; 2; : : : ; N . �æ«� ¬§á¨®�  £�«¨ ¡ã ©«¦¤ IR

2

 ©¦�ç¤�£� «�ª �¬¡¢�å�� �ª, é©«� � W (�§æ «�¤ (I)) ¤� �å¤�  ©¬¤á¨«�©�

©¬©«¦¢ãª.

�§æ�� ¥�.

� � ¤� �¬¨���å � £�«¨ ¡ã d, é©«� ¤�  ©®ç�  ¦  ©®¬¨ ©£æª �¨¡�å ¤� §¨¦©-

� ¦¨å©¦¬£� «�¤ d, é©«� ¦ 

w

n

:




IR

2

; d

�

!




IR

2

; d

�

� � n = 1; 2 : : : ; N
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¤� �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª ©¬©«¦¢ãª. �¨å�¦¬£�

d((x

1

; y

1

); (x

2

; y

2

)) = jx

1

� x

2

j+ �jy

1

� y

2

j; æ§¦¬

� =

minf1 � ja

n

j; n = 1; 2; : : : ; Ng

maxf2jc

n

j; n = 1; 2; : : : ; Ng

; �á¤ c

i

6= 0 � � ¡á§o ¦ 1 � i � N

� = 1; �á¤ c

1

= c

2

= � � � = c

N

= 0:

�å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �¦ç£� æ«  � d �å¤�  £�«¨ ¡ã  ©¦�ç¤�£� £� «�¤ �¬¡¢�å�� �

£�«¨ ¡ã.

�§å §¢â¦¤ â®¦¬£�:

d(w

n

(x

1

; y

1

); w

n

(x

2

; y

2

)) = ja

n

jjx

1

� x

2

j+ �jc

n

(x

1

� x

2

) + d

n

(y

1

� y

2

)j

� (ja

n

j+ �jc

n

j)jx

1

� x

2

j+ �jd

n

jjy

1

� y

2

j

� (ja

n

j+

1 � ja

n

j

2jc

n

j

jc

n

j)jx

1

� x

2

j+ �jd

n

jjy

1

� y

2

j

=

1 + ja

n

j

2

jx

1

� x

2

j+ �jd

n

jjy

1

� y

2

j:

�â«¦¬£�

� = max

�

1 + ja

n

j

2

; n = 1; 2; : : : ; N

�

< 1;

� = maxfjd

n

j; n = 1; 2; : : : ; Ng < 1:

�æ«�

d(w

n

(x

1

; y

1

); w

n

(x

2

; y

2

)) � �jx

1

� x

2

j+ ��jy

1

� y

2

j

� max(�; �)d((x

1

; y

1

); (x

2

; y

2

));

£� maxf�; �g < 1. ê¨� ¦  w

n

; n = 1; 2; : : : ; N �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª ©¬©«¦¢ãª.

�§¦£â¤àª ¡�  � W �å¤�  ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª.
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��é¨�£� 1.5.1.

ë©«à f(x

i

; F

i

) i = 0; 1; : : : ; Ng ©�£�å� «¦¬ IR

2

. � ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª

W ¦¨ �æ£�¤� �§æ « ª (I), £� 0 < jd

n

j < 1, â®�  â¤� (�¡¨ �éª) ©«���¨æ ©�£�å¦

G 2 H(IR

2

), «¦ ¦§¦å¦ �§¦«�¢�å «¦ �¨á­�£� £ �ª ©¬¤�®¦çª ©¬¤á¨«�©�ª f , �

¦§¦å� �å¤�  ©¬¤á¨«�©� §�¨�£�¦¢ãª «à¤ f(x

i

; F

i

) : i = 0; 1; : : : ; Ng.

�§æ�� ¥�.

�¡¢â�¦¬£� ©«�¤ (I) ©¬¤«�¢�©«âª d

n

; n 2 IN , é©«� 0 < jd

n

j < 1.

��à¨¦ç£� F = fg 2 C([x

o

; x

N

]) : g(x

o

) = F

o

; g(x

N

) = F

N

g. �æ«� ¦ hF ; d

1

i

�å¤�  ¡¢� ©«æ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ §¢ã¨¦¬ª £.®. hC([x

o

; x

N

]); d

1

i, á¨� ¦ hF ; d

1

i

�å¤�  §¢ã¨�ª £.®.

�� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£� £ � ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª �§å «¦¬ hF ; d

1

i «�ª ¦§¦å�ª «¦

©«���¨æ ©�£�å¦ �� �å¤�  «¦ �¨á­�£� «�ª ��«¦ç£�¤�ª ©¬¤á¨«�©�ª §�¨�£�¦¢ãª.

�¨å�¦¬£�

T : F ! F £�

(Tg)(x) = c

n

`

�1

n

(x) + d

n

g(`

�1

n

(x)) + f

n

; x 2 [x

n�1

; x

n

]; n = 1; 2; : : : ; N;

æ§¦¬ `

n

(x) = a

n

x+ e

n

.

�§æ «�¤ ¡�«�©¡�¬ã «à¤ w

n

; (I), â®¦¬£� « ª ©®â©� ª

a

n

x

o

+ e

n

= x

n�1

;

a

n

x

N

+ e

n

= x

n

c

n

x

o

+ d

n

F

o

+ f

n

= F

n�1

¡� 

c

n

x

N

+ d

n

F

N

+ f

n

= F

n

:
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�á©�  �¬«é¤ �å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �¦ç£� æ«  � Tg �å¤�  ¡�¢á ¦¨ ©£â¤� ¡�   ©®ç� 

(Tg)(x

n

) = F

n

; n = 0; 1; : : : ; N .

ê¨� â®¦¬£� æ«  Tg 2 F .

� � �å¤�  ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª, � æ« 

j(Tg)(x)� (Th)(x)j = jd

n

jjg(`

�1

n

(x))� h(`

�1

n

(x))j

� jd

n

jd

1

(g; h); á¨�

d

1

(Tg; Th) � �d

1

(g; h) £� � = maxfjd

n

j; n = 1; 2; : : : ; Ng < 1:

�§æ «¦ ��é¨�£� ©«���¨¦ç ©�£�å¦¬, ¬§á¨®�  £¦¤�� ¡ã f 2 F é©«� Tf = f .

�§� �ã f 2 F �� â®¦¬£� f(x

n

) = F

n

; n = 0; 1; : : : ; N . ê¨� � f �å¤�  ©¬¤�-

®ãª ©¬¤á¨«�©� §�¨�£�¦¢ãª.

��à¨¦ç£� «�¤ W : hH(IR

2

); hi ! hH(IR

2

); hi æ§¦¬ h �å¤�  � Hausdor� £�-

«¨ ¡ã, §¦¬ �§á��«�  �§æ «�¤ £�«¨ ¡ã d «¦¬ IR

2

(æ§àª ¦¨å©«�¡� ©«�¤ §¨æ-

«�©� 1.5.1). �§� �ã

min(1; �)d

1

(x; y) � d(x; y) � max(1; �)d

1

(x; y);

� h �å¤�   ©¦�ç¤�£� £� «�¤ Hausdor� £�«¨ ¡ã §¦¬ ¦¨å��«�  £� «�¤ �¦ã�� � «�ª

�¬¡¢�å�� �ª £�«¨ ¡ãª (��¨�«�¨ã©� ª 1.3.1).

ë©«à

e

G = f(x; f(x)) : x 2 [x

o

; x

N

]g «¦ �¨á­�£� «�ª f .

�©®ç� 

e

G =

N

[

n=1

w

n

(

e

G), � æ«  �¤ (x; f(x)) 2

e

G, ¡�  x 2 [x

n�1

; x

n

] � � ¡á§¦ ¦

n, «æ«� � � y =

x�e

n

a

n

â®¦¬£�

w

n

0

B

@

y

f(y)

1

C

A

=

0

B

@

a

n

y + e

n

Tf(a

n

y + e

n

)

1

C

A

=

0

B

@

a

n

y + e

n

f(a

n

y + e

n

)

1

C

A

=

0

B

@

x

f(x)

1

C

A
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ê¨� (x; f(x)) 2 w

n

(

e

G). �¨¦­�¤éª  ©®ç�  ¡�  w

n

(

e

G) �

e

G. ë®¦¬£� ¢¦ §æ¤,

æ« 

e

G = W (

e

G), ��¢��ã «¦

e

G �å¤�  «¦ ©«���¨æ ©�£�å¦ «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª ©¬-

©«¦¢ãª W . �§� �ã � W â®�  �¡¨ �éª â¤� ©«���¨æ ©�£�å¦, ©¬£§�¨�å¤¦¬£� æ« 

�¬«æ �å¤�  «¦ �¨á­�£� «�ª f .

� £â�¦�¦ª �¬«ã �­�¨£æ��«�  £� �¤á¢¦�¦ «¨æ§¦ � � «�¤ ¡�«�©¡�¬ã �§ -

­�¤� é¤ §�¨�£�¦¢ãª ©«¦¤ IR

3

.

1.6 ��«�©¡�¬ã ��£§¬¢é¤ §¦¬ ��£å�¦¬¤ «¦ ®é¨¦

£� ���

� � ©¬¤�®ãª ¡�£§ç¢� ~r : [0; 1] ! A, æ§¦¬ � = [0; 1]

n

; n = 2; 3, � ¦§¦å�

�å¤�  �§å «¦¬ � ¡�¢�å«�  ��£§ç¢� ��£å�¦¬©� «¦¤ ®é¨¦.

�â«¦ �ª ¡�£§ç¢�ª ¡�«�©¡�¬á©«�¡�¤ �§æ «¦¬ª G. Peano, D. Hilbert, W. Sier-

pinski, H. L Lebesgue, I. J Schoenberg ¡�  á¢¢¦¬ª.

�¢ã¨�ª �¤á¢¬©� «à¤ ¡�£§¬¢é¤ �¬«é¤ ¬§á¨®�  ©«¦ [16]. ��é �� §�¨ �¨á-

¯¦¬£� «¨æ§¦ ¡�«�©¡�¬ãª «à¤ £� «�¤ �¦ã�� � ��� ( æ§àª �£­�¤å�¦¤«�  ©«�

[4], [3]) � � A = [0; 1]

2

. � £â�¦�¦ª §¦¬ �¡¦¢¦¬��å«� , �å¤�  ��¤å¡�¬©� «¦¬

«¨æ§¦¬ ¡�«�©¡�¬ãª fractal ©¬¤�¨«ã©�à¤ §�¨�£�¦¢ãª. �« ª ©¬¤�¨«ã©� ª §�-

¨�£�¦¢ãª, «� ���¦£â¤� ©�£�å� «¦¬ IR

2

�å¤�  f(x

i

; F

i

); i = 0; 1; : : : ; Ng £�

x

o

< x

1

< � � � < x

N

. � � ¤� ��£ ¦¬¨����å ¡�£§ç¢� ��£å�¦¬©� «¦ ®é¨¦ «�

���¦£â¤� �å¤�  f(x

i

; F

i

); i = 0; 1; : : : ; Ng, æ§¦¬ «� x

i

; i = 0; 1; : : : ; N ��¤

�å¤�  ¡�«' �¤á�¡�¤ � á­¦¨� �¤á �ç¦. � �¬©¡¦¢å� �¬«ã §�¨�¡á£§«�«�  £� «�¤
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� ©��à�ã £ �ª "¡¨¬­ãª" £�«��¢�«ãª.

� � �� ¡�©å� �å¤�  � �¥ãª:

��à¨¦ç£� ��� fIR

2

;M

1�N

g, «¦ ¦§¦å¦ â®�  ©«���¨æ ©�£�å¦ «¦ «�«¨á�à¤¦

A = [0; 1]� [0; 1], ��¢��ã M(A) = M

1

(A)[M

2

(A)[ � � � [M

N

(A) = A æ§¦¬,

M

n

0

B

@

x

y

1

C

A

=

0

B

@

�

n

�

n

c

n

d

n

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

e

n

f

n

1

C

A

; n = 1; 2; : : : ; N:

ë©«à f(x

i

; F

i

); i = 0; 1; : : : ; Ng ©�£�å� «¦¬ A, é©«�

M

n

0

B

@

x

o

F

o

1

C

A

=

0

B

@

x

n�1

F

n�1

1

C

A

¡�  M

n

0

B

@

x

N

F

N

1

C

A

=

0

B

@

x

n

F

n

1

C

A

; n = 1; : : : ; N

(�«�¤ §¨á¥� ¦  M

n

; n = 1; 2; : : : ; N ¦¨å�¦¤«�  £� «�¤ �¦ã�� � �¦�â¤«à¤

(x

i

; F

i

); i = 0; 1; : : : ; N).

��à¨¦ç£� «� ©�£�å� «�ª §�¨�£�¦¢ãª

��

t

i

; (x

i

; F

i

)

�

; i = 0; 1; : : : ; N

	

� [0; 1]�A

æ§¦¬ t

o

= 0 < t

1

=

1

N

< t

2

=

2

N

< � � � < t

N

= 1 ¡�  «¦ ��� fIR

2

;w

1�N

g,

é©«�

w

n

0

B

B

B

B

@

t

x

y

1

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

@

1

N

t+

n�1

N

M

n

0

B

@

x

y

1

C

A

1

C

C

C

C

A

; (t; x; y) 2 IR

3

:

(t � "¡¨¬­ã" £�«��¢�«ã).

�¡¦¢¦¬�é¤«�ª �ã£�«� �¤á¢¦�� «�ª �¨æ«�©�ª 1.5.1 ¡�  «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª 1.5.1
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�§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  «¦ ©«���¨æ ©�£�å¦

e

G «¦¬ ��� fIR

2

;w

1�N

g �å¤�  «¦ �¨á-

­�£� £ �ª ©¬¤�®¦çª ©¬¤á¨«�©�ª ~r : [0; 1] ! IR

2

£� ~r(t

i

) = (x

i

; F

i

); i =

1; 2; : : : ; N , ��¢��ã

e

G = f(t;~r(t)) : t 2 [0; 1]g = w

1

(

e

G) [ � � � [ w

N

(

e

G):

�á¤ ' : IR

3

! IR

2

�å¤�  � ¦¨�ã §¨¦�¦¢ã '(t; x; y) = (x; y) â®¦¬£�

~r([0; 1]) = '(

e

G) =

N

[

n=1

'

�

w

n

(

e

G)

�

=

N

[

n=1

'

�

0

B

@

1

N

t+

n�1

N

M

n

(~r(t))

1

C

A

; t 2 [0; 1]

�

=

N

[

n=1

M

n

�

~r([0; 1])

�

= M

�

~r([0; 1])

�

:

ê¨� «¦ ~r([0; 1]) �å¤�  «¦ ©«���¨æ ©�£�å¦ «¦¬ ��� fIR

3

;M

1�N

g. �æ�à «�ª

£¦¤�� ¡æ«�«�ª «¦¬ ©«���¨¦ç ©�£�å¦¬ �� â®¦¬£� æ«  A = [0; 1]

2

= ~r([0; 1]),

��¢��ã � ~r : [0; 1]! A �å¤�  ¡�£§ç¢� ��£å�¦¬©� «¦ ®é¨¦.

��¨�«ã¨�©� 1.6.1.

�«�¤ §¨á¥� ��¤ £�ª �§�©®¦¢�å � �§� ¡æ¤ ©� «¦¬ «�«¨��é¤¦¬ ©«¦¤ �¢�-

¡«¨¦¤ ¡æ �§¦¢¦� ©«ã, �¢¢á ¦  æ¨¦  «�ª �¡¦¢¦¬�å�ª, «�ª ¦§¦å�ª «¦ æ¨ ¦ �å¤� 

«¦ «�«¨á�à¤¦. �¡¢â�¦¤«�ª ¡�«á¢¢�¢� ©�£�å� f(x

i

; F

i

) : i = 0; 1; : : : ; Ng �

[0; 1]

2

¡�  ¡�«á¢¢�¢¦ �¨® ¡æ ©ç¤¦¢¦ â®¦¬£� �¤� �­â¨¦¬©�ª � ¡æ¤�ª.

� � §¢�¨â©«�¨� ¡�«�¤æ�©� «�ª £��æ�¦¬, �� �é©¦¬£� «¨æ§¦ ¡�«�©¡�¬ãª

£� ��� «�ª ¡�£§ç¢�ª Hilbert.
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ë©«à (x

o

; F

o

) = (0;

1

4

); (x

1

; F

1

) = (

1

4

;

1

4

); (x

2

; F

2

) = (

1

4

;

3

4

),

(x

3

; F

3

) = (

3

4

;

3

4

); (x

4

; F

4

) = (

3

4

; 0) ¡� 

M

n

0

B

@

x

y

1

C

A

=

0

B

@

�

n

�

n

c

n

d

n

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

0

B

@

e

n

f

n

1

C

A

; é©«�

M

n

0

B

@

x

o

F

o

1

C

A

=

0

B

@

x

n�1

F

n�1

1

C

A

; M

n

0

B

@

x

N

F

N

1

C

A

=

0

B

@

x

n

F

n

1

C

A

; n = 1; 2; 3; 4:

�¤�¢¬« ¡á �¨å©¡¦¬£�

M

1

0

B

@

x

y

1

C

A

=

1

2

0

B

@

0 1

�1 0

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

1

2

0

B

@

0

1

1

C

A

(©¬©«¦¢ã, ©«¨¦­ã ¡�«� �

�

2

¡�  £�«�­¦¨á).

M

2

0

B

@

x

y

1

C

A

=

1

2

0

B

@

�1 0

0 1

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

1

2

0

B

@

1

1

1

C

A

(©¬©«¦¢ã, �¤á¡¢�©� àª §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� «à¤ y ¡�  £�«�­¦¨á).

M

3

0

B

@

x

y

1

C

A

=

1

2

0

B

@

1 0

0 1

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

1

2

0

B

@

1

1

1

C

A

(©¬©«¦¢ã ¡�  £�«�­¦¨á).

M

4

0

B

@

x

y

1

C

A

=

1

2

0

B

@

0 �1

�1 0

1

C

A

0

B

@

x

y

1

C

A

+

1

2

0

B

@

2

1

1

C

A



42 �������� 1

(©¬©«¦¢ã, �¤á¡¢�©� àª §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� «à¤ y, ©«¨¦­ã ¡�«�

�

2

¡�  £�«�­¦¨á).

�å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �¦ç£� æ« 

M

1

(A) =

�

0;

1

2

�

�

�

0;

1

2

�

M

2

(A) =

�

0;

1

2

�

�

�

1

2

; 1

�

M

3

(A) =

�

1

2

; 1

�

�

�

1

2

; 1

�

¡� 

M

4

(A) =

�

1

2

; 1

�

�

�

0;

1

2

�

ê¨� «¦ «�«¨á�à¤¦ A = M

1

(A) [M

2

(A) [M

3

(A) [M

4

(A) �å¤�  «¦ ©«���¨æ

©�£�å¦ «¦¬ ��� fIR

2

;M

1�4

g ¡� A = ~r([0; 1]), æ§¦¬~r �å¤�  � ¡�£§ç¢� Hilbert.

�á¤ ��à¨ã©¦¬£� �¨® ¡æ ©ç¤¦¢¦ «�¤ §¦¢¬�à¤ ¡ã �¨�££ã

A

o

= [(x

o

; F

o

); (x

1

; F

1

)] [ [(x

1

; F

1

); (x

2

; F

2

)] [

[[(x

2

; F

2

); (x

3

; F

3

)] [ [(x

3

; F

3

); (x

4

; F

4

)]

= ~r

o

([0; 1])

«� ©ç¤¦¢� M

n

(A

o

) = ~r

n

([0; 1]) �å¤�  §¦¢¬�à¤ ¡âª �¨�££âª £�

lim

n!1

M

n

(A

o

) = lim

n!1

~r

n

([0; 1]) = ~r([0; 1]) = A:

��¨�«ã¨�©� 1.6.2.

�¤á¢¦�� £§¦¨¦ç£� ¤� �¨��©«¦ç£� � � ¤� �¨¦ç£� ¡�£§ç¢�

~r : [0; 1]! [0; 1]

3

é©«� ~r([0; 1]) = [0; 1]

3

:
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Fractal � �©«á©� ª

2.1 � ©��à�ã

�á¤ â®¦¬£� ��à£�«¨ ¡á ©ç¤¦¢�, (�¬�ç�¨�££� «£ã£�«�, �¬��å�ª, «�«¨á�à¤�,

«¨å�à¤�, ¡ç¡¢¦¬ª, §�¨�¢¢�¢�§å§���, §¬¨�£å��ª, ©­�å¨�ª ¡.¦.¡.) � £â«¨�©�

«¦¬ª �å¤�«�  £� £ã¡¦ª, �£���æ¤, æ�¡¦, ��¢��ã £� «¦ £â«¨¦ Lebesque ©«¦¬ª

�¬¡¢�å�� ¦¬ª ®é¨¦¬ª IR; IR

2

; IR

3

. �«�¤ §�¨å§«à©� æ£àª «à¤ fractals §¦¬

¡�«�©¡�¬á©�£� § ¦ §¨ ¤, � £â«¨�©� £� «¦ �¤ ¢æ�à £â«¨¦ ��¤ £�ª �å¤�  §¢�¨¦-

­¦¨å�ª � � «¦ §æ©¦ ®é¨¦ ¡�«�¢�£�á¤¦¬¤ «� ©ç¤¦¢� �¬«á.

� � §�¨á�� �£� «¦ �£���æ¤ «¦¬ «¨å�à¤¦¬ Sierpinski �å¤�  £��â¤, æ©¦ ¡� 

�¤æª �¬�¬�¨á££¦¬ «£ã£�«¦ª, ¦ æ�¡¦ª «¦¬ ¡ç�¦¬ «¦¬ Menger �å¤�  �§å©�ª

£��â¤, æ©¦ ¡�  �¤æª «�«¨��é¤¦¬. � � �¬«¦çª «¦¬ª ¢æ�¦¬ª ®¨� ��æ£�©«� â¤�

� � ¡æ«�¨¦ £â«¨¦, «¦ £â«¨¦ Hausdor�. �� §¨â§� , �§å §¢â¦¤, ¦  £�«¨ã©� ª «à¤

43
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��à£�«¨ ¡é¤ ©¬¤æ¢à¤ §¦¬ �� �å¤¦¤«�  £� «¦ ¤â¦ £â«¨¦ ¤� "©¬£§å§«¦¬¤" £�

« ª £�«¨ã©� ª §¦¬ â®¦¬£� ã�� � � �¬«á.

2.2 �â«¨¦ Lebesque, �â«¨¦ Hausdor�

�¨ ©£æª 2.2.1.

ë©«à � «¬®�å¦ ©ç¤¦¢¦ ¡�  P(X),«¦ �¬¤�£¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ X.

�¥à«�¨ ¡æ £â«¨¦ £ �å¤�  £ � ©¬¤á¨«�©� � : P(X)! [0;+1] é©«� :

i. �(?) = 0.

ii. �(A) � �(B); �¤ A � B � X

iii. �

 

1

[

i=1

A

i

!

�

1

X

i=1

� (A

i

) ; �¤ A

i

� X; i = 1; 2; : : : .

�¨ ©£æª 2.2.2.

� � ¦ ¡¦�â¤� � A ¬§¦©¬¤æ¢à¤ «¦¬ X, ¡�¢�å«�  ©-á¢���¨�, �­æ©¦¤

 ©®ç¦¬¤ «� �¥ãª:

i. ? 2 A.

ii. �¤ E 2 A «æ«� XnE = E

c

2 A

iii. A¤ E

i

2 A; i 2 IN; «æ«�

1

[

i=1

E

i

2 A.
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�¨ ©£æª 2.2.3.

�á¤ A �å¤�  ©-á¢���¨�, £ � �§� ¡æ¤ ©� £

�

: A ! [0;+1] é©«�:

i. £

�

(?) = 0

ii. £

�

 

1

[

i=1

E

i

!

=

1

X

i=1

£

�

(�

i

); �¤ �

i

2 A ¡�  �

i

\ E

j

= ?; i 6= j

¡�¢�å«�  £â«¨¦ .

�á¤ � �å¤�  �¥à«�¨ ¡æ £â«¨¦, ¢â£� æ«  «¦ E � X �å¤�  £ - £�«¨ã© £¦ �¤

�(�) = �(A \ E) + �(A \ E

c

) � � ¡á�� A � X:

�§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  «¦ ©ç¤¦¢¦ M = fE � X : E �å¤�  �-£�«¨ã© £¦g �å¤� 

©-á¢���¨� ¡�  ¦ §�¨ ¦¨ ©£æª «¦¬ �¥à«�¨ ¡¦ç £â«¨¦¬ � ©«¦ M; �j

M

= £

�

,

�å¤�  â¤� £â«¨¦ ©«¦ M.

�¨ ©£æª 2.2.4.

�«¦¤ ®é¨¦ IR

d

¦¨å�¦¬£� «¦ �¥à«�¨ ¡æ £â«¨¦ Lebesque, �

d

àª �¥ãª:

��à¨¦ç£� «¦ ¦¨�¦�é¤ ¦ §�¨�¢¢�¢�§å§��¦

B = [a

1

; b

1

]� : : :� [a

d

; b

d

] � IR

d

æ§¦¬ [a

i

; b

i

] � IR; i = 1; : : : ; d ¡�  ¦¨å�¦¬£�

V

d

(B) = (b

1

� a

1

) � (b

2

� a

2

) � � � (b

d

� a

d

)

«¦¤ d- æ�¡¦ «¦¬ �.

� � «¬®�å¦ ©ç¤¦¢¦ E � IR

d

¦¨å�¦¬£�

�

d

(E) = inf

�

1

X

i=1

V

d

(B

i

) : E �

1

[

i=1

B

i

; B

i

¦¨�¦�é¤ ¦ §�¨�¢¢�¢�§å§��¦, i 2 IN

�

:
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�§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  «¦ �

d

�å¤�  �¥à«�¨ ¡æ £â«¨¦ ¡�  �

d

(B) = V

d

(B), �¤ «¦ B

�å¤�  ¦¨�¦�é¤ ¦ §�¨�¢¢�¢�§å§��¦. �§å©�ª  ©®ç¦¬¤:

�

d

(E + x) = �

d

(E); x 2 IR

d

; ¡� 

�

d

(�E) = �

d

�

d

(E); � > 0:

�á¤ §�¨ ¦¨å©¦¬£� «¦ �

d

©«�¤ ©-á¢���¨�M «à¤ �

d

�£�«¨�©å£à¤ ©¬¤æ¢à¤,

«æ«� ¦ §�¨ ¦¨ ©£æª �¬«æª �å¤�  «¦ £â«¨¦ Lebesque d� � á©«�©�ª. �¦

£â«¨¦ �

d

¡�¢�å«�  ¡�  d � æ�¡¦ª . �«�¤ á¢���¨� M §�¨ â®¦¤«�  «� �¤¦ ¡«á

¡�  «� ¡¢� ©«á ©ç¤¦¢� «¦¬ IR

d

.

�  �§¦��å¥� ª «à¤ �¤à«â¨à  � ¦«ã«à¤ ¡�  ��à¨�£á«à¤, ¬§á¨®¦¬¤ ©� � �¢å�

"��à¨å� �â«¨¦¬". (�¢. [2]))

�é¨� �� ¦¨å©¦¬£� «¦ £â«¨¦ Hausdor� ©«¦¤ IR

d

. �¦ £â«¨¦ Hausdor�

¦¨å��«�  ��¤ ¡á ©� «¬®�å¦ £�«¨ ¡æ ®é¨¦. (�¢. [12], [15]).

�¨ ©£æª 2.2.5.

�«¦¤ ®é¨¦




IR

d

; d

�

(d � �¬¡¢�å�� � £�«¨ ¡ã ©«¦¤ IR

d

), ¦¨å�¦¬£� «¦ �¥à-

«�¨ ¡æ £â«¨¦ Hausdor� �

s

� � s 2 IR; s � 0 àª �¥ãª:

��à¨¦ç£� �(�) = supfjx� yj : x; y 2 Ag «�¤ � á£�«¨¦ «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ A � IR

d

¡�  � � " > 0

H

s

"

(E) = inf

(

1

X

i=1

�

s

(U

i

) : E �

1

[

i=1

U

i

; 0 < �(U

i

) � "; i 2 IN

)



2.2. ����� LEBESQUE, ����� HAUSDORFF 47

æ§¦¬ E � IR

d

. � � 0 < "

1

< "

2

â®¦¬£�

H

s

"

2

(E) � H

s

"

1

(E):

�¨å�¦¬£� àª �¥à«�¨ ¡æ £â«¨¦ Hausdor� H

s

«¦¬ E � IR

d

«¦

�

s

(E) = supfH

s

"

(E); " > 0g = lim

"!0

+

H

s

"

(E):

�å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  «� H

s

"

(" > 0) ¡�  «¦ H

s

�å¤�  �¥à«�¨ ¡á

£â«¨�. �á¤ §�¨ ¦¨å©¦¬£� «¦ �

s

©«�¤ ©-á¢���¨� «à¤ H

s

� £�«¨ã© £à¤ ©¬-

¤æ¢à¤, «æ«� ¦ §�¨ ¦¨ ©£æª �¬«æª �å¤�  «¦ £â«¨¦ Hausdor� s- � á©«�©�ª,

(s 2 IR; s � 0). �«�¤ á¢���¨� �¬«ã §�¨ â®¦¤«�  «� �¤¦ ¡«á ¡�  «� ¡¢� ©«á

©ç¤¦¢� «¦¬ IR

d

. �§å©�ª  ©®ç� 

H

s

(E + x) = H

s

(E); x 2 IR

d

; ¡� 

H

s

(�E) = �

s

H

s

(E); � > 0:

�� «¦¬ª �¤à«â¨à ¦¨ ©£¦çª «¦¬ �

d

£â«¨¦¬ Lebesque � �©«á©�àª d 2 IN

¡�  «¦¬ £â«¨¦¬ Hausdor� � �©«á©�àª s 2 IR; s � 0, ��¤¤á«�  «¦ �¨é«�£�

�¤ �¬«á "©¬£§å§«¦¬¤" ©«�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ «¦ s 2 IN .

� � ¤� �§¦��å¥¦¬£� «�¤ ©®â©� «à¤ �

d

¡�  H

d

, � � d 2 IN ®¨� ��æ£�©«� «¦¬ª

�¥ãª ¦¨ ©£¦çª ¡�  �§¦«�¢â©£�«�:
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1: ��é¨�£� �á¢¬¯�ª Vitali.

�¨ ©£æª 2.2.6.

ë©«à E � IR

d

. � � ¦ ¡¦�â¤� � ©¬¤æ¢à¤ V �§¦«�¢�å £ � ¡á¢¬¯� Vitali

«¦¬ E �¤ :

� � ¡á�� x 2 E â®¦¬£� inff�(U) : x 2 U 2 Vg = 0.

��é¨�£� 2.2.1.

ë©«à E � IR

d

. �á¤ «¦ � �å¤�  �

s

-£�«¨ã© £¦ ©ç¤¦¢¦ ¡�  V �å¤�  £ �

¡á¢¬¯� Vitali «¦¬ � �§¦«�¢¦ç£�¤� �§æ ¡¢� ©«á ©ç¤¦¢�,

«æ«� ¬§á¨®�  �¨ �£ã© £� ¬§¦¦ ¡¦�â¤� � fU

i

: i 2 INg «�ª V é©«�:

U

i

\ U

j

= ?; � � i 6= j ¡� 

H

s

 

En

1

[

i=1

U

i

!

= 0 ã

1

X

i=1

�

s

(U

i

) = +1:

( � � «�¤ �§æ�� ¥� «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª 2.2.1 �¢. [7], [12]).

2: �©¦� �£�«¨ ¡æ §¨æ�¢�£�.

�¨ ©£æª 2.2.7.

ë©«à E � IR

d

. �¦ � ¡�¢�å«�  ¡¬¨«æ �¤

(1 � �)x+ �y 2 E � � x; y 2 E; � 2 [0; 1]:

�¨å�¦¬£� àª ¡¬¨«ã �ã¡� «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ A, conA, «¦ �¢á® ©«¦ ¡¬¨«æ ©ç¤¦¢¦

§¦¬ §�¨ â®�  «¦ A.
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��é¨�£� 2.2.2.

�§æ æ¢� «� ©¬£§��ã, ¡¬¨«á ©ç¤¦¢� «¦¬ IR

d

, «� ¦§¦å� â®¦¬¤� � á£�«¨¦

«¦ §¦¢ç �, � ©­�å¨� S «¦¬ IR

d

� �£â«¨¦¬ � â®�  «¦¤ £���¢ç«�¨¦ æ�¡¦.

�¤�¢¬« ¡á: �á¤ � �å¤�  ©¬£§��âª, ¡¬¨«æ ©ç¤¦¢¦ «¦¬ IR

d

£� �(K) � � «æ«�

�

d

(K) � �

d

(S) = c

d

� �

d

; æ§¦¬ c

d

=

�

d

2

�

1

2

�

d

�

d

2

�

!

¦ æ�¡¦ª «�ª ©­�å¨�ª «¦¬ IR

d

� �£â«¨¦¬ 1. �  ©æ«�«�  ©®ç�  �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤

«¦ � �å¤�  ©­�å¨� � �£â«¨¦¬ �.

( � � «�¤ �§æ�� ¥� «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª 2.2.2 �¢. [18]).

��¨�«ã¨�©� 2.2.1.

�¤ S �å¤�  ©­�å¨� � �£â«¨¦¬ �(S) � ", «æ«� â®¦¬£� �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ,

H

d

"

(S) � �

d

(S) =

1

c

d

�

d

(S):

��é¨�£� 2.2.3.

ë©«à E � IR

d

. �æ«� � � «� �¥à«�¨ ¡á £â«¨� �

d

; H

d

 ©®ç� :

�

d

(E) = c

d

H

d

(E)

(c

d

æ�¡¦ª «�ª ©­�å¨�ª «¦¬ IR

d

� �£â«¨¦¬ 1).

�§æ�� ¥�.

�á¤ H

d

(E) = �

d

(E) = +1, â®¦¬£� «¦ ��«¦ç£�¤¦.

ë©«à

H

d

(E) = sup

">0

�

inf

�

1

X

i=1

�

d

(U

i

) : E �

1

[

i=1

U

i

; 0 < �(U

i

) � "; i 2 IN

��

< +1:
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ë©«à "

o

> 0.

�§� �ã �(U

i

) = �(U

i

) ¡�  �(U

i

) = �(conU

i

), £§¦¨¦ç£� ¤� ¬§¦�â©¦¬£� æ«  «�

U

i

�å¤�  ¡¢� ©«á ¡�  ¡¬¨«á. ê¨� ¬§á¨®¦¬¤ U

i

; i 2 IN ¡¢� ©«á, ¡¬¨«á, é©«�

E �

1

[

i=1

U

i

¡� 

1

X

i=1

�

d

(U

i

) < H

d

(E) + "

o

(1):

�æ«� �

d

(U

i

) � c

d

�

d

(U

i

); i 2 IN . (�©¦� �£�«¨ ¡æ §¨æ�¢�£�). ê¨�

�

d

(E) �

1

X

i=1

�

d

(U

i

)

� c

d

1

X

i=1

�

d

(U

i

)

< c

d

H

d

(E) + c

d

"

o

: (�§æ «�¤ (1) ):

�§� �ã «¦ "

o

> 0 �å¤�  «¬®�å¦, â®¦¬£� �

d

(E) � c

d

H

d

(E) ¡�  �

d

(E) < +1.

ë®¦¬£�:

�

d

(E) = inf

�

1

X

i=1

V

d

(B

i

) : E �

1

[

i=1

B

i

; B

i

¦¨�¦�é¤ ¦ §�¨�¢¢�¢�§å§��¦ i 2 IN

�

:

ë©«à "

o

> 0.

�æ«� ¬§á¨®¦¬¤ �

i

; i 2 IN ¦¨�¦�é¤ �, é©«� E �

1

[

i=1

B

i

¡� 

1

X

i=1

V

d

(B

i

) < �

d

(E) + "

o

(2):

�§¦¨¦ç£� ®à¨åª �¢á�� «�ª ��¤ ¡æ«�«�ª ¤� ¬§¦�â©¦¬£� æ«  «� B

i

�å¤�  �¤¦ -

¡«á. ë©«à " > 0. ��à¨¦ç£� « ª ¡¢� ©«âª ©­�å¨�ª �¡«å¤�ª «¦ §¦¢ç

"

2

§¦¬

§�¨ â®¦¤«�  ©«¦ B

i

; i 2 IN . �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©­� ¨é¤ �¬«é¤ �§¦«�¢�å ¡á-

¢¬¯� Vitali «¦¬ B

i

. ê¨� ¬§á¨®�  �¨ �£ã© £� ¦ ¡¦�â¤� � ¡¢� ©«é¤ ©­� ¨é¤
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fS

ij

: j 2 INg £� S

ij

\ S

ik

= ?; j 6= k � �£â«¨¦¬ «¦ §¦¢ç ", é©«�

1

X

j=1

�

d

(S

ij

) = +1 ã H

d

�

B

i

n

1

[

j=1

S

ij

�

= 0 (3):

�§� �ã � fS

ij

: j 2 INg �å¤�  ¦ ¡¦�â¤� � ¡¢� ©«é¤, ¥â¤à¤ �¤á �ç¦ ¬§¦©¬¤æ¢à¤

«¦¬ B

i

â®¦¬£� � � «¦ £â«¨¦ �

d

,

1

X

j=1

�

d

(S

ij

) = �

d

 

1

[

j=1

S

ij

!

� �

d

(B

i

) = V

d

(B

i

) < +1: (4):

ê¨�  ©®ç�  ¡� 

1

X

j=1

�

d

(S

ij

) < +1, �§� �ã �

d

(S

ij

) = c

d

�

d

(S

ij

) (5):

ê¨� ( �§æ «�¤ (3) )

H

d

 

B

i

n

1

[

j=1

S

ij

!

= 0 ¡�  H

d

"

 

B

i

n

1

[

j=1

S

ij

!

= 0:

�§¦£â¤àª

H

d

"

(E) �

1

X

i=1

H

d

"

(B

i

)

�

1

X

i=1

(

H

d

"

 

1

[

j=1

S

ij

!

+H

d

"

 

B

i

n

1

[

j=1

S

ij

!)

=

1

X

i=1

H

d

"

 

1

[

i=1

S

ij

!

�

1

X

i=1

1

X

j=1

H

d

"

(S

ij

) �

1

X

i=1

1

X

j=1

�

d

(S

ij

)

=

1

c

d

1

X

i=1

1

X

j=1

�

d

(S

ij

) �

1

c

d

1

X

i=1

V

d

(B

i

)

�

1

c

d

�

d

(E) +

1

c

d

"

o

:
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(�§æ « ª (2) - (5) ¡�  «�¤ ��¨�«ã¨�©� 2.2.1). ��¢ ¡á

c

d

H

d

"

(E) � �

d

(E) + "

o

� � «¬®�å� "

o

¡�  ":

ê¨� c

d

H

d

(E) � �

d

(E).

��¨�«ã¨�©� 2.2.2.

�á©�  «¦¬ §¨¦��¦ç£�¤¦¬ ��à¨ã£�«¦ª â®¦¬£�:

� � «�¤ ©­�å¨� S

d

=

b

S(0;

1

2

) «¦¬ IR

d

� �

1

(S

1

) = H

1

(S

1

) = 1

� �

2

(S

2

) = �

�

1

2

�

2

; H

2

(S

2

) = 1

� �

3

(S

3

) =

4

3

�

�

1

2

�

3

; H

3

(S

3

) = 1

� � � «¦¤ £¦¤�� �å¦ ¡ç�¦ [0; 1]

n

â®¦¬£�

�

n

([0; 1]

n

) = 1; H

n

([0; 1]

n

) =

1

c

n

.

� �á¤ � �å¤�  «¬®�å� ©¬¤�®ãª ¡�£§ç¢� «¦¬ IR

d

£� £ã¡¦ª `(�), «æ«�

`(�) = H

1

(�):

(�¢. [7]).
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2.3 Fractal � �©«á©� ª

2.3.1 � á©«�©� Hausdor�-Besicovitch

�� ¡á�� ��à£�«¨ ¡æ ©®ã£� �å¤¦¬£� £ � � á©«�©�.

�§å §�¨���å�£�«  : �¬��å�ª, �¬�ç�¨�££� «£ã£�«� �å¤�  � á©«�©�ª 1. �¨å�à¤�,

§¦¢ç�à¤�, ¡ç¡¢¦  �å¤�  � á©«�©�ª 2. �¬¨�£å��ª, §¦¢ç��¨�, ©­�å¨�ª �å¤� 

� á©«�©�ª 3.

ë¤� �¬�ç�¨�££¦ «£ã£� â®�  £ã¡¦ª §�§�¨�©£â¤¦, �£���æ¤ ¡�  æ�¡¦ £�-

�â¤. ë¤� «¨å�à¤¦ â®�  "£ã¡¦ª" á§� ¨¦, �£���æ¤ §�§�¨�©£â¤¦ ¡�  æ�¡¦ £��â¤.

ë¤�ª ¡ç�¦ª â®�  "£ã¡¦ª" ¡�  "�£���æ¤" á§� ¨¦ ¡�  æ�¡¦ §�§�¨�©£â¤¦.

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � � á©«�©� �¤æª ��à£�«¨ ¡¦ç ©®ã£�«¦ª �å¤�  �¡�å¤¦ª ¦

�¨ �£æª n §¦¬ �¤ «¦ £�«¨ã©¦¬£� £� £â«¨¦ �

1

; : : : ; �

n�1

â®�  £â«¨¦ á§� ¨¦ �¤é

�¤ «¦ £�«¨ã©¦¬£� £� £â«¨¦ �

n+1

; �

n+2

; : : : â®�  £â«¨¦ £��â¤. ��¤ â¤¤¦ � "� á-

©«�©�" ©¬¤æ¢¦¬ �� «�¤ ��¤ ¡�ç©¦¬£� £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ £â«¨¦¬ Hausdor�

«¦¬ ©¬¤æ¢¦¬.

ë©«à E � IR

d

¡�  H

s

(E) «¦ s �Hausdor� £â«¨¦ «¦¬, � � s � 0. �á¤

0 � s < t «æ«�

H

s

"

(E) = inf

(

1

X

i=1

�

s

(U

i

) : E �

1

[

i=1

U

i

; �(U

i

) � "; i 2 IN

)

� inf

(

1

X

i=1

�

t

(U

i

) : E �

1

[

i=1

U

i

; �(U

i

) � "; i 2 IN

)

= H

t

"

(E)

� � 0 < " < 1.
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�§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «¦¬ £â«¨¦¬ Hausdor� â®¦¬£� æ« 

�

t

(E) � H

s

(E) � � 0 � s < t:

ê¨�, �á¤ H

s

(E) = 0 � � ¡á§¦ ¦ s � 0, �� â®¦¬£� ¡�  H

t

(E) = 0 � � ¡á��

t � s. �§ §¢â¦¤

H

s

"

(E) = inf

(

1

X

i=1

�

t

(U

i

) � �

s�t

(U

i

); E �

1

[

i=1

U

i

; �(U

i

) � "; i 2 IN

)

� "

s�t

H

t

"

(E):

�á¤ 0 < H

t

(E) � +1, «æ«�

H

s

(E) = lim

"!0

H

s

"

(E) �

�

lim

"!0

"

s�t

�

H

t

(E) = +1

� � ¡á�� 0 � s < t.

�� � «â¨àª, � � «¦ ©ç¤¦¢¦ IR

d

â®¦¬£� æ«  H

d

(IR

d

) = +1 ¡�  H

s

(IR

d

) = 0 � �

s > d, ¡�  � � ¡á�� E � IR

d

â®¦¬£� æ«  H

s

(E) = 0 � � s > d.

�§æ «� §�¨�§á¤à ©¬£§�¨�å¤¦¬£� æ«  ¬§á¨®�  �¡¨ �éª â¤�ª §¨��£�« ¡æª

�¨ �£æª s

¦

; 0 � s

o

� d; é©«�

H

t

(E) =

8

>

<

>

:

0; � � t > s

o

+1; � � t < s

o

�æ«�

s

¦

= supft � 0 : H

t

(E) = +1g = infft � 0 : H

t

(E) = 0g:

�¦¤ �¨ �£æ �¬«æ ¦¤¦£á�¦¬£� Hausdor�-Besicovitch � á©«�©� «¦¬ � ¡� 

©¬£�¦¢å�¦¬£� dim

H

E.
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�¦ £â«¨¦ H

s

o

(E) �å¤�  �¬¤�«æ ¤� �å¤�  0; +1 ã ��« ¡æª �¨ �£æª.

2.3.2 � á©«�©� Box

� � á©«�©� Box �å¤�  � �§¢¦ç©«�¨� � á©«�©� §¦¬ ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� ¡�  ­â-

¨�  �§å©�ª «� ¦¤æ£�«� �¤«¨¦§å� Kolmogorov, � á©«�©� �¤«¨¦§å�ª, � á©«�©�

§¢�¨¦­¦¨å�ª, ¢¦��¨ �£ ¡ã §¬¡¤æ«�«�, � á©«�©� Minkowski ¡�  á¢¢�.

� ¡�«�¤æ�©� «¦¬ ¦¨ ©£¦ç �å¤�«�  �­ ¡«ã £â©à §�¨��� �£á«à¤ ©«¦¤ IR

3

.

�á¤ â®¦¬£� â¤� «�«¨á�à¤¦ §¢�¬¨áª � ¡�  � > 0, ®¨� ��æ£�©«� «¦¬¢á® ©«¦¤

N

�

=

�

�

�

�

2

= �

2

�

1

�

�

2

¡ç�¦¬ª §¢�¬¨áª � � � ¤� ¡�¢ç¯¦¬£� «¦ �¨® ¡æ «�«¨á�à¤¦. �¤á¢¦�� � � «¦¤

¡ç�¦ §¢�¬¨áª � ®¨� ��æ£�©«� «¦¬¢á® ©«¦¤

N

�

= �

3

�

1

�

�

3

¡ç�¦¬ª §¢�¬¨áª � � � ¤� «¦¤ ¡�¢ç¯¦¬£�.

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � �ç¤�£� §¦¬ �£­�¤å��«�  ©«¦

1

�

, �å¤�  � � á©«�©� «¦¬

�¤« ¡� £â¤¦¬.

� � «¦ «¬®�å¦ �¤« ¡�å£�¤¦ �� ®¨� ��æ£�©«� N

�

�

=

c

�

1

�

�

s

¡ç�¦¬ª §¢�¬¨áª �

� � ¤� «¦ ¡�¢ç¯¦¬£�, � � ¡á§¦ ¦ s � 0. (æ§¦¬ c ©«���¨á, �¥�¨«é£�¤� �§æ «¦

�¤« ¡�å£�¤¦). (£� f(�)

�

=

g(�); �¤ lim

�!0

�

f(�)� g(�)

�

= 0 ). �¦��¨ �£æ¤«�ª
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â®¦¬£�

logN

�

�

=

log c� s log �

ê¨�

s = lim

�!0

+

logN

�

� log �

:

�¨ ©£æª 2.3.1.

�á¤ F � IR

d

�å¤�  ­¨��£â¤¦ ©ç¤¦¢¦, ¦¨å�¦¬£� àª box-� á©«�©� «¦¬,

«¦¤ �¨ �£æ

dim

B

F = lim

�!0

+

logN

�

(F )

� log �

(�­æ©¦¤ ¬§á¨®�  «¦ æ¨ ¦), æ§¦¬ N

�

(F ) �å¤�  ¦ �¢á® ©«¦ª �¨ �£æª ¡ç�à¤ «¦¬

IR

d

, §¢�¬¨áª � §¦¬ ¡�¢ç§«¦¬¤ «¦ F .

�©¦�ç¤�£�: N

�

(F ) �å¤�  â¤� �§æ «� �¡æ¢¦¬��

i. � �¢á® ©«¦ª �¨ �£æª ¡¢� ©«é¤ ©­� ¨é¤ �¡«å¤�ª �, §¦¬ ¡�¢ç§«�  «¦ F .

ii. � �¢á® ©«¦ª �¨ �£æª ©¬¤æ¢à¤ � �£â«¨¦¬ «¦ §¦¢ç �, §¦¬ ¡�¢ç§«�  «¦ F .

iii. � �¨ �£æª ¡ç�à¤ «�ª £¦¨­ãª

�

m

1

�; (m

1

+ 1)�

�

� � � � �

�

m

d

�; (m

d

+ 1)�

�

æ§¦¬ m

1

; : : : ;m

d

�¡â¨� ¦  �¨ �£¦å, ¦  ¦§¦å¦  «â£¤¦¬¤ «¦ F .

iv. � £���¢ç«�¨¦ª �¨ �£æª ©­� ¨é¤ S(x; �), ¥â¤à¤ �¤á �ç¦ £� ¡â¤«¨¦ x 2

F .

(�¢. [8]).
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2.3.3 � á©«�©� ¦£¦ æ«�«�ª

� � á©«�©� �¬«ã ¦¨å��«�  ©� ©ç¤¦¢� §¦¬ â®¦¬¤ ¡�«�©¡�¬�©«�å £� � � ¡ãª

£¦¨­ãª ���.

�¨ ©£æª 2.3.2.

ë©«à w

1

; w

2

; : : : ; w

N

: IR

d

�! IR

d

�å¤�  ¦£¦ æ«�«�ª £� ¡¦ ¤æ ©¬¤«�¢�-

©«ã ©¬©«¦¢ãª 0 < c < 1;

�

�

w

i

(x) � w

i

(y)

�

�

= cjx� yj; i = 1; 2; : : : ; N ¡� 

F «¦ ©«���¨æ ©�£�å¦

F = w

1

(F ) [ w

2

(F ) [ � � � [ w

N

(F ):

�¨å�¦¬£� � á©«�©� ¦£¦ æ«�«�ª

dim

s

F =

logN

� log c

:

2.4 �� æ«�«�ª ¡�  ©®â©� ª � �©«á©�à¤

�  � �©«á©� ª Hausdor� ¡�  Box, â®¦¬¤ ¡¦ ¤âª  � æ«�«�ª, æ§àª ¦  �¥ãª:

i. �¦¤¦«¦¤å� : �á¤ E � F , «æ«� dimE � dimF .

ii. ��§�¨�©£â¤� ©ç¤¦¢� : �á¤ E = fx

1

; : : : ; x

n

g � IR

d

, «æ«� dimE = 0.

iii. �¬¤�ã¡� Lipschitz : �á¤ f : E ! IR

d

�å¤�  ©¬¤á¨«�©� Lipschitz, «æ«�

dimf(E) � dimE.

æ§¦¬ dim, �å¤�  � Hausdor� ã � Box � á©«�©�.
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ë®¦¬¤ � �­¦¨�« ¡ã ©¬£§�¨ ­¦¨á ©«�¤ � á©«�©� «�ª â¤à©�ª ©¬¤æ¢à¤.

� � «�¤ �¡¨å�� � â®¦¬£�:

iv. �á¤ fE

n

� IR

d

: n 2 INg, «æ«�

dim

H

�

1

[

n=1

E

n

�

= supfdim

H

E

n

: n 2 INg:

�� � «â¨àª: �á�� �¨ �£ã© £¦ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ IR

d

, â®�  Hausdor� � á-

©«�©� 0.

iv'. �á¤ fE

n

� IR

d

: n = 1; : : : ; kg, «æ«�

dim

B

�

k

[

n=1

E

n

�

= maxfdim

B

E

n

: n = 1; : : : ; kg:

� £�«�¥ç «¦¬ª ©®â©� �å¤�  � �¥ãª:

�¨æ«�©� 2.4.1.

�á¤ dim

H

E;dim

B

E �å¤�  ¦  � �©«á©� ª Hausdor� ¡�  Box «¦¬ E � IR

d

,

«æ«�  ©®ç� :

dim

H

E � dim

B

E:

��¤ ¡á ��¤  ©®ç�  �  ©æ«�ª.

�§æ�� ¥�.

ë©«à s = dim

H

E = supft � 0 : H

t

(E) = +1g.

�á¤ s = 0, â®¦¬£� dim

H

E � dim

B

E.
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ë©«à s > 0 ¡�  t < s. �æ«� H

t

(E) = +1 = lim

�!0

+

H

t

�

(E) ¡� 

H

t

�

(E) > 1; � � 0 < � < " � � ¡á§¦ ¦ " > 0.

�á¤ N

�

(E) �å¤�  ¦ �¢á® ©«¦ª �¨ �£æª ©¬¤æ¢à¤ � �£â«¨¦¬ � §¦¬ ¡�¢ç§«¦¬¤ «¦

E, �� â®¦¬£�

H

t

�

(E) = inf

�

1

X

i=1

�

t

(U

i

) : E �

1

[

i=1

U

i

; �(U

i

) � �

�

� N

�

(E)�

t

:

ê¨� N

�

(E)�

t

> 1; ¡�  logN

�

(E) + t log � > 0; � � 0 < � < ". �§¦£â-

¤àª

t � lim

�!0

+

logN

�

(E)

� log �

= dim

B

(E);

�§æ «¦ ¦§¦å¦ â®¦¬£� dim

H

E � dim

B

E.

�� �é©¦¬£� §�¨á�� �£� E � IR

d

, ©¬£§��¦çª ©¬¤æ¢¦¬, é©«�

dim

H

E < dim

B

E:

ë©«à E = f0; 1;

1

2

;

1

3

; : : :g. �æ«� dim

H

E = 0 ¡�  dim

B

E =

1

2

.

�¨á�£�« 

�©®ç�  dim

H

(E) = 0, �§� �ã «¦ E �å¤�  �¨ �£ã© £¦.

��à¨¦ç£� 0 < � <

1

2

¡�  k 2 IN é©«�

1

k(k � 1)

> � �

1

k(k + 1)

:

�¦ f0; 1; : : : ;

1

k

g ¡�¢ç§«�«�  �§æ (k + 1) � �©«ã£�«� £ã¡¦¬ª � ¡�  ®¨� �-

�æ£�©«� (k � 1) � �©«ã£�«� � � ¤� ¡�¢ç¯¦¬£� «¦ f

1

k�1

;

1

k�2

; : : : ; 1g. ê¨�

N

�

(E) � 2k. ���â¤� �§æ «� � �©«ã£�«� £ã¡¦¬ª � £§¦¨�å ¤� ¡�¢ç¯�  «¦ §¦¢ç
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â¤� �§æ «� ©�£�å� f1;

1

2

; : : : ;

1

k

g, á¨� N

�

(E) � k. �§¦£â¤àª

log k

log k(k + 1)

�

logN

�

(E)

� log �

�

log 2k

log k(k � 1)

:

ê¨�

dim

B

(E) = lim

�!0

+

logN

�

(E)

� log �

=

1

2

:

��¨�«ã¨�©� 2.4.1.

�á¤ E � IR

d

, «æ«� �ç¡¦¢� �§¦�� ¡¤ç¦¬£� æ« 

dim

B

(E) = dim

B

(E)

�¤é ��¤  ©®ç�  «¦ å� ¦ � � « ª � �©«á©� ª dim

H

(E);dim

H

(E). ��¨���å�£�«¦ª

®á¨�, �á¤ E �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ¨�«é¤ ©«¦ [0; 1], «æ«� dim

H

(E) = 0, �¤é

dim

H

(E) = dim

H

�

[0; 1]

�

= 1.

2.5 �§¦¢¦� ©£æª fractal � �©«á©�à¤

2.5.1 � á©«�©� ©¬¤æ¢à¤ ¡�«�©¡�¬�©£â¤à¤ £� ���

� �ç¨�©� «à¤ � �©«á©�à¤ Hausdor� ¡�  Box, ©¬¤æ¢à¤ fractal ®¨� á��«� 

£�¢â«� «�ª £��æ�¦¬ ¡�«�©¡�¬ãª ¡���¤æª �§æ �¬«á ¡�  �¤ ©¬¤�®�å� ¤� �å¤� 

§¨¦©§á�� � ¬§¦¢¦� ©£¦ç «à¤ � �©«á©�à¤.
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�  � �©«á©� ª «à¤ fractal ©¬¤æ¢à¤ ¡�  ©¬¤�¨«ã©�à¤ §¦¬ ¡�«�©¡�¬á©�£�

£� «�¤ �¦ã�� � ���, ¬§¦¢¦�å�¦¤«�  �á©�  ��¤ ¡é¤ ��à¨�£á«à¤.

� � ¤� §� ©�¦ç£� � � «�¤ ®¨�© £æ«�«� «à¤ ��à¨�£á«à¤ �¬«é¤, �� �¨¦ç£�

«�¤ Hausdor� ¡�  «�¤ Box � á©«�©� «¦¬ �§¢¦ç©«�¨¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ fractal, «¦¬

«¨ �� ¡¦ç ©¬¤æ¢¦¬ Cantor E.

�� �§¦��å¥¦¬£� æ« 

s = dim

H

(E) = dim

B

(E) =

log 2

log 3

= 0; 6309 : : : ¡� 

1

2

� H

s

(E) � 1:

� �¦ E =

1

\

n=1

E

n

, æ§¦¬ ¡á�� E

n

�§¦«�¢�å«�  �§æ 2

n

� �©«ã£�«� £ã¡¦¬ª

1

3

n

«¦ ¡��â¤�. ê¨�

H

t

1

3

n

(E) � 2

n

�

1

3

n

�

t

=

�

2

3

t

�

n

:

� � ¤� �å¤�  H

t

(E) < +1 �� §¨â§� 

2

3

t

� 1, ��¢��ã t �

log2

log3

.

� � s =

log 2

log 3

â®¦¬£� H

s

(E) � 1.

�� �§¦��å¥¦¬£� æ«  H

s

(E) �

1

2

.

ë©«à E �

1

[

n=1

U

n

. �� �§¦��å¥¦¬£� æ« 

1

X

n=1

�

s

(U

n

) �

1

2

=

1

3

s

(1):

�§� �ã �

�

conU

n

�

= �

�

U

n

�

= �

�

U

n

�

; n 2 IN , £§¦¨¦ç£� ¤� ¬§¦�â©¦¬£� æ« 

«� U

n

; n 2 IN , �å¤�  ¡¢� ©«á � �©«ã£�«�,

U

n

= [�

n

; �

n

]; n 2 IN . ��à¨¦ç£� " > 0 ¡�  "

n

> 0 £�

1

X

n=1

�

�

n

� �

n

+ 2"

n

�

s

�

1

X

n=1

�

�

n

� �

n

�

s

+ "
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�æ«� E �

1

[

n=1

�

�

n

� "

n

; �

n

+ "

n

�

; £� E ©¬£§��âª, á¨�

E �

k

[

i=1

�

�

n

i

� "

n

i

; �

n

i

+ "

n

i

�

:

�á¤ �§¦��å¥¦¬£� æ« 

k

X

i=1

�

�

n

i

� �

n

i

+ 2"

n

i

�

s

�

1

2

, «æ«�

1

X

n=1

�

�

n

� �

n

�

s

+ " �

1

2

; � � «¬®�å¦ " > 0;

��¢��ã

1

X

n=1

�

s

�

U

n

�

�

1

2

. �§¦£â¤àª �¨¡�å ¤� �§¦��å¥¦¬£� «¦ �¥ãª:

�á¤ E �

�

[

n=1

U

n

; U

n

= [


n

; �

n

]; «æ«�

�

X

n=1

�

s

�

U

n

�

�

1

2

.

ë©«à �

�

U

1

�

� �

�

U

2

�

� � � � � �

�

U

�

�

, ¡�  k

n

2 IN , é©«�

1

3

k

n

+1

� �

�

U

n

�

<

1

3

k

n

; n = 1; 2; : : : ; �:

�æ«� k

1

� k

2

� � � � � k

n

.

�¦ U

n

«â£¤�  «¦ §¦¢ç â¤� �§æ «� � �©«ã£�«� §¦¬ �§¦«�¢¦ç¤ «¦ E

k

n

. �á¤

j � k

n

, «æ«� «¦ U

n

«â£¤�  «¦ §¦¢ç 2

j�k

n

�§æ «� � �©«ã£�«� §¦¬ �§¦«�¢¦ç¤

«¦ E

j

. ê¨�

2

j�k

n

= 2

j

�

1

2

k

n

= 2

j

�

1

3

k

n

s

= 2

j

3

s

�

1

3

(k

n

+1)

�

s

� 2

j

3

s

�

s

�

U

n

�

: (2):

�¦ U

1

«â£¤�  «¦ §¦¢ç â¤� �§æ «� 2

k

1

� �©«ã£�«� «¦¬ E

k

1

.

�¦ U

2

«â£¤�  «¦ §¦¢ç 2

k

1

�k

2

�§æ «� 2

k

1

� �©«ã£�«� «¦¬ E

k

1

.

.

.

.
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�¦ U

�

«â£¤�  «¦ §¦¢ç 2

k

1

�k

�

�§æ «� 2

k

1

� �©«ã£�«� «¦¬ E

k

1

.

�§� �ã «� U

1

; U

2

; : : : ; U

�

«â£¤¦¬¤ æ¢� �§æ «� � �©«ã£�«� «¦¬ E

k

1

, �� §¨â§� 

1 + 2

k

1

�k

2

+ � � �+ 2

k

1

�k

�

� 2

k

1

: (3):

�§æ « ª (2); (3) â®¦¬£�

�

X

n=1

2

k

1

� 3

s

�

s

�

U

n

�

� 2

k

1

;

�

X

n=1

�

s

�

U

n

�

�

1

3

s

=

1

2

�§æ «�¤ (1) â®¦¬£� æ«  H

s

(E) �

1

2

.

ê¨� � � s =

log2

log3

;

1

2

� H

s

(E) � 1, �§¦£â¤àª dim

H

E =

log2

log3

.

� �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ dim

B

E.

�á¤

1

3

k

< � �

1

3

k�1

, � � ¡á§¦ ¦ k 2 IN , «æ«� ¦ �¢á® ©«¦ª �¨ �£æª � � ¤�

¡�¢ç¯¦¬£� «¦¤ E £� � �©«ã£�«� £ã¡¦¬ª �, �å¤�  N

�

(E) � 2

k

. ê¨�

logN

�

(E)

� log �

�

log 2

k

log 3

k�1

=

log 2

log 3

�

k

k � 1

(4):

�á¤

1

3

k+1

� � <

1

3

k

, � � ¡á§¦ ¦ k 2 IN , «æ«� N

�

(E) � 2

k

. ê¨�

logN

�

(E)

� log �

�

log 2

k

log 3

k+1

=

log 2

log 3

�

k

k + 1

(5):

�§æ « ª (4); (5) â®¦¬£� æ« 

dim

B

E = lim

�!0

+

logN

�

(E)

� log �

=

log 2

log 3

:

�¦ ��é¨�£� 2.5.1 �� £�ª �é©�  «�¤ � á©«�©� «¦¬ ©«���¨¦ç ©¬¤æ¢¦¬

¡�«á¢¢�¢¦¬ ��� (�¢. ��é¨�£� 1.3.4).
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��é¨�£� 2.5.1.

ë©«à w

1

; w

2

; : : : ; w

N

: IR

d

! IR

d

, ¦£¦ æ«�«�ª, (£� «�¤ �¬¡¢�å�� � £�-

«¨ ¡ã) £� ©¬¤«�¢�©«âª s

1

; s

2

; : : : ; s

N

2 (0; 1), é©«� ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ©¬¤-

�ã¡� �¤¦ ¡«¦ç ©¬¤æ¢¦¬:

�§á¨®�  V � IR

d

; V 6= ?; V �¤¦ ¡«æ, é©«�

i.

N

[

i=1

w

i

(V ) � V ¡� 

ii. w

i

(V ) \ w

j

(V ) = ?; i 6= j.

�á¤ K �å¤�  «¦ ©«���¨æ ©�£�å¦ «�ª W : H(IR

d

)! H(IR

d

), «æ«�:

i. dim

H

(K) = dim

B

(K) = D, æ§¦¬ D �å��«�  �§æ «� ©®â©�:

N

X

i=1

s

D

i

= 1:

ii. 0 < H

D

(K) < +1.

� � «�¤ �§æ�� ¥� «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª 2.5.1 �¢. [10].

�¦ ��é¨�£� 2.5.2 �� £�ª �é©�  «�¤ � á©«�©� «¦¬ �¨�­ã£�«¦ª ©¬¤á¨«�-

©�ª §�¨�£�¦¢ãª æ§àª ¡�«�©¡�¬á©«�¡� ©«�¤ 1.5 .

��é¨�£� 2.5.2.

ë©«à

�

(x

i

; F

i

) : i = 1; 2; : : : ; N

	

, ©�£�å� «¦¬ IR

2

, £� ¡�å£�¤� æ¢� ©«�¤

å� � �¬��å� ¡�  G «¦ �¨á­�£� «�ª ©¬¤á¨«�©�ª §�¨�£�¦¢ãª.
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�á¤

N

X

i=1

jd

i

j > 1; «æ«� dim

B

(G) = D, æ§¦¬ «¦ D �å��«�  �§æ «� ©®â©�

N

X

i=1

jd

i

j�

D�1

i

= 1:

�á¤

N

X

i=1

jd

i

j � 1; «æ«� dim

B

(G) = 1.

� � «�¤ �§æ�� ¥� «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª 2.5.2 �¢. [4].

��¨���å�£�«� 2.5.1.

1. � �� �¬�ç�¨�££� «£ã£�«�, ¦  �¬��å�ª â®¦¬¤ � á©«�©� 1.

� �¨å�à¤�, §¦¢ç�à¤�, ¡ç¡¢¦  â®¦¬¤ � á©«�©� 2.

� �¦¢ç��¨�, ©­�å¨�ª, ¡ç¢ ¤�¨¦  â®¦¬¤ � á©«�©� 3.

� �¤¦ ¡«á ©ç¤¦¢� ©«¦¤ IR

d

, â®¦¬¤ � á©«�©� d.

�� �¤à«â¨à §¨¦¡ç§«¦¬¤ �§æ «�¤ ©®â©� H

d

(E) = c�

d

(E); E � IR

d

.

2. � �¦ «¨ �� ¡æ ©ç¤¦¢¦ Cantor �å¤�  � á©«�©�ª

log2

log3

2 (0; 1).

� �¦ �¨å�à¤¦ Sierpinski �å¤�  � á©«�©�ª

log 3

log 2

2 (1; 2).

� � ©§æ��¦ª «¦¬ Menger �å¤�  � á©«�©�ª

log20

log3

2 (2; 3).

� � ¡�£§ç¢� von Koch �å¤�  � á©«�©�ª

log 4

log 3

2 (1; 2).

�� �¤à«â¨à §¨¦¡ç§«¦¬¤ �§æ «¦ ��é¨�£� 2.5.1.
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3. �§á¨®�  ¬§�¨�¨ �£ã© £¦ ©ç¤¦¢¦ «¦¬ E, £� dim

H

(E) = 0.

(�¢. [8]).

4. �á¤ 0 < s < d, £§¦¨¦ç£� ¤� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£� E � IR

d

, é©«�

dim

H

E = s:

�� �é©¦¬£� �ç¦ ¡�«�©¡�¬âª.

ë©«à 0 < s < 1.

(i) ��à¨¦ç£� m 2 IN; m � 2 ¡�  0 < � <

1

m

é©«�

s =

logm

� log �

:

ë©«à E

o

= [0; 1]. �¨å�¦¬£�

E

1

= [�

1

= 0; �

1

] [ [�

2

; �

2

] [ � � � [ [�

m

; �

m

= 1] £�

�

1

< �

1

< �

2

< �

2

< � � � < �

m

< �

m

; é©«�

�

�

�

�

�

i

+ �

i

2

�

�

i+1

+ �

i+1

2

�

�

�

�

= c

1

; i = 1; 2; : : : ;m� 1

¡�  j�

i

� �

i

j = �; i = 1; 2; : : : ;m:

�§�¤�¢�£�á¤¦¬£� «� � �� ¡�©å� ©� ¡��â¤� �§æ «� [�

i

; �

i

]; i =

1; 2; : : : ;m ©«� �â©� «¦¬ E

o

¡�  ¢�£�á¤¦¬£� «¦ E

2

¡.¦.¡.

�æ«� «¦ E =

1

\

n=1

E

n

�å¤�  «¦ ¦£¦ æ£¦¨­¦ ©ç¤¦¢¦ Cantor, £�

dim

H

E = dim

B

E = s ¡�  0 < H

s

(E) < +1:

(�¢. [8]).
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(ii) ��à¨¦ç£� n

k

2 IN é©«� n

k+1

� max

n

n

k

k

; 3n

1

s

k

o

. � � ¡á��

k 2 IN; A

k

�å¤�  � â¤à©� ¥â¤à¤ �¤á �ç¦ � �©«�£á«à¤ §¦¬ «¦ ¡á��

â¤� â®�  £ã¡¦ª

1

n

1

s

k

¡�  � �§æ©«�©� «à¤ £â©à¤ �ç¦ � ��¦® ¡é¤

� �©«�£á«à¤ �å¤� 

1

n

k

. �æ«� «¦ ©ç¤¦¢¦ E =

1

\

k=1

A

k

â®�  � á©«�©�

s. (�¢. [8]).

� � «¬®�å¦ 1 < s < 2 ¡�«�©¡�¬á�¦¬£� ¬§¦©ç¤¦¢¦ E «¦¬ IR � �-

©«á©�àª s� 1. �æ«� «¦ ©ç¤¦¢¦ E � [0; 1] � IR

2

â®�  � á©«�©� s.

(�¢. [8]) .

�¬¤�®å�¦¬£� «�¤ å� � � �� ¡�©å� � � «¬®�å¦ 0 < s < d.

2.6 � á©«�©� �¨�­ã£�«¦ª ©¬¤á¨«�©�ª Weier-

strass

�  ©¬¤�¨«ã©� ª «ç§¦¬ Weierstrass, �å¤�  ©¬¤�®�åª §�¤«¦ç ¡�  §¦¬��¤á � �­¦¨å-

© £�ª. ��é �� �é©¦¬£� §�¨á�� �£� «â«¦ �ª ©¬¤á¨«�©�ª ¡�  �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£�

«�¤ Box � á©«�©� «¦¬ �¨�­ã£�«¦ª «�ª.

�� �é©¦¬£� §¨é«� �§¦«�¢â©£�«� §¦¬  ©®ç¦¬¤ � � ��¤ ¡æ«�¨�ª ©¬¤�¨«ã©� ª.

ë©«à f : [0; 1]! IR ©¬¤�®ãª ©¬¤á¨«�©� ¡� 

F =

�

(t; f(t)) : t 2 [0; 1]
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«¦ �¨á­�£� «�ª. �¨å�¦¬£�:

dim

B

F = lim

�>0

sup

logN

�

� log �

¡� 

dim

B

F = lim

�>0

inf

logN

�

� log �

æ§¦¬ N

�

¡á§¦ ¦ª �§æ «¦¬ª �¨ �£¦çª «¦¬ �¨ ©£¦ç 2.3.1.

�ª £â� ©«¦ ��¢�¤�¡âª «�ª f ©«¦ [u; v] � [0; 1] ¦¨å�¦¬£�

R

f

�

[u; v]

�

= sup

�

jf(x)� f(y)j : u < x; y < v

	

:

�á¤ ��à¨ã©¦¬£� 0 < � < 1 ¡�  m =

�

1

�

�

+ 1, ��¢��ã m� 1 <

1

�

� m â®¦¬£�

«� ©®â©�

�

�1

m�1

X

i=0

R

f

�

[i�; (i+ 1)�]

�

� N

�

� 2m + �

�1

m�1

X

i=0

R

f

�

[i�; (i+ 1)�]

�

(1):

� ©®â©� �¬«ã §¨¦¡ç§«�  àª �¥ãª:

��à¨¦ç£� «¦ � á©«�£� [i�; (i+ 1)�]; i = 0; 1; : : : ;m � 1. �§� �ã � f �å¤� 

©¬¤�®ãª ®¨� ��æ£�©«� «¦ ¢ �æ«�¨¦

R

f

�

[i�; (i+ 1)�]

�

�

¡�  «¦ §¦¢ç

R

f

�

[i�; (i+ 1)�]

�

�

+ 2

«�«¨á�à¤� §¢�¬¨áª � � � ¤� ¡�¢ç¯¦¬£� «¦ �¨á­�£� «�ª f j

[i�;(i+1)�]\[0;1]

. ��¨¦å-

�¦¤«�ª â®¦¬£� «�¤ ©®â©� (1).
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�ã££� 2.6.1.

ë©«à jf(x)� f(y)j � cjx� yj

2�s

, � � ¡á§¦ ¦ c > 0 ¡� 

1 < s < 2; x; y 2 [0; 1]. �æ«�: dim

B

F � s.

�§æ�� ¥�.

�§� �ã R

f

�

[u; v]

�

� cju� vj

2�s

; u; v 2 [0; 1]; (s < 2), �� â®¦¬£� �§æ

«�¤ (1)

N

�

� 2m+ �

�1

m�1

X

i=0

R

f

�

[i�; (i+ 1)�]

�

� 2m+ �

�1

mc�

s�2

= m

�

2 + c�

1�s

�

<

�

1 + �

�1

��

2 + c�

1�s

�

= �

�s

�

�

1 + �

�1

�

�

�

2�

s

+ c�

1

�

�

= �

�s

�

2�

s

+ 2�

s�1

+ c� + c

�

< �

�s

�

4 + 2c

�

= c

1

�

�s

(0 < � < 1; 1 < s):

ê¨�

logN

�

� log c

1

+ s(� log �) ¡� 

dim

B

F = lim

�>0

sup

logN

�

� log �

� s:



70 �������� 2

�ã££� 2.6.2.

ë©«à æ«  � � «�¤ ©¬¤�®ã ©¬¤á¨«�©� f : [0; 1]! IR, ¬§á¨®¦¬¤

c > 0; 0 < �

o

< 1 ¡�  s > 0 «â«¦ � é©«�:

� � ¡á�� x 2 [0; 1) ¡�  0 < � < �

o

, ¬§á¨®�  0 < h < � £� x+ h 2 [0; 1] ¡� 

�

�

f(x+ h)� f(x)

�

�

� c�

2�s

:

�æ«� dim

B

F � s.

�§æ�� ¥�.

ë©«à 0 < � < �

o

. �§æ «�¤ ¬§æ��©� � � «¦ ©�£�å¦ i� 2 [0; 1);

(i = 0; : : : ;m� 1) ¬§á¨®�  y

i

2

�

i�; (i+ 1)�

�

\ [0; 1] é©«�

�

�

f(i�)� f(y

i

)

�

�

� c�

2�s

:

ê¨� R

f

�

[i�; (i+ 1)�]

�

� c�

2�s

. �§æ «�¤ ©®â©� (1) â®¦¬£�

N

�

� �

�1

m�1

X

i=0

R

f

�

[i�; (i+ 1)�]

�

� �

�1

mc�

2�s

� �

�1

�

�1

c�

2�s

= c�

�s

:

ê¨� dim

B

F � s.

��é¨�£� 2.6.1 (�¬¤á¨«�©� Weierstrass).

�á¤ 1 < s < 2 ¡�  � > 1 ¦¨å�¦¬£�:

f(t) =

1

X

n=1

�

(s�2)n

sin(�

n

t); t 2 [0; 1]:

�æ«� «¦ �¨á­�£� F «�ª f â®�  � á©«�©� dim

B

F = s, � � � � �

o

(s).
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�§æ�� ¥�.

� � ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  dim

B

F = s, �¨¡�å ¤� �¨¦ç£� ©«���¨âª, é©«� ¤�

 ©®ç¦¬¤ � � «�¤ f ¦  §¨¦è§¦�â©� ª «à¤ ��££á«à¤ 2.6.1, 2.6.2.

�©®¬¨ ©£æª 1

�§á¨®�  c > 0 £�

�

�

f(x)� f(y)

�

�

� cjx� yj

2�s

; x; y 2 [0; 1].

ë©«à x; y 2 (0; 1) £� y = x + h; 0 < h < 1. ��à¨¦ç£� N 2 IN , é©«�

�

�(N+1)

� h < �

�N

.

�æ«�

�

�

f(x + h)� f(x)

�

�

�

1

X

n=1

�

(s�2)n

�

�

�

�

sin

�

�

n

(x+ h)

�

� sin

�

�

n

x

�

�

�

�

�

=

N

X

n=1

�

(s�2)n

�

�

�

�

sin

�

�

n

(x+ h)

�

� sin

�

�

n

x

�

�

�

�

�

+

1

X

n=N+1

�

(s�2)n

�

�

�

�

sin

�

�

n

(x+ h)

�

� sin

�

�

n

x

�

�

�

�

�

�§� �ã

�

�

sin z � sinw

�

�

� jz � wj; ¡� 

�

�

sin z � sinw

�

�

� 2; � � z;w 2 IR

�� â®¦¬£�

�

�

f(x+ h)� f(x)

�

�

�

N

X

n=1

�

(s�2)n

� �

n

h+ 2

1

X

n=N+1

�

(s�2)n

� h �

�

(s�1)N

1� �

1�s

+

2�

(s�2)(N+1)

1 � �

s�2

(� > 1; s < 2)

= h

2�s

�

h

s�1

� �

(s�1)N

1 � �

1�s

+

2h

s�2

�

(s�2)(N+1)

1 � �

s�2

�

æ§¦¬ h�

N

< 1; s� 1 > 0 ¡�  h � �

(N+1)

� 1; s� 2 < 0. ê¨�

�

�

f(x+ h)� f(x)

�

�

� h

2�s

�

1

1� �

1�s

+

2

1� �

s�2

�

= ch

2�s

:
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�©®¬¨ ©£æª 2

� � «�¤ ©¬¤á¨«�©� Weierstrass  ©®ç¦¬¤ ¦  §¨¦è§¦�â©� ª «¦¬ �ã££�«¦ª 2.6.2.

��à¨¦ç£� �

o

(s) > 1 é©«�

�

1�s

1� �

1�s

+

2�

s�2

1� �

s�2

�

1

20

� � � � �

o

(s):

(�§á¨®�  §á¤«¦«� �

o

(s) > 1, é©«� ¤�  ©®ç�  � ©®â©� �¬«ã � � � � �

o

(s),

�§� �ã lim

�!+1

�

�

1�s

1��

1�s

+

2�

s�2

1��

s�2

�

= 0).

ë©«à �

o

=

1

�

< 1 ¡�  0 < � � �

o

. ��à¨¦ç£� «¬®�å¦ x 2 [0; 1) ¡�  N 2 IN ,

é©«� �

�N

� � < �

�(N�1)

. ��à¨¦ç£� h £� 0 < h�

N

< 1, é©«� ¤� â®¦¬£�

�

�

sin�

N

(x+ h)� sin�

N

x

�

�

>

1

10

:

( �§á¨®�  0 < h�

N

< 1, é©«� ¤�  ©®ç�  � ©®â©� �¬«ã, �§� �ã

sup

�

j sin(
 + ")� sin 
j : 0 < " < 1

	

� j sin

�

2

� sin(

�

2

�

1

2

)j

�

=

0; 17 >

1

10

� � ¡á�� 
 2 IR).

�¨���æ£�¤¦  �¤á¢¦�� £� «¦¤ �©®¬¨ ©£æ 1, â®¦¬£�

�

�

�

�

f(x+ h)� f(x)� �

(s�2)N

�

sin�

N

(t+ h)� sin �

N

t

�

�

�

�

�

� h �

�

(s�1)(N�1)

1� �

1�s

+

2�

(s�2)(N+1)

1 � �

s�2

(0 < h < �

�N

)

<

�

(s�2)N�(s�1)

1� �

1�s

+

2�

(s�2)(N+1)

1 � �

s�2

= �

(s�2)N

�

�

(1�s)

1� �

1�s

+

2�

(s�2)

1 � �

s�2

�

�

1

20

�

(s�2)N

:
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ê¨�

�

�

f(x+ h)� f(x)

�

�

�

1

10

�

(s�2)N

�

1

20

�

(s�2)N

=

1

20

�

(s�2)N

=

1

20

�

(s�2)

� �

(s�2)(N�1)

�

1

20

�

(s�2)

�

2�s

: (� < �

�(N�1)

):

�§æ «� �¤à«â¨à ¡�  «� �ã££�«� 2.6.1, 2.6.2 ©¬£§�¨�å¤¦¬£� æ«  dim

B

F =

s.

�¨æ«�©� 2.6.1.

� ©¬¤á¨«�©� Weierstrass �å¤�  ©¬¤�®ãª ¡�  §¦¬��¤á � �­¦¨å© £�.

�§æ�� ¥�.

� �  f

n

(t) = �

(s�2)n

sin(�

n

t); n 2 IN �å¤�  ©¬¤�®�åª ©¬¤�¨«ã©� ª ¡� 

1

X

n=1

�

�

f

n

(t)

�

�

�

1

X

n=1

�

�

(s�2)

�

k

< +1 (��à£�«¨ ¡ã ©� ¨á £� 0 < �

s�2

< 1)

ê¨� � ©� ¨á

P

1

n=1

f

n

©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­� ©«�¤ f , �§¦£â¤àª � f �å¤�  ©¬-

¤�®ãª.

� �­¦¨�« ¡á:

� �§æ «¦¤ �©®¬¨ ©£æ 1, â®¦¬£�

�

�

f(x)� f(y)

�

�

� cjx� yj

2�s

; x; y 2 [0; 1]; (2 � s > 0)



74 �������� 2

¦§æ«� � f �å¤�  ©¬¤�®ãª.

� � ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  � f ��¤ �å¤�  � �­¦¨å© £� ©� ¡á�� x 2 [0; 1] �� ®¨�© -

£¦§¦ ã©¦¬£� «¦¤ �©®¬¨ ©£æ 2.

ë©«à x 2 [0; 1). �æ«� � � ¡á�� n 2 IN £�

1

n

�

1

�

= �

o

, ¬§á¨®�  0 < h

n

<

1

n

é©«�

�

�

f(x+ h

n

)� f(x)

�

�

� c �

1

n

2�s

(c =

1

20

�

s�2

)

ê¨�

�

�

f(x+h

n

)�f(x)

�

�

h

n

� c �

n

n

2�s

= cn

s�1

,

á¨�

lim

n!1

�

�

f(x+ h

n

)� f(x)

�

�

h

n

= +1:

�§¦£â¤àª ��¤ ¬§á¨®�  ©«¦ IR � ��¥ á §�¨á�à�¦ª «�ª f , � � ¡á�� x 2 [0; 1).

�¤á¢¦�� �¨���æ£�¤¦  ( «¨¦§¦§¦ é¤«�ª «¦ �ã££� 2.6.2 ¡�  «¦¤ �©®¬¨ ©£æ 2)

£§¦¨¦ç£� ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  ��¤ ¬§á¨®�  ©«¦ IR � �¨ ©«�¨ã §�¨á�à�¦ª «�ª

f , � � ¡á�� x 2 [0; 1).

��¨�«ã¨�©� 2.6.1.

� � «�¤ Hausdor� - Besicovitch � á©«�©� «¦¬ �¨�­ã£�«¦ª F «�ª ©¬¤á¨-

«�©�ª Weierstrass, �¤à¨å�¦¬£� æ« 

s � dim

H

F � s�

c

log �

(c = ©«���¨á)

� ¡á��«�  æ«  dim

H

F = s.

(�¢. [8]).



��­á¢� ¦ 3

�ç¤¦¢� Julia, �ç¤¦¢¦ Mandelbrot

3.1 � ©��à�ã

� � ¤� ¦¨å©¦¬£� ¡�  ¤� £�¢�«ã©¦¬£� «� ©ç¤¦¢� Julia ¡�  Mandelbrot, ®¨� �-

�æ£�©«� ¦¨ ©£â¤� �§¦«�¢â©£�«� �§æ «� � ��� ¡ã �¤á¢¬©�.

�¨ ©£æª 3.1.1.

��à¨¦ç£� C «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ £ ��� ¡é¤ �¨ �£é¤ ¡�  V �¤¦ ¡«æ ¬§¦©ç¤¦¢¦

«¦¬ C .

� �á¤ f : V ! C ¡�  � 2 V , � (£ ��� ¡ã) §�¨á�à�¦ª «�ª f ©«¦ �

�å¤�  «¦ æ¨ ¦ (�¤ ¬§á¨®� )

f

0

(�) = lim

z!�

f(z)� f(�)

z � �

:

75
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� �á¤ � f â®�  §�¨á�à�¦ � � ¡á�� � 2 V , «æ«� � f ¢���«�  ¦¢æ£¦¨­�

ã �¤�¢¬« ¡ã ©«¦ V .

�¨ ©£æª 3.1.2.

� ë©«à f

n

: V ! C ; n 2 IN �¡¦¢¦¬�å� ©¬¤�¨«ã©�à¤, f : V ! C ¡� 

U � V . �

�

f

n

	

n2IN

©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­� ©«¦ U, ©«�¤ f , �¤ � �

¡á�� " > 0, ¬§á¨®�  n

o

= n

o

("; U) 2 IN , é©«� � � n � n

o

â®¦¬£�

�

�

f

n

(z)� f(z)

�

�

< "; � � ¡á�� z 2 U:

�¬£�¦¢å�¦¬£� f

n

� f ©«¦ U .

� �

�

f

n

	

n2IN

©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­� ©«¦ U, ©«¦ 1, �¤ � � ¡á��

M > 0, ¬§á¨®�  n

o

= n

o

(M;U) 2 IN , é©«� � � n � n

o

â®¦¬£�

jf

n

(z)j > M; � � ¡á�� z 2 U:

�¨ ©£æª 3.1.3.

� �á¤ z

o

2 U; U � C �¤¦ ¡«æ, «æ«� «¦ U ¡�¢�å«�  §�¨ ¦®ã «¦¬ z

o

.

� �¦ A � C ¡�¢�å«�  ©¬¤�¡« ¡æ ©ç¤¦¢¦, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤ ��¤ ¬§á¨®¦¬¤

U; V 6= ?, �¤¦ ¡«á, ¥â¤� ©ç¤¦¢� é©«� A \ U 6= ?; A \ V 6= ? ¡� 

A � U [ V .

� �¦ A � C ¡�¢�å«�  «æ§¦ª �¤ «¦ A �å¤�  �¤¦ ¡«æ ¡�  ©¬¤�¡« ¡æ.

�©¦�ç¤�£�: �¤ «¦ A �å¤�  �¤¦ ¡«æ ¡�  � � ¡á�� z

o

; z

0

o

2 A ¬§á¨®� 
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§¦¢¬�à¤ ¡ã �¨�££ã

� = [z

o

; z

1

] [ [z

1

; z

2

] [ � � � [ [z

n

; z

0

o

] � A:

� �¦ A � C ¡�¢�å«�  ¦¢ ¡á £� ©¬¤�¡« ¡æ ©ç¤¦¢¦, �¤ ¡�  £æ¤¦¤ �¤,

� � ¡á�� � 2 A «¦ £¦¤�� ¡æ ©¬¤�¡« ¡æ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ A §¦¬ §�¨ â®� 

«¦ � �å¤�  «¦ f�g.

��é¨�£� 3.1.1 (�¨®ã «�ª �¤�¢¬« ¡ãª �¬¤â® ©�ª).

�á¤ f; g : V ! C �å¤�  �¤�¢¬« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª ©«¦¤ «æ§¦ V ¡�  «¦

©ç¤¦¢¦

�

z 2 V : f(z) = g(z)

	

â®�  «¦¬¢á® ©«¦¤ â¤� ©�£�å¦ ©¬©©é¨�¬©�ª

©«¦ V , «æ«� f(z) = g(z), � � ¡á�� z 2 V .

��é¨�£� 3.1.2 (�¤«å©«¨¦­�ª �§� ¡æ¤ ©�ª).

ë©«à f : U ! C �¤�¢¬« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ¡�  z

o

2 U £� f(z

o

) 6= 0. �æ«�

¬§á¨®�  §�¨ ¦®ã «¦¬ z

o

, é©«� � f j

V

¤� �å¤�  "1 � 1" ¡�  �

�

f j

V

�

�1

�å¤� 

�¤�¢¬« ¡ã ©¬¤á¨«�©�.

��é¨�£� 3.1.3 (�¤¦ ¡«ãª �§� ¡æ¤ ©�ª).

�á¤ f : V ! C �å¤�  �¤�¢¬« ¡ã, £� ©«���¨ã ©¬¤á¨«�©� ©«¦¤ «æ§¦ V

«æ«� � f �å¤�  �¤¦ ¡«ã ©¬¤á¨«�©� (��¢��ã, � � ¡á�� �¤¦ ¡«æ U � V , «¦

f(U) �å¤�  �¤¦ ¡«æ).
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��é¨�£� 3.1.4 (�ç�¡¢ ©�ª «¦¬ Weierstrass).

ë©«à f

n

: V ! C , �¡¦¢¦¬�å� �¤�¢¬« ¡é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ¡�  f : V ! C .

�á¤ f

n

� f ©� ¡á�� ©¬£§��âª ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ V «æ«�

i. � f �å¤�  �¤�¢¬« ¡ã ©«¦ V

ii. f

0

n

� f

0

, ©� ¡á�� ©¬£§��âª ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ V .

�  �§¦��å¥� ª «à¤ �¤à«â¨à ��à¨�£á«à¤, ¬§á¨®¦¬¤ ©� � �¢å� "� ��� ¡ãª

�¤á¢¬©�ª".

(�¢. [1]).

�¨ ©£æª 3.1.4.

ë©«à F ¦ ¡¦�â¤� � �¤�¢¬« ¡é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ §¦¬ ¦¨å�¦¤«�  ©«¦ �¤¦ ¡«æ

©ç¤¦¢¦ V � C .

� � F ¡�¢�å«�  ¡�¤¦¤ ¡ã ¦ ¡¦�â¤� � ©«¦ V, �¤ � � ¡á�� �¡¦¢¦¬�å�

�

f

n

	

n2IN

«�ª F ¬§á¨®�  ¬§�¡¦¢¦¬�å�

�

f

k

n

	

n2IN

, é©«� ¤�  ©®ç�  �¡¨ -

�éª â¤� �§æ «� ¡á«à� :

(i) f

k

n

� f , ©� ¡á�� ©¬£§��âª ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ V , æ§¦¬ f : V ! C

�¤�¢¬« ¡ã ©¬¤á¨«�©�.

(ii) f

k

n

�1, ©� ¡á�� ©¬£§��âª ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ V .

� � F ¡�¢�å«�  ¡�¤¦¤ ¡ã ¦ ¡¦�â¤� � ©«¦ w 2 V, �¤ ¬§á¨®�  �¤¦ ¡«æ

©ç¤¦¢¦ U � V £� w 2 U , é©«� � A =

�

f j

U

: f 2 F

	

¤� �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã
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¦ ¡¦�â¤� � ©«¦ U .

��¨�«ã¨�©� 3.1.1.

�á¤ � F =

�

f

i

: i 2 I

	

�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ¦ ¡¦�â¤� � ©«¦ V ¡�  g : C ! C

�å¤�  §¦¢¬é¤¬£¦, «æ«� �

�

g � f

i

: i 2 I

	

�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ¦ ¡¦�â¤� � ©«¦ V .

�¨á�£�« :

ë©«à g(z) = z

k

; k 2 IN . �¤ f

n

� f ©«� ©¬£§��ã ¬§¦©ç¤¦¢� «¦¬ V , «æ«�

¡�  f

k

n

� f

k

©«� ©¬£§��ã ¬§¦©ç¤¦¢�. �¤ f

n

�1 ©«� ©¬£§��ã ¬§¦©ç¤¦¢�

«¦¬ V , «æ«� f

k

n

�1.

� � g «¬®�å¦ §¦¢¬é¤¬£¦,  ©®ç�  �§æ «�¤ §¨¦��¦ç£�¤� §�¨å§«à©�.

�¨ ©£æª 3.1.5.

ë©«à F =

�

f

i

:< X; � >!< Y; � >; i 2 I

	

¦ ¡¦�â¤� � ©¬¤�¨«ã©�à¤

£�«�¥ç «à¤ £.® < X; � >;< Y; � >.

� � F ¡�¢�å«�   ©¦©¬¤�®ãª ©«¦ x

o

2 X, �¤ � � ¡á�� " > 0 ¬§á¨®� 

� = �("; x

o

) é©«�

� � ¡á�� x 2 X £� �(x; x

o

) < �,  ©®ç�  �(f(x); f(x

o

)) < " � � ¡á��

f 2 F .

� � F ¡�¢�å«�   ©¦©¬¤�®ãª ©«¦ A � X, �¤ �å¤�   ©¦©¬¤�®ãª ©� ¡á��

x

o

2 X.

� � ¤� �¦ç£� «� ©®â©� £�«�¥ç ¡�¤¦¤ ¡é¤ ¡�   ©¦©¬¤�®é¤ ¦ ¡¦��¤� é¤

®¨� ��æ£�©«� «� ®¦¨� ¡ã £�«¨ ¡ã ©«¦¤

e

C = C [ f1g.
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ë©«à � ©­�å¨� Riemann,

S =

�

(x

1

; x

2

; x

3

) : x

2

1

+ x

2

2

+ x

2

3

= 1

	

¡�  B = (0; 0; 1):

� �§� ¡æ¤ ©�

P : SnfBg ! C £� P (x

1

; x

2

; x

3

) =

x

1

+ ix

2

1 � x

3

¡�¢�å«�  ©«�¨�¦�¨�­ ¡ã §¨¦�¦¢ã. � P �å¤�  ©¬¤á¨«�©� "1�1", �§å, ©¬¤�®ãª

¡�  �

P

�1

(z) =

�

z + z

1 + jzj

2

;

z � z

i(1 + jzj)

2

;

jzj

2

� 1

1 + z

2

�

; z 2 C

�å¤�  ©¬¤�®ãª.

�á¤

e

C = C [ f1g �§�¡«�å¤¦¬£� «�¤ P àª �¥�ª:

e

P : S !

e

C £�

e

P j

SnB

= P ¡� 

e

P (B) =1:

�á¤ z

1

; z

2

2

e

C ¦¨å�¦¬£� «� ®¦¨� ¡ã �§æ©«�©� �¬«é¤

�(z

1

; z

2

) =:





e

P

�1

(z

1

)�

e

P

�1

(z

2

)







=

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

2jz

1

�z

2

j

p

1+jz

1

j

2

p

1+jz

2

j

2

; � � z

1

; z

2

2 C

2

p

1+jz

1

j

2

; � � z

1

2 C ; z

2

=1

0; � � z

1

= z

2

=1

(k � k � �¬¡¢�å�� � £�«¨ ¡ã ©«¦¤ IR

3

).

� ®¦¨� ¡ã £�«¨ ¡ã �å¤�   ©¦�ç¤�£� £� «�¤ �¬¡¢�å�� � £�«¨ ¡ã ©«¦¤ C

�

=

IR

2

.
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��é¨�£� 3.1.5.

ë©«à F =

�

f

i

: V ! C ; i 2 I

	

¦ ¡¦�â¤� � �¤�¢¬« ¡é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤

©«¦¤ «æ§¦ V . �� �¥ãª �å¤�   ©¦�ç¤�£�:

1. � F �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ¦ ¡¦�â¤� � ©«¦ V .

2. H F =

�

f

i

:< V;� >!< C ; � >; i 2 I

	

�å¤�   ©¦©¬¤�®ãª ¦ ¡¦�â¤� �

©«¦ V .

��¨�«ã¨�©� 3.1.2.

� �á¤ � F �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ¦ ¡¦�â¤� �, ��¤ ©¬¤�§á��«�  æ«  �å¤�   ©¦©¬¤�-

®ãª £� «�¤ �¬¡¢�å�� � £�«¨ ¡ã.

�§å §�¨���å�£�« :

F =

�

f

n

(z) = ne

z

; n 2 IN

	

. �æ«� f

n

�1 ©«� ©¬£§��ã ¬§¦©ç¤¦¢�

«¦¬ C , á¨� � F �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ¦ ¡¦�â¤� � ©«¦ C .

� � z 6= z

0

;

�

�

f

n

(z) � f

n

(z

0

)

�

�

= nje

z

� e

z

0

j ! +1 á¨� ��¤ ¬§á¨®� 

� > 0 «â«¦ ¦ é©«� �¤ jz � z

0

j < � ¤� â®¦¬£�

�

�

f

n

(z) � f

n

(z

0

)

�

�

< 1 � �

¡á�� n 2 IN . �§¦£â¤àª � F ��¤ �å¤�   ©¦©¬¤�®ãª.

� �á¤ F �å¤�   ©¦©¬¤�®ãª ¦ ¡¦�â¤� � £� «�¤ �¬¡¢�å�� � £�«¨ ¡ã, �§� �ã

�(z; z

0

) � jz � z

0

j; z; z

0

2 C �� �å¤�   ©¦©¬¤�®ãª £� «� ®¦¨� ¡ã

£�«¨ ¡ã, ¦§æ«� �� �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ¦ ¡¦�â¤� �.
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��é¨�£� 3.1.6 (Montel).

ë©«à fg

n

g

n2IN

¦ ¡¦�â¤� � �¤�¢¬« ¡é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ¦¨ ©£â¤à¤ ©«¦¤

«æ§¦ V � C .

�á¤ � fg

n

g

n2IN

��¤ �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ V «æ«�

1

[

n=1

g

n

(V ) = C ; ã

1

[

n=1

g

n

(V ) = C nfz

o

g � � ¡á§¦ ¦ z

o

2 C :

�©¦�ç¤�£� : �á¤

1

[

n=1

g

n

(V ) � C nf�; �g £� � 6= �, «æ«� � ¦ ¡¦�â¤� � fg

n

g

n2IN

�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ V .

�¦ ��é¨�£� �¬«æ �§¦��å®��¡� �§æ «¦¤ Montel (1912) ¡�  �¤�­â¨�«�  àª

��£�¢� é��ª �¨ «ã¨ ¦ ��¤¦¤ ¡æ«�«�ª. �å¤�  �§æ «� ��© ¡æ«�¨� �§¦«�¢â-

©£�«� §¦¬ ®¨�© £¦§¦ ¦ç¤«�  ©«� ��à¨å� «à¤ ©¬¤æ¢à¤ Julia.

�  �§¦��å¥� ª «à �¤à«â¨à ��à¨�£á«à¤ ¡�  �¡«�¤ãª ��à¨å� � � « ª ��¤¦-

¤ ¡âª � ¡¦�â¤� �ª ¬§á¨®¦¬¤ ©«� [17], [5].

3.2 �ç¤¦¢� Julia

�«�¤ �¤æ«�«� �¬«ã �� �é©¦¬£�  ©¦�ç¤�£¦¬ª ¦¨ ©£¦çª ¡�   � æ«�«�ª «¦¬ ©¬-

¤æ¢¦¬ Julia §¦¢¬à¤¬£ ¡ãª ©¬¤á¨«�©�ª

f : C ! C £� f(z) = �

o

+ �

1

z + � � �+ �

n

z

n

;

£� ©¬¤«�¢�©«âª �

i

2 C , ���£¦ç «¦¬¢á® ©«¦ 2.
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�¨ ©£æª 3.2.1.

� �¦ ©�£�å¦ w 2 C ¡�¢�å«�  §�¨ ¦� ¡æ ©�£�å¦ «�ª f , �¤ f

p

(w) = w � �

¡á§¦ ¦ p 2 IN; p � 1.

� � �¢á® ©«¦ª �¨ �£æª p, é©«� f

p

(w) = w, ¡�¢�å«�  §�¨å¦�¦ª «¦¬ w.

� �¦ ©ç¤¦¢¦ fw; f(w); f

2

(w); : : : ; f

p

(w)g ¡�¢�å«�  «¨¦® á «¦¬ w, §�¨ æ-

�¦¬ p.

� � � p = 1 «¦ w ¡�¢�å«�   � � «â¨àª ©«���¨æ ©�£�å¦ «�ª f . �¦ §�¨ ¦-

� ¡æ ©�£�å¦ «�ª f �å¤�  ©«���¨æ ©�£�å¦ � � «�¤ g = f

p

.

� �á¤ w �å¤�  §�¨ ¦� ¡æ ©�£�å¦ «�ª f, §�¨ æ�¦¬ p, £� (f

p

)

0

(w) = �, «æ«�

«¦ w ¡�¢�å«� :

¬§â¨-�¢¡¬©« ¡æ �¤ � = 0

�¢¡¬©« ¡æ �¤ 0 � j�j < 1

�� á­¦¨¦ �¤ j�j = 1

�§à��« ¡æ �¤ j�j > 1

:

��¨���å�£�«� ¡�  ��¨�«�¨ã©� ª 3.2.1.

1. � � ¤� �å¤�  ¡�«�¤¦�«æª ¦ ¦¨ ©£æª «à¤ �¢¡¬©« ¡é¤ ¡�  �§à��« ¡é¤

©�£�åà¤ �� §¨¦©§��ã©¦¬£� ¤� «¦¤ �¦ç£� §¨¦©��� ©« ¡á.

ë©«à f(w) = w, ¡�  � = f

0

(w). �æ«� (f

k

)

0

(w) =

�

f

0

(w)

�

k

= �

k

¡� 

jf(z) � f(w)j

�

=

j�jjz � wj:
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�

�

f

k

(z)� w

�

�

=

�

�

f

k

(z)� f

k

(w)

�

�
�

=

j�j

k

jz � wj � � z

�

=

w:

�á¤ j�j < 1, «æ«� ¦  �§�¤�¢ã¯� ª f

k

(z) §¨¦©���å�¦¬¤ «¦ w ( �¢¡ç¦¤«� 

�§æ «¦ w ), �¤é �¤ j�j > 1 �§¦£�¡¨ç¤¦¤«�  �§æ «¦ w (�§à�¦ç¤«�  �§æ

«¦ w).

2. �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  «¦ §¢ã�¦ª «à¤ �¢¡¬©« ¡é¤ §�¨ ¦� ¡é¤ ©�£�åà¤ ¡� 

«¦ §¢ã�¦ª «à¤ �� á­¦¨à¤ §�¨ ¦� ¡é¤ ©�£�åà¤ �å¤�  §�§�¨�©£â¤�, (�¢.

[17], [5]) ¦§æ«� «¦ �¤� �­â¨¦¤ §�¨¦¬© á��«�  ©«� �§à��« ¡á §�¨ ¦� ¡á

©�£�å� «�ª f .

�¨ ©£æª 3.2.2.

� �¨å�¦¬£� J (f) «¦ ©ç¤¦¢¦ Julia «�ª f «¦ ©ç¤¦¢¦

J (f) = fw 2 C : w �§à��« ¡æ §�¨ ¦� ¡æ ©�£�å¦ «�ª fg:

� �¦ ©ç¤¦¢¦ F (f) = C nJ (f) ¡�¢�å«�  ©ç¤¦¢¦ Fatou ã ©ç¤¦¢¦ �¬©«á-

�� �ª «�ª f .

��¨á�� �£� 3.2.1.

�á¤ f(z) = z

2

, «æ«� f

k

(z) = z

2

k

; k 2 IN . ��¨ ¦� ¡á ©�£�å� §�¨ æ�¦¬

p � 1, �å¤�  ( «¦ 0 ¡�  ) ¦  (2

p

� 1) � «á¥�ª ¨å��ª «�ª £¦¤á��ª,

z

q

= cos

2�q

2

p

� 1

+ i sin

2�q

2

p

� 1

; q = 0; 1; : : : ; 2

p

� 2:

�æ«�

�

�

(f

p

)

0

(z

q

)

�

�

= 2

p

> 1. ê¨� «� ©�£�å� �¬«á �å¤�  �§à��« ¡á. �¦ ©ç¤¦¢¦

Julia �å¤�  ¦ £¦¤�� �å¦ª ¡ç¡¢¦ª jzj = 1.
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� �ç¨�©� «¦¬ J (f) �å¤�  §¨�¡« ¡á ��ç¤�«�, �¡«æª «�«¨ ££â¤à¤ §�¨ §«é-

©�à¤. �¡æ£� ¡�  � «¦§¦¢¦� ¡ã £�¢â«� «¦¬ �å¤�  �ç©¡¦¢�. � ' �¬«æ �� �é-

©¦¬£� á¢¢¦¬ª  ©¦�ç¤�£¦¬ª ¦¨ ©£¦çª, ¦  ¦§¦å¦  £�ª �¦��¦ç¤ ¤� «¦ £�¢�«ã-

©¦¬£� ¡�  ¤� «¦ '�§� ¡¦¤å©¦¬£�' ©«¦¤ �¢�¡«¨¦¤ ¡æ �§¦¢¦� ©«ã. � � «�¤

�¡¨å�� � �� ¦¨å©¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦ J

0

(f) «¦ ¦§¦å¦ £�¢�«á«�  £� «�¤ ��à¨å� «à¤

��¤¦¤ ¡é¤ ¦ ¡¦��¤� é¤ ¡�  ¡¬¨åàª «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª Montel, �� �¨¦ç£�  � æ«�-

«�ª «¦¬ ¡�  ©«�¤ ©¬¤â®� � �� �§¦��å¥¦¬£� æ«  J

0

(f) = J (f). �«�¤ ©¬¤â®� �

�� �é©¦¬£� £â�¦�¦ ¡�«�©¡�¬ãª Julia ©¬¤æ¢¦¬ ©«¦¤ �/� £� «�¤ �¦ã�� � �¤æª

«¨å«¦¬ ¦¨ ©£¦ç, §¦¬ ��©å��«�  ©«� ¢�¡á¤� â¢¥�ª ©�£�å¦¬.

�§�¤�¬£å�¦¬£� æ«  f

k

= f � f � � � � � f (k ­¦¨âª).

�¨ ©£æª 3.2.3.

�¨å�¦¬£� J

0

(f) =

�

z 2 C : �

�

f

k

	

1

k=1

��¤ �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ z

	

¡�  F

o

(f) = C nJ

0

(f)

��¨���å�£�«� ¡�  ��¨�«�¨ã©� ª 3.2.2.

1. �á¤ f(z) = z

o

+ (z � z

o

)

n

, «æ«� «¦ z

o

62 J

0

(f).

�¨á�£�« :

� � jz � z

o

j <

1

2

� �¡¦¢¦¬�å�

�

f

k

	

1

k=1

; f

k

(z) = z

o

+ (z � z

o

)

n

k

©¬-

�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­� ©«�¤ ©¬¤á¨«�©� g(z) = z

o

, á¨� �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã

¦ ¡¦�â¤� � ©«¦ z

o

.

��¤ ¡æ«�¨� : �á¤ f(z) = z

o

+ c(z � z

o

)

n

, «æ«� z

o

62 J

0

(f).
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2. �á¤ w 2 J

0

(f), «æ«� ¬§á¨®�  §á¤«¦«� z 6= w é©«� f(z) = w. �á¤ ��¤

¬§ã¨®� z 6= w é©«� f(z)� w = 0, «æ«� � £¦¤�� ¡ã ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª

�¬«ãª �� ã«�¤ «¦ w, á¨� f(z)�w = c(z�w)

n

, ¦§æ«� «¦ w 62 J

0

(f)

( �§æ «¦ 1 ).

�¨æ«�©� 3.2.1.

�¦ J

0

(f) �å¤�  ©¬£§��âª ©ç¤¦¢¦.

�§æ�� ¥�.

�� �§¦��å¥¦¬£� æ«  «¦

F

o

(f) = C nJ

0

(f)

=

�

z 2 C : 9 �¤¦ ¡«ã §�¨ ¦®ã V «¦¬ z; é©«� �

ff

k

g

1

k=1

�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ V

	

�å¤�  �¤¦ ¡«æ ©ç¤¦¢¦. �¨á�£�« :

�á¤ z 2 F

o

(f), «æ«� V � F

o

(f), æ§¦¬ V � �¤«å©«¦ ®� §�¨ ¦®ã «¦¬ z.

�� �§¦��å¥¦¬£� æ«  «¦ J

0

(f) �å¤�  ­¨��£â¤¦ ©ç¤¦¢¦. �¨á�£�« :

�§� �ã «¦ f �å¤�  §¦¢¬é¤¬£¦, ���£¦ç «¦¬¢á® ©«¦ 2, ¬§á¨®�  r > 0 é©«�

jf(z)j

jzj

� 2 � � jzj � r:

ê¨� jf(z)j � 2jzj � � jzj � r. �§¦£â¤àª

jf

k

(z)j � 2

k

r � � jzj � r;
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��¢��ã � ff

k

g

1

k=1

©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨­� ©«¦ 1 ©«¦ V = fz 2 C : jzj > rg,

á¨� �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ V . ê¨� V � F

o

(f),

J

0

(f) � C nV = fz 2 C : jzj � rg:

�§æ «� �¤à«â¨à â®¦¬£� æ«  «¦ J

0

(f) �å¤�  ¡¢� ©«æ ¡�  ­¨��£â¤¦ ¬§¦©ç¤¦¢¦

«¦¬ C , á¨� �å¤�  ©¬£§��âª.

�¨æ«�©� 3.2.2.

�¦ J

0

(f) �å¤�  £� ¡�¤æ ©ç¤¦¢¦.

�§æ�� ¥�.

ë©«à æ«  J

0

(f) = ?. �æ«� � ff

k

g

1

k=1

�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©� ¡á�� ©�£�å¦ «¦¬

C . ë©«à w 2 C é©«� f(w) = w (��£. ��é¨�£� ê¢���¨�ª) ¡�  z 2 C é©«�

lim

k!1

f

k

(z) =1 (�¢. �§æ�� ¥� �¨æ«�©� 3.2.1).

� � ¡á�� ©�£�å¦ x 2 [z;w] ¬§á¨®�  "

x

> 0 é©«� � ff

k

g

1

k=1

¤� �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã

©«�¤ S(x; "

x

). �æ«�

[z;w] �

[

x2[z;w]

S(x; "

x

):

�¦ [z;w] �å¤�  ©¬£§��âª, á¨�

[z;w] �

�

[

i=1

S(x

i

; "

x

i

) £� x

1

= z; x

�

= w ¡� 

y

i

2 S (x

i

; "

x

i

)

\

S

�

x

i+1

; "

x

i+1

�

6= ?; i = 1; 2; : : : ; � � 1:
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([x

i

; x

i+1

] ©¬¤�¡« ¡æ).

ë©«à fg

n

g

1

n=1

¬§�¡¦¢¦¬�å� «�ª ff

k

g

1

k=1

. �§� �ã lim

k!1

f

k

(z) = 1 £� � ��¦-

® ¡á �ã£�«� � � «� [x

1

; y

1

]; [y

1

; x

2

]; : : : ; [y

¤�1

; x

¤

] �¨å©¡¦¬£� ¬§�¡¦¢¦¬�å� «�ª

fg

n

g

1

n=1

£� lim

j!1

f

k

j

(w) = 1, «¦ ¦§¦å¦ �å¤�  á«¦§¦. ( f

k

(w) = w 2 C ; k 2

IN).

ê¨� J

o

(f) 6= ?.

�¨æ«�©� 3.2.3.

�©®ç�  J

o

= f(J

o

) = f

�1

(J

o

).

�©¦�ç¤�£� : F

o

= f(F

o

) = f

�1

(F

o

).

�§æ�� ¥�.

�©®ç�  f(F

o

) � F

o

.

�¨á�£�« : �¤ z

o

2 F

o

«æ«� � ff

k

g

1

k=1

�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ z

o

¦§æ«� �å¤� 

®¦¨� ¡á  ©¦©¬¤�®ãª ©«¦ z

o

. (��é¨. 3.1.5). ë©«à " > 0. �æ«�

�

�

f

k+1

(z); f

k+1

(z

o

)

�

< " � � z 2 S(z

o

; �) ¡�  k 2 IN:

ê¨� �

�

f

k

(w); f

k

(f(z

o

))

�

< " � � w 2 f (S(z

o

; �)) ; k 2 IN ¡�  «¦ ©ç-

¤¦¢¦ V = f (S(z

o

; �)) �å¤�  �¤¦ ¡«ã §�¨ ¦®ã «¦¬ f(z

o

). (��é¨�£� �¤¦ ¡«ãª

�§� ¡æ¤ ©�ª). ê¨� � ff

k

g

1

k=1

�å¤�  ®¦¨� ¡á  ©¦©¬¤�®ãª ©«¦ f(z

o

), á¨� �å¤� 

¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ f(z

o

), ��¢��ã f(z

o

) 2 F

o

. ê¨�

f(F

o

) � F

o

:

�¤á¢¦��, â®¦¬£� ¡�  f

�1

(F

o

) � F

o

.

�§æ «� §�¨�§á¤à §¨¦¡ç§«�  «¦ ��«¦ç£�¤¦.
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�¨æ«�©� 3.2.4.

J

o

(f

p

) = J

0

(f); p 2 IN .

�©¦�ç¤�£� : F

o

(f

p

) = F

o

(f); p 2 IN .

�§æ�� ¥�.

ë©«à p 2 IN . �á¤ � ff

k

g

1

k=1

�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ z

o

, «æ«� ¡�  � ¬§�¡¦-

¢¦¬�å� ff

pk

g

1

k=1

�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ z

o

, ��¢��ã F

o

(f) � F

o

(f

p

).

ë©«à z

o

2 F

o

(f

p

). �æ«� � ff

pk

� f

r

g

1

k=1

�� �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ V = S(z

o

; �)

� � 0 � r � p � 1 (�¢. ��¨�«ã¨�©� 3.1.1). ë©«à ff

k

i

g

1

k=1

¬§�¡¦¢¦¬-

�å� «�ª ff

k

g

1

k=1

. �æ«� �¬«ã §�¨ â®�  ff

pk

0

i

+r

o

g

1

i=1

¬§�¡¦¢¦¬�å� «�ª ¡�¤¦¤ ¡ãª

ff

pk

� f

r

o

g

1

k=1

� � ¡á§¦ ¦ r

o

. ê¨� � ff

k

g

1

k=1

�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ z

o

.

�¦ �§æ£�¤¦ ��é¨�£� £�ª �å¤�  £â�¦�¦ �ç¨�©�ª «¦¬ Julia ©¬¤æ¢¦¬ �­'

æ©¦¤ �¤à¨å�¦¬£� â¤� ¡�  £æ¤¦ ©�£�å¦ «¦¬.

��é¨�£� 3.2.1.

J

0

(f) =

1

[

k=1

f

�k

(z), � � ¡á�� z 2 J

0

(f).

�§æ�� ¥�.

� �§æ�� ¥� �� �å¤�  £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ �.Montel ¡�  «à¤ ã�� �¤à©«é¤

 � ¦«ã«à¤ «¦¬ J

0

(f).

�©®¬¨ ©£æª 1: �á¤ U \ J

0

(f) 6= ?, «æ«�

1

[

k=1

f

k

(U) = C ã

1

[

k=1

f

k

(U) = C nfw

o

g
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� � ¡á§¦ ¦ w

o

2 C .

�á¤ w 2 J

0

(f), «æ«� �

�

f

k

	

1

k=1

��¤ �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ w, á¨� � ff

k

g

1

k=1

��¤

�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ U . �§æ «¦ ��é¨�£� «¦¬ Montel â®¦¬£� «¦ ��«¦ç£�¤¦.

�©®¬¨ ©£æª 2: �¦ w

o

62 J

0

(f) .

ë®¦¬£�:

f

�

C nfw

o

g

�

= f

 

1

[

k=1

f

k

(U)

!

�

1

[

k=1

f

k+1

(U) �

1

[

k=1

f

k

(U)

= C nfw

o

g:

��¢��ã � � ¡á�� z 6= w

o

â®¦¬£� f(z) 6= w

o

. ê¨� � £¦¤�� ¡ã ¢ç©� «�ª

f(z) = w

o

�å¤�  � w

o

. �§¦£â¤àª

f(z)� w

o

= c(z � w

o

)

n

; (c 2 C ; ©«���¨á), (f §¦¢. ���£¦ç n):

�æ«� w

o

62 J

0

(f) (��¨���å�£�«� ¡�  ��¨�«�¨ã©� ª 3.2.2).

�©®¬¨ ©£æª 3:

�á¤ U �å¤�  �¤¦ ¡«æ ©ç¤¦¢¦ £� U \ J

0

(f) 6= ?, «æ«� :

i. �á¤

1

[

k=1

f

k

(U) = C nfw

o

g ¡�  z 6= w

o

, �� â®¦¬£� U \ f

�k

(z) 6= ? � �

á§� ¨�ª « £âª k 2 IN .

ii. �á¤ C =

S

1

k=1

f

k

(U) ¡�  z 2 C , �� â®¦¬£� U \ f

�k

(z) 6= ? � � á§� ¨�ª

« £âª k 2 IN .

�¨á�£�« :
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i. ë©«à z 2 C nfw

o

g =

1

[

k=1

f

k

(U). �§á¨®�  k

1

2 IN , é©«� z 2 f

k

1

(U) á¨�

U \ f

�k

1

(z) 6= ?.

�§� �ã J

o

(f

k

1

) = J

0

(f) ¡�  U \ J

0

(f) 6= ?, â®¦¬£� J

o

(f

k

1

) \ U 6= ?,

á¨�

1

[

k=1

f

k

1

+k

(U) = C nfw

o

g (�©®. 1) ¡� 

z 2 f

k

2

(U) � � ¡á§¦ ¦ k

2

> k

1

:

ê¨� U \ f

(�k

2

)

(z) 6= ?. �§��à� ¡á,

U \ f

�k

¤

(z) 6= ?; � 2 IN; fk

�

: � 2 INg á§� ¨¦ ©ç¤¦¢¦:

ii. �¤á¢¦��.

�á©�  «à¤ �¤à«â¨à �� �§¦��å¥¦¬£� æ«  J

0

(f) =

1

[

k=1

f

�k

(z); z 2 J

0

(f).

ë©«à z 2 J

0

(f). �æ«�

f

�k

(z) � f

�k

(J

0

(f)) = J

0

(f); k 2 IN: (�¨æ«�©� 3.2.3):

ê¨�

1

[

k=1

f

�k

(z) � J

0

(f) = J

0

(f) (J

0

(f) ¡¢� ©«æ):

ë©«à U �¤¦ ¡«ã §�¨ ¦®ã «¦¬ z 2 J

0

(f).

�æ«� z 6= w

o

(w

o

62 J

0

(f), �©®.2), ¡�  U \ f

�k

o

(z) 6= ? � � ¡á§¦ ¦ k

o

2 IN

(�©®.3). ê¨�

z 2 f

�k

o

(z) �

1

[

k=1

f

�k

(z):
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�§¦£â¤àª J

0

(f) �

1

[

k=1

f

�k

(z).

�¨æ«�©� 3.2.5.

�¦ J

0

(f) �å¤� 

i. �ç¤¦¢¦ £� ¡�¤æ �©à«�¨ ¡æ.

ii. �â¢� ¦ ©ç¤¦¢¦, ��¢��ã, J

o

(f) = J

0

o

(f).

iii. �§�¨�¨ �£ã© £¦ ©ç¤¦¢¦.

iv. �¦ ©ç¤¦¢¦ K = fw 2 J

0

(f) : 9z 6= w £� f(z) = w ¡�  f

0

(z) 6= 0g �å¤� 

§¬¡¤æ ©«¦ J

0

(f).

�§æ�� ¥�.

i. ë©«à w 2 J

0

(f) ¡�  S(w; ") � J

0

(f). �æ«� (�©®.1 ��à¨. 3.2.1)

C nfw

o

g �

1

[

k=1

f

k

(S(w; "))

�

1

[

k=1

f

k

(J

0

(f))

=

1

[

k=1

J

0

(f) = J

0

(f):

ê«¦§¦, � æ«  «¦ J

0

(f) �å¤�  ­¨��£â¤¦ ©ç¤¦¢¦.

ê¨� «¦ J

0

(f) â®�  ¡�¤æ �©à«�¨ ¡æ.
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ii. ë©«à z

o

2 J

0

(f) ¡�  U §�¨ ¦®ã «¦¬ z

o

. �� �§¦��å¥¦¬£� æ«  (Unfz

o

g)\

J

0

(f) 6= ?, � �¡¨å¤¦¤«�ª §�¨ §«é©� ª � � «¦ z

o

.

(�) ë©«à f(z

o

) = z

o

. �§� �ã z

o

2 J

0

(f) ¬§á¨®�  w 6= z

o

é©«� f(w) =

z

o

(��¨���å�£�«� ¡�  ��¨�«�¨ã©� ª 3.2.2). �æ«�

w 2 f

�1

(J

0

(f)) = J

0

(f); á¨�

f

�k

(w) \ U 6= ? � � ¡á§¦ ¦ k 2 IN

(�©®.3 ��é¨�£� 3.2.1). �á¤ z

o

2 f

�k

(w), «æ«� w = f

k

(z

o

) = z

o

,

á«¦§¦. ê¨�

f

�k

(w) \ (Unfz

o

g) 6= ?:

�§� �ã f

�k

(w) � J

0

(f) â®¦¬£� ¡�  J

0

(f) \ (Unfz

o

g) 6= ?.

(�) ë©«à f

p

(z

o

) = z

o

, � � ¡á§¦ ¦ p � 2.

�§� �ã J

o

(f

p

) = J

o

(f), � §�¨å§«à©� �¬«ã �¤á��«�  ©«�¤ (�).

(
) ë©«à f

p

(z

o

) 6= z

o

; p 2 IN .

ë®¦¬£� U \ f

�k

(z

o

) 6= ?, � � ¡á§¦ ¦ k 2 IN , ¡�  f

p

(z

o

) 6=

z

o

; p 2 IN á¨�

(Unfz

o

g) \ f

�k

(z

o

) 6= ?:

�§¦£â¤àª (Unfz

o

g) \ J

0

(f) 6= ?.

�§¦��å¥�£� æ«  «¦ ¡¢� ©«æ ©ç¤¦¢¦ J

0

(f) � J

0

o

(f), á¨� �å¤�  «â¢� ¦.



94 �������� 3

iii. �á�� «â¢� ¦ ©ç¤¦¢¦ ©«¦ C �å¤�  ¬§�¨�¨ �£ã© £¦. (�¢. [2])

iv. ë®¦¬£�

K =

�

w 2 J

0

(f) : 9z 6= w £� f(z) = w ¡�  f

0

(z) 6= 0

	

� J

0

(f)

á¨� K � J

0

(f).

�§� �ã «¦ J

0

(f) �å¤�  «â¢� ¦ ©ç¤¦¢¦, «¦ ©ç¤¦¢¦ J

0

(f)nK �� �å¤�  ¡�¤æ

ã á§� ¨¦ ©ç¤¦¢¦. î£àª

J

0

(f)nK � J

0

(f)nK

= fw 2 J

0

(f) : 9z 6= w £� f(z) = w ¡�  f

0

(z) = 0g

� ff(z

1

); : : : ; f(z

n�1

); æ§¦¬ f

0

(z

i

) = 0; i = 1; : : : ; n� 1g:

ê¨� J

0

(f)n� = ?. ��¢ ¡á K = J

0

(f).

��é¨�£� 3.2.2.

�©®ç�  J (f) = J

0

(f).

�¦ ©ç¤¦¢¦ Julia J (f) «¦¬ §¦¢¬à¤ç£¦¬ f �å¤�  ©ç¤¦¢¦ £� ¡�¤æ, ©¬£§��âª,

«â¢� ¦, £� ¡�¤æ �©à«�¨ ¡æ ¡� 

J (f) =

1

[

k=1

f

�k

(z); z 2 J (f):

�§æ�� ¥�.

ë©«à w �§à��« ¡æ §�¨ ¦� ¡æ ©�£�å¦ «�ª f , §�¨ æ�¦¬ p � 1. �æ«� «¦ w

�å¤�  �§à��« ¡æ ©«���¨æ ©�£�å¦ � � «�¤ g = f

p

.
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�á¤ w 62 J

0

(f) = J

o

(g), «æ«� � fg

k

g

1

k=1

�� ã«�¤ ¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ w. ê¨�

¬§á¨®�  ¬§�¡¦¢¦¬�å� «�ª fg

k

�

g

1

�=1

é©«�

g

k

�

� g

o

; ã g

k

�

�1

©� £ � ©¬£§��ã §�¨ ¦®ã S(w; ") = V «¦¬ w. �§� �ã g

k

(w) = w; k 2 IN ,

â®¦¬£� g

o

(z) 2 C ; z 2 V . �æ«� (��é¨�£� Weierstrass 3:1:4)

lim

�!1

�

g

k

¤

�

0

(w) = g

0

o

(w) 2 C : (1)

î£àª j

�

g

k

¤

�

0

(w)j = jg

0

(w)j

k

¤

£� jg

0

(w)j > 1, á¨�

lim

�!1

�

g

k

�

�

0

(w) =1 (2)

�  ©®â©� ª (1); (2) �¤« ­á©¡¦¬¤.

ê¨� w 2 J

o

(g) = J

o

(f

p

) = J

0

(f), ¡�  �§� �ã «¦ J

0

(f) �å¤�  ¡¢� ©«æ, â®¦¬£�

J (f) � J

0

(f).

� � ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  J

0

(f) � J (f), �� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦

K =

�

w 2 J

0

(f) : 9z 6= w £� f(z) = w ¡�  f

0

(z) 6= 0

	

(�¨æ«�©� 3.2.5(iv)). ë©«à w 2 K ¡� 

w 62

�

z 2 J

0

(f) : z §�¨ ¦� ¡æ �� á­¦¨¦ ã �¢¡¬©« ¡æ ©�£�å¦

	

= fw

1

; w

2

; : : : ; w

n

g (��¨���å�£�«� ¡�  ��¨�«�¨ã©� ª 3.2.1)

¡�  U §� ¨ ¦®ã «¦¬ w. ��à¨¦ç£� z

o

6= w £� f(z

o

) = w ¡�  f

0

(z

o

) 6= 0, ¡� 

V

1

� U §�¨ ¦®ã «¦¬ w £� w

1

; w

2

; : : : ; w

n

62 V

1

. �§� �ã f

0

(z

o

) 6= 0, ¬§á¨®� 
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V

2

� V

1

§�¨ ¦®ã «¦¬ w é©«� f

�1

j

V

2

¤� �å¤�  �¤�¢¬« ¡ã ©¬¤á¨«�©� (��à¨.

�¤« ©. �¬¤á¨«�©�ª 3:1:2).

�§� �ã z

o

6= w = f(z

o

) ¡�  � f

�1

�å¤�  ©¬¤�®ãª ©«¦ w, ¬§á¨®�  §�¨ ¦®ã V � V

2

«¦¬ w, é©«� f

�1

(z) 6= z � � ¡á�� z 2 V . �¨å��«�  � ¦ ¡¦�â¤� �

h

k

(z) =

f

k

(z)� z

f

�1

(z)� z

; z 2 V:

�§� �ã w 2 J

0

(f) � � ¡á�� U � V §�¨ ¦®ã «¦¬ w, � fh

k

g

1

k=1

��¤ �å¤� 

¡�¤¦¤ ¡ã ©«¦ w. �§æ «¦ �. Montel ¬§á¨®�  z

1

2 U , é©«�

h

k

(z

1

) = 0 ã h

k

(z

1

) = 1 � � ¡á§¦ ¦ k 2 IN:

�æ«� f

k

(z

1

) = z

1

ã f

k+1

(z

1

) = z

1

.

ê¨� � §�¨ ¦®ã U «¦¬ w §�¨ â®�  §�¨ ¦� ¡æ ©�£�å¦ «�ª f .

�§� �ã w

1

; w

2

; : : : ; w

n

62 V

1

«¦ ©�£�å¦ z

1

�å¤�  §�¨ ¦� ¡æ �§à��« ¡æ ©�£�å¦,

��¢��ã � � ¡á�� w 2 K; w 6= w

1

; w

2

; : : : ; w

n

, â®¦¬£� w 2 J (f) = J (f).

ê¨� Knfw

1

; w

2

; : : : ; w

n

g � J (f).

�§� �ã K = J

0

(f) ¡�  «¦ J

0

(f) �å¤�  «â¢� ¦ �� â®¦¬£�

J

0

(f) = Knfw

1

; w

2

; : : : ; w

n

g � J (f):

�¨ ©£æª 3.2.4.

i. ë©«à w �¢¡¬©« ¡æ ©«���¨æ ©�£�å¦ «�ª f (�­' æ©¦¤ ¬§á¨®� ). ��¡á¤�

â¢¥�ª «¦¬ w �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦

A(w) =

n

z 2 C : lim

k!1

f

k

(z) = w

o

:
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ii. �¨å�¦¬£� ��¡á¤� â¢¥�ª «¦¬ 1 ¤� �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦

A(1) =

n

z 2 C : lim

k!1

f

k

(z) =1

o

:

��¨�«ã¨�©� 3.2.1.

� � ¢�¡á¤� â¢¥�ª A(1), �å¤�  �¤ã© ¦ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ C , £� ¡�¤æ ¡�  £�

­¨��£â¤¦. (�¢. �¨æ«�©� 3.2.1).

� �«���¨æ, �¢¡¬©« ¡æ ©�£�å¦, ��¤ ¬§á¨®�  §á¤«¦«� �¡æ£� ¡�  � � §¦¢¬é-

¤¬£� ��¬«â¨¦¬ ���£¦ç.

�§å §�¨���å�£�« , �á¤ f(z) = z � z

2

, «æ«� «¦ z

o

= 0 �å¤�  «¦ £¦¤�� ¡æ

©«���¨æ ©�£�å¦ «�ª f , �¢¢á ��¤ �å¤�  �¢¡¬©« ¡æ. (f

0

(0) = 1).

� �«¦¤ �/� ©¬¤ã�àª �§� ¡¦¤å�¦¬£� Julia ©ç¤¦¢� §¦¢¬à¤ç£à¤ f

c

(z) =

z

2

+ c, � � ¡á§¦ ¦ c 2 C .

�� �¨¦ç£� «¦¤ ��à£�«¨ ¡æ «æ§¦ «à¤ c 2 C , � � «� ¦§¦å� � f

c

â®�  â¤�

«¦¬¢á® ©«¦¤ ©«���¨æ, �¢¡¬©« ¡æ ©�£�å¦.

�á¤ �; � 2 C , �å¤�  «� ©«���¨á ©�£�å� «�ª f

c

(z) = z

2

+ c, ( ��¢��ã

�å¤�  ¢ç©� ª «�ª z

2

� z + c = 0), «æ«� �+ � = 1 ¡�  � � � = c. ê¨�

f

0

c

(�) + f

0

c

(�) = 2. �§¦£â¤àª «¦ §¦¢ç â¤� �§æ «� �; � �å¤�  �¢¡¬©« ¡æ.

� � ¤� �å¤�  «¦ � �¢¡¬©« ¡æ, �� §¨â§�  2j�j = jf

0

(�)j < 1.

�¢¢á c = �(1� �), á¨� «¦ ��«¦ç£�¤¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ c �å¤�  «¦

�

c 2 C : c = �� �

2

; £� j�j <

1

2

�

:
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�¦ ©ç¤¦¢¦ �¬«æ �å¤�  «¦ �©à«�¨ ¡æ «¦¬ ¡�¨� ¦� �¦çª £� �¥å©à©�

~r(t) =

�

1

2

cos t�

1

4

cos 2t;

1

2

sin t�

1

4

sin 2t

�

=

1

2

e

it

�

1�

1

2

e

it

�

; t 2 [0; 2�]:

��¨�«ã¨�©� 3.2.2.

� �á¤ «¦ ©ç¤¦¢¦ A(w) ¦¨å��«�  ¡�  z 2 C , é©«� f

p

(z) 2 A(w) � � ¡á§¦ ¦

p 2 IN , «æ«� z 2 A(w).

�¨á�£�« :

�­' æ©¦¤ f

p

(z) 2 A(w); lim

k!1

f

pk

(z) = w; á¨�

lim

k!1

f

pk+r

(z) = f

r

(w) = w � � r = 0; 1; : : : p � 1:

�æ«� ¡�  lim

n!1

f

n

(z) = w.

� �á¤ f

p

(z) 2 A(1) � � ¡á§¦ ¦ p 2 IN , «æ«� z 2 A(1).

�¨á�£�« :

�á¤ æ® , lim

i!1

f

k

i

(z) = w

1

2 C ¡� 

f

p

(w

1

) = lim

i!1

f

pk

i

(z) = lim

i!1

�

f

p

�

k

i

(z) = +1:

ê«¦§¦.

�¨æ«�©� 3.2.6.

�  ¢�¡á¤�ª â¢¥�ª A(w); A(1) �å¤�  �¤¦ ¡«á ©ç¤¦¢�.
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�§æ�� ¥�.

� �§� �ã jf

0

(w)j < 1, ¬§á¨®�  � > 0, é©«�

jf

0

(z)j � s; � � ¡á§¦ ¦ 0 < s < 1 ¡�  z 2 S(w; �):

�æ«�

�

�

f(z

1

)� f(z

2

)

�

�

� sjz

1

� z

2

j; z

1

; z

2

2 S(w; �)

��¢��ã, � f �å¤�  ©¬¤á¨«�©� ©¬©«¦¢ãª ©«¦ S(w; �), á¨�

lim

k!1

f

k

(z) = w; � � z 2 S(w; �):

ê¨� S(w; �) � A(w).

�á¤ z 2 A(w) «æ«�; lim

k!1

f

k

(z) = w. ê¨� f

k

o

(z) 2 S(w; �) � � ¡á§¦ ¦

k

o

2 IN . �æ«�

z 2 f

�k

o

�

S(w; �)

�

� f

�k

o

�

A(w)

�

� A(w) (��¨�«ã¨�©� 3.2.2)

£� f

�k

o

�

S(w; �)

�

�¤¦ ¡«æ ©ç¤¦¢¦.

ê¨� «¦ A(w) �å¤�  �¤¦ ¡«æ ©ç¤¦¢¦.

� C nS(0; r) � A(1) (�¢. �§æ�� ¥� �¨¦«. 3.2.1), ¡�  �¤á¢¦�� �§¦�� -

¡¤ç¦¬£� æ«  «¦ A(1) �å¤�  �¤¦ ¡«æ ©ç¤¦¢¦.

��é¨�£� 3.2.3.

�©®ç�  J (f) = @A(w) = @A(1), æ§¦¬ @A(w); @A(1) «� ©ç¤¦¨�

«à¤ ©¬¤æ¢à¤ A(w); A(1).
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�§æ�� ¥�.

�) ë©«à z 2 J (f). �æ«� f

k

(z) 2 f

k

(J (f)) = J (f).

�á¤ lim

k!1

f

k

(z) = w, «æ«�

w 2 J (f) = fw

0

: §�¨ ¦� ¡æ, �§à��« ¡æ ©�£�å¦ «�ª fg:

ê«¦§¦, � æ«  w �å¤�  §�¨ ¦� ¡æ, �¢¡¬©« ¡æ ©�£�å¦.

ê¨� z 62 A(w); z 2 C nA(w) = C nA(w) (A(w) �¤¦ ¡«æ ©ç¤¦¢¦ ) (1).

ë©«à U §�¨ ¦®ã «¦¬ z. �æ«�

1

[

n=1

f

n

(U) = C ã

1

[

n=1

f

n

(U) = C nfw

o

g:

ê¨� ¬§á¨®�  p � 1, é©«� f

p

(U) \ A(w) 6= ?. ë©«à z

0

2 U

£� f

p

(z

0

) 2 A(w), «æ«� z

0

2 A(w) (��¨�«ã¨�©� 3.2.2). ��¢��ã

z

0

2 U \A(w). ê¨� z 2 A(w) (2)

�§æ « ª (1) ¡�  (2) â®¦¬£� J (f) � @A(w).

ë©«à æ«  ¬§á¨®�  z

o

2 @A(w) £� z

o

62 J (f) = J

0

(f). �æ«� ¬§á¨®� 

S(z

o

; �) ¡�  ¬§�¡¦¢¦¬�å� ff

k

i

g

1

i=1

«�ª ff

k

g

1

k=1

, §¦¬ ©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ-

£¦¨­� ©� §�§�¨�©£â¤� ©¬¤á¨«�©� g ã ©«¦ 1, ©«� ©¬£§��ã ¬§¦©ç¤¦¢�

«¦¬ S(z

o

; �). �§� �ã

lim

i!1

f

k

i

(z) = w; � � z 2 S(z

o

; �) \ A(w)

�� â®¦¬£� g(z) = w � � z 2 S(z

o

; �)\A(w). �§� �ã � g �å¤�  �¤�¢¬« ¡ã

�� â®¦¬£�

lim

i!1

f

k

i

(z

o

) = g(z

o

) = w
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(�¨®ã «�ª �¤�¢¬« ¡ãª �¬¤â® ©�ª).

ê¨� z

o

2 A(w), £� A(w) �¤¦ ¡«æ. ê«¦§¦, � æ«  z

o

2 @A(w).

ê¨� @A(w) � J (f).

�) ë©«à z 2 J (f) ¡�  J (f) � S(0; r) (To J (f) �å¤�  ©¬£§��âª).

�á¤ z 2 A(1) �� â®¦¬£� lim

k!1

f

k

(z) =1. �æ«� jf

k

(z)j > r � � k � n

o

á¨� f

n

o

(z) 62 J (f); z 62 f

�n

o

(J (f)) = J (f). ê«¦§¦.

ê¨� z 2 C nA(1).

ë©«à U §�¨ ¦®ã «¦¬ z ¡�  z

0

2 U £� f

p

(z

0

) 2 A(1) � � ¡á§¦ ¦ p 2 IN .

�æ«� z

0

2 A(1) á¨� U \ A(1) 6= ?. ê¨� z 2 A(1). �§¦£â¤àª

J (f) � @A(1).

� �§æ�� ¥� @A(1) � J (f) �å¤�  �¤á¢¦�� £� «�¤ �).

�æ¨ ©£� 3.2.1.

C = A(1) [ A(w) [ J (f), æ§¦¬ A(1); A(w);J (f) �å¤�  ©ç¤¦¢� ¥â¤�

�¤á �ç¦.

�§æ�� ¥�.

�©®ç�  C = A(1) [

�

C nA(1)

�

o

[ J (f). �§� �ã @A(w) = J

o

= @A(1)

â®¦¬£� æ« 

�

C nA(1)

�

o

= A(w).
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��¨�«ã¨�©� 3.2.3.

�§� �ã J (f) = J (f

p

); p 2 IN , ¦ ¦¨ ©£æª «�ª ¢�¡á¤�ª â¢¥�ª £§¦¨�å

¤� ��¤ ¡�¬«�å � � w §�¨ ¦� ¡æ, �¢¡¬©« ¡æ ©�£�å¦ «�ª f .

�á¤ A(u) =

�

z 2 C : lim

k!1

f

pk

(z) = u

�

, «æ«� «¦ A(u) �å¤�  �¤¦ ¡«æ ©ç¤¦¢¦

¡�  @A(u) � J (f), æ§¦¬ u �¢¡¬©« ¡æ ©�£�å¦, §�¨ ¦� ¡æ ©�£�å¦ §�¨ æ�¦¬ p.

�� �¨¦ç£� «¦¤ ��à£�«¨ ¡æ «æ§¦ «à¤ c 2 C � � «� ¦§¦å� � f

c

(z) = z

2

+ c,

â®�  �¢¡¬©« ¡ã «¨¦® á fu; vg, £� u; v �¢¡¬©« ¡á §�¨ ¦� ¡á ©�£�å� «�ª f

2

c

,

é©«�

f

c

(u) = v; f

c

(v) = u ¡�  u 6= v:

� f

c

â®�  �ç¦ ©«���¨á ©�£�å� �; �, «� ¦§¦å� �å¤�  ©«���¨á ©�£�å� ¡�  � �

«�¤ f

2

c

. ê¨�

f

2

c

(z)� z = (z

2

+ c)

2

+ c � z

= (z

2

� z + c)(z

2

+ z + 1 + c)

= (z � �)(z � �)(z � u)(z � v)

� � ¤� �å¤�  «� u; v �¢¡¬©« ¡á ©�£�å� §¨â§� 

�

�

(f

2

c

)

0

(u)

�

�

;

�

�

(f

2

c

)

0

(v)

�

�

< 1. î£àª

�

�

(f

2

c

)

0

(u)

�

�

=

�

�

f

0

c

�

f

c

(u)

�

� f

0

c

(u)

�

�

=

�

�

f

0

c

(v) � f

0

c

(u)

�

�

=

�

�

4uv

�

�

= 4(1 + c)

ê¨� «¦ ��«¦ç£�¤¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ c �å¤�  «¦

�

c 2 C : j1 + cj <

1

4

�
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§¦¬ �å¤�  ¡ç¡¢¦ª ¡â¤«¨¦¬ �1 ¡�  �¡«å¤�ª

1

4

.

3.3 �ç¤¦¢¦ Mandelbrot

�¦ ©ç¤¦¢¦ Mandelbrot, ¦¨å��«�  � � «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ Julia ©¬¤æ¢à¤ §¦¢¬à¤ç-

£à¤ ��¬«â¨¦¬ ���£¦ç. (�¢. [8]). �á�� §¦¢¬é¤¬£¦ ��¬«â¨¦¬ ���£¦ç £§¦¨�å ¤�

�¨�­�å àª f

c

(z) = z

2

+c £� ¡�«á¢¢�¢¦ £�«�©®�£�« ©£æ. � £�«�©®�£�« ©£æª

�¬«æª �­ã¤�  «¦§¦¢¦� ¡á �¤�¢¢¦åà«¦ «¦ ©ç¤¦¢¦ Julia. �¦ ©ç¤¦¢¦ Mandel-

brot ©®�«å��«�  £� «�¤ «¦§¦¢¦� ¡ã £¦¨­ã «à¤ ©¬¤æ¢à¤ Julia ¡�  £� «¦¤ «¨æ§¦

�¬«æ «¦ �¤� �­â¨¦¤ �§ ¡�¤«¨é¤�«�  ©«� ©ç¤¦¢� Julia §¦¢¬à¤ç£à¤ ��¬«â¨¦¬

���£¦¬ £� f

c

(z) = z

2

+ c; c 2 C .

�¨ ©£æª 3.3.1.

ë©«à J (f

c

) = J

c

æ§¦¬ f

c

(z) = z

2

+ c; c 2 C . �ç¤¦¢¦ Mandelbrot

�å¤�  «¦

M =

�

c 2 C : J (f

c

) �å¤�  ©¬¤�¡« ¡æ ©ç¤¦¢¦

	

:

� � ¤� �é©¦¬£�  ©¦�ç¤�£¦¬ª ¦¨ ©£¦çª «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ Mandelbrot, £�ª

®¨� á�¦¤«�  ¦¨ ©£â¤¦  ¦¨ ©£¦å ¡�  �§¦«�¢â©£�«� �§æ «�¤ ��à¨å� ��£§¬¢é¤.

� � � ©¬¤«¦£å� £ � §�¨��à�å© £�, �§¢ã, ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� �

~r : [�; �]! C ;

�

~r(t

1

) 6= ~r(t

2

); t

1

; t

2

2 (�; �); ~r(�) = ~r(�)

�

�� �¤�­â¨�«�  àª �-¡�£§ç¢�.
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� � � §�¨��à�å© £�, ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� (~r(�) = ~r(�)) £�

~r(t

1

) 6= ~r(t

2

); t 2 (�; �)nf
; �g;

(
; � 2 (�; �); 
 6= �) ¡�  ~r(
) = ~r(�) �¤�­â¨�«�  àª ¢�£¤å©¡¦ª ( ã 8-

¡�£§ç¢� ).

� � � �§¢ã, ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� � ®à¨å��  «¦ C ©� �ç¦ ©ç¤¦¢�, «¦ â¤� �§æ

«� ¦§¦å� �å¤�  ­¨��£â¤¦ ¡�  ¡�¢�å«�  �©à«�¨ ¡æ «�ª ¡�£§ç¢�ª, �©�, ¡�  «¦

á¢¢¦ £� ­¨��£â¤¦ ¡�  ¡�¢�å«�  �¥à«�¨ ¡æ «�ª ¡�£§ç¢�ª, �¥�.

�©®ç¦¬¤ «� �¥ãª � � ¢-¡�£§ç¢� � «¦¬ C .

1. �á¤ f

c

(z) = z

2

+ c; z 2 C ¡�  c �å¤�  ©«¦ �©à«�¨ ¡æ £ �ª ¢-¡�£§ç¢�ª

� «æ«� � f

�1

c

(�) �å¤�  £ � ¢-¡�£§ç¢� ¡� 

f

�1

c

(�©�) = �©f

�1

c

(�):

�á¤ z 2 f

�1

c

(�), «æ«� z 6= 0; f

0

c

(z) 6= 0, ¦§æ«� «¦§ ¡á � f

c

j

f

�1

c

(�)

�å¤� 

"1-1".

2. �á¤ c 2 � «æ«� � f

�1

c

(�) �å¤�  â¤�ª ¢�£¤å©¡¦ª �§¦«�¢¦ç£�¤¦ª �§æ �ç¦

¡¢� ©«âª ¡�£§ç¢�ª E

1

; E

2

£�

f

�1

c

(�©�) = �©E

1

[ �©E

2

¡�  f(�©E

1

) = f(�©E

2

) = �©�:

�á¤ 0 2 f

�1

c

(�), � f ��¤ £§¦¨�å ¤� �å¤�  "1-1" ©� §�¨ ¦®ã «¦¬ 0.

� �¦ ©ç¤¦¢¦ K � C ¡�¢�å«�  �§¢á ©¬¤�¡« ¡æ, �á¤ «¦ K ¡�  «¦ C nK �å¤� 

©¬¤�¡« ¡á ©ç¤¦¢�.
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� ë¤� �§¢á ©¬¤�¡« ¡æ ©ç¤¦¢¦, â®�  ©¬¤�¡« ¡æ ©ç¤¦¨¦.

�§¦��å¥� ª «à¤ �¤à«â¨à ¬§á¨®¦¬¤ ©� � �¢å� ��à¨å�ª ��£§¬¢é¤, ¡��éª ¡� 

©«¦ [8].

��¨�«ã¨�©� 3.3.1.

�á�� ¢-¡�£§ç¢� "«�¬«å��«� " ¡�«' ¦¬©å�¤ £� «�¤ §�¨ ­â¨� � ¡ç¡¢¦¬. ��

�é©¦¬£� §�¨���å�£�«� é©«� «� 1) ¡�  2) ¤� �å¤¦¬¤ §¢â¦¤ ¡�«�¤¦�«á.

1. ë©«à � =

�

z 2 C : jzj = r

	

; r > 1 ¡�  c = 0 2 �©�; f

o

(z) = z

2

.

�æ«�

f

�1

o

(�) =

�

w 2 C : jw

2

j = r

	

=

�

w 2 C : jwj = r

1

2

	

:

ê¨� f

�k

o

(�) =

�

w 2 C : jwj = r

1

2

k

	

; k 2 IN ¡� 

1

\

k=1

�©f

�k

o

(�) =

�

z 2 C : jzj � 1

	

= K ¡�  @K = J (f

o

):

2. ë©«à � =

�

z 2 C : jzj = 1

	

¡�  c = 1 2 �; f

1

(z) = z

2

+ 1.

f

�1

1

(�) =

�

w 2 C : jw

2

+ 1j = 1

	

=

�

w = �(cos � + i sin �) : �

2

= �2 cos 2� æ§¦¬

� 2

�

�

4

;

3�

4

�

[

�

5�

4

;

7�

4

��

= E

1

[ E

2

:
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� f

�1

1

(�) �å¤�  ¢�£¤å©¡¦ª £� ¡â¤«¨¦ ©¬££�«¨å�ª «¦ 0 ¡�  f(�©E

1

) =

f(�©E

2

) = �©�.

��é¨�£� 3.3.1.

� � «¦ ©ç¤¦¢¦ Mandelbrot M â®¦¬£�:

i. M =

�

c 2 C : �

�

f

k

c

(0)

	

1

k=1

�å¤�  ­¨��£â¤� �¡¦¢¦¬�å�

�

.

ii. C nM =

�

c 2 C : lim

k!1

f

k

c

(0) =1

	

.

iii. M =

�

c 2 C :

�

�

f

k

c

(0)

�

�

� 2; k 2 IN

	

.

�§æ�� ¥�.

i. ë©«à æ«  �

�

f

k

c

(0)

	

1

k=1

�å¤�  ­¨��£â¤� �¡¦¢¦¬�å�. ��à¨¦ç£� r > 0,

é©«� jf

k

c

(0)j < r; k 2 IN; lim

k!1

f

k

c

(z) = 1 � � jzj � r ¡� 

f

�1

c

�

S(0; r)

�

� S(0; r).

ë©«à � «¦ ©ç¤¦¨¦ «�ª S(0; r). �§� �ã c = f

c

(0), «¦ c 2 �©�, á¨� �

f

�1

c

(�) �å¤�  £ � ¢-¡�£§ç¢� ¡�  f

�1

c

(�) � �©�. �§� �ã f

c

(c) = f

2

c

(0) 2

�©�, �� â®¦¬£� c 2 �©f

�1

c

(�). ê¨� � f

�2

c

(�) �å¤�  ¢-¡�£§ç¢� ¡� 

f

�2

c

(�) � �©f

�2

c

(�) = f

�1

c

�

�©f

�1

c

�

�

� f

�1

c

(�©�) = �©f

�1

c

(�):

�§��à� ¡á, �¨å©¡¦¬£� ¢-¡�£§ç¢�ª

�

f

�k

c

�

�

�	

k2IN

é©«�

f

�k

c

�

�

�

� �©f

�(k�1)

c

(�) ¡�  c 2 �©f

�k

c

�; k 2 IN:
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ë©«à K =

1

\

k=1

�©f

�k

c

(�).

�á¤ w 2 C nK «æ«� w 2 �¥f

�k

o

c

(�) � � ¡á§¦ ¦ k

o

2 IN . ê¨� ¬§á¨®� 

z 2 �¥�, é©«� f

k

o

c

(z) = w. �æ«� jzj � r, á¨� lim

k!1

f

k+k

o

c

(z) = 1. ê¨�

w 2 A(1). �§¦£â¤àª C nK � A(1).

�á¤ z 2 A(1), «æ«�

�

�

f

k

o

c

(z)

�

�

> r � � ¡á§¦ ¦ k

o

2 IN , á¨� z 62

�©f

�k

o

c

(�), ��¢��ã z 2 C nK.

��¢ ¡á C nK = A(1). î£àª

J (f

c

) = @A(1) = @(C nK) = @K (��à¨: 3:2:3):

�§� �ã «� �©f

�k

c

(�) �å¤�  �§¢á ©¬¤�¡« ¡á ©ç¤¦¢�, k 2 IN («¦ ©ç¤¦¨¦

«¦¬ª �å¤�  � ¢-¡�£§ç¢� f

�k

c

(�)), «¦ K �å¤�  �§¢á ©¬¤�¡« ¡¦ ©ç¤¦¢¦, á¨�

«¦ ©ç¤¦¨¦ «¦¬ J (f

c

) �å¤�  ©¬¤�¡« ¡æ ©ç¤¦¢¦.

ë©«à æ«  �

�

f

k

c

(0)

	

1

k=1

��¤ �å¤�  ­¨��£â¤� �¡¦¢¦¬�å�. �á¤ jf

c

(z)j �

2jzj � � jzj � r

1

, «æ«� ¬§á¨®�  k

o

2 IN é©«�

�

�

f

k

o

c

(0)

�

�

� r

1

. �§¦£â¤àª

�

�

f

n+k

o

c

(0)

�

�

� 2

n

r

1

, �§æ æ§¦¬ â®¦¬£� lim

n!1

f

n

c

(0) =1.

��à¨¦ç£� r > 0, é©«� lim

k!1

f

k

c

(z) = +1 � � jzj > r ¡� 

f

�1

c

�

S(0; r)

�

� S(0; r) ¡�  jf

p

c

(0)j = r � � ¡á§¦ ¦ p 2 IN:

�æ«� �� â®¦¬£�

jf

k

c

(0)j > r � � k > p ¡� 

jf

k

c

(0)j < r � � k = 1; 2; : : : ; p � 1
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ë©«à � «¦ ©ç¤¦¨¦ «�ª S(0; r). �§� �ã c 2 �©� ¡�«�©¡�¬á�¦¬£� ¢-

¡�£§ç¢�ª, f

�1

c

(�); : : : ; f

�(p�1)

c

(�) ( æ§àª � � «�¤ §�¨å§«à©� «�ª ­¨��£â-

¤�ª �¡¦¢¦¬�å�ª ). �§� �ã c 2 f

�(p�1)

c

(�) (f

p

c

(0) = f

p�1

c

(c)), � ¡�£§ç¢�

f

�p

c

(�) �å¤�  â¤�ª ¢�£¤å©¡¦ª, �§¦«�¢¦ç£�¤¦ª �§æ « ª ¡¢� ©«âª ¡�£§ç¢�ª

E

1

; E

2

.

�¦ ©ç¤¦¢¦ J

c

� S(0; r) = �©�, á¨�

J

c

= f

�p

c

(J

c

) � �©f

�p

c

(�) = �©E

1

[ �©E

2

� �©f

�(p�1)

c

(�):

�¥'á¢¢¦¬

f

c

(�©E

1

) = f

c

(�©E

2

) = �©f

�(p�1)

c

(�) ¡�  �©E

1

\ �©E

2

= ?:

ë©«à z

o

2 J

c

, «æ«� ¬§á¨®¦¬¤ z

1

2 �©E

1

; z

2

2 �©E

2

é©«� z

o

=

f

c

(z

1

); z

o

= f

c

(z

2

). ê¨�

z

1

; z

2

2 f

�1

c

(J

c

) = J

c

��¢��ã J

c

\ �©E

1

6= ? ¡�  J

c

\ �©E

2

6= ?. �§� �ã «¦ �©E

1

[ �©E

2

�å¤� 

£� ©¬¤�¡« ¡æ ©ç¤¦¢¦ §¦¬ §�¨ â®�  «¦ J

c

¡�  «¦ J

c

«â£¤�  «� �©E

1

; �©E

2

«¦ J

c

��¤ �å¤�  ©¬¤�¡« ¡æ.

�§æ «� §�¨�§á¤à â®¦¬£� «¦ ��«¦ç£�¤¦.

ii. �á¤ c 62 M , «æ«� �

�

f

k

c

(0)

	

1

k=1

��¤ �å¤�  ­¨��£â¤�, á¨� lim

n!1

f

n

c

(0) =

+1. (�¢. �§æ�. i.)

�á¤ � lim

n!1

f

n

c

(0) =1, §¨¦­�¤éª c 62M .
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iii. ë®¦¬£�

�

c 2 C :

�

�

f

k

c

(0)

�

�

� 2; k 2 IN

	

�M . (�§æ «¦ i.)

��à¨¦ç£� c 2 C ¡�  A = fz 2 C : jzj � jcj; jzj > 2g.

� � ¡á�� z 2 A, ¬§á¨®�  "

z

> 0, é©«� jzj � 2 + "

z

. �æ«�

�

�

f

c

(z)

�

�

= jz

2

+ cj � jzj

2

� jcj � jzj

2

� jzj � (1 + "

z

)jzj

á¨� f

c

(z) 2 A ¡� 

�

�

f

c

(z)

�

�

� 2 + "

z

.

�â«¦¤«�ª f

c

(z) ©«� �â©� «¦¬ z ¡�  ©¬¤�®å�¦¤«�ª �� â®¦¬£� æ« 

�

�

f

n

c

(z)

�

�

� (1 + "

z

)

n

jzj:

�§¦£â¤àª lim

n!1

f

n

c

(z) =1 � � ¡á�� z 2 A.

ë©«à c 2M .

�æ«� f

n

c

(0) 62 A;n 2 IN . �¨á�£�« :

�¤ f

n

o

c

(0) 2 A «æ«� lim

n!1

f

n+n

o

c

(0) =1, «¦ ¦§¦å¦ �å¤�  á«¦§¦ �§æ «¦ ii).

ê¨� f

n

c

(0) 62 A � � ¡á�� n 2 IN , ��¢��ã � � n 2 IN â®¦¬£�

�

�

f

n

c

(0)

�

�

< jcj ã

�

�

f

n

c

(0)

�

�

� 2:

� � n = 1; jf

c

(0)j = jcj, �� â®¦¬£� jcj � 2. ê¨� jf

n

c

(0)j � 2 � � ¡á��

n 2 IN . ê¨� M �

�

c 2 C :

�

�

f

k

c

(0)

�

�

� 2; k 2 IN

	

.

�æ¨ ©£� 3.3.1.

�¦ ©ç¤¦¢¦ Mandelbrot �å¤�  ©¬£§��âª.
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�§æ�� ¥�.

ë©«à c 2 C . �¨å�¦¬£� �¡¦¢¦¬�å� fc

n

g

1

n=1

¡�  p

n

(z) = z

2

+ c

n

àª �¥ãª:

� � n = 1; p

1

(c) = c = f

c

(0) ¡�  p

n+1

(c) =

�

p

n

(c)

�

2

+ c.

ë®¦¬£� p

n

(c) = f

n

c

(0). �æ«�

M =

�

c 2 C :

�

�

f

k

c

(0)

�

�

� 2; k 2 IN

�

=

�

c 2 C :

�

�

p

k

(c)

�

�

� 2; k 2 IN

�

=

1

\

k=1

p

�1

k

�

fz 2 C : jzj � 2g

�

«¦ ¦§¦å¦ �å¤�  ¡¢� ©«æ.

�¥'á¢¢¦¬ M � S(0; 2) ( ��é¨�£� 3.3.1 iii). ê¨� «¦ M �å¤�  ©¬£§��âª.

3.3.1 �� æ«�«�ª ¡�  � á©«�©� ©¬¤æ¢à¤ Julia ¡�  Mandel-

brot

�á¤ f

c

(z) = z

2

+ c; z 2 C ¡�  J (f

c

) «¦ ©ç¤¦¢¦ Julia «�ª f

c

�¤à¨å�¦¬£� æ« :

1. �á¤ â®¦¬£� §�¨ ¦� ¡æ ©«���¨æ ©�£�å¦ (�¢. ��¨�«ã¨�©� 3.2.1), «æ«� «¦

J (f

c

) �å¤�  �§¢ã ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� ¡� 

s = dim

H

J (f

c

) = dim

B

J (f

c

)

�

=

1 +

jcj

2

4 log 2

� � c

�

=

0:

2. �á¤ c 62M , «æ«� «¦ J (f

c

) �å¤�  ¦¢ ¡á £� ©¬¤�¡« ¡æ. ( �¢. [5]).

�á¤ «¦ M �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ Mandelbrot, �¤à¨å�¦¬£� æ« 
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1. �¦ M �å¤�  �§¢á ©¬¤�¡« ¡æ ©ç¤¦¢¦. ( �¢. [5] ).

2. � dim

H

@M = 2 ¡�  � � ¡á�� �¤¦ ¡«æ ©ç¤¦¢¦ U £� U \ @M 6= ?,

â®¦¬£� dim

H

�

@M \ U

�

= 2. ( �¢. [19]).

�§á¨®�  A � @M , §¬¡¤æ ©«¦ @M , «â«¦ ¦ é©«� � � ¡á�� c 2 A;dim

H

J

c

= 2.
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��­á¢� ¦ 4

�¢�æ¨ �£¦  ¡�«�©¡�¬ãª fractal

©¬¤æ¢à¤

� � «�¤ ¡�«�©¡�¬ã «à¤ fractal ©¬¤æ¢à¤ �å¤�  �¤��¡�å� � ®¨ã©� �¢�¡«¨¦¤ ¡¦ç

¬§¦¢¦� ©«ã, ¡�  ��¤ �å¤�  «¬®�å¦ æ«  ¬§ã¨¥� ¨����å� �¥â¢ ¥� £â©� ©«� «�¢�¬-

«�å� ��¡��«å�. � � «�¤ �¤�§�¨á©«�©� «¦¬ª ©«¦¤ ¬§¦¢¦� ©«ã §�¨��â«¦¬£� «¦¤

©¡�¢�«æ ¡á§¦ à¤ §¨¦�¨�££á«à¤ ¬§æ £¦¨­ã ¯�¬�¦¡é� ¡�, é©«� ¤� £§¦¨¦ç¤

¤� §¨¦�¨�££�« ©�¦ç¤ ©� ¦§¦ ��ã§¦«� �¢é©©�.

4.1 ��«�©¡�¬ã fractal ©¬¤æ¢à¤ £� ���

�«�¤ §�¨á�¨�­¦ �¬«ã �� §�¨¦¬© á©¦¬£� �¢�æ¨ �£¦¬ª §¦¬ ®¨�© £¦§¦ ¦ç¤ �ç-

©«�£� �§�¤�¢�£��¤æ£�¤à¤ �¬¤�¨«ã©�à¤ (���) � � «�¤ ¡�«�©¡�¬ã fractal

113
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©¬¤æ¢à¤ ©«¦¤ IR; IR

2

¡�  IR

3

.

�ã£� 1 � á��©� :

� «¦ §¢ã�¦ª N «à¤ ©¬©«¦¢é¤,

� « ª ©¬©«¦¢âª w

i

; i = 1; 2; : : : ; N .

� «¦ �¨® ¡æ ©ç¤¦¢¦ S

0

,

� «¦¤ �¨ �£æ «à¤ ��£á«à¤ Steps.

�ã£� 2 � � æ¢� «� j = 1; 2; : : : ; Steps

S

1

= ?

� � æ¢� «� i = 1; 2; : : : ; N

S

1

= S

1

[ w

i

(S

0

)

�ç§à©� «¦ ©ç¤¦¢¦ S

1

S

0

= S

1
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4.1.1 �¨ �� ¡æ ©ç¤¦¢¦ Cantor

� � «¦ �¨ �� ¡æ ©ç¤¦¢¦ Cantor ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� « ª ©¬©«¦¢âª §¦¬ �å¤¦¤«� 

©«�¤ §�¨á�¨�­¦ 1.4.1 . �� ©®ã£�«� §¦¬ §�¨á�¦¤«�  ©� ¡á�� �ã£� ¡��éª ¡� 

«¦ "«�¢ ¡æ" ©®ã£� ­�å¤¦¤«�  § ¦ ¡á«à:

�®ã£� 4.1: �¨ �� ¡æ ©ç¤¦¢¦ Cantor, £� �¨® ¡æ ©ç¤¦¢¦ B = [0; 1]

� á©«�©�:

log2

log3

' 0:63
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4.1.2 �¨å�à¤¦ Sierpinski

� � «¦ �¨å�à¤¦ Sierpinski ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� « ª ©¬©«¦¢âª §¦¬ �å¤¦¤«�  ©«�¤

§�¨á�¨�­¦ 1.4.2 . �� ©®ã£�«� §¦¬ §�¨á�¦¤«�  ©� ¡á�� �ã£� ¡��éª ¡�  «¦

«�¢ ¡æ ­�å¤¦¤«�  § ¦ ¡á«à:

�®ã£� 4.2: �¨å�à¤¦ Sierpinski, £� �¨® ¡æ ©ç¤¦¢¦ B = [0; 1].

� á©«�©�:

log3

log2

' 1:58
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�®ã£� 4.3: �¨å�à¤¦ Sierpinski, £� �¨® ¡æ ©ç¤¦¢¦

(A) :B = "¡ç¡¢¦ª", (B) :B = "«�ç¨¦ª". � á©«�©�:

log3

log2

' 1:58
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4.1.3 �§æ��¦ª «¦¬ Menger ã Sierpinski

�� ©®ã£�«� §¦¬ §�¨á�¦¤«�  ©� ¡á�� �ã£� ¡��éª ¡�  «¦ «�¢ ¡æ ­�å¤¦¤«�  § ¦

¡á«à:

�®ã£� 4.4: �§æ��¦ª «¦¬ Menger ã Sierpinski, £� �¨® ¡æ ©ç¤¦¢¦ ¡ç�¦.

� á©«�©�:

log20

log3

' 2:72
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4.1.4 ��£§ç¢� «¦¬ von Koch

� � «� ��£§ç¢� «¦¬ von Koch ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� « ª ©¬©«¦¢âª §¦¬ �å¤¦¤«�  ©«�¤

§�¨á�¨�­¦ 1.4.4 .

�� ©®ã£�«� §¦¬ §�¨á�¦¤«�  ©� ¡á�� �ã£� ¡��éª ¡�  «¦ «�¢ ¡æ ­�å¤¦¤«�  § ¦

¡á«à:

�®ã£� 4.5: ��£§ç¢� Von Koch, £� �¨® ¡æ ©ç¤¦¢¦ B = «¨å�à¤¦.

� á©«�©�:

log4

log3

' 1:26
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4.1.5 �¢�«�¤æ­¬¢¢¦

� � «¦ §¢�«�¤æ­¬¢¢¦, ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� « ª ©¬©«¦¢âª §¦¬ �å¤¦¤«�  ©«�¤ §�¨á-

�¨�­¦ 1.4.5 . �� ©®ã£�«� §¦¬ §�¨á�¦¤«�  ©� ¡á�� �ã£� ¡��éª ¡�  «¦ «�¢ ¡æ

­�å¤¦¤«�  § ¦ ¡á«à:

�®ã£� 4.6: �¢�«�¤æ­¬¢¢¦
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4.2 ��«�©¡�¬ã fractal ©¬¤�¨«ã©�à¤ §�¨�£�¦¢ãª

£� ���

�«�¤ §�¨á�¨�­¦ �¬«ã �� §�¨¦¬© á©¦¬£� �¢�æ¨ �£¦¬ª §¦¬ ®¨�© £¦§¦ ¦ç¤

��� � � «�¤ ¡�«�©¡�¬ã fractal ©¬¤�¨«ã©�à¤ §�¨�£�¦¢ãª. � ��à¨å� ¡�  ¦ 

©¬£�¦¢ ©£¦å �å¤�  ©«�¤ §�¨á�¨�­¦ 1.5.

�ã£� 1 � á��©� :

� «¦ N ,

� «� ©�£�å� §�¨�£�¦¢ãª P

i

= (x

i

; F

i

); i = 0; 1; : : : ; N ,

� «¦¬ª ©¬¤«�¢�©«âª d

i

; i = 1; 2; : : : ; N ,

� «¦¤ �¨ �£æ «à¤ �§�¤�¢ã¯�à¤ N

max

.

�ã£� 2 �§¦¢æ� ©� «� a

i

; c

i

; f

i

; e

i

�§æ «¦¬ª «ç§¦¬ª §¦¬ �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â-

©� ª (�).

�ã£� 3 x = x

0

; y = F

0

.

�ã£� 4 � � æ¢� «� i = 1; 2; : : : ; N

max

� � æ¢� «� j = 1; 2; : : : ; N

newx = a

j

x+ e

j

.

newy = c

j

x+ d

j

y + f

j

.

px = newx.

py = newy.
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�¨à£á« ©� «¦ ©�£�å¦ (px; py).

x=newx, y=newy.
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��¨���å�£� 1

��à¨¦ç£� «� ©�£�å� §�¨�£�¦¢ãª,

P

0

= (x

0

; F

0

) = (0; 0);

P

1

= (x

1

; F

1

) = (

1

3

;

1

2

);

P

2

= (x

2

; F

2

) = (

2

3

;

1

2

);

P

3

= (x

3

; F

3

) = (1; 1):

1. �§ ¢â�¦¬£� d

1

= d

2

= 0:5; d

3

= 0:01.

�®ã£� 4.7: Fractal ©¬¤á¨«�©� §�¨�£�¦¢ãª £� ���,

� á©«�©�ª 1 +

log(1:01)

log3

' 1:009
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2. �§ ¢â�¦¬£� d

1

= d

2

= d

3

= 0:5.

�®ã£� 4.8: Fractal ©¬¤á¨«�©� §�¨�£�¦¢ãª £� ���

� á©«�©�: 1 +

log(1:5)

log3

' 1:37

3. �§ ¢â�¦¬£� d

1

= d

2

= d

3

= 0:9.

�®ã£� 4.9: Fractal ©¬¤á¨«�©� §�¨�£�¦¢ãª £� ���

� á©«�©�: 1 +

log(2:7)

log3

' 1; 9
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��¨���å�£� 2

��à¨¦ç£� «� ©�£�å� §�¨�£�¦¢ãª,

P

0

= (x

0

; F

0

) = (0; 0);

P

1

= (x

1

; F

1

) = (

1

3

; 1);

P

2

= (x

2

; F

2

) = (

2

3

;

4

5

);

P

3

= (x

3

; F

3

) = (1;

1

5

):

1. �§ ¢â�¦¬£� d

1

= d

2

= d

3

= 0:5.

�®ã£� 4.10: Fractal ©¬¤á¨«�©� §�¨�£�¦¢ãª £� ���,

� á©«�©�: 1 +

log(1:5)

log3

' 1:37
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2. �§ ¢â�¦¬£� d

1

= 0:5; d

2

= �0:5; d

3

= 0:5.

�®ã£� 4.11: Fractal ©¬¤á¨«�©� §�¨�£�¦¢ãª £� ���,

� á©«�©�: 1 +

log(1:5)

log3

' 1:37
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4.2.1 ��«�©¡�¬ã ��£§¬¢é¤ §¦¬ ��£å�¦¬¤ «¦ ®é¨¦ £�

���

�  ©¬©«¦¢âª §¦¬ ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� � � ¤� ��£ ¦¬¨�ã©¦¬£� « ª ¡�£§ç¢�ª Hilbert

�å�¦¤«�  ©«�¤ ��¨�«ã¨�©� 1.4.1. � �¢¡¬©«ãª �¬«¦ç «¦¬ ��� �å¤�  «¦ «�«¨á-

�à¤¦. ��¡ ¤é¤«�ª �§æ � �­¦¨�« ¡á �¨® ¡á ©ç¤¦¢� §�å¨¤¦¬£� �¤� �­â¨¦¤«�

�¤� á£�©� �ã£�«� §¦¬ æ¢� æ£àª ¡�«�¢ã�¦¬¤ ©«¦ å� ¦ ©ç¤¦¢¦.

�«� �§æ£�¤� §�¨���å�£�«� ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� « ª §�¨�§á¤à ©¬©«¦¢âª, �§¢á

�¢¢á�¦¤«�ª «¦ �¨® ¡æ ©ç¤¦¢¦.

�®ã£� 4.12: ��£§ç¢�ª ��£å�¦¬©�ª «¦ ®é¨¦ £� ���
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�®ã£� 4.13: ��£§ç¢�ª ��£å�¦¬©�ª «¦ ®é¨¦ £� ���
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�®ã£� 4.14: ��£§ç¢�ª ��£å�¦¬©�ª «¦ ®é¨¦ £� ���
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4.3 ��«�©¡�¬ã ©¬¤á¨«�©�ª «ç§¦¬ Weierstrass

�«¦ ¡�­á¢� ¦ �¬«æ �� §�¨¦¬© á©¦¬£� �¢�æ¨ �£¦¬ª � � «�¤ ¡�«�©¡�¬ã £ �ª

©¬¤á¨«�©�ª «ç§¦¬ Weierstrass. � � «�¤ ¡�«�©¡�¬ã «¦¬ �¢�¦¨å�£¦¬ ¬¢¦-

§¦ ¦ç£� «� ©¬¤á¨«�©� §¦¬ �å��«�  �§æ «¦ ��é¨�£� 2.61.

�ã£� 1 � á��©� :

� « ª §�¨�£â«¨¦¬ª �; s «�ª ©¬¤á¨«�©�ª Weierstrass,

� «� á¡¨� «¦¬ � �©«ã£�«¦ª §¦¬ �â¢�«� ¤� ¬§¦¢¦� ©«�å � ©¬¤á¨«�©�,

x

min

; x

max

,

� «�¤ �¡¨å�� � ©ç�¡¢ ©�ª, " «�ª ©� ¨áª (©�£� é¤¦¬£� æ«  � ©� ¨á

©¬�¡¢å¤� ).

�ã£� 2 sum

1

= 0; k = 1

�ã£� 3 î©¦ «¦ x

min

� x � x

max

1

«æ«�

sum

0

= sum

1

[©®â©� (1)]

sum

1

= sum

1

+�

(s�2)k

sin(�

k

x)

�¤ j sum

1

� sum

0

j > " «æ«� §ã�� ¤� ©«� [©®â©� (1)]

�¢¢ éª �ç§à©� «¦ ©�£�å¦ (x; sum

1

)

1

�¬¤ã�àª ¦¨å�¦¬£� â¤� �ã£�, é©«� ¤� ¡�¢ç§«¦¬£� «¦ � á©«�£� £�ª £� §�§�¨�©£â¤¦

�¨ �£æ ©�£�åà¤, §¨¦«�å¤¦¬£� «�¤  ©¦� �£â¨ ©� ��¢. h =

x

max

�x

min

n

� �©.

; æ§¦¬ n

� �©.

¦ �¨ �£æª

«à¤ � �©«�£á«à¤ §¦¬ �â¢¦¬£� ¤� «¦ ®à¨å©¦¬£� «æ«� x

i

= x

min

+ ih, £� i = 1; : : : ; n

� �©.
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�®ã£� 4.15: �¦ �¨á­�£� «�ª §¨é«�ª Weierstrass â®�  � á©«�©� dim

B

F =

1:1 �¤é «�ª ��ç«�¨�ª â®�  dim

B

F = 1:9.
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4.4 ��«�©¡�¬ã ©¬¤æ¢à¤ Julia ¡�  ©¬¤æ¢¦¬ Man-

delbrot

4.4.1 �ç¤¦¢� Julia

�«ã¤ §�¨á�¨�­¦ �¬«ã �� §�¨¦¬© á©¦¬£� �¢�¦¨å�£¦¬ª � � «�¤ ¡�«�©¡�¬ã ©¬-

¤æ¢à¤ Julia. � � «�¤ ¡�«�©¡�¬ã «à¤ �¢�¦¨å�£à¤ ¬¢¦§¦ ¦ç£� «� ©¬¤á¨«�©�

§¦¬ �å��«�  ©«� ��à¨å� (�¢â§� ��­. 3). �¨â§�  ¤� §¨¦©â¥¦¬£� æ£àª � �«å �

©¬¤á¨«�©� §¦¬ �â¢¦¬£� ¤� ¬¢¦§¦ ã©¦¬£� �å¤�  £ ��� ¡ã. �¬«æ £�ª ¡á¤�  ¤�

¥�­�ç�¦¬£� �§æ «� £ � � á©«�©� ¡�  ¤� §�¨¤á£� ©« ª �¬¦. �§� �ã æ£àª ©«¦¤

¬§¦¢¦� ©«ã ��¤ £§¦¨¦ç£� ¤� �§� ¡¦¤å©¦¬£� £ ��� ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª «� ©§á£�

©� �¬¦ £â¨�, §¨��£�« ¡æ ¡�  ­�¤«�©« ¡æ.

�­�¨£¦�ã (�¢�æ¨ �£¦ª ®¨æ¤à¤ � �­¬�ãª)

� � ¤� �§¦­ç�¦¬£� �¤¦ç© � §¦¢¬§¢¦¡æ«�«� «¦¬ �¢�¦¨å�£¦¬ £�ª (£ �

¡�  ��¤ ¡�ç�«�  ¡�  � � �¬¤á£� ª £���¢ç«�¨�ª «¦¬ 2) �� ¬¢¦§¦ ã©¦¬£� «�¤

f(z) = z

2

+c £� ¡á§àª ��¤ ¡æ «¨æ§¦ é©«� ¤� �å¤�  ¡�«�¤¦�«æ §àª �� �§�¡«���å

¡�  � � ¬¯�¢æ«�¨�ª �¬¤á£� ª. � f(z) = (x+ iy)

2

+c = x

2

�y

2

+�+ i(2xy+b)

æ§¦¬ z = x+ iy; c = � + ib, ��¢��ã £§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� f(z) = f(x; y) =

f

Re

(x; y) + i � f

Im

(x; y) æ§¦¬ f

Re

(x; y) = x

2

� y

2

+ �; f

Im

(x; y) = 2xy + b. ��

�¬«ã¤ «� £¦¨­ã £§¦¨¦ç£� ¤� ­â¨¦¬£� æ¢�ª « ª f(z) = �

0

+�

1

z+ � � �+�

n

z

n

=
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f

Re

(x; y) + i � f

Im

(x; y).

�ã£� 1 � á��©� :

� « ª §�¨�£â«¨¦¬ª �

i

«¦¬ §¦¢¬é¤¬£¦¬ f .

� «� á¡¨� «¦¬ � �©«ã£�«¦ª §¦¬ �â¢�«� ¤� ¬§¦¢¦� ©«�å � ©¬¤á¨«�©�,

x

min

; x

max

àª §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� x,

� «� á¡¨� «¦¬ � �©«ã£�«¦ª §¦¬ �â¢�«� ¤� ¬§¦¢¦� ©«�å � ©¬¤á¨«�©�,

y

min

; y

max

àª §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� y,

� «¦ £â� ©«¦ �¨ �£æ �§�¤�¢ã¯�à¤ n

max

� «¦ g � � «� ©¬¤�ã¡� «�¨£�« ©£¦ç jf

n

(z)j > g æ§¦¬ n ¦ �¨ �£æª

«à¤ �§�¤�¢ã¯�à¤ §¦¬ â®¦¬¤ �å¤� .

�ã£� 2 î©¦ «¦ x

min

� x � x

max

2

«æ«�

î©¦ «¦ y

min

� y � y

max

3

«æ«�

n=0

x

0

= x

y

0

= y

�®â©� (1) x

0

= f

Re

(x

0

; y

0

)

2

�¬¤ã�àª ¦¨å�¦¬£� â¤� �ã£�, é©«� ¤� ¡�¢ç§«¦¬£� «¦ � á©«�£� £�ª £� §�§�¨�©£â¤¦

�¨ �£æ ©�£�åà¤, §¨¦«�å¤¦¬£� «�¤  ©¦� �£â¨ ©� ��¢. dx =

x

max

�x

min

n

x�� �©.

, æ§¦¬ n

x�� �©.

¦ �¨ �£æª «à¤ � �©«�£á«à¤ §¦¬ �â¢¦¬£� ¤� «¦ ®à¨å©¦¬£� «æ«� x

i

= x

min

+ idx, £�

i = 1; : : : ; n

x�� �©.

3

î£¦ � � � «¦ ©®æ¢ ¦ «¦¬ x, â®¦¬£� dy =

y

max

�y

min

n

y�� �©.

; æ§¦¬ n

y�� �©.

¦ �¨ �£æª «à¤

� �©«�£á«à¤ §¦¬ �â¢¦¬£� ¤� «¦ ®à¨å©¦¬£� «æ«� y

j

= y

min

+ jdy, £� j = 1; : : : ; n

y�� �©.
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y

0

= f

Im

(x

0

; y

0

)

n = n+ 1

�¤ (n � n

max

) ¡�  (x

2

0

+ y

2

0

� g) «æ«� §ã�� ¤� ©«� �®â©� (1)

�¤ (n < n

max

) «æ«� �ç§à©� «¦ ©�£�å¦ (x; y)

4.4.2 �ç¤¦¢¦ Mandelbrot

�«�¤ §�¨á�¨�­¦ �¬«ã �� §�¨¦¬© á©¦¬£� �¢�æ¨ �£¦¬ª � � «�¤ ¡�«�©¡�¬ã «¦¬

©¬¤æ¢¦¬ Mandelbrot. � � «�¤ ¡�«�©¡�¬ã «¦¬ �¢�¦¨å�£¦¬ ¬¢¦§¦ ¦ç£� «�¤

f(z) = z

2

+ c. �¨â§�  ¤� §¨¦©â¥¦¬£� æ£àª � �«å � ©¬¤á¨«�©� §¦¬ �â¢¦¬£� ¤�

¬¢¦§¦ ã©¦¬£� �å¤�  £ ��� ¡ã. �¬«æ £�ª ¡á¤�  ¤� ¥�­�ç�¦¬£� �§æ «� £ � � á-

©«�©� ¡�  ¤� §�¨¤á£� ©« ª �¬¦. �§� �ã æ£àª ©«¦¤ ¬§¦¢¦� ©«ã ��¤ £§¦¨¦ç£�

¤� �§� ¡¦¤å©¦¬£� £ ��� ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª «�¤ ©§á£� ©� �¬¦ £â¨�, §¨��£�« ¡æ

¡�  ­�¤«�©« ¡æ (�¢â§� §�¨�§á¤à ©«�¤ �­�¨£¦�ã � � «� ©ç¤¦¢� Julia). �¡¦-

§æª £�ª �å¤�  ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «� £ ��� ¡ã ©«���¨á c = �+ ib.

�ã£� 1 � á��©� :

� «� á¡¨� «¦¬ � �©«ã£�«¦ª §¦¬ �â¢�«� ¤� ¬§¦¢¦� ©«�å � ©¬¤á¨«�©�,

x

min

; x

max

àª §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� x,

� «� á¡¨� «¦¬ � �©«ã£�«¦ª §¦¬ �â¢�«� ¤� ¬§¦¢¦� ©«�å � ©¬¤á¨«�©�,

y

min

; y

max

àª §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� y,

� «¦ £â� ©«¦ �¨ �£æ �§�¤�¢ã¯�à¤ n

max
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� «¦ g � � «� ©¬¤�ã¡� «�¨£�« ©£¦ç jf

n

(z)j > g æ§¦¬ n ¦ �¨ �£æª

«à¤ �§�¤�¢ã¯�à¤ §¦¬ â®¦¬¤ �å¤� .

�ã£� 2 î©¦ «¦ x

min

� x � x

max

4

«æ«�

a = x

î©¦ «¦ y

min

� y � y

max

5

«æ«�

b = y

n = 0

x

0

= 0

y

0

= 0

�®â©� (1) x

0

= f

Re

(x

0

; y

0

)

y

0

= f

Im

(x

0

; y

0

)

n = n+ 1

�¤ (n � n

max

) ¡�  (x

2

0

+ y

2

0

� g) «æ«� §ã�� ¤� ©«� �®â©� (1)

�¤ (n < n

max

) «æ«� �ç§à©� «¦ ©�£�å¦ (x; y)

4

�¬¤ã�àª ¦¨å�¦¬£� â¤� �ã£�, é©«� ¤� ¡�¢ç§«¦¬£� «¦ � á©«�£� £�ª £� §�§�¨�©£â¤¦

�¨ �£æ ©�£�åà¤, §¨¦«�å¤¦¬£� «�¤  ©¦� �£â¨ ©� ��¢. dx =

x

max

�x

min

n

x�� �©.

; æ§¦¬ n

x�� �©.

¦ �¨ �£æª «à¤ � �©«�£á«à¤ §¦¬ �â¢¦¬£� ¤� «¦ ®à¨å©¦¬£� «æ«� x

i

= x

min

+ idx, £�

i = 1; : : : ; n

x�� �©.

5

î£¦ � � � «¦ ©®æ¢ ¦ «¦¬ x, â®¦¬£� dy =

y

max

�y

min

n

y�� �©.

; æ§¦¬ n

y�� �©.

¦ �¨ �£æª «à¤

� �©«�£á«à¤ §¦¬ �â¢¦¬£� ¤� «¦ ®à¨å©¦¬£� «æ«� y

j

= y

min

+ jdy, £� j = 1; : : : ; n

y�� �©.
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�®ã£� 4.16: �ç¤¦¢¦ Julia «�ª f(z) = z

2

+ c, � � c = �0; 5 + 0; 5i
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�®ã£� 4.17: �ç¤¦¢¦ Julia «�ª f(z) = z

2

+ c, � � c = �0; 2 + 0; 7i
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�®ã£� 4.18: �ç¤¦¢¦ Julia «�ª f(z) = z

2

+ c, � � c = �0; 75 + 0; 07i
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�®ã£� 4.19: �ç¤¦¢¦ Julia «�ª f(z) = z

2

+ c, � � c = �1; 3 + 0; 06i
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�®ã£� 4.20: �ç¤¦¢¦ Julia «�ª f(z) = z

2

+ c, � � c = 0 + 0; 65i
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�®ã£� 4.21: �ç¤¦¢¦ Julia «�ª f(z) = z

2

+ c, � � c = �0; 7 + 0; 4i
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�®ã£� 4.22: �ç¤¦¢¦ Julia «�ª f(z) = z

2

+ c, � � c = �0; 7 + 0; 375i
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�®ã£� 4.23: �ç¤¦¢¦ Julia «�ª f(z) = z

2

+ c, � � c = 0; 35 + 0; 057i
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�®ã£� 4.24: �ç¤¦¢¦ Julia «�ª f(z) = z

2

+ c, � � c = 0; 275 + 0; 005i
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�®ã£� 4.25: �ç¤¦¢¦ Julia «�ª f(z) = z

2

+ c, � � c = 0; 35 + 0; 65i
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�®ã£� 4.26: �¦ ©ç¤¦¢¦ Mandelbrot
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�®ã£� 4.27: ��§«¦£â¨� � «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ Mandelbrot
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