
Υπολογιστική Στατιστική

Κατερίνα Ορφανογιαννάκη

Τµήµα Μαθηµατικών

Εθνικό και Καποδιστριακό Πανεπιστήµιο Αθηνών

korfanog@math.uoa.gr

2020-2021



Bootstrap στη Γραµµική Παλινδρόµηση

Υπάρχουν 2 διαφορετικές προσεγγίσεις :

Επαναδειγµατοληψία µε επανάθεση από τις παρατηρήσεις. Τώρα

κάθε παρατήρηση είναι ένα ολόκληρο διάνυσµα που συνδέεται

µε την αρχική παρατήρηση.

Εφαρµοφή Bootstrap στα κατάλοιπα του µοντέλου που έχουµε

προσαρµόσει στα αρχικά δεδοµένα.

Η δεύτερη προσέγγιση είναι προτιµότερη καθώς η πρώτη προσέγγιση

καταστρατηγεί την υπόθεση για σταθερό πίνακα σχεδιασµού. Η

Bootstrap στην γραµµική παλινδρόµηση αφαιρεί υποθέσεις αναφορικά

µε την κατανοµή των καταλοίπων και άρα επιτρέπει συµπερασµατολογία

ακόµα και αν τα σφάλµατα δεν ακολουθούν την κανονική κατανοµή.



Bootstrap στα κατάλοιπα

΄Εστω το µοντέλο Y = βX + ε χρησιµοποιόντας τον σύνηθες

συµβολισµό.

Ο αλγόριθµος Bootstrap είναι ο ακόλουθος :

Προσαρµόστε το µοντέλο στα αρχικά δεδοµένα. Εκτιµείστε τις

παραµέτρους του µοντέλου β̂ και τα κατάλοιπα του

προσαρµοσµένου µοντέλου ε̂i , i = 1, . . . , n.

Πάρτε Bootstrap δείγµα ε∗ = (ε∗1 , . . . , ε
∗
n) από τα κατάλοιπα µε

δειγµατοληψία µε επανάθεση.

Χρησιµοποιόντας τον πίνακα σχεδιασµού δηµιουργείστε Bootstrap

τιµές για τη µεταβλητή απόκρισης χρησιµοποιόντας τη σχέση :

Y
∗ = β̂X + ε∗

Εφαρµόστε το µοντέλο χρησιµοποιόντας σα µεταβλητή απόκρισης

την Y
∗ και πίνακα σχεδιασµού τον X .

Κρατείστε όλες τις ποσότητες που σας ενδιαφέρουν από το

προσαρµοσµένο µοντέλο (π.χ. MSE , F -statistic, συντελεστές κλπ)

Επαναλάβετε τη διαδικασία B ϕορές.



Παράδειγµα

΄Ενας ορνιθολόγος κατέγραψε για 12 σπουργίτια την ηλικία τους σε

µέρες και το µήκος των ϕτερών τους σε εκατοστά µε σκοπό να ελέγξει

αν υπάρχει µια γραµµική σχέση του µήκος των ϕτερών µε την ηλικία. Τα

δεδοµένα ϕαίνονται στον παρακάτω πίνακα :

Μήκος ϕτερών (σε ςµ) Ηλικία (σε µέρες)

1.40 3

1.50 3

2.20 5

2.40 6

3.10 8

3.20 9

3.20 10

3.90 11

4.10 12

4.70 14

4.50 15

5.20 17



Παράδειγµα

1 Να εκτιµήσετε τα τυπικά σφάλµατα των συντελεστών α και β της

παλινδρόµησης.

2 Είναι η σταθερά διαφορετική της µονάδας ;

3 Υπάρχει σχέση ανάµεσα στις 2 µεταβλητές ;



Συγκεντρωτικά αποτελέσµατα

Τυπικά σφάλµατα και 95% δ.ε.:

95% δ.ε.

Μέση τιµή Τυπική απόκλιση κλασσική µέθοδος

ŝ
2 0.026 0.00776 0.011 0.041

â 0.777 0.10961 0.563 0.991

β̂ 0.266 0.01052 0.245 0.286

F̂ 717.536 288.291 406.493 1566.891

R̂
2 0.984 0.0044 0.975 0.993



Παραµετρική Bootstrap στην παλινδρόµηση

Αντί για τη χρήση µη παραµετρικής Bootstrap µπορούµε να

χρησιµοποιήσουµε παραµετρική Bootstrap µε παρόµοιο τρόπο. Αυτό

υπονοεί ότι υποθέτουµε ότι τα σφάλµατα ακολουθούν κάποια κατανοµή

(π.χ. t ή κάποια µείξη κανονικών). Τότε πλήρη συµπερασµατολογία είναι

διαθέσιµη µε χρήση Bootstrap ενώ κάτι αντίστοιχο είναι πολύ δύσκολο

όταν χρησιµοποιούµε κλασσιµές προσεγγίσεις.

Η µόνη διαφορά είναι ότι τα σφάλµατα για κάθε δείγµα Bootstrap

γεννιούνται από την κατανοµή που έχουµε κάθε ϕορά υποθέσει.



Η Bootstrap σε Χρονολογικές σειρές

Θεωρείστε ένα µοντέλο AR(2):

Yt = β1Yt−1 + β2Yt−2 + εt

Στην κλασσική περίπτωση υποθέτουµε κανονικότητα των καταλοίπων. Αν

αυτή η υπόθεση δεν ικανοποιείται µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε

Bootstrap προκειµένου να προχωρήσουµε σε συµπερασµατολογία.



Ο αλγόριθµος

Βήµα 1: Προσάρµοσε το µοντέλο AR(p) στα δεδοµένα. Βρες τις

εκτιµήσεις (β̂1, β̂2, ..., β̂p)

Βήµα 2: Βρες τα κατάλοιπα του εκτιµηθέντος µοντέλου. ΄Εστω ότι

αυτά είναι (ε̂1, ε̂2, ..., ε̂t).

Βήµα 3: Ξεκίνησε την Bootstrap: Πάρε δείγµα από τα εκτιµηθέντα

κατάλοιπα µε επανάθεση. ΄Εστω ότι το Bootstrap δείγµα είναι το

(ε̂∗
1
, ε̂∗

2
, ..., ε̂∗

t
).

Κατασκεύασε την σειρά ως εξής :

1 Θέσε y
∗
i
= yi , i = 1, ..., p

2 Θέσε y
∗
t
= β̂1y

∗
t−1 + β̂2y

∗
t−2 + ...+ β̂py

∗
t−p

+ ε∗
t

, για

t = p + 1, ..., T
3 Προσάρµοσε το µοντέλο AR(p) στη νέα σειρά y

∗
t
, t = 1, ..., T και

εκτίµησε τις παραµέτρους

4 Επανέλαβε τη διαδικασία B ϕορές.

Βήµα 4: Χρησιµοποίησε τις B τιµές των παραµέτρων από τα

Bootstrap δείγµατα για συµπερασµατολογία (πχ ελέγχους

υποθέσεων, διαστήµατα εµπιστοσύνης κλπ)



Παραλλαγή παραµετρικής Bootstrap

Στην περίπτωση που µας ενδιαφέρει να κάνουµε παραµετρική

Bootstrap αυτό που αλλάζει είναι πως αντί να γεννήσουµε τα κατάλοιπα

από την εµπειρική τους κατανοµή τα προσοµοιώνουµε από την

παραµετρική υπόθεση που έχουµε κάνει. Πχ αν έχουµε υποθέσει ότι τα

κατάλοιπα προέρχονται από µια κατανοµή t τότε απλά προσοµοιώνουµε

από αυτή την κατανοµή.



Παράδειγµα : Ετήσια µέγιστη ϱοή

Τα δεδοµένα αφορούν n = 100 από την ετήσια µέγιστη ϱοή σε ένα

συγκεκριµένο σηµείο του ποταµού Μισσουρι για τα έτη 1898-1997 σε

cm
3/sec.



Παράδειγµα : Ετήσια µέγιστη ϱοή - Αποτελέσµατα

θ µέσος τυπ. σφάλµα 95% δ.ε. τιµή από το δείγµα

β̂1 0.155 0.0964 ( -0.032, 0.333) 0.112

β̂1 0.042 0.0923 (-0.118, 0.226) 0.063

σ̂2 1.669 0.415 (1.087, 2.533) 1.579



Παράδειγµα : Ετήσια µέγιστη ϱοή (συνέχεια)

Ιστόγραµµα των Bootstrap τιµών για τις παραµέτρους :



Παράδειγµα : Ετήσια µέγιστη ϱοή (συνέχεια)

Μερικές Bootstrap χρονολογικές σειρές που κατασκευάσαµε µε τον

αλγόριθµο :



Παράδειγµα : Ετήσια µέγιστη ϱοή - Κατάλοιπα



Bootstrap για εξαρτηµένα δεδοµένα

Η Bootstrap ϐασίζεται στη δηµιουργία ανεξάρτητων δειγµάτων από την

F̂n. Για εξαρτηµένα δεδοµένα η τυπική Bootstrap δεν µπορεί να

εφαρµοστεί. Η ιδέα είναι ότι χρειάζεται να µιµηθούµε την εξάρτηση των

δεδοµένων. Αυτό µπορεί να γίνει µε 2 τρόπους :

Moving Block Bootstrap: Για παράδειγµα ϑεωρείστε τα

δεδοµένα : (x1, x2, . . . , x12). Κατασκευάζουµε 4 block από 3

παρατηρήσεις το κάθε ένα, συγκεκριµένα y1 = (x1, x2, x3),

y2 = (x4, x5, x6), y3 = (x7, x8, x9), και y4 = (x10, x11, x12). Τότε

κάνουµε δειγµατοληψία από τα yi αντί για τις αρχικές

παρατηρήσεις. Κρατάµε κάποιο κοµµάτι της εξάρτησης αλλά το

χάνουµε όταν ενώνουµε τα block . Κατα κάποιο τρόπο

προσθέτουµε λευκό ϑόρυβο στα δεδοµένα. Παρατηρείστε ότι η

εξάρτηση για lag ≥ 3 εξαφανίζεται.

Overlapping blocks: Κατασκευάζουµε τα blocks µε επικάλυψη,

π.χ. ορίζουµε y1 = (x1, x2, x3),

y2 = (x2, x3, x4), . . . , y11 = (x11, x12, x1), y12 = (x12, x1, x2). Αυτό

προσθέτει λιγότερο λευκό ϑόρυβι αλλά ακόµα χάνουµε

πληροφορία αναφορικά µε την εξάρτηση.



Bootstrap για εξαρτηµένα δεδοµένα (2)

Παραµετρική Bootstrap: Εφαρµόζουµε ένα παραµετρικό µοντέλο

έτσι ώστε να αιχµαλωτίσουµε την δοµή της εξάρτησης. Για

παράδειγµα, για γραµµικές σχέσεις, µε ϐάση τη ϑεωρία,

µπορούµε να ϐρούµε ένα κατάλληλο µοντέλο AR το οποίο

προσεγγίζει αρκετά ικανοποιητικά την δοµή εξάρτησης της σειράς.

΄Η εναλλακτικά µπορούµε να συνδιάσουµε παραµετρικές ιδέες µε

block bootstrapping, µε το να προσαρµόσουµε ένα µοντέλο και

να χρησιµοποιήσουµε block bootstrap στα κατάλοιπα αυτού του

µοντέλου.

Υπάρχουν άλλες πολύ ποιο πολύπλοκες µέθοδοι κατάλληλες για

συγκεκριµένους τύπους δεδοµένων (π.χ. χωρική εξάρτηση κλπ).



Περισσότερες εφαρµογές

Η bootstrap ϐρίσκει εφαρµογές και σε πολλές άλλες περιπτώσεις τις

οποίες δεν ϑα αναλύσουµε. Ενδεικτικά αναφέρουµε :

Λογοκριµένα δεδοµένα

Προβλήµατα µε Missing Data

Πεπερασµένοι Πληθυσµοί

κλπ

Ωστόσο πριν κάποιος εφαρµόσει bootstrap κάποιος πρέπει να είναι

σίγουρος ότι τα bootstrap δείγµατα αποτελούν καλή εκτίµηση της

άγνωστης πυκνότητας του πληθυσµού. ∆ιαφορετικά η bootstrap δεν

δουλεύει !



Bag of Little Bootstraps

Μία νέα διαδικασία η οποία συνδιάζει τη bootstrap και το

subsampling, και παίρνει το καλύτερο και από τις 2 µεθόδους.

∆ουλεύει µε µικρά υποσύνολα των δεδοµένων.

Αλλά δεν απαιτεί αναλυτική αλλαγή κλίµακας.

∆ουλεύει καλά στην πράξη !



Bag of Little Bootstraps: η ιδέα

πάρε ένα υποσύνολο των δεδοµένων µεγέθους b < n

Bootstrap n ϕορές µε επανάθεση από αυτό το υποσύνολο.

Επανέλαβε τη διαδικασία µε διαφορετικά υποσύνολα.



Bag of Little Bootstraps: η ιδέα

Μπορούµε (και οφείλουµε !) να κάνουµε δειγµατοληψία µε

επανάθεση n ϕορές, και όχι b ϕορές.

΄Αν επαναλάβουµε αυτή τη διαδικασία για ένα δεδοµένο

υποσύνολο µπορούµε να κατασκευάσουµε Bootstraps δ.ε. στη

σωστή κλίµακα—χωρίς να είναι απαραίτητη αλλαγή κλίµακας !

Αυτό το κάνουµε (µε παράλληλο processing) για πολλαπλά

υποσύνολα και συνδιάζουµε τα αποτελέσµατα (π.χ. µε το µέσο).



BLB



Ιδιότητες

Η BLB όπως και η bootstrap, κάτω από τις ίδιες συνθήκες οι οποίες

ίσχυαν και πριν στην bootstrap µοιράζονται τις ιδιότητες

συνεπείς ασυµπτωτικά

σωστές σε µεγάλη τάξη

Γρήγορη σύγκλιση

΄Αρα στην πράξη δεν χάνουµε κάτι αλλά έχουµε ένα διπλό εργαλείο.


