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Κίνητρο

Για κάθε σηµειακή εκτίµηση που λαµβάνουµε στη Στατιστική είναι

σηµαντικό να συνοδεύεται και από µία εκτίµηση µεταβλητότητας.

Κάποιο τυπικό σφάλµα που να µας δίνει µία ένδειξη της

µεταβλητότητας γύρω από αυτή την εκτίµηση.

Παραδείγµατα : Ο µέσος του δείγµατος, το ποσοστό των ψήφων

ενός κόµµατος σε µία δηµοσκόπηση κ.α.

Πώς µπορούµε να εκτιµήσουµε τα τυπικά σφάλµατα ;

∆εν είναι πάντα εύκολο. Π.χ. ενώ γνωρίζουµε το τυπικό σφάλµα

για τον µέσο είναι δύσκολο να το υπολογίσουµε για τη διάµεσο.

Προκειµένου να λοιπόν να είµαστε σε ϑέση να υπολογίζουµε το

τυπικού σφάλµα και σε περιπτώσεις όπως η διάµεσος χρειαζόµαστε

κάποια εργαλεία για αυτό.



Παράδειγµα

16 ποντίκια συµµετείχαν σε ένα πείραµα, σε 7 από αυτά δόθηκε ένα

καινούριο ϕάρµακο ενώ στα υπόλοιπα 9 δόθηκε ένα άλλο ήδη

υπάρχον ϕάρµακο. Σκοπός ήταν να µελετηθεί η επιβίωση σε µέρες και

αν το καινούριο ϕάρµακο µεγαλώνει την επιβίωση των ποντικιών. Οι

τιµές εµφανίζονται στον παρακάτω πίνακα :

Τυπική απόκλιση

Φάρµακο Παρατηρήσεις Μέση τιµή της µέσης τιµής

Νέο 94, 197, 16, 38, 99, 141, 23 86.86 25.24

Παλιό 52, 104, 146, 10, 50, 31, 40, 27, 46 56.22 14.14

∆ιαφορά 30.63 28.93



Η ϐασική ιδέα

Ακόµα και αν ο υπολογισµός των τυπικών σφαλµάτων είναι

δύσκολος να γίνει ϑεωρητικά µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την

ισχή των υπολογιστών για να εκτιµήσουµε τυπικά σφάλµατα.

Το µόνο που χρειαζόµαστε είναι να είµαστε σε ϑέση να

αναπαράγουµε τον µηχανισµό που γέννησε τα δεδοµένα και

κατέπέκταση την πηγή που που παρήγαγε την

µεταβλητότητα/αβεβαιότητα.

Παράδειγµα : ΄Εστω ότι χρειαζόµαστε να αναπαραστήσουµε το

τυπικό σφάλµα του µέσου από ένα δείγµα µεγέθους n από έναν

συγκεκριµένο πληθυσµό. Λύση : Πάρε όσα περισσότερα

δείγµατα µεγέθους n µπορείς και για κάθε ένα εκτίµησε τον µέσο.

Τότε έχεις αρκετές τιµές που να αντανακλούν την αβεβαιότητα

γύρω από την εκτίµηση.

Η µέθοδος ϐασίζεται στην προσωµοίωση. Χρειάζεται να

προσωµοιώσουµε από την κατανοµή του πληθυσµού.



Αλλά στην πραγµατικότητα ...

Αλλά όταν µας δίνεται ένα δείγµα πραγµατικών δεδοµένων

γνωρίζουµε την F ;

Σπάνια η απάντηση είναι ναι σάυτή την ερώτηση. Γενικά δεν ισχύει.

Οπότε δεν γνωρίζουµε από ποια F να προσωµοιώσουµε.

Εδώ είναι που µπαίνει η bootstrap προκειµένου να δώσει λύση

στο συγκεκριµένο Ϲήτηµα.
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Τι είναι η bootstrap

Η Bootstrap είναι µία υπολογιστική µέθοδος που χρησιµοποιείται

ευρέως στις µέρες µας παρέχοντας µία γενική διαδικασία για την

εκτίµηση τυπικών σφαλµάτων, τη δηµιουργία διαστηµάτων

εµπιστοσύνης και για την εξαγωγή στατιστικών συµπερασµάτων

ϐασιζόµενη σε δειγµατοληψία από τα δεδοµένα.

Στις περισσότερες περιπτώσεις ϐασίζεται σε υπολογιστική ισχή.

Βρίσκει εφαρµογή µε µία ευρεία γκάµα προβληµάτων µε ελάχιστο

αριθµό υποθέσεων.



Προσέγγιση Monte − Carlo

΄Εστω ότι η συνάρτηση κατανοµής F του πληθυσµού είναι γνωστή.

Θέλουµε να υπολογίσουµε το :

µ(F) =

∫
φ(y)dF(y)

µπορούµε να το προσεγγίσουµε χρησιµοποιόντας το :

µ̂(F) =
1

M

M∑
i=1

φ(yi)

όπου yi , i = 1, . . . ,M τυχαίες µεταβλητές προσοµοιωµένες από την F

(ή απλά ένα δείγµα από την F).

Ξέρουµε ότι όταν M →∞ τότε µ̂(F)→ µ(F).

Τί συµβαίνει όταν η F δεν είναι γνωστή;



Κίνητρο

Θεραπεία : Γιατί να µην χρησιµοποιήσουµε µία εκτίµηση της F

ϐασιζόµενοι στο δείγµα (x1, . . . , xn) που έχουµε στα χέρια µας ;

Η ποιο γνωστή εκτίµηση της F είναι η εµπειρική συνάρτηση κατανοµής

F̂n(x) =
# παρατηρήσεων ≤ x

n

ή

F̂n(x) =

n∑
i=1

I(xi ≤ x)

n

όπου I(A) είναι η δείκτρια συνάρτηση και ο δείκτης n µας υπενθυµίζει

ότι ϐασίζεται στο δείγµα µεγέθους n.



Η ϐασική ιδέα της Bootstrap

Χρησιµοποίησε µία εκτίµηση της ποσότητας µ(F̂n) αντί για µ(F). Αφού η

F̂n είναι µία συνεπής εκτιµήτρια της F (π.χ. F̂n → F αν n→∞) τότε

µ(F̂n)→ µ(F).

Σηµαντικό : µ(F̂n) είναι ένα ακριβές αποτέλεσµα. Στην πράξη δεν είναι

εύκολο να το ϐρούµε οπότε χρησιµοποιούµε την Monte Carlo

προσέγγιση του.

Οπότε η ιδέα της bootstrap που χρησιµοποιείται στην πράξη είναι η

ακόλουθη :

Γέννησε δείγµατα από την F̂n και χρησιµοποίησε σαν εκτίµηση της µ(F)
την ποσότητα :

µ̂(F) =
1

M

M∑
i=1

φ(y
∗
i )

όπου y∗i , i = 1, . . . ,M τυχαίες µεταβλητές προσωµοιωµένενες από την

F̂n.



Προσωµοίωση από την F̂n

Η προσοµοίωση από την F̂n είναι µία σχετικά εύκολη και σαφής

διαδικασία. Η συνάρτηση πυκνότητας f̂n που συνδέεται µε την F̂n

ϑα είναι αυτή που δίνει πιθανότητα 1/n σε όλα τα παρατηρούµενα

σηµεία xi , i = 1, . . . , n και 0 αλλού.

Σηµείωση : αν κάποια τιµή εµφανίζεται περισσότερες από µία

ϕορές τότε στην τιµή αυτή αντιστοιχεί πιθανότητα µεγαλύτερη από

1/n.

Οπότε επιλέγουµε τυχαία δείγµατα από τις παρατηρήσεις µε

δειγµατοληψία µε επανάθεση από το αρχικό δείγµα.

Μία τιµή µπορεί να εµφανίζεται στο bootstrap δείγµα

περισσότερες από µία ϕορές και κάποιες άλλες τιµές να µην

εµφανίζονται καµία ϕορά στο δείγµα bootstrap.



Παράδειγµα

΄Εστω 10 τιµές : 1,3,6,8,9,11,14,16,19,18.

΄Ενα δείγµα που µπορεί να προκύψει µε δειγµατοληψία µε επανάθεση

είναι :

1,1,3,3,3,9,11,16,18,19.

Τι παρατηρείτε ;



Μία γρήγορη αναδροµή στην ιστορία της Bootstrap (1)

Εµφανίστηκε το 1979 σε µία δηµοσίευση του Εφρον. Προκάτοχοι

υπήρχαν για πολύ καιρό

΄Εγινε ιδιαίτερα δηµοφιλής τη δεκαετία του 80 εξαιτίας της

εισαγωγής των υπολογιστών σε Στατιστικές εφαρµογές.

΄Εχει δυνατό Μαθηµατικό υπόβαθρο (µε το οποίο δεν ϑα

ασχοληθούµε εδώ).

Στην πράξη ϐασίζεται στην προσωµοίωση αλλά σε µερικά

παραδείγµατα υπάρχουν ακριβή αποτελέσµατα για τα οποία δεν

χρειάζεται προσωµοίωση.

Παρόλο που είναι µέθοδος για ϐελτίωση εκτιµητών, είναι ιδιαίτερα

γνωστή ως µέθοδος εκτίµησης τυπικών σφαλµάτων, µεροληψίας

και κατασκευής διαστηµάτων εµπιστοσύνης.



Μία γρήγορη αναδροµή στην ιστορία της Bootstrap

Απαιτεί ελάχιστες υποθέσεις. Κυρίως ϐασίζεται στην υπόθεση ότι

το δείγµα είναι µία καλή αναπαράσταση του άγνωστου πληθυσµού.

∆εν είναι µαύρο κουτί. ∆ουλεύει για την πλειοψηφία των

προβληµάτων αλλά µπορεί να είναι προβληµατική για άλλα.

Στην πράξη είναι υπολογιστικά απαιτητική. Αλλά η πρόοδος στους

υπολογιστές την κάνει εύκολα διαθέσιµη σε καθηµερινές

πρακτικές.



Είδη Bootstrap

Παραµετρική Bootstrap: Γνωρίζουµε ότι η F ανήκει σε µία

παραµετρική οικογένεια από κατανοµές και απλά εκτιµάµε τις

παραµέτρους από το δείγµα. Γεννάµε δείγµατα από την F

χρησιµοποιόντας τις παραµέτρους που έχουµε εκτιµήσει.

Μη παραµετρική Βοοτστραπ: ∆εν γνωρίζουµε τι µορφή έχει η F και

την εκτιµάµε από την F̂ την εµπειρική κατανοµή που παίρνουµε από

τα δεδοµένα.



Ο γενικός αλγόριθµος bootstrap

1 Γέννησε ένα δείγµα x∗ µεγέθους n από την F̂n.

2 Υπολόγισε την θ̂∗ γιάυτό το δείγµα bootstrap.

3 Επανέλαβε τα ϐήµατα 1 και 2, B ϕορές.

Από αυτή τη διαδικασία καταλήγουµε µε τις bootstrap τιµές

θ̂∗ = (θ̂∗1 , θ̂
∗
2 , . . . , θ̂

∗
B ). Θα χρησιµοποιήσουµε αυτές τις bootstrap τιµές

για να υπολογίσουµε τις ποσότητες που µας ενδιαφέρουν.

Παρατηρείστε ότι θ̂∗ είναι ένα δείγµα από την άγνωστη κατανοµή της θ̂
και άρα περιλαµβάνει όλη την πληροφορία που αφορά την θ̂!



΄Ενα παράδειγµα : Η διάµεσος

Θεωρείστε τα δεδοµένα x = (x1, . . . , xn). ΄Εστω ότι ϑέλουµε να

ϐρούµε το τυπικό σφάλµα της δειγµατικής διαµέσου. Υπάρχουν

ασυµπτωτικά αποτελέσµατα αλλά ανεφέρονται σε µεγάλα µεγέθη

δείγµατος και δεν είναι εφαρµόσιµα στην περίπτωση µας αν το n µικρό.

Χρησιµοποιούµε bootstrap.

Γεννάµε ένα δείγµα x1
∗ µε δειγµατοληψία µε επανάθεση από το

x. Αυτό είναι το πρώτο µας bootstrap δείγµα.

Γιάυτό το δείγµα υπολογίζουµε τη δειγµατική διάµεσο έστω ότι την

συµβολίζουµε µε : θ̂∗1

Επανέλαβε τα ϐήµατα 1 και 2, B ϕορές.

Στο τέλος έχουµε B τιµές θ̂∗ = (θ̂∗1 , θ̂
∗
2 , . . . , θ̂

∗
B ). Αυτό είναι ένα τυχαίο

δείγµα από την κατανοµή της δειγµατικής διαµέσου και άρα µπορούµε

να το χρησιµοποιήσουµε για να προσεγγίσουµε όποια ποσότητα µας

ενδιαφέρει (µέσο, τυπική απόκλιση κ.α.) Επιπλέον ένα ιστόγραµµα είναι

µία εκτίµηση της άγνωστης πικνότητας της δειγµατικής διαµέσου.

Μπορούµε να µελετήσουµε την λοξότητα κλπ.



Bootstrap τυπικά σφάλµατα

΄Εστω θ∗i η Bootstrap τιµή από το i δείγµα, i = 1, . . . , B. Η Bootstrap

εκτίµηση για το τυπικό σφάλµα της θ̂ υπολογίζεται ως :

seB(θ̂) =

√√√√1

B

B∑
i=1

(
θ̂∗i − θ̂∗

)2

όπου

θ̂∗ =
1

B

B∑
i=1

θ̂∗i

Αυτό δεν είναι τίποτα άλλο από την τυπική απόκλιση των Bootstrap τιµών.



Bootstrap εκτίµηση της µεροληψίας

΄Οµοια µία εκτίµηση της µεροληψίας της θ̂ υπολογίζεται ως

B̂ias(θ̂) = θ̂∗ − θ̂

Σηµείωση : Ακόµα και αν η θ̂ είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια, αφού είναι

µόνο µία εκτίµηση µπορεί να µην είναι µηδέν. ΄Αρα αυτή η εκτίµηση

πρέπει να αξιολογείται συνδιαστικά µε τα τυπικά σφάλµατα.



Bootstrap εκτίµηση της Συνδιακύµανσης

Σε όµοιο τρόπο µε τα τυπικά σφάλµατα για µία παράµετρο µπορούµε να

αποκτήσουµε εκτιµήσεις Bootstrap για τη συνδιακύµανση δύο

παραµέτρων. ΄Εστω ότι θ̂1 και θ̂2 είναι δύο εκτιµήτριες ενδιαφέροντος

(π.χ. στην κανονική κατανοµή µπορεί να είναι ο µέσος και η διακύµανση

ή στην παλινδρόµηση δύο συντελεστές παλινδρόµησης). Τότε η

Bootstrap εκτίµηση της συνδιακύµανση προκύπτει από :

CovB(θ̂1, θ̂2) =
1

B

B∑
i=1

(
θ̂∗1i − θ̂∗1

)(
θ̂∗2i − θ̂∗2

)
όπου (θ̂∗1i , θ̂

∗
2i) είναι οι Bootstrap τιµές των δύο παραµέτρων που

προκύπτουν από το i Bootstrap δείγµα.



Παράδειγµα : Συνδιακύµανση ανάµεσα στο µέσο και τη

διακύµανση

Παραµετρική Bootstrap. ∆είγµατα µεγέθους n = 20, 200 γεννιούνται

από N(1, 1) και Gamma(1, 1) κατανοµές. Και οι δύο έχουν µ = 1 και

σ2 = 1. Υποθέστε ότι θ̂1 = x̄ και θ̂2 = s2. Βασιζόµενοι σε B = 1000

επαναλήψεις εκτιµείστε την συνδιακύµανση ανάµεσα στην θ̂1 και την θ̂2.

Κατανοµή

Κανονική Γάµµα

ν=20 0.00031 0.0998

ν=200 0.0007 0.0104

Πίνακας: Οι εκτιµήσεις της συνδιακύµανσης για το µέσο και τη διακύµανση

ϐασοζόµενοι σε παραµετρική Bootstrap (B = 1000). Από τη ϑεωρία για την

Κανονική κατανοµή γνωρίζουµε ότι η συνδιακύµανση είναι 0.



Απλό Bootstrap δ.ε.

Χρησιµοποιούµε την εκτίµηση του τυπικού σφάλµατος µε Bootstrap και

την υπόθεση της κανονικότητας (η οποία είναι αυθαίρετη σε αρκετές

περιπτώσεις) για να κατεσκευάσουµε ένα διάστηµα της µορφής :

(θ̂ − Z1−a/2seB(θ̂), θ̂ − Za/2seB(θ̂))

όπου Za συµβολίζει το a ποσοστιαίο σηµείο της τυποποιηµένης

κανονικής κατανοµής. Αυτό είναι ένα (1− a) διάστηµα εµπιστοσύνης

για τη θ. Υπονοεί ότι έχουµε υποθέσει ότι η θ̂ ακολουθεί την κανονική

κατανοµή.



Ποσοστιαία δ.ε.

Το διάστηµα εµπιστοσύνης υπολογίζεται ως :(
κa/2, κ1−a/2

)
όπου κa συµβολίζει το a εµπειρικό ποσοστιαίο σηµείο των θ̂∗i .

Ξεκάθαρο αυτό είναι µη συµµετρικό και λαµβάνη υπόψη την µορφή της

κατανοµής των θ̂∗i .



θ̂∗i -t δ.ε.

Βελτιώνει το απλό bootstrap δ.ε. µε την έννοια ότι δεν χρειάζεται την

υπόθεση της κανονικότητας. Το διάστηµα έχει τη µορφή:

(θ̂ − ζ1−a/2seB(θ̂), θ̂ − ζa/2seB(θ̂))

όπου ζa είναι το a ποσοστιαίο σηµείο των τιµών ξi , όπου

ξi =
θ̂∗i − θ̂
se(θ̂∗i )

Παρατηρείστε ότι για τις τιµές ξi χρειαζόµαστε τις ποσότητες se(θ̂∗i ). Αν

δεν αυτές δεν δίνονται από κλειστού τύπου εξισώσεις (π.χ. ασυµπτωτικά

τυπικά σφάλµατα) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε θ̂∗i να τα

εκτιµήσουµε. Το υπολογιστικό ϐάρος είναι διπλάσιο !

Παρατηρείστε ότι τα ξi είναι τυποποιηµένες τιµές των θ̂∗i .



BCa δ.ε.

Βελτιώνει το Ποσοστιαία Bootsrap δ.ε. µε την έννοια ότι λαµβάνει

υπόψη τη µεροληψία.

Το Bootsrap BCa δ.ε. είναι :

(κp1
, κp2

)

όπου p1 = Φ(zα/2 + 2b0) και p2 = Φ(z1−α/2 + 2b0) µε Φ(·) η

συνάρτηση της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής.

κa είναι το a− ποσοστιαίο σηµείο της κατανοµής των Bootsrap τιµών

(όµοια µε το συµβολισµό για το ποσοστιαίο δ.ε.).

b0 = Φ−1

(
1

B

B∑
i=1

I(θ̂∗i ≤ θ̂)

)
Αν η κατανοµή των θ̂∗i είναι συµµετρική, τότε b0 = 0 και p1 = a/2 και

p2 = 1− a/2, και εποµένως καταλήγουµε στα απλά ποσοστιαία δ.ε.



Σύκριση των δ.ε.

Ποιό δ.ε. να χρησιµοποιήσω ; Προκειµένου να καταλήξω σε µία

απόφαση λαµβάνω υπόψη ότι :

Τα Ποσοστιαία δ.ε. είναι εύκολα εφαρµόσιµα σε αρκετές

περιπτώσεις.

Για τα ποσοστιαία -t δ.ε. χρειάζεται να γνωρίζουµε τα : se(θ̂).

Προκειµένου να µπορέσουµε να εκτιµήσουµε επαρκώς δ.ε.

χρειάζεται να αυξήσουµε το B.

Καταλήγουµε σε µη συµµετρικά δ.ε.(εκτός από την περίπτωση των

απλών δ.ε., το οποίο µας δίνει µικρότερη διαίσθηση)

Παρατηρείστε τη σύνδεση ανάµεσα στα δ.ε. και τον έλεγχο

υποθέσεων !



Παράδειγµα 1: Συντελεστής συσχέτισης

Θεωρείστε τα Ϲεύγη τιµών (xi , yi), i = 1, . . . , n. Ο συντελεστής

συσχέτισης του Pearson δίνεται από τη σχέση :

θ̂ =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)√
n∑

i=1

(xi − x̄)2
n∑

i=1

(yi − ȳ)2

Η συµπερασµατολογία δεν είναι εύκολη. Αποτελέσµατα υπάρχουν

µόνο κάτω από την υπόθεση της διδιάστατης κανονικής κατανοµής. Η

Bootstrap δίνει µια πιθανή λύση :



Αµερικανικές εκλογές

Τα δεδοµένα αναφέρονται σε n = 24 πολιτείες στην Αµερική.

Σχετίζονται µε τις Αµερικανικές εκλογές του 1844. Οι δύο µεταβλητές

είναι : το ποσοστό συµµετοχής στις εκλογές για την κάθε πολιτεία και η

διαφορά ανάµεσα στους 2 υποψήφιους. Η ερώτηση είναι κατά πόσο

υπάρχει συσχέτιση ανάµεσα στις 2 µεταβλητές. Ο παρατηρούµενος

συντελεστής συσχέτισης είναι : θ̂ = −0.359.



Αµερικανικές εκλογές : Τα δεδοµένα

Πολιτεία Συµµετοχή % Απόλυτη διαφορά %

Maine 67.5 13

New Hampshire 65.6 19

Vermont 65.7 18

Masschusetts 59.3 12

Rhode Island 39.8 20

Connecticut 76.1 5

New York 73.6 1

New Jersey 81.6 1

Pensylvania 75.5 2

Maryland 80.3 3

Virginia 54.5 6

North Carolina 79.1 5

Πίνακας: Τα αποτελέσµατα των αµερικάνικων προεδρικών εκλογών του 1844

σε 24 πολιτείες. Στον πίνακα ϐλέπετε το ποσοστό της συµµετοχής και την

απόλυτη διαφορά ανάµεσα στους δύο υποψηφίους για τις 12 πρώτες

πολιτείες.



Αµερικανικές εκλογές : Τα δεδοµένα (συνέχεια)

Πολιτεία Συµµετοχή % Απόλυτη διαφορά %

Georgia 94.0 4

Kentucky 80.3 8

Tennessee 89.6 1

Louisianna 44.7 3

Alabama 82.7 18

Missisipi 89.7 13

Ohio 83.6 2

Indiana 84.9 2

Illinois 76.3 12

Missouri 74.7 17

Arkansas 68.8 26

Michigan 79.3 6

Πίνακας: Τα αποτελέσµατα των αµερικάνικων προεδρικών εκλογών του 1844

σε 24 πολιτείες. Στον πίνακα ϐλέπετε το ποσοστό της συµµετοχής και την

απόλυτη διαφορά ανάµεσα στους δύο υποψηφίους για τις επόµενες 12

πολιτείες.



Αµερικανικές εκλογές : Αποτελέσµατα

Για B = 1000 επαναλήψεις ϐρήκαµε θ̂∗ = −0.3656, seB(θ̂) = 0.1801.

Το ασυµπτωτικό τυπικό σφάλµα που δίνεται από την ϑεωρία είναι

seN(θ̂) = 1−θ̂2

√
n−3

= 0.1881. Bias(θ̂) = 0.0042

απλό δ.ε. (-0.7228, -0.0167)

Ποσοστιαίο (-0.6901, 0.0019)

Ποσοστιαίο-t (-0.6731, 0.1420)

BCa (-0.6806, 0.0175)

Πίνακας: 95% bootstrap δ.ε.



Περισσότερες λεπτοµέρειες για το Ποσοστιαίο-t δ.ε.

Σε περίπτωση σαν αυτή στην όποια έχουµε µία εκτίµηση του τυπικού

σφάλµατος για τον συντελεστή συσχέτισης (παρόλο που είναι

ασυµπτωτική εκτίµηση) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το Ποσοστιαίο-t

δ.ε. χωρίς να χρειάζεται να επαναλάβουµε τις επαναλήψεις bootstrap.

Για να το κάνουµε αυτό, από τις bootstrap τιµές θ̂∗i , i = 1, . . . , B,

υπολογίζουµε

ξi =
θ̂∗i − θ̂
se(θ̂∗i )

όπου

se(θ̂∗i ) =
1− θ̂∗2i√

n− 3

Μετά ϐρίσκουµε τα ποσοστιαία σηµεία των ξ. Παρατηρείστε ότι η

κατανοµή των ξ είναι ασύµµετρη, αυτό εξηγεί το διαφορετικό αριστερό

όριο στο Ποσοστιαίο-t δ.ε.



Παράδειγµα 2: ∆είκτης διασποράς

Για count data µία ποσότητα ενδιαφέροντος είναι ο λόγος I = s2/x̄ .

Για δεδοµένα από την κατανοµή Poisson η ποσότητα αυτή είναι

ϑεωρητικά ίση µε, 1. ΄Εστω τα δεµένα ότι είναι ατυχήµατα σε n = 20

διασταυρώσεις κατά τη διάρκεια ενός έτους. Θέλουµε να

κατασκευάσουµε δ.ε. για το I. Τα δεδοµένα είναι :

(1,2,5,0,3,1,0,1,1,2,0,1,8,0,5,0,2,1,2,3).

Χρησιµοιούµε bootstrap µε επαναδειγµατοληψία από τις

παρατηρούµενες τιµές. Χρησιµοποιόντας θ̂ = I ϐρίσκουµε (B = 1000):

θ̂ = 2.2659, θ̂∗ = 2.105,
ˆ

Bias(ˆ)θ = 0.206, seB(θ̂) = 0.6929.

απλό bootstrap δ.ε. (0.9077, 3.6241)

Ποσοστιαίο (0.8981, 3.4961)

Ποσοστιαίο-t (0.8762, 3.4742)

BCa (1.0456, 3.7858)

Πίνακας: 95% bootstrap δ.ε. για το I



Μερικά σχόλια

Ασυµπτωτική ϑεωρία για το I δεν είναι διαθέσιµη· η bootstrap είναι

µία εύκολη µεθοδολογία για να εκτιµήσουµε τυπικά σφάλµατα.

Τα δ.ε. δεν είναι ίδια. Αυτό οφείλεται στην ύπαρξη µικρής

ασσυµετρίας των bootstrap τιµών.

Η δειγµατική εκτίµηση είναι µεροληπτική.

Για τα Ποσοστιαία-t δ.ε. χρησιµοποιούµε bootstrap να

εκτιµήσουµε τυπικά σφάλµατα για κάθε bootstrap δείγµα.


