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Η ανάγκη για αριθµητικές µεθόδους

Κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες δεν υπάρχουν υπάρχουν κλειστού

τύπου εξισώσεις (για την εξεύρεση εκτιµητών/ριών ΜΠ). Χρειάζεται

λοιπόν να λύσουµε ένα σύστηµα πολλών µη-γραµµικών εξισώσεων ή

ισοδύναµα να µεγιστοποιήσουµε τη συνάρτηση πιαθανοφάνειας µε

αριθµητικές µεθόδους. Υπάρχουν διάφορες διαδικασίες και για τους 2

τρόπους, οι οποίοι σε πολλές περιπτώσεις είναι πολύ παρόµοιοι.

Επιπλέον υπάρχουν επι τούτου διαδικασίες για εύρεση λύσης.



Η µέθοδος Newton-Raphson (σε µία διάσταση)

΄Εστω ότι ϑέλουµε να λύσουµε την εξίσωση F(θ) = 0. Ξεκίνα από µία

αρχική τιµή θ(0) και ενηµέρωσε µε την καινούρια τιµή:

θ(r+1) = θ(r) − F(θ(r))

F ′(θ(r))

µέχρι η µεταβολή ανάµεσα σε 2 διαδοχικά ϐήµατα να είναι ασήµαντη.



Πλεονεκτήµατα και Μειονεκτήµατα

Πλεονεκτήµατα

Εύκολο υπολογιστικά

Τετραγωνική σύγκλιση

Μειονεκτήµατα

Μπορεί να προκύψει λύση έξω από το αποδεκτό εύρος

Μπορεί να συγκλίνει σε τοπικό και όχι ολικό µέγιστο

Εξαρτάται από καλή επιλογή της αρχικής τιµής θ(0).



Εκτίµηση µε τη µέθοδο της Μέγιστης πιθανοφάνειας

΄Εστω ένα µοντέλο f(x | θ), όπου x είναι ένα διάνυσµα µε

παρατηρήσεις και θ το διάνυσµα µε τις παραµέτρους που ϑέλουµε να

εκτιµήσουµε. Παρατηρούµε ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n το οποίο το

συµβολίζουµε ως : (x1, x2, . . . , xn).

Συνάρτηση Πιθανοφάνειας L(θ) =
n∏

i=1

f(xi | θ)

Λογαριθµοποιηµένη συνάρτηση πιθανοφάνειας :

`(θ) = log(L(θ)) =
n∑

i=1

logf(xi | θ)



Θεωρία

΄Εστω p παράµετροι θ1, . . . , θp.

∆ιανύσµατα Score: U(θ) =
(
∂`(θ)
∂θ1

, . . . , ∂`(θ)
∂θp

)′
Η εκτίµηση ΜΠ θ̂ προϋποθέτει ότι U(θ̂) = 0. Ασυµπτωτικά (και κάτω από

κάποιες συνθήκες κανονικοποίησης) ισχύει :

U(θ) ∼ Np(0, J(θ))

όπου J(θ) είναι ένας πίνακας του οποίου τα στοιχεία Jij υπολογίζονται

ως :

Jij(θ) = −E

[
∂2`(θ)

∂θi∂θj

]
J(θ̂) είναι ο αναµενόµενος πίνακας πληροφορίας του Fisher . Επίσης

ισχύει ότι :

θ̂ ∼ Np(θ, J−1(θ))



Θεωρία

Συνήθως ο αναµενόµενος πίνακας πληροφορίας του Fisher

προσεγγίζεται από τον παρατηρούµενο πίνακα πληροφορίας του Fisher

ο οποίος για το θ̂ συµβολίζεται ως I(θ̂) µε στοιχεία Iij(θ):

Iij(θ) = −∂
2`(θ)

∂θi∂θj

ο οποίος αξιολογείται για θ̂, και άρα κάνουµε χρήση ότι :

θ̂ ∼ Np(θ, I−1(θ))

Επίσης αποδεικνύεται ότι :

E

[
−∂

2`(θ)

∂θi∂θj

]
= E

[
∂`(θ)

∂θi

∂`(θ)

∂θj

]
Αυτό µπορεί να απλοποιήσει σηµαντικά τους υπολογισµούς.



Παράδειγµα : Περικοµένη κατανοµή Poisson

Η Περικοµένη κατανοµή Poisson προκείπτει από την κατανοµή Poisson

όταν η τιµή µηδέν δεν µπορεί να παρατηρηθεί. Είναι χρήσιµη σε

συγκεκριµένες εφαρµογές όπως : επιδηµίες, ϐιβλιοµετρία, Ϲωολογία

κλπ. Τρυνςατεδ Ποισσον διστριβυτιον αρισες ϕροµ τηε Ποισσον

διστριβυτιον ωηεν τηε Ϲερο-τη αλυε ςαννοτ ϐε οβσερεδ. Υσεφυλ ϕορ

ςερταιν αππλιςατιονς ιν επιδεµιςς, ϐιβλιοµετρψ, Ϲοολογψ ετς. Η

συνάρτηση πιθανότητας δίνεται από τη σχέση :

P(X = x) =
exp(−λ)λx

x!(1− exp(−λ))
=

λx

x!(eλ − 1)
, λ > 0, x = 1, 2, . . .

∆οθέντος ενός δείγµατος (x1, x2, . . . , xn) η λογαριθµοπιθανοφάνεια

είναι :

`(λ) = log λ
n∑

i=1

xi − n log
(

e
λ − 1

)
−

n∑
i=1

log(xi!)



Παίρνοντας τη µερική παράγωγο ως προς λ έχουµε ότι :

d`(λ)

dλ
=

n∑
i=1

xi

λ
− neλ

eλ − 1
= 0

η οποία είναι ξεκάθαρα µη γραµµική και πρέπει να λυθεί αριθµητικά. Η

εξίσωση που πρέπει να λύσουµε γράφεται :

F(λ) =
λ

x̄
− 1 + e

−λ = 0

Η Newton-Raphson επανάληψη είναι : (όπου µε λ συµβολίζουµε την

τρέχουσα τιµή)

λ(new) = λ−
λ
x̄
− 1 + e−λ

1

x̄
− e−λ


