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Μέθοδος Cross-Validation Εισαγωγή

Η µέθοδος Cross-Validation χρησιµοποιείται τόσο για τη µελέτη της

(καλής) προσαρµογής ενός µοντέλου στα δεδοµένα όσο και για τη

σύγκριση ανάµεσα σε µοντέλα.

Συγκεκριµένα η µέθοδος Cross-Validation µας επιτρέπει:

1 Να εξετάσουµε την καλή προσαρµογή ενός στατιστικού µοντέλου

στα δεδοµένα µας.

2 Να διαλέξουµε ανάµεσα σε µοντέλα.

Με τη µέθοδο Cross-Validation ∆ΕΝ εξετάζουµε την ποιότητα

εκτιµητριών.



Γιατί Cross-Validation

Χρειαζόµαστε τη µέθοδο Cross-Validation για να εξετάσουµε την

προσαρµογή ενός µοντέλου στα δεδοµένα αποφεύγοντας

περιπτώσεις υπερµοντελοποίησης.

Definition overfitting: "The production of an analysis which

corresponds too closely or exactly to a particular set of data, and

may therefore fail to fit additional data or predict future

observations reliably."



Παράδειγµα



Overfitting

Περιπτώσεις υπερµοντελοποίησης έχουµε όταν το µοντέλο

προσαρµόζεται υπερβολικά καλά στα δεδοµένα. Σε αυτές τις

περιπτώσεις το µοντέλο είναι υπερβολικά περίπλοκο και έχει

περισσότερες παραµέτρους από όσους χρειάζονται παραγµατικά.

Σε περιπτώσεις ϕωλιασµένων µοντέλων γνωρίζουµε ότι όσο

περισσότερες παραµέτρους προσθέτουµε στο µοντέλο τόσο

περισσότερο καλά το µοντέλο προσαρµόζεται στα δεδοµένα.

Χρειάζονται όµως όλες οι παράµετροι ;



Σύνηθες πρακτική για την καλή προσαρµογή

Συνήθως προσαρµόζουµε το µοντέλο στα δεδοµένα µας και µετά

χρησιµοποιώντας κάποιο κατάλληλο µέτρο εξετάζουµε την καλή

προσαρµογή του.

Κλασσικό παράδειγµα στην Γραµµική Παλινδρόµηση είναι ο

συντελεστής προσδιορισµού. Μειονέκτηµα : Χρησιµοποιούµε τα

ίδια δεδοµένα δύο ϕορές. Μία για να προσαρµόσουµε το

µοντέλο δεύτερη και για να δούµε πόσο καλό είναι.



Η µέθοδος

΄Εστω δύο µοντέλα g και h και ϑέλουµε να εξετάσουµε ποιο από τα 2

µοντέλα προσαρµόζεται καλύτερα στις n παρατηρήσεις µας x1, . . . , xn.

Αφήνουµε µια παρατήρηση έξω κάθε ϕορά,εκτιµάµε τις παραµέτρους

κάθε µοντέλου χρησιµοποιώντας µόνο τις υπόλοιπες παρατηρήσεις, και

στη συνέχεια, µε ϐάση τις εκτιµήσεις που έχουµε πάρει για τις

παραµέτρους του µοντέλου, προβλέπουµε την τιµή που αφήσαµε έξω.

Συµβολίζουµε µε ĝ−i το µοντέλο που έχει εκτιµηθεί χωρίς την

παρατήρηση i.

΄Εστω ĝ−i(xi)και ĥ−i(xi) οι προβλέψεις για την τιµή xi από τα µοντέλα ĝ−i

και ĥ−i αντίστοιχα.

Οι τιµές yi − ĝ−i(xi) και yi − ĥ−i(xi) είναι τα σφάλµατα της πρόβλεψης

για κάθε µοντέλο.



PRESS

΄Εστω η συνάρτηση

CV(g) =
1

n

n∑
i=1

(yi − ĝ−i(xi))
2.

Η ποσότητα nCV(g) αναφέρεται ως άθροισµα τετραγώνων του

προβλεπτικού σφάλµατος (prediction error sum of squares, PRESS) για το

µοντέλο g. Συγκρίνοντας τις τιµές της συνάρτησης CV για κάθε

µοντέλο µπορεί κανείς να δει ποιο µοντέλο είναι καλύτερο. ΄Ετσι αν

CV(g) < CV(h) τότε το µοντέλο g είναι καλύτερο από το h καθώς έχει

µικρότερο PRESS.



Σχόλια :

Η µέθοδος Cross-validation απαιτεί πολλούς υπολογισµούς, αν και

υπάρχουν σε πολλές περιπτώσεις ικανοποιητικοί αλγόριθµοι για να

µειώσουν τον όγκο των υπολογισµών που απαιτούνται.

Η µέθοδος Cross-validation δεν επηρεάζεται από ακραίες τιµές

µε µεγάλη επίδραση που δεν οφείλονται στο µοντέλο και οι

οποίες µπορούν να καθορίζουν τις εκτιµήτριες του µοντέλου.

Το κριτήριο PRESS και µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την σύγκριση

ϕωλιασµένων µοντέλων.

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε διάφορες άλλες προσεγγίσεις

για να µετρήσουµε την καλή προσαρµογή του µοντέλου όπως π.χ.

να χρησιµοποιήσουµε απόλυτες τιµές αντί να υψώσουµε στο

τετράγωνο.

Το κριτήριο PRESS εκτός από την καλή προσαρµογή εξετάζει και

την προβλεπτική ικανότητα του µοντέλου.



Παράδειγµα : Γραµµική Παλινδρόµηση

Γνωρίζουµε πως γενικά το γραµµικό µοντέλο µε τη χρήση πινάκων

µπορεί να γραφτεί ως εξής

Y = Xβ

όπου Y είναι ένα n × 1 διάνυσµα µε τις τιµές της εξαρτηµένης

µεταβλητής, X είναι ένας n × (p + 1) πίνακας σχεδιασµού µε τις p

ανεξάρτητες µεταβλητές (και συνήθως την πρώτη στήλη όλο µονάδες

για να αναπαριστούν τη σταθερά) και β είναι ένα (p + 1)× 1 διάνυσµα

µε τους συντελεστές.



Παράδειγµα : Γραµµική Παλινδρόµηση (συνέχεια)

Η εκτιµήτρια ελαχίστων τετραγώνων είναι η

β̂ =
(
X′X
)−1

X′Y.

Το διάνυσµα µε τις προβλέψεις Ŷ δίνεται από το :

Ŷ = Xβ̂ = X
(
X′X
)−1

X′Y = AY.

όπου A = X (X′X)−1 X′ είναι ένας πίνακας που ονοµάζεται

hat − matrix και έχει µερικές σηµαντικές ιδιότητες. Αν συµβολίσουµε

µε aij το ij στοιχείο του πίνακα A τότε αποδεικνύεται εύκολα η σχέση

yi − ŷ−i =
yi − ŷi

1 − aii

και εποµένως χρειάζεται να γίνει προσαρµογή του µοντέλου µόνο µία

ϕορά και να αποθηκευθεί ο πίνακας A. Τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα

A (aii) συνήθως αναφέρονται στη ϐιβλιογραφία ως leverages και

χρησιµοποιούνται για να µετρήσουµε αν µια παρατήρηση µπορεί να

ϑεωρηθεί πως έχει µεγάλη επίδραση στην εκτίµηση του µοντέλου.



Παράδειγµα χρήσης της µεθόδου

Τα δεδοµένα που υπάρχουν στον επόµενο πίνακα αφορούν 18

παρατηρήσεις όπου για µια συγκεκριµένη σοδιά καλαµποκιού

χρησιµοποιήθηκαν λιπάσµατα µε ϕώσφορο τόσο σε οργανική όσο και

σε ανόργανη µορφή. Σκοπός του πειράµατος ήταν να µελετηθεί κατά

πόσο ο ϕώσφορος πέρασε στην παραγωγή του καλαµποκιού. ΄Ετσι τα

δεδοµένα αποτελούνται από 3 µεταβλητές

Y = Ποσότητα ϕωσφόρου στην παραγωγή καλαµποκιού

X1 = Ποσότητα ανόργανου ϕωσφόρου στο λίπασµα

X2= Ποσότητα οργανικού ϕωσφόρου στο λίπασµα

Σκοπός της µελέτης ήταν να µελετηθεί η σχέση ανάµεσα στο

ϕώσφορο του λιπάσµατος και της παραγωγής προσαρµόζοντας

κατάλληλα γραµµικά µοντέλα.



∆εδοµένα

Y 0.4 0.4 3.1 0.6 4.7 1.7 9.4 10.1 11.6

X1 64 60 71 61 54 77 81 93 93

X2 53 23 19 34 24 65 44 31 29

Y 12.6 10.9 23.1 23.1 21.6 23.1 1.9 26.8 29.9

X1 51 76 96 77 93 95 54 168 99

X2 58 37 46 50 44 56 36 58 51



∆ιάγραµµα σηµείων και ευθείες
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Σχήµα: Οι 18 ευθείες που προκύπτουν αν κάθε ϕορά αφαιρέσουµε µια

παρατήρηση



Κριτήρια επιλογής µοντέλου

Επεξηγηµατικές Μεταβλητές PRESS Συντελεστής Προσδιορισµού

X1 1526,6 48%

X2 1809,10 21%

X1 + X2 1601,55 53%

X1 + X 2
1 26248,5 55%

X1 + X 2
1 + X 3

1 19676,2 68%



Συµπεράσµατα

Το κριτήριο PRESS δεν έχει τη µονότονη συµπεριφορά του

συντελεστή προσδιορισµού και εποµένως εισάγοντας µια

καινούρια επεξηγηµατική µεταβλητή στις ήδη υπάρχουσες δεν

ϐελτιώνεται αναγκαστικά.

Το κριτήριο µπορεί να χρησιµοποιηθεί ανάµεσα και σε

ϕωλιασµένα µοντέλα.

Με ϐάση λοιπόν το κριτήριο το απλό µοντέλο µε µόνο τη X1 ως

επεξηγηµατική είναι προτιµότερο παρόλο που έχει κατά πολύ

µικρότερο συντελεστή προσδιορισµού. Γιατί;



Γιατί;

Αυτό οφείλεται στην ακραία παρατήρηση η οποία έχει πολύ µεγάλα

κατάλοιπα και εποµένως µεγαλύτερα µοντέλα προσπαθούν απλά να

ϐελτιώσουν την προσαρµογή του µοντέλου ως προς την παρατήρηση

αυτή.



Σχέση Jackknife Cross − validation

Η εκτίµηση των παραµέτρων αφήνοντας έξω µια παρατήρηση κάθε

ϕορά ξεκάθαρα οδηγεί σε µια jackknife µέθοδο εκτίµησης. Στην

συγκεκριµένη περίπτωση ϑα µπορούσε να χρησιµοποιηθούν οι µέσοι

των â(i),β̂(i) ως εκτιµήσεις των συντελεστών του µοντέλου ϐασισµένοι

στη µέθοδο jackknife. Μια τέτοια προσέγγιση ϑα διόρθωνε το

πρόβληµα µε την παρατήρηση ακραία που έχει µεγάλη επίδραση στο

αποτέλεσµα.


